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1 Einleitung

Die Theorie der Kettenbriiche ist ein wichtiges Werkzeug flr die Analysis, der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, der Mechanik und besonders der Zahlentheorie. Eine spezielle
Form der Kettenbriiche sind die regelmafigen Kettenbriiche. Sie bilden auch die Klas-
se, die am besten erforscht ist. Sie werden in der Form

1
g+ ———— = [ag; aq,as,...]
a, +

CL2+ :

dargestellt. Es ist zu beachten, dass alle Werte ganze Zahlen sind undfigiié: > 1
sogar positive ganze Zahlen sind. Ein Kettenbruch, in dem die Z&hler alle gleich 1
sind, wird als regelmaRiig oder einfach bezeichnet.

Die Kettenbruchtheorie entwickelte sich aus dem Interesse, Briiche oder schwer fass-
bare Zahlen besser approximierten zu kénnen. Ein Beispiel dafGhigttiaan Huy-

gens, er entwickelte ein Zahnradmodell fir das Sonnensystem. Er musste aus den
Umlaufzeiten der Planeten das Ubersetzungsverhaltnis der Zahnrader approximieren
und dazu nutzte er Kettenbriiche. Der relative Fehler kann durch eine Kettenbruchap-
proximation mit nur wenigen Schritten sehr gering gehalten werden.

Schon die Chinesen naherten die Kreiszalurch Briiche an. Im Zeitalter des Com-
puters ist die Naherung der Zahloder einer anderen irrationalen Zahl problemlos
machbar, aber sie ist selten sinnvoll.

Bei Naherungsbriichen soll ein méglichst kleiner Nenner und Zahler gegeben sein. Es
kann gezeigt werden, dass die Naherungsbriche einer reellen Zahl, die durch eine Ket-
tenbruchentwicklung entstehen, die genauste rationale Annaherung sind. Sie kann nur
genauer gemacht werden, indem der Nenner vergrof3ert wird. Diese genaue Form der
Zahlendarstellung bietet einem Computer eine einfachere Speicherméglichkeit. Be-

herrscht er namlich Kettenbruche und erkennt Periodizitaten, kann er jede Wurzel einer

Zahl, die er exakt speichern kann, wieder exakt speichern.

Kettenbrtiche sind auch eine angenehme Mdglichkeit, algebraische Zahlen von trans-
zendenten Zahlen zu unterscheiden. Aber zur Berechnung sind sie nicht geeignet, denn
es gibt keinen Algorithmus zur Berechnung der Summen, Differenzen, Produkte oder
Quotienten zweier Zahlen, falls sie in Kettenbruchdarstellung geschrieben sind. Es
gibt auch viel effizientere Verfahren, um transzendente und algebraische Zahlen zu
berechnen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Uberblick iiber die Theorie der regelmaRigen Ket-
tenbriiche zu geben. Der Leser soll die Eigenschaften und Grundalgorithmen der Ket-
tenbruchtheorie kennenlernen und anhand von Beispielen und Anwendungen sehen,
wie sie ermittelt werden kénnen.

In Kapitel 2 werden ausgehend vom Euklidischen Algorithmus die endlichen regel-
maRigen Kettenbrliche eingefuhrt. Es werden die Konvergenten eingefiihrt und ihre

1Christiaan Huygens (* 14. April 1629 in Den Haag, Niederlande; gestorben 8. Juli 1695) war ein
niederlandischer Astronom, Mathematiker und Physiker.
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Rekursionsformel zur Berechnung. Eine spezielle Anwendagigt sich mit der Be-
rechnung einer diophantischen Gleichung. Zum Abschluss des Kapitels wird die Be-
ziehung zwischen den Konvergenten eingefiihrt.

Kapitel 3 befasst sich dann mit unendlichen regelméaRigen Kettenbriichen. Hier wird

die Eindeutigkeit eines Kettenbruches vorgestellt und weiter, dass jeder unendliche
Kettenbruch eine irrationale Zahl darstellt. Abschliel3end wird der Kettenbruch-Algorith-
mus vorgestellt, mit dessen Hilfe jede irrationale Zahl in einen Kettenbruch umgewan-

delt werden kann.

In Kapitel 4 werden Approximationsverfahren vorgestellt, die zeigen wie dicht ein
Bruch einer Kettenbruchentwicklung an der gesuchten Zahl liegt. Weitergehend wird
bewiesen, dass ein Kettenbruch die beste rationale Naherung liefert, in dem Sinne, dass
eine Verbesserung nur durch Erhéhung des Nenners erzielt werden kann.

Das letzte Kapitel dieser Arbeit beschéftigt sich mit einer speziellen Form der unend-

lichen regelméaRigen Kettenbriiche, den periodischen Kettenbriichen. Es werden rein-
und gemischtperiodische Kettenbriiche vorgestellt. Weiter wird der Zusammenhang
zwischen periodischen Kettenbriichen und quadratischen Irrationalitaten gezeigt. An
dieser Stelle wird auch ein Algorithmus zur Umwandlung von Kettenbriichen angege-

ben. Der interessante Aspekt der inversen Periode wird erldutert und es wird darauf
eingegangen, welche Form Kettenbriiche von Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen
haben. Das Kapitel endet mit Anwendungen und Beispiele der periodischen Ketten-
bruche.

Die in der Arbeit vorgestellten Algorithmen sind in der Arbeit selbst meistens nur
theoretisch dargestellt. Auf einer beiliegenden CD sind die Algorithmdtathema-

tica implementiert und alle in der Arbeit vorkommenden Beispielaufgaben sind auch
in einemMathematicaNotebook vorgefiihrt.



2 Endliche Kettenbriche

2.1 Allgemeine Einfuihrung des endlichen Kettenbruches

In diesem Abschnitt betrachten wir endlich gestaffelte Kettenbriiche. Die Grundlage
dieses Abschnittes ist Literatur aus [Zip93] Abschnitt 2 und [Bur98] Kapite2.14

Fibonacci? fiihrte zu seiner Zeit eine Art von Kettenbriichen ein. Das Syrael
wurde beispielsweise als Abkirzung fir

1+3
13 1+ 11 1

30 3 37'3.473.45

benutzt. Heutzutage schreiben wir Kettenbriiche jedoch Ublicherweise in absteigender

Form:

95
—:2+ l .
43 1
At —7—
1+

1
3+§

Ein endlich mehrfach gestaffelter Ausdruck dieser Art wird endlicher einfacher Ket-
tenbruch genannt.

Definition 2.1 (Endliche Kettenbriche) Ein endlicher Kettenbruch ist ein Bruch der
Form

ag +
0
b

aq +

1
ay +

bn—l

n

an_l + —

a,

in welchemug, a4, ..., a, undb,, by, ..., b, reelle Zahlen darstellen, die — mit Ausnah-

me moglicherweise van, — alle positiv sind. Die Zahleay, a,, ..., a,, heil3en Teilnen-

ner des Bruches. Der Kettenbruch heif3t regelmafig oder einfacher Kettenbruch, wenn
alle b, gleich1 und allea, ganze Zahlen sind.

Streng genommen ist die letzte Zah| eigentlich kein Teilnenner mehr, sie wird aber
dennoch dazu gezahlt. Im Weiteren betrachten wir jetzt nur noch regelméfige Ketten-
bruche, in denen allg, gleich 1 sind, daher werden wir im weiteren Verlauf das Wort
~regelmafig“ oder ,einfach” nicht immer explizit angeben.

Es ist einleuchtend, dass jeder endliche Kettenbruch eine rationale Zahl darstellt, weil
wir ihn einfach zusammenfassen kénnen:

2Leonardo von Pisa besser bekannt unter dem Namen Fibonacci wurde zwischen 1170 und 1180
geboren.Wie sein Geburtsjahr ist auch sein Todesjahr nicht exakt bekannt.Die letzte Nachricht Giber ihn
ist ein Dekret aus dem Jahr 1240.



Beispiel 2.1
Wir fassen einen endlichen Kettenbruch zu einer rationalen Zahl zusammen:

2+ 11 :2+%:2+ 17:2+3:%
4+71 4+ 5 4+ —
1+ 1+7

1
3 _
T3

Die umgekehrte Richtung wollen wir nun in einem Satz festhalten:

Satz 2.2 Jede rationale Zahl kann als endlicher Kettenbruch geschrieben werden.

Wir werden im folgenden Beweis sehen, dass Satz 2.2 ein Algorithmus ist, denn mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus lasst sich jede rationale Zahl als endlicher Ketten-

bruch schreiben.

Beweis: Seia/b eine rationale Zahl mit, b > 0. Wir bestimmen nun den gréften
gemeinsamen Teiler vanund b mit dem Euklidischen Algorithmus:

a=agh+ry, O<ry<b

b=ayry +ry, O<ry<ry

Ty = AoTy + T3, O<ry<m,
Tyo = Qp_ 1Ty 1+ Tp) O<r,<r,4

T_1 = a,r, +0.

Da dier,, positiv sind undb > 0 vorausgesetzt wurde, kénnen wir davon ausgehen,
dass alle Zahlen,, a,, ..., a,, positiv sind. Nun kann das Gleichungssystem in folgen-
de Form umgeschrieben werden:

a/b=ay+ry/b=ag+1/(b/ry,
T1/Ty = ay +13/T5 = ap + 1/(ry/13),

Tn—Z/Tn—l =0p1 + Tn/rn—l =G + 1/(Tn—1/rn)’

7"”_1/7"” = Q-

Setzen wir nurb/r; aus der zweiten Gleichung in die erste Gleichung ein, so erhalten

wir
a 1 1

- = Qg+ —F = ag+ ———

b ° " b/ry 0 1
a1+

Tl/Tz

In die entstandene Gleichung setzen wir dann fir den Wef¥t, unsere dritte Glei-
chung ein. Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir nach endlich vielen
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Schritten schliel3lich:

Dies zeigt uns, dass jede rationale Zahl zu einem endlichen Kettenbruch umgeformt
werden kann. O

Die programmierte FunktioRationalinKettenbruch benutzt die im Beweis beschrie-
bene Division mit Rest und errechnet damit die TeilnenneDiese werden in einer
Liste abgespeichert und spater als Resultat fir unseren Kettenbruch ausgegeben.

Wir verdeutlichen unser Ergebnis aus dem Beweis mit einem weiteren Beispiel:

Beispiel 2.2
Der Euklidische Algorithmus wird auf die Zahlen 19 und 51 angewendet und dadurch
formen wir den Bruch 1851 in einen Kettenbruch um:

51= 2-19+13  oder 5¥19=2+13/19,
19= 1-13+6 oder 1913=1+6/13
13= 2-6+1 oder 136=2+1/6
6= 6-1+0 oder §1=6.

Nun nehmen wir die passende Substitution vor und erhalten folgende Kettenbruchent-
wicklung:

19 1 3 1 3 1 3 1
51  (51/19 3 1" 1
2+ 19 2+ E) 2+ " E
13 13
B 1 B 1
= 1 =
2+ 2+ !
1 1 1 1
i ' 2 + 1
6 6

Da Kettenbriiche sehr unhandlich zu schreiben sind, fihren wir folgende Notation ein.

Notation 2.3 Ein einfacher endlicher Kettenbruch wird in der Form dargestellt:

1
lag;aq,ay,...,a,] :=ag+ 1 ,
aq +

Q



in der nurag und die Teilnennet,, ..., a,, vorkommen.

Das Anfangsglied,, ist somit der ganzzahlige Anteil des Kettenbruches, deshalb wird
ag in der Notation mit einem ,, ; “ von den anderen Teilnennern getrennt geschrieben.

Eine rationale Zahl ist als endlicher einfacher Kettenbruch nicht eindeutig darstellbar.
Wegen
1 1

a. 1
n (Cbn — 1) + i
gibt es eine Darstellung mit einer geraden Anzahl und eine mit einer ungeraden Anzahl

von Teilnennern.
Satz 2.4 Ein endlicher einfacher Kettenbruch ist bis auf diese zwei Darstellungen
lag; aq, ...,a,] = [ag;aq,...,a, —1,1]

eindeutig.

Es giltay = 0, wenn der Wert des Bruches positiv, aber kleiner als 1 ist.

Beweis: Der Beweis, dass ein endlicher einfacher Kettenbruch zwei Darstellungen hat
ist sehr schnell gezeigt:
Ist der letzte Teilnenner,, eine Zahl, die groBer als 1 ist, so gilt

1
a, = (@, =D+1=(a,-D+7,
wobeia,,—1 eine positive ganze Zahl ist. Wir erhalten die Darstellupg= [a,, —1;1]
und in der Gesamtdarstellung sieht es wie folgt aus:

lag;aq,...,a,_1,a,] = lag;aq,...,a,_1,a, —1,1].
Falls auf der anderen Seitg = 1 vorliegt, gilt:

1 1
an_1+—:a, l+i

n—

= a,+1
n

Dann gilt[a,_4;1] = a,,_; + 1, wobeia,,_; + 1 wiederum eine ganze positive Zahl ist

n—-1°

und fiir die Gesamtdarstellung gilt:
[ao; Ay -eny an_z, a’n—l’ an] = [ao, Ay -eey an—27 a’n—l + 1]

0

Den Beweis fur die Eindeutigkeit der Kettenbruchdarstellung wird im Abschnitt 3.1.2
Satz 3.5 fur unendliche Kettenbrtiche bewiesen. Da der Beweis flir endliche Kettenbrii-
che analog gefihrt werden kann, werden wir in diesem Abschnitt nur auf den Beweis
zu Satz 3.5 verweisen und es nicht weiter beweisen.

Jede rationale Zahl hat also zwei Darstellungen als einfacher Kettenbruch, eine mit
einer geraden Anzahl und eine mit einer ungeraden Anzahl von Teilnennern, wobei
dies die einzigen beiden Darstellungen sind.
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Die FunktionerungeradeAnzahlTeilnenner undGeradeAnzahlTeilnenner verwen-

den das im Beweis zu Satz 2.4 gezeigte Verfahren, um einen Kettenbruch mit gerader
Anzahl von Teilnennerm,, in einen mit einer ungeraden Anzahl umzuwandeln und
umgekehrt. Diese Funktion brauchen wir, denn wenn wir einen Bruch in einen Ket-
tenbruch entwickeln, kann es passieren, dass das Ergebnis nicht die gewlinschte Teil-
nenneranzahl hat. Indem wir dann die entsprechende Funktion anwenden, erhalten wir
das gewulnschte Resultat.

Beispiel 2.3

Wir wollen anhand der Kettenbruchentwicklung fur/5Q die verschiedenen Darstel-
lungen vorfiihren. Aus Beispiel 2.2 kennen wir die Werte fur @jievon 19/51. Der
Kettenbruch kann auch wie folgt geschrieben werden:

19
a = [0,2717276] = [0,271727571]

Wir kénnen den Kettenbruch auch mit der programmierten Funktion errechnen:
I n[ 1] : = RationallnKettenbruch [19/51]
Qut[1]= {0, 2,1, 2, 6}

Wollen wir nun aber eine gerade Anzahl von Teilnennern in unserem Ergebnis, wenden
wir einfach die FunktiorGeradeAnzahlTeilnenner und erhalten:

I n[ 2] : = GeradeAnzahlTeilnenner [{0, 2, 1, 2, 6}1

Qut[2]= (0, 2, 1,2, 5, 1}

Wir wollen uns noch einem weiterem Beispiel mRétionalinKettenbruch widmen:

Beispiel 2.4

In diesem Beispiel betrachten wir den Unterschied zwischen ddiathematicaein-
gebauten Funktion und der implementierten. Die Funk&atibnalinKettenbruch

gibt einen Kettenbruch nach Definition 2.1 aus. Fir diese ist der Kettenbruch nach Satz
2.4 eindeutigMathematicagibt den Kettenbruch aber nach einer viel allgemeineren
Definition aus, dennoch stellen beide die gleiche rationale Zahl dar. Diese Unterschie-
de sehen wir, wenn wir eine negative rationale Zahl in einen Kettenbruch umformen.
Wir betrachten das Beispiell9/51:

I n[ 3] : = RationallnKettenbruch [-19/51]
Qut[3]= (-1, 1, 1,1, 2, 6}

I n[ 4] : = ContinuedFraction [-19/ 51]
Qut[4]= {0, -2, -1, -2, -6}

I n[ 5] : = FromContinuedFraction [{-1, 1,1, 1, 2, 6}]

19

Qut[5] = “51

I n[ 6] : = FromContinuedFraction [{0, -2, -1, -2, -6}]
19

Qut[6] = 51
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Wir haben zur Umformung der Kettenbriiche in eine rationalel Zhe in Mathemati-
caeingebaute Funktion verwendet, damit wir ein einheitliches Ergebnis erlangen. Mit
der implementierten FunktioKettenbruchinRational hatte wir das gleiche Ergeb-

nis erhalten.

Der Unterschied der Funktionen besteht darin, dass unsere implementierte Funktion
RationallnKettenbruch den Kettenbruch nach Definition 2.1 berechnet und daher
nur ay negativ sein darf, wobei die Funktion véftathematicabei negativen Werten
vermutlich den Kettenbruch fir die positive Zahl bestimmt und dann vor alle Teilnen-
nera, ein Minus schreibt. Wir sehen uns dazu noch folgendes Beispiel an, welches
unsere Vermutung bestarkt:

I n[ 7] : = ContinuedFraction [-51/19]

Qt[7]= {-2, -1, -2, -6}

2.1.1 Konvergenten

Einer der Punkte, auf die wir hinaus wollen, ist zu zeigen, dass diophantische Glei-
chungen mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung geldst werden kénnen. Fir dieses
Problem brauchen wir aber einige Eigenschaften der sogenannten Konvergenten der
Kettenbriiche und diese wollen wir in diesem Abschnitt zeigen.

Definition 2.5 Der Kettenbruch, der aus der Kettenbruchentwickliag a4, ..., a,,]

eoy Uy

durch einen Abbruch nach dekten Teilnennewr,, entsteht, heiRk-te Konvergente
oderk-ter Naherungsbruch des gegebenen Kettenbruches und wivd;,niezeichnet.
Die Darstellung sieht wie folgt aus:

Kk = [ao;a]_,...,ak], 1SkSn
Die O-te Konvergentes, ist die Zahlay,.

Es ist offensichtlich, dass die letzte Konvergeig die rationale Zahl ist, die den
ganzen Kettenbruch darstellt.

Aus der Definition folgt eine weitere wichtige Eigenschaft: sk n und wird a,
durcha,, + (1/ay, ) ersetzt, dann wird die Konvergenié, zur Konvergenteri, . ;:

[ao, al, ...7ak_17 ak + 1/ak+1] = [ao, a17 ...,ak_]_, ak,ak+l] = KkH—l (21)

Beispiel 2.5
Um weiter Klarheit Uber die Aussage, die Definition 2.5 mit sich bringt, zu erlangen,
werden wir nun die Konvergenten von unserem altbewéhrten BeispiétL1i®erech-
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nen:

K, = 0
1 1
K = - 2] = - - =
1 [0; 2] 0+2 5
1 1
KZ = [0,2,1] =0+ 125’
24 =
+1
1 3
K3 = 1[0,2,1,2] =0+ ———— = —,
1 8
2+ 1
1+ =
+2
19
K, = [0,21,26] =—.
4 [’ ) ==y & ] 51

An diesem Beispiel kénnen wir eine weitere Eigenschaft der Kettenbriiche erkennen.
Die Konvergenterk, bis K5 sind abwechselnd kleiner und grofl3er alg3Bund jede
Konvergente ist dichter an der gesuchten rationalen Zahl als ihr Vorganger. Dieses
Phanomen werden wir spater genauer untersuchen.

2.1.2 Rekursionsformel der Konvergenten

Die Berechnung der Konvergenten eines Kettenbruphgs.,, ..., a, | kann erheblich
vereinfacht werden, indem eine Rekursionsformeln fur den Zahler und den Nenner
einflhrt wird. Weitere Details zu diesem Abschnitt sind in [Per39] zu finden.

Definition 2.6 (Bildungsgesetz der KonvergentenDaflr definieren wirP, und @),
firO< k < n:

o = ao Q=1

Aus der Definition kdnnen wir entnehmen, dass der Neghemindestens so schnell
groRer wird wie dieFibonacciZahlen. Denn es gilt,, > 1 fur £ = 1, daraus folgt
Q. = 1. Damit kann@,, beliebig grol3 werden. Der WeR, kann nur furag # O oder
Uber den Betrag beliebig grof3 werden.

Mit Hilfe des Bildungsgesetzes der Konvergenten arbeitet die programmierte Funkti-
onKonvergenten . Die Funktion erstellt aus der Teilnennerliste die Konvergeten
wobei 0 < k < n (n ist der Index des letzten Teilnenners). Die Funktion ist so pro-
grammiert, dass, wenn wir hinter der Teilnennerlistden Indexk fir die gesuchte
Konvergente eingeben, nur die Konvergehtg ausgegeben wird.

Mit den speziellen FunktioneRonvergentenP  und KonvergentenQ  kdnnen wir die
Liste der P, und @, erhalten. Wie in der FunktioRonvergenten ist es auch bei
diesen beiden Funktionen moglich, durch eine Indexeingabe das gesecht@wv.

@, als Ausgabe zu erhalten.
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Die ersten Konvergenten vdng; a4, ..., a, ] kdnnen dann sehr leicht berechnet wer-
den:

) P
KO = ao = T = Q_o’
1 +1 P,
ay a o
I N 1 aglasaq +1) + ay ay(agag+ 1 +1 P,
2 = ao = = = —=,
oy + ai axa; +1 asa; +1 Q,
2

Satz 2.7 Die k-te Konvergentek, eines einfachen Kettenbruches der Foim =
lag; aq, ..., a, ] hat den Wert:

P
Kk;:Q_]Z:,

O<k=<n.

Beweis: Wir werden den Satz per Induktion beweisen. Wie wir gesehen haben, gilt
die Formel firk = 0, 1, 2, wodurch unser Induktionsanfang erfillt ist. Daher nehmen
wir an, dass die Formel auch allgemein fiimit 2 < k£ < n gilt. Es gilt folgende
Gleichung:
K, = By _ B+ B

Qr  4Qu1+ Qo
Nun beachten wir, dass die Zahl&p_ 4, P;._», Q;_, und@,_, allein von den ersteh—
1 Teilnennerruy, a,, ..., a;_, unday abhangig sind, aber nicht ver. Der rechte Teil
der Formel bleibt in Kraft, wenn wit, durch den Wert,, + 1/q, . ersetzen. Dieses
Umschreiben verandert nichts, da die Definition 2.1 gy a4, ..., a,,] nicht besagt,
dass der letzte Teilnenner ein ganze Zahl sein muss. Durch das Ersetzen erhalten wir
nun folgende Formel:

= [ao, al, ceey ak_]_, ak]

1 (a, + 5Py + P

= - .
Q41 (a;, + M)Qk-l + Q>

lagsaq,...;a,_q,a; +

Wie wir in Gleichung (2.1) gesehen haben, kénnen wir die Konvergénten die
Konvergentek, . ; Uberflhren:

1 P,
k-1
(a;, + P+ P, +a,P._1+P,_,
K = Q1 _ %41
k+1 — 1 - Qk 1
(ap + —)Qp_1 + Q> +ap Q1+ Qpp
Ay Ay

_ (@ Bpq + By o) + Py g
pp1(0Qpoy + Qp_2) + Qp1

_ B+ By B
01 Qp + Qo1 Qpaa

Wir haben also genau dieselbe Gleichung, mit der wir begonnen habeh,Hlk
erhalten und damit ist die Induktion abgeschlossen und unser Satz bewiesen]

Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der Kettenbriiche kénnen wir nun die Hilfs-
werte fur P_; und Q_; und far P_, und @_, einfihren. Dies wird uns bei einigen

spateren Beweisen sehr hilfreich sein.
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Tabelle 2.1
Fir die ersten Konvergenten entsteht folgende Tahelle

k ‘ 2 -1 O 1 2
Pl o 1 ay agatl  agagaxtaytag
Q.11 0 1 a, aja,+1

Der Wert eines einfachen Kettenbruches istimmer kleinefalad grof3er als 0, wenn
ag = 0. Diese Aussage gilt immer fur alle Teilnenngrmit 1 < k£ < n.

Nun betrachten wir ein weiteres Mal unser Beispiel:

Beispiel 2.6
Mit den Rekursionsformeln erhalten wir fir unser Beispiel3Bfolgende Ergebnisse:

Py, = 0 Q=1
P, = 2.0+41=1 Q=2

P, = 1.140=1 (Q,=1.2+1=3
Py = 2.1+41=3 (Q,=2-3+2=8
P, = 6.3+1=19 (Q,=6-8+3=51

Die Konvergenten, die wir nun fir den Kettenbrd€h2, 1, 2, 6] erhalten, sind:

P, P 1 P, 1 P, 3 P, 19
Ko=—0=07 K1=—1=—7 2:_2— ) K3=—3_—, 4:_4:_-

Qo Q, 2 Q, 3 Q; 8 Q, 51
Dieses Beispiel kann auch mit Hilfe der Funktigonvergenten [x1 gelést werden.
Aber zunachst bestimmen wir die Listen dgrundQ,:

I n[ 8] : = KonvergentenP [{0, 2, 1, 2, 6}]
Qut[8]= {0, 1, 1, 3, 19)
I n[ 9] : = KonvergentenQ [{0, 2, 1, 2, 6}]
Qut[9]= (1, 2, 3, 8, 51}

Wenn wir nun die Funktiomonvergenten [x] anwenden, erhalten wir die Liste aller
Konvergenten:
I n[ 10] : = Konvergenten [{0, 2, 1, 2, 6}]

1 1 3 19

out[10] = {o, > 3 5 a}

Wir fahren fort, indem wir uns weitere Eigenschaften der Konvergenten ansehen.

Satz 2.8 Seilag, a4, ..., a, ] €in einfacher Kettenbruch, dann gilt fiif, und @, :

PQy 11— P, 1Qy = (—1)k_1, l<k=<n, (2.2)
PQp o= P oQp = (- 1<k <n. (2.3)

3Die Tabelle befindet sich in [Zip93], Abschnitt12
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Beweis: Der Beweis flr Gleichung (2.2) wird mit einer einfachen Induktion gefihrt.
Furk = 1 qilt:

PiQo— PyQ, = (a1a9+ 1) -1 - ajay = 1= (-1
Wir nehmen an, dass die Gleichung auch fir ein beliebigest 1 < £ < n gilt und
beweisen die Aussage fiar+ 1:

PyaQp — PyQpia1 = (a1 Py + PO, — (a1 Q. + Q) By,
= —(PpQp-1— P Q)
= —(-DF 1= (D"

Um Gleichung (2.3) unseres Satzes zu beweisen, mussen wir die Gleichung (2.2) wie

folgt umschreiben:

Qr Qo1 QuaQi

Danach kénnen wir mit der Gleichung (2.3) wie folgt weiter rechnen:
P, Do by Pk—1+Pk—l_Pk—2

Qv Qr2  Q Q1 Qa1 Qs
(G A o
Qk—le Qk—ZQk—l
(-1 [Qk—Qk_z]
Qk_sz Qk—l
G

ka—ZQk.

Es gilt %] = a,, dies gilt nach unserem Bildungsgesetz 2.6 Durch

k-1
Multiplizieren mit dem Nenner erhalten wir Gleichung (2.3) aus Satz 2.8 und damit
haben wir beide Gleichungen bewiesen. O

Eine wichtige Eigenschaft, die aus dem Satz 2.8 hervorgeht, ist, dass Zahler und Nen-
ner jeder Konvergenten teilerfremd sind. Damit sind unsere Bruche, die wir bei der
Konvergentenberechnung erhalten, immer vollstéandig gekuirzt.

Korollar 2.9 P, und@), sind firl < k < n teilerfremd.
Beweis: Seid = ggT(P,, Q;), dann gilt mit der FormeP,Q,_; — P,_;Q,, = (-1)F*

fir 1 < k < n die Teilerbeziehung | (-1)*~. Das erzwingt! = 1 und somit sindP,
und @, teilerfremd. O

2.1.3 Diophantische lineare Gleichung

Eine wichtige Anwendung der Kettenbruchtheaorie ist die Bestimmung einer allgemei-
nen Losung der diophantischen Gleichung:

ax + by =, (2.4)
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wobeia, bundr gegebene ganze Zahlen0) sind und die ganzzahligen Unbekannten
x, y gesucht werden. Wennundb einen gemeinsamen Teiléhaben, ist die Aufgabe
nur I6sbar, wenn auchdurchd teilbar ist.

Wir missen uns also nur mit dem Fall teilerfremder Koeffizientamd b befassen,
denn sollte der Fall vorliegen, dass gg,b) = d > 1, wirden wir folgende Gleichung
erhalten:

a b r

Indem wir den gréf3ten gemeinsamen Teiler der Zahlehund r aus der Gleichung
herausdividiert haben, kdnnen wir diesen Fall ausschlieRen. Daher beschranken wir
uns auf die Gleichung:

ax + by = r, mitggT(a,b) = 1. (2.6)

Eine Losung erhalten wir nun, indem wir zunéchst den Spezialfall1 betrachten.
Fur diesen erhalten wir namlich zwei Zahlepundy,, die durch die Multiplikation
mit » eine allgemeine L6sung unserer Gleichung

a(rxg) + b(ryg) =r

prasentieren und = rxy undy = ry, erfillen dann unsere Gleichuag + by = r.

Das Zahlenpaar, undy,, welches unsere Gleichung:, + by, = 1 erfullt, finden wir
mit einer einfachen Kettenbruchentwicklung verb:

a/ .
7" lag; aq, ay, ..., a,].

Unsere letzten beiden Konvergenten sind demzufolge:

P P a
K ,=-21 und K =-2=_,
n-1 Qn—l n Qn b
Es gilt ggT(P,,Q,,) = 1 = ggT(a, b) nach unserer Voraussetzung fur die Teilerfremd-
heit und Korollar 2.9. Aus dieser Eigenschaft kdnnen wir schliel3en, dass

P =a und Q,=0

gilt. Daher gilt auchzQ,, = bP,. Daraus schliel3en wir, dagund @,, den TermbP,
teilen, aber nach unserer Eigenschaft @@l @,,) = 1 = ggT(a, b) geht das nur, wenn

alP, und @Q,|b

gilt. Es existierens,t € Z, so dassis = P, und Q,,t = b gilt. Damit erhalten wir
durch Einsetzen@, = bP, = (Q,t)(as), also muss = ¢t = 1 sein (allgemein gilt
s =t = +1). Dies bedeuteP, = a und@,, = b (oderP, = —a und@,, = —b). Wir
wissen aus Satz 2.8, dass

PnQn—l - Pn—lQn = (_1)n—l
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gilt und mit den Gleichunge®, = a und Q,, = b erhalten wir:
CLQn_l - bP’I’L—l = (_l)n_l.

Fir ungerade: erhalten wir flr die Gleichungz, + by, = 1 die spezielle Losung
xg = Q,_q Undy, = —P,_; und fir gerade: die spezielle Losung, = —Q,,_, und
yo = P,_4. Die allgemeine Losung fir undy lautet:

r=xy+bt und y=yy—at, mitteZ.

Im Falle P, = —a und Q,, = —b erhalten wir genau dasselbe Ergebnis bis auf die
daraus resultierenden Vorzeichenwechsel.

Die diophantische Gleichung kann auch mit dem erweiterten Euklidischen Algorith-
mus gel6st werden. Eine Kettenbruchrechnung ist nicht nétig um die Lésung zu be-
stimmen, aber sie ist ein schoner Weg, um anschaulich zum Ergebnis zu gelangen. Am
Ende des folgenden Beispiels werden wir auch den Lésungsweg mit dem Euklidischen
Algorithmus kurz vorstellen.

Beispiel 2.7
Zur Verdeutlichung sehen wir uns ein Beispiel an. Gegeben ist die diophantische Glei-
chung

172z + 20y = 100Q

Die Gleichung soll nun durch eine einfache Kettenbruchentwicklung geldst werden.
Dazu bestimmen wir zuerst den gd¥2 20) = 4, damit wir die Gleichung, wie folgt
umschreiben kénnen

43 + 5y = 250

Als nachstes suchen wir eine ganzzahlige Ldsung fur die spezielle Gleichung
43¢ + 5y = 1.

Dazu schreiben wir 4% (oder 543) in einen einfachen Kettenbruch um. Durch An-
wenden des Euklidischen Algorithmus erhalten wir folgende Gleichungen:

43 = 8-5+3,
5 = 1-3+2
3 = 1.-2+1,
2 = 2-1
Es ergibt sich der Kettenbruch
43 1
— =10[8112 = 8+ ———
5 1
1+ 1
1+ =
"2
Wir erhalten nun die Konvergenten:
8 9 17 43
Ko_i’ Kl_i’ KZ_?, K3_€.
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Damit sindP, = 17, Q, = 2, P; = 43 und@Q3 = 5. Dies setzen wir in unsere
Gleichung
P3Q2 - Q3P2 = (—1)3_1

ein und erhalten die Gleichung
43-2-5-17=1.

Indem wir dann unsere Gleichung mit 250 multiplizieren, erhalten wir eine spezielle
Losung unserer diophantischen Gleichung:

43500+ 5- (4250 = 250 2.7)

Daraus ergibt sich mitz = 500 undy = —4250 eine spezielle Losung fir unsere
Gleichung 43 +5y = 250. Die allgemeine Ldsung fir unsere diophantische Gleichung
ist:

x =500+ 5¢, y = -4250- 43¢, mitt e Z.

Wie erwahnt, brauchen wir die Kettenbruchentwicklung nicht, um die Lésung zu be-
stimmen. Wir bestimmen mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den gréf3ten gemein-
samen Teiler der linearen diophantischen Gleichung:

172 + 20y = 100Q

Fur die Koeffizienten 172 und 20 ergibt sich:

172=8-20+12, (2.8)
20=1-12+8,

12=1-8+4,.

8=12.4.

Damit ist der ggT172 20) = 4. Wegen (2.5) und (2.6) wissen wir, dass die diophanti-
sche Gleichung nur eine Losung besitzt, werdurch den ggT teilbar ist. Dies ist hier
der Fall, 41000. Um die Lésung zu finden, miussen wir nur eine lineare Kombination
von 4 durch die beiden Zahlen= 172 undb = 20 finden. Diese finden wir, indem
wir uns ruckwarts durch unsere Gleichungen (2.8) arbeiten:

4=12-8
=12-(20- 12
=2.12-20
=2.(172-8-20) - 20
=2.172+(=17)- 20

Wir mussen die Gleichung jetzt nur noch mit 250 multiplizieren und wir haben eine
Loésung fur die Gleichung erhalten:

1000= 250-4 = 250-(2- 172+ (-17)- 20) = 500- 172+ (4250 - 20.

Diese spezielle Losung = 500 undy = —4250 entspricht unserer Losung (2.7).
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2.1.4 Beziehungen zwischen den Konvergenten

Als néachstes werden wir genauer auf die Beziehung zwischen den Konvergenten mit
geraden und ungeraden Indizes eingehen. Dazu betrachten wir zuerst das folgende
Lemma.

Lemma 2.10 Ist @, der Nenner derk-ten Konvergentds, eines einfachen Ketten-
bruchesagy; aq, ..., a,], S0 giltQy < Q, undQ,_; < Q, flr2 < k < n.

Beweis: Wir beweisen auch diese Eigenschaft mit einer einfachen Induktion. Der
Induktionsanfang fuk = 1 ist schnell durch

gezeigt. Nehmen wir nun an, dass es auch fir ein beliebiges, aberkfesies < k& <
n gilt. Wir beweisen es fiik + 1:

Qp41 = Q1 Qp + Qpo1 > 4 1Qp 2 1- Q) = Qs

damit ist die Ungleichheit fur allé fir 2 < £ < n gezeigt. O

Satz 2.11 Bei einem einfachen Kettenbruch bilden die Konvergenten mit geraden In-
dizes eine streng monoton wachsende Folge:

Ky<K,<K,<...
Die Konvergenten mit ungeraden Indizes bilden eine streng monoton fallende Folge:
Ki>K3> Kg> ...

Jede Konvergente mit ungeradem Index ist grof3er als jede Konvergente mit geradem
Index:
Ky, < Ky 1, s, e Ny,

Somit schlielBen zwei aufeinanderfolgende Konvergenten die gesuchte rationale Zahl
ein.

Beweis: Mit unserem Wissen aus Satz 2.7 und Gleichung (2.2) aus Satz 2.8 erhalten
wir fir k = O:
Ko = Ky = (Ko = Kpyg) + (K — K3)
_ (sz B Pk+1)+(Pk+1 B ﬂ)
Qk+2 Qk+l Qk+l Qk
_ DD D Quup — Q)
Qk+2Qk+1 Qk+le Qk+2Qk+le '

Farallek = 0ist@, > 0und@,., — Q, > 0, dies geht aus Lemma 2.10 hervor. Es
ist offensichtlich, dass dani, ,, — K, dasselbe Vorzeichen wie-1)* haben muss.
Ist &£ nun also eine gerade Zahl= 2; fir j € Ny, so folgtK,, ., > K,; und es gilt

Ky< K, < Ky<.. (2.9)
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Wennk eine ungerade Zatt = 25 + 1 fir j € N ist, gilt auf der anderen Seite
K3 < Ky, und es folgt

Ky >K3>Kg> ... (2.10)
Damit sind die Behauptungen unserer beiden Ungleichungsketten bewiesen.

Es ist zu zeigen, dass jede Konvergente mit ungeradem Index groRer als jede Konver-
gente mit geradem Index ist. Wie schon im Beweis zu Satz 2.8 schreiben wir unsere
Rekursionsformel um und erhalten mit Gleichung (2.2) aus Satz 2.8:
_ B By _ (D)

K, - K, 4 0, 0. = 01T keN. (2.11)
Da@,_,Q;, wie aus dem Bildungsgesetz 2.6 bekannt ist, immer grof3er O ist, folgt aus
Gleichung (2.11), dask, < K, K, < K;, K, < K3, ... gilt. Allgemein betrachtet
heil3t das:

Ky < K, und K, < Kj;,q, jeN (2.12)

Setzen wir jetzt Ungleichung (2.12) mit unseren Erkenntnissen tber gerade und unge-
rade Indizes aus den Ungleichungen (2.9) und (2.10) zusammen, erhalten wir folgende
Ungleichungskette:

Kao = Kpgior < Kogiopi1 < Ky furalles, r e N,

Unsere Indizes und s kbnnen unabhangig voneinander die Werté, @, ... anneh-
men. Insbesondere ist bewiesen, dass irgendwelche aufeinanderfolgenden Kettenbrii-
che der Folge die gesuchte rationale Zahl einschliel3en. O

Zum Abschluss wollen wir anhand eines Beispiels die Eigenschaft des Satzes verdeut-
lichen.
Beispiel 2.8
Dazu betrachten wir den Kettenbruph 1, 2, 1, 2, 1, 4]. Mit Hilfe des Bildungsgeset-
zes 2.6 und Satz 2.7 bestimmen wir die Konvergenten des einfachen Kettenbruches:
4 5 14 19 52 71 336

Ko=g, Fi=7. Io=73. K=o Ra=713. Ks=q5 Ke =7
Nun kénnen wir nach unserem Satz die Ungleichungskette aufstellen
flr unser Beispiel heil3t das also:
14<52<336<7l<19<5
3 11 71 15 4 '
Wir erhalten folgende Dezimaldarstellung:

4 < 46666.. < 4.72727.. < 4.73239.. < 4.73333.. < 475 < 5.

Das Beispiel bestatigt die Formel und Eigenschaften, die wir Uber Konvergenten ken-
nengelernt haben.

4 <

Dieses Kapitel bietet uns die Grundlage im weiteren Verlauf auch unendliche Ketten-
briche. Alle kennengelernten Notationen und Eigenschaften sind nicht auf endliche
Kettenbriiche beschrankt, denn in den Beweises und Herleitungen spielt die Endlich-
keit keine Rolle.
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3 Unendliche Kettenbriiche

3.1 Allgemeine Einfuhrung des unendlichen Kettenbruches

Im Kapitel 2 haben wir lediglich endliche Kettenbriiche betrachtet. Diese stellen, wenn
sie einfach sind, eine rationale Zahl dar. Eine sehr wichtige Anwendung der Ketten-
bruchtheorie besteht allerdings darin, Naherungen fir irrationale Zahlen zu finden.
Daher fihren wir jetzt den unendlichen Kettenbruch ein. Er hat die Form

ag+ ————
0 )
a, + b2

1

a2+ *

wobeiag, aq, a,, ... undby, by, b,, ... sind reelle Zahlen. Die Grundlage fiir diesen Ab-
schnitt ist die Literatur [Zip93] Abschnitt.2 und [Bur98] Kapitel 143.

In diesem Abschnitt werden wir nur auf unendliche regelmafige Kettenbriiche einge-
hen.

Definition 3.1 Ein unendlicher regelmaRiger Kettenbruch wird in folgender Form dar-

gestellt:
1

1 9
as + .

wobei dieag, a4, a,, ... €ine unendliche Folge von positiven ganzen Zahlen bilden. Sie
sind auch wie beim endlichen Kettenbruch alle bis auf moglicherwgigesitiv.

Das Adjektiv ,regelmafdig" oder ,einfach* deutet nur darauf hin, dass samtliche Teil-

nennera, ganze Zahlen sind. Da wir in diesem Abschnitt nur auf regelmaRige Ketten-
briiche eingehen, werden wir das Wort ,regelmafig“ nicht explizit angeben und nur
unendliche Kettenbriiche schreiben.

Die eingefuhrten Abkurzungen, die wir fir den endlichen Kettenbruch kennengelernt
haben, werden wir auch fiir den unendlichen weiter verwenden. Um einem Ausdruck
wie [ag; aq, a,, ...]; eine einwandfreie Bedeutung zuzuweisen, greifen wir auf die wohl-
definierte Folge der endlichen Kettenbriiche

K, = lagaq,ay,...,a,], n=0
zuruick. Es muss uns klar sein, dass der unendliche Kettenlpagct,, a,, ...] den

Grenzwert der Folge der rationalen Zahléf), prasentiert — vorausgesetzt, dieser
Grenzwert existiert.

3.1.1 Grenzwert des unendlichen Kettenbruches

Als nachstes widmen wir uns der Frage, ob ein Grenzwerld{ira,, a,, ...] immer
existiert.
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Satz 3.2 Fir einen unendlichen Kettenbrufly; a4, a,, ...] existiertimmer ein Grenz-
wert.

Unter den Voraussetzungen, die wir Uber Kettenbriiche gemacht haben, existiert nicht
nur immer ein Grenzwert, sondern er ist darliber hinaus auch immer eine irrationale
Zahl, aber auf diese Eigenschaft werden wir spater genauer eingehen. Die folgende
Passage und Definition sind in [Ros84] und [Bur98], Abschnit8 24 finden.

Beweis: Wir beachten, dass alle Erkenntnisse und Formeln, die wir flr endliche Ket-
tenbriiche erlangt haben, nicht ihre Gultigkeit verlieren, da die Endlichkeit der Ket-
tenbriiche bei der Herleitung nie eine Rolle spielt. Lassen wir die oberen Grenzen der
Indizes weg, erhalten wir aus Satz 2.11, eine unendliche Gleichungskette fir die Kon-
vergenten des Kettenbruchleg; a4, a,, ...]:

Ky< K, < K;<..<Kp, <..<K, 1<..<Kg<Ky3<Kj. (3.1)

Wie wir wissen, bilden die Konvergenten mit geradem Inégx eine monoton wach-
sende Folge, die durch’; nach oben beschrankt ist und einen Grenzwebesitzt,
der groRRer als jede Konvergemts,, ist. Auf der anderen Seite bilden die ungeradzah-
lig nummerierten KonvergenteR,, ., eine monoton fallende Folge, die nach unten
durch K, beschrankt ist, deren Grenzwertkleiner als jede Konvergent&,, ., ist.

Im weiteren muss jetzt noch gezeigt werden, dass die Grenzwartel o’ Giberein-
stimmen. Mit Formel (2.2) aus Satz 2.8 und den beiden UngleichuAggen< o und

o’ < K,, 4 erhalten wir folgende Ungleichung:

P2n+1 _ P2n — 1 )
Q2n+l QZn QZnQ2n+l

In unserer Ungleichung karwr nicht kleiner alsx sein, da sich die Folge déf,, ih-

rem Grenzwerty beliebig nahert, genau wie sich die Folge @&y, ,; dem Grenzwert

o’ nahert, denn ware es der Fall, misste esigia N geben, so dask,, ., < K, fur

allen = ny ware. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, dass stets
K,, < K,,,q qilt. Aus (3.2) folgt mitQ,,_; < @Q,, aus Lemma 2.10 die Ungleichung:

1 < 1
Q2 Qoni1  Q3,

Weil die @, aufgrund ihres Bildungsgesetzes 2.6 ihrem Betrage nach beliebig grof
werden, wenm Uber alle Grenzen wachst, kénnen wir die rechte Seite der Unglei-
chung beliebig klein machen. Desweiteren kdnaeand o’ nicht verschieden sein,
denn sonst wUrde/Q%n — von einem bestimmten Index ab — kleiner alga — /|
ausfallen. Damit ist bewiesen, dass die Konvergenten mit geradem und ungeradem In-
dex gegen denselben Grenzwarstreben. Gleichzeitig ist damit auch gezeigt, dass
die Folge der Konvergenteli,, den Grenzwert hat. O

O<d -a<

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird die Notatida,; a4, a,, ...] nicht nur fir den
unendlichen Kettenbruch selber verwendet, sondern auch fiir seinen Wert.

Mit dieser Vorarbeit konnen wir folgende Definition aufstellen.
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Definition 3.3 Istag, aq, a,, ... €ine unendliche Folge ganzer Zahlen, in der alle Glie-
der bis auf moglicherweise, positiv sind, dann verstehen wir unter dem Wert des
unendlichen einfachen Kettenbruchesg; a4, a,, ...] den Grenzwert

lim [ap; aq, a0, ...,a ].
n—)oo[ 0> %1y Y2 ) n]

Bis jetzt sind wir nur darauf eingegangen, dass fur einen unendlichen Kettenbruch
immer ein Grenzwert existiert. Im nachsten Teil werden wir auf die Eindeutigkeit ein-
gehen.

3.1.2 Irrationale Zahlen

In Kapitel 2 haben wir erfahren, dass jeder endliche Kettenbruch einer rationalen Zahl
entspricht. Wir wollen nun genauer den Wert eines unendlichen Kettenbruches be-
trachten.

Satz 3.4 Der Wert eines jeden unendlichen Kettenbruches ist eine irrationale Zahl.

Beweis: Wir bezeichnen den Wert des unendlichen Kettenbrugigs.,, a,, ...] mit
«. Damit wird « zum Grenzwert unserer Folge der Konvergenten

K, =lag;aq,ay,...,a,]= Q_n
Wie wir mit Hilfe der endlichen Kettenbriiche schon wissen, liegt der Grenzwignt
jedesn zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konvergemtenund K, _ ;. Fir gerade
Indizes gilt dannk,, < o < K, und fur ungerade gilt dank’, ., < a < K,,.
Daraus folgt die Ungleichung :

P P

ntl " n

1
Qn+1 Qn - QnQn+l.
Wir wollen im weiteren Verlauf des Beweises einen Widerspruch erzeugen. Deshalb

nehmen wir an, dass eine rationale Zahl ist, also sei= a/b mita,b € Z undb > 0.
Dann gilt

0< |a—Kn| < lKn+l_Kn| =

O< g i < ;
b Qn QnQn+l'

Als nachstes multiplizieren wir mit der positiven Zalj),, und erhalten:

b
0<la@, —bP,| < .
Qn+1
Wennn jetzt beliebig grol3 wird, wachs€p,, unbeschrankt an. Diese Erkenntnis haben
wir schon beim Aufstellen der Rekursionsformeln gewonnen. Wir kbénnen alsmjetzt
so grof3 wahlen, dags< @,,, 4 ist. Nun ergibt sich folgende Ungleichung:

0<la@, —bP,| < <1

b
Qn+l
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Da sowohlP, und @, als auchz undb ganze Zahlen sind, muss auf Grund Ve®,, -
bP,| < 1 eine ganze Zahl zwischen 0 und 1 existieren. Dies ist ein klarer Widerspruch
und Satz 3.4 ist bewiesen. O

Nun widmen wir uns der Frage der Eindeutigkeit: Kbnnen zwei verschiedene unend-
liche Kettenbriiche dieselbe irrationale Zahl darstellen? Wir stellen zuerst einen Satz
auf;

Satz 3.5 Gilt fur zwei unendliche Kettenbriichey; a;,a,,...] = [bg;bq,b,,...], SO
ista, =0, furallen = 0.

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, sehen wir uns die Grenzwertregeln aus
der Analysis an. Sie sind uns eine Hilfe beim Beweisen des Satzes. Wir kdnnen einen
unendlichen Kettenbruduy; a4, a,, ...] wie folgt umformen:

1

aq; Ao, ..., @y, ]
1 1

+ =qy+ ——M—.
0 f . (0] .
71I_>moo[al,az, e a | lag;ay,ag, ...]

ey Uy

[ag; aq,ay, ...] ) (3.3)

lim[an,aq,a0,....,a. 1= lim [a, +
n—)oo[ 0> %1, Y2y ) n] Mmoo 0

= qQ

Wir kommen nun zum Beweis:

Beweis: Wir legen den Wert des unendlichen Kettenbruches amit[ag; aq, a,, ...]

fest, so das$(; < o < K; gilt. Diese Ungleichung kann &aquivalent durch die Glei-
chungag < a < ag + 1/a, ersetzt werden. Da uns aus Definition 2.1 bekannt ist, dass
a, = 1ist, folgt daraus die Ungleichung, < o < ay + 1. Wegen dieser Eigenschaft
gilt, dass|a] = q ist. Dabei bezeichnen wir mli] den ganzzahligen Anteil der
Zahl . Wenn wir jetzt weiter annehmen, ddag; a, a,, ...] = o = [bg; by, by, ... ] ist,
kénnen wir die Gleichung nach den Grenzwertregeln (3.3) wie folgt umschreiben:

1 1

g+ ——————— =a=by+ ———.
0 [al;a27a37 ] 0 [bl;b23b3>-~-]
Da wir festgestellt haben, dasg = [a] = b, ist, gilt also:

[al; az, CL3, ...] = [bl’ bz, b3, ...].

Nun koénnen wir die eben angewandte Methode einfach mit Verschiebung der Indizes
wiederholen. Danach erhalten wir, dags= b, ist und daraus folgt:

[az, CL3, CL4, ...] = [bz, b3, b4, ...].

Diese Prozedur lasst sich durch eine Induktion schrankenlos fortsetzen, so dass unsere
Behauptung:,, = b,, fur allen = 0 gilt. O

Zum Abschluss stellen wir noch folgendes Korollar auf:

Korollar 3.6 Zwei verschiedene unendliche Kettenbriiche stellen zwei verschiedene
irrationale Zahlen dar.

Dieses Korollar fasst die Erkenntnisse aus Satz 3.4 und Satz 3.5 zusammen.
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3.2 Algorithmus zur Berechnung von Kettenbrtichen

In diesem Abschnitt werden wir zuerst den Algorithmus fur die Kettenbruchentwick-
lung erlautern. Danach werden wir genauer auf eine spezielle Anwendungen des Al-
gorithmus eingehen. Der Algorithmus stammt aus [Zip93] und [Per77].

Wir haben festgestellt, dass jeder unendliche Kettenbruch eine irrationale Zahl dar-
stellt. Jetzt wollen wir eine irrationale Zahlals einen unendlichen Kettenbruch der
Form[ag; aq, as, ...], der gegen konvergiert, darstellen. Dazu schauen wir uns den
Algorithmus an:

Algorithmus 1
Gegeben ist eine irrationale Zadj) und wir suchen den dazugehdrigen unendlichen
Kettenbruchag; aq, as, ...].

Wir nutzen die Funktion des grof3ten Ganzen, um unsere Folge der Zghigna., ...
zu definieren. Zuerst wird eine Folge fdif, o, g, ... gebildet:
1 1 1
M ag-lagl T ag-lad T ap-lagl
Danach setzen wir:

ag = lagl, aq:=lagl, ay:i=lasl,....

Wir kénnen jetzt die allgemeine Regel, nach dginduktiv entsteht, herleiten:

1
Qp — O
Es ist offensichtlich, dass,, eine irrationale Zahl ist, wena,, eine solche ist. Da
wir bei unserer Definition mit einer irrationalen Zad starten, mussy,, fir k£ = 1
auch irrational sein. Es gilt weiter:

Fir unsere Formel heil3t das

1
Qpi1 = oy — ay, > 17 (35)
so dass wir ganze Zahlen,,; = oy, 1] = 1 flr allek = 0 erhalten. Dieses Kon-
struktionsverfahren fiihrt zu einer unendlichen Folge ganzer Zahlen, a,, ..., die
alle bis auf moglicherweise, positiv sind. Nun mussen wir nur noch mit der uns be-
kannten induktiven Formel unseren Kettenbruch entwickeln. Es gilt nun nach unserer
induktiven Regel (3.4):

1 ,
= ay, + , fark=0.
A1

Durch schrittweise Substitution fir jedes= N erhalten wir:
1 1
a02a0+_:a0+71:a0+71:...:[ao;al,az,...,an,an+l]-
31
a, + — a, + 1

(6%
2 a2+_
«
3
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Die Ausgabe des Algorithmus ist also eine endliche Folgeajomlie einen unendli-
chen Kettenbruch reprasentiert, der als Grenzwert eine irrationale Zahl hat.

Nun bleibt zu zeigen, dasg, der Wert des unendlichen Kettenbrudhg; a,, a,, ...]
ist, dies werden wir im folgenden Beweis vorfihren:

Beweis: Die erstem: + 1 Konvergenteri(, = P,/Q fur 0 < k < n, eines unend-
lichen Kettenbruchsgag; aq, a,, ...] stimmen mit denen des endlichen Kettenbruches
lag; aq,ay, ..., a,, o, 1] Uberein. Wir bezeichnen di@ + 2)-te Konvergente des Ket-
tenbruches mit<,.1. Wir kénnen K, ., aus K, erhalten, wie in der Gleichung 2.1
gesehen, indem wir,, durcha,, +1/a,,,, ersetzen. Diese Eigenschaft erméglicht uns
weiter, dass witk;,41 aus K, erhalten, indem wie,,, durcha,, ., ersetzen. Das

ergibt fur uns folgende Gleichungen:

’ Po,1+P, 4

ag =K, =lagaq,ay,...,a,,0, 4] = 4= ——n==
" e n®ns1t Qn—l

Indem wir auf beiden Seiten die Konvergeite subtrahieren, erhalten wir mit Hilfe

von Satz (2.8):

an— K = Pnan+1 + Pn—l _ & _ (_1)(PnQn—l - Pn—lQn) _ ="
0 = _n n+tl =~ n-d

" Qnan+l + Qn—l Qn - (an+lQn + Qn—l)Qn - (an+lQn + Qn—l)Qn .

Nach der Ungleichung & o, — a;, = o, — Loy, ] < 1 aus unserem Algorithmus, gilt
danna,,,; > a,_., und es folgt mit Hilfe des Bildungsgesetzes 2.6:

1 1 1
< = .
(an+1Qn + Qn—l)Qn (an+1Qn + Qn—l)Qn Qn+1Qn
Das Ungleichheitszeichen entsteht dadurch, dass alle Gré3en positiv siGy) madh

Definition 2.6 unbeschrénkt wachst. Damit nahern sich die Konvergenten der irratio-
nalen Zahk, an und es gilt:

log — K| =

an = lim K_=[ang; aq,0a.,...].
0 nooo . M [0 1> %2 ]

O

Unsere Erkenntnisse, die wir tber den Algorithmus gewonnen haben, fassen wir jetzt
in einem Satz zusammen:

Satz 3.7 Jede irrationale Zahl besitzt eine eindeutige Darstellung durch einen Ket-
tenbruch. Durch Algorithmus 1 kénnery und die Teilnenner,, fur £ = 1,2, ...
gewonnen werden.

Der Algorithmus ist in der FunktiomrationallnKettenbruch programmiert. Wir
kénnen rationale und irrationale Zahlen eingeben und unsere Funktion liefert uns nach
dem Kettenbruch-Algorithmus eine Kettenbruchentwicklung.

Zur Verdeutlichung werden wir uns nun ein Beispiel fur Kettenbruch-Algorithmus an-
sehen.
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3.2.1 Kettenbruchentwicklung der Zahl =

Eine gutes Beispiel einer Kettenbruchentwicklung bietet die Herleitung der Konver-
genten der Kreiszaht.

Beispiel 3.1
Wir haben die Zahl
7 ~ 3.141592653..

gegeben und wollen eine Annéherung durch einen Kettenbruch vornehmen.

Indem wir den Kettenbruch-Algorithmus anwenden, erhalten wir die folgenden Teil-
nenner der Kettenbruchentwicklung ven

o =7 ~ 3.141592653589793. = ay =3
oy = (m - 3)! » 7.062513305931052 = a; =7
a, = (a; — )1 ~ 15.996594406684104. = a, =15

az = (a, — 1571 ~ 1.0034172310150003 = ag =1

Wenn wir dieses Verfahren weiter fortsetzen, erhalten wir:
T=1[3;7,151,2921,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84, ...].

Die ersten funf Konvergenten sind:

22 333 355 und 103993
’ 77 106" 113 33102

Die numerischen Werte, die wir aus diesen Briicherrférhalten, sind:
3.0, 3.142857 3.141509 3.141593 und 3415926
Wir sehen, dass die Naherungen immer im Wechsel gro3er bzw. kleinersatsl.

Diese Eigenschaft haben wir in Satz 2.11 kennengelernt.

Diese Ergebnisse erhalten wir auch mit unseren Funktionbfathematica
I n[ 11] : = IrrationallnKettenbruch [r]
Qut[11]= {3, 7, 15, 1, 292}

Von der FunktionirrationallnKettenbruch werden in diesem Fall nur die ersten

funf Teilnenner ausgegeben, denn die Genauigkeit des Algorithmus ist aub&o
schrankt. Der Kettenbruch mit finf Teilnennern weist bereits diese Genauigkeit auf.
In Kapitel 4 werden wir genauer auf Abschatzungen und Genauigkeit von Kettenbri-
chen eingehen. In diesem Zusammenhang wird auch eine genauere Abschéatzung mit
der inMathematicamplementierten FunktionrationalinKettenbruchGenau vor-
genommen.

Wir wenden als nachstes die Funktigshvergenten an:

In[12] : = Konvergenten [{3, 7, 15, 1, 292}]

28



22 333 355 103993
ut[12]= {3, 7 765" 113° 33102 )
I n[ 13]: = N[Konvergenten [{3, 7, 15, 1, 292}1]

Qut[13]= (3., 3.14286, 3. 14151, 3. 14159, 3. 14159}

Die programmierte Funktion liefert uns also die gleichen Ergebnisse wie unsere Rech-
nung.

Eine vollstandige Kettenbruchdarstellung einer irrationalen Zahl ist nur in den Féallen
maoglich, wenn der Kettenbruch eine spezielle Form hat und eine periodische Entwick-
lung aufweist. In den meisten Fallen l&sst sich bei einer Kettenbruchentwicklung keine
bestimmte Stelle ausmachen, von der an sie periodisch ist.

Aber es lasst sich folgende Aussage beweisen: Weaime irrationale Wurzel einer
quadratischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten ist, alsiie Formr + sv/D hat,
wobeir,s € R und D eine natlrliche Zahl ist, die keine Quadratzahl ist, dann ist
die Kettenbruchentwicklung ab einer bestimmten Stelle periodisch (siehe dazu den
Abschnitt 5.1.1).

3.2.2 Kettenbruchentwicklung der Zahle

In Abschnitt 3.2 haben wir gesehen, dass sich jede irrationale Zahl eindeutig in einen
Kettenbruch entwickeln lasst. Unter den irrationalen Zahlen gibt es aber nur wenige
Kettenbruchdarstellungen, die in irgendeiner Art regelméaRig sind. Auf eine Ausnahme
werden wir in diesem Abschnitt genauer eingehen, die positive Konstante

Sie hat eine RegelméaRigkeit in ihrer Kettenbruchentwicklung. Schon Euler beschéftig-
te sich mit dem Kettenbruch der ZahlIDie Basis der natirlichen Logarithmen

e =2.718281828.

stellt eine interessante Kettenbruchentwicklung dar. Da es eine der wenigen Kettenbru-
chentwicklungen ist, die eine Regelmafigkeit aufweist. Die ersten finf Konvergenten
sind:

3 19 193 2721 und 49171

1’ 7’ 71’ 1001 18089
Aufgeschrieben bis zur ersten vom richtigen Wert abweichenden Stelle lauten die N&-
herungswerte:

3.0, 2714 27183 2.7182817 2.7182818287

Wie wir schon beir gesehen haben, lasst diese Kettenbruchentwicklung auch eine sehr
gute Konvergenz erkennen. Die Kettenbruchdarstellung deredahl

e=0212114116118 ..]

Wir sehen, dass die Kettenbruchentwicklung die Regelmaligkeit aufweist, dass die
geraden Zahlen — durch zwei Einsen getrennt — alle nacheinander auftreten. Euler fand
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seiner Zeit noch regelmafigere Kettenbruchentwicklungafeibindung mit der Kon-
stantere:
e—1 e -1

=10,2,6,10, 14,18 ... nd
e+ 1 [a> J ) ) s ] u €2+1

=1[0;1,3,57,9,...],

in diesen Beispielen bilden die Teilnenner eine arithmetischen Folge.

Die Zahle hat zwar keine periodische Kettenbruchentwicklung —ist daher auch nicht
endlich darstellbar— aber sie ist eine der wenigen irrationalen Zahlen, in denen sich
eine RegelméaRigkeiten fur die Teilnenner erkennen lasst.
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4  Approximationen mit Hilfe von Kettenbriichen

Wir werden uns jetzt genauer mit dem Kettenbruch als Naherung an eine irrationa-
le Zahl beschéaftigen. Im weiteren Verlauf werden Abschatzungsformeln vorgestellt,

die beschreiben, wie dicht eine Konvergente einer Kettenbruchentwicklung an einer
irrationalen Zahl liegt. Die Grundlage dieses Kapitels ist Literatur aus [Olds63] und

[Bur98] Abschnitt 143.

4.1 Approximationen von irrationalen Zahlen

Im Beweis zu Satz 3.2 Abschnitt 3.1.1 haben wir eine Abschatzung genutzt, die wir
als Korollar festhalten wollen.

Korollar 4.1 Ist P, /Q,, die n-te Konvergente der irrationalen Zahl so gilt die Un-

gleichung
1 1

QnQn+1 = Q_ﬁ

‘a——" <

o

Beweis: Wir sind mit &hnlichen Abschatzungen schon in mehreren Beweisen kon-
frontiert worden. Mit Hilfe der Rekursionsformeln fiir den Zahler und Nenner unserer
Konvergente und Satz 2.8 kommen wir schnell ans Ziel:

0<‘C¥—& < Pn+1_& — Pn+lQn_PnQn+l — (_1)n—l — 1 <i
Qn Qn+1 Qn QTZQTZ+1 QnQTHl QnQTHl QEL

Fir o haben wir die nachst hohere Konvergeig/Q,, eingesetzt. Wir wissen, dass

der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Konvergenten immer groR3er ist als
der Abstand zwischen dem Grenzwert des Kettenbruches und einer der beiden Kon-
vergenten. Im dritten Schritt wird Formel (2.2) aus Satz 2.8 angewendet. Nach der
Definition der Rekursionsformel 2.6 fir die Konvergenten sind(@ieémmer positiv

und daher kann der Betrag ohne Bedenken weg gelassen werden. Damit ist der Beweis
fur die Ungleichung abgeschlossen. O

Beispiel 4.1
Wir greifen jetzt Beispiel 3.1 wieder auf, die Kettenbruchentwicklung fur die Kreiszahl
7. Nun wollen wir kurz, anhand dieses Beispiels, eine numerische Uberpriifung des

Korollars vornehmen:
22 1 1

T <rm<w
Der Bruch 227 ist die zweite Konvergente der Kettenbruchentwicklung fir die Zahl
Die Abschatzungsgenaugigkeit kann so mit Hilfe von Korollar 4.1 abgeschatzt werden.

In Beispiel 3.1 haben wirr mit Hilfe des in Mathematicaimplementierten Befehls
IrrationallnKettenbruch berechnet. Es sind zwei Funktion Mathematicapro-
grammiert, IrrationallnKettenbruch und IrrationallnKettenbruchGenau ,
beide bestimmen einen Kettenbruch mit Hilfe des Kettenbruch-Algorithmus. Die Ge-
nauigkeit der beiden Kettenbruchentwicklung ist aufifestgelegt. Die Genauigkeit
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der Abschatzung kann in beiden Funktionen durch die Eingies eptionalen Para-
meters verandert werden. Der Unterschied in den beiden Funktionen ist die Abschat-
zung:

1. IrrationallnKettenbruchGenau [X, ri.:
In dieser Funktion wird die Abschétzung mit Hilfe von Korollar 4.1

1<
1.
Q?

vorgenommen, wobei = 10 oder die optionale Eingabe des Users ist.

2. IrrationallnKettenbruch [X, r]:
In dieser Funktion wird die Abschéatzung durch
a—-n
-2
vorgenommen, wobei = 107° oder die optionale Eingabe des Users ist. Als
Abschétzung wird Differenz zwischen der irrationalen Zahlnd der zuletzt
errechneten Konvergente genommen.

<r

Wir werden das Beispiel 3.1 unter diesen Voraussetzungen betrachten:

Beispiel 4.2

Wir bestimmen die irrationale Zakl mit Hilfe der in Mathematicaprogrammierten
Funktionen. Wir bestimmen sicherheitshalber bis auf die ersten 200 Stellen. Dann
lassen wir mit Hilfe der Funktionen einen Kettenbruch mit der Genauigkeit vof 10
approximieren:

I n[ 14] : = IrrationallnKettenbruch [N[x, 20071, 10" -50]

Qut[14]= {3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1, 2,2, 2, 2, 1, 84,
2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,99,1, 2, 2,6,3,5,1,1, 6, 8,1}

I n[ 15] : = IrrationallnKettenbruchGenau [N[7, 2007, 10" -50]

Qut[15]= {3, 7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1, 2,2, 2, 2, 1, 84,
2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,99,1,2,2,6,3,5,1,1,6,8,1, 7}

Die FunktionirrationallnKettenbruchGenau ist genauer, da sie Korollar 4.1 ver-
wendet:
‘ P, < 1
a— — —.
2
Qn Qn

Dies hat zur Folge, dass bei gro¥femmoglicherweise ei,, mehr berechnet wird.

4.1.1 Kettenbruchentwicklung als beste Naherung einer irrationalen Zahl
Wenn eine irrationale Zahl vorliegt, ist die Frage interessant, wie dicht die Kettenbru-

chentwicklung an der gesuchten irrationalen Zahl liegt oder besser gesagt, mit wel-
chem Genauigkeitsgrad wir uns diesenmmit einer rationalen Zahl gendhert haben.
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Wir werden im weiteren Verlauf dieses Abschnittes seherns das Kettenbruchent-
wicklung die beste Approximation an eine irrationale Zahl liefert.

Eine Mdglichkeit ist, dass wir alle rationalen Zahlen mit einem festen ganzzahligen
Nennerb > 0 betrachten. Zu einem solchére N existiert einc € N mit:

1
c<ba<c+1<:>§<a<c-g . (4.2)

Die irrationale Zahky kann nie genau in der Mitte des Intervalls'b, (c + 1)/b] der
Lange Vb liegen. Deshalb gilt entweder

c c 1
5<a<5+2_b oder (4.2)
c+1 1 c+1
- — . 4.
2 2b<a< 2 (4.3)

Diese beiden Naherungen entstehen, indem wir die Mitte des Intervalls der Gleichung
(4.1) mite/b + 1/(2b) in Betracht ziehen. Dann erhalten wir den linken Teil von der
Mitte mit Ungleichung (4.2) und den rechten Teil mit (4.3).

Nun wahlen wir fur (4.2 = c oder fur (4.3 = ¢ + 1, damit die Ungleichung

erflllt ist. Korollar 4.1 ist nhoch um einiges strenger als die gerade gezeigte Unglei-
chung. Denn das Korollar besagt, dass es zu einer gegebenen irrationalenufahl
endlich viele rationale Zahletw/b gibt, die der Ungleichung

a 1
\“‘5\<?

gentigen. Da dieses Korollar unserer Kettenbruchentwicklung unterliegt, heil3t das
nichts anderes, als dass jede der Konvergefief),, der Kettenbruchentwicklung

von « die Rolle der rationalen Zall/b ibernehmen kann. Da Nenner und Z&hler der
Konvergenten teilerfremd sind, kdnnen wir sogar die Eigenschaft beweisen, dass die
KonvergentenP, /@, die beste Approximation in dem Sinne sind, dass sie dichter als
jede andere rationale Zah)b mit kleinerem oder hdchstens gleichem Nennewan
liegen.

Um dieses zu zeigen flhren wir erst ein Lemma ein, welches nachher den Kern unseres
Satzes bilden wird:

Lemma 4.2 Sei P, /Q,, die n-te Konvergente des Kettenbruches, der die irrationale
Zahl« darstellt. Sinda undb ganze Zahlen mit < b < @,,, 4, SO gilt:

Q,, — P,| < ba — al.

Beweis: Wir betrachten zunéchst das lineare Gleichungssystem:

P,B+ P17 =a, (4.4)
Q.8+Q, .17 =b. (4.5)
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Dawir aus Satz 2.8 wissen, dass die Determinante diesehGigissystems @, , ;—
P,.,Q, = (-1"*1ist, erhalten wir firs undy zwei eindeutige ganzzahlige Losun-
gen:

B = (D" HaQ g ~ 0P, ),
1
v = (D" 0P, - aQ,).
Diese Losungen erhalten wir, indem wir die Gleichungen (4.4) und (4.5) fiactd
~ auflosen und dana-1)"*1 fur P.Q,.., — P,.1Q,, einsetzen. Nun mus$ + 0 sein,
denn sonst wareQ,, ., = bP,,,. Dader ggTP,,4,Q,.1) = 1 ist, wareQ, , ein

Teiler vonb, das heildt gleichzeitig, dass= @, ,, ist. Dies ist ein klarer Widerspruch
zu unserer Voraussetzung.

Im Folgenden betrachten wir nun zwei Falle.

1. Isty = 0, so ist unsere Ungleichung sicherlich erfillbar, denn daraus doigt
P.pgundb = @Q,0 und dag ganzzahlig gewahlt worden ist undl = 1 gilt,
sehen wir leicht, dass

Ibar - al = 181Q,,0 = P,| = 1Q,0 — P,| (4.6)
erfullt ist.

2. Daher nehmen wir fir den Rest des Beweises an,d&s8 ist. Ist dies der Fall
mussens und~ entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Ist namlieh0, folgt
aus der (4.5) des Gleichungssystems:

Qnb=b-Qp17-

Die Voraussetzung sagt aber, dass1 ist und das flihrt uns zu der Ungleichung
Q,B > 0. Da@, nach der Definition immer positiv ist, muss in dem Fall auch
G > 0 sein.

Ist auf der anderen Seite > 0, hat das zur Folge, dass mit unserer Vorausset-
zungb < @,,,1 und der Ganzzahligkeit vof die Ungleichung < 7Q,, ., gilt
und daraus folgt, dass

Qnﬁ =b- Qn+lfy <0

gilt. Das heif33 < 0.

Nun betrachten wir die Situation aus einer anderen Sichtweise. Wir wissen, dass unser
gesuchtesy immer zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konvergedten?),, und
P .1/Q,., liegt, deshalb gilt eine der beiden folgenden Ungleichungen

0<Q,o-P, und Q, ,,a-P,,; <0 furngerade (4.7)
0>Q,a-P, und @, ,o—P, ;>0 firnungerade (4.8)

Unter diesen Umstanden miissen

BQ,a—-P,) und Q10— P, 1) (4.9)
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das gleiche Vorzeichen haben. Dann aber ist der absolutedéie8umme der beiden
Zahlen aus (4.9) gleich der Summe der absoluten Werte der beiden Summanden. Diese
Tatsache kénnen wir ausnutzen, um unseren Satz endgultig zu beweisen:

lba: - al (@8 + QMo —(P,B+ P, 17|
1BQpo = Py) + Y(Qppac — Pyl
1BI(Q,, o = Pl + W@, 10 = Py i)l
161Q,,a — P,|

Q,, o= P,|.

vV

Damit ist die Ungleichung (4.6) gezeigt und das Lemma bewiesen. O

Nun kommen wir auf unsere Behauptung zuriick, die Konvergefieid),, sind die
besten Naherungen an eine irrationale ZahDie Abweichung zwischen einer irra-
tionalen Zahl und einer Konvergenten ist betragsmafig kleiner als die Abweichung
zwischen einer irrationalen Zahlund jeder rationalen N&herung mit demselben oder
einem kleineren Nenner.

Um endgiiltig unsere Behauptung zu zeigen, dass die Konverggritg, die beste
Approximation an eine irrationale Zahl ist, miissen wir noch folgenden Satz beweisen:

Satz 4.3 Seil < b < Q,,, so gilt fur die rationale Zaht /b die Ungleichung:
=gl =l
« Qn = | b .

Beweis: Dieser Beweis ist schnell erbracht, indem wir einen Widerspruch erzeugen.
Nehmen wir also an, es gelte

Dann gelangen wir zur folgenden Ungleichungskette

P a a
IQna—Pnlena—Q—’:L >Qna—g‘2b‘a—g‘:|ba—al
und dies ist ein klarer Widerspruch zu Lemma 4.2 und damit ware dieser letzte Beweis
auch erbracht. O

Das folgende Beispiel zeigt, wie dicht eine Kettenbruchentwicklung bereits mit weni-
gen Schritten an der gesuchten irrationalen Zahl liegt.

Beispiel 4.3

Die Mathematik hat schon relativ friih ein sehr groRes Augenmerk auf die Berechnung
der Zahlr gelegt. Die erste Approximation erschien im Werk der Kreismessung von
dem MathematikeArchimede$. Seine Methode, den Wert zu berechnen, bestand
darin, einen Kreis von innen und von auf3en mit regelmafRigen Polygonen anzundhern

4Archimedes (geboren 287 v. Chr. und starb 212 v. Chr.) war ein Mathematiker.
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und dann deren Umfange zu berechnen. Dadurch erhielt er d@moleere und untere
Schranke des Kreisumfangs. Mit dieser Methode erhielt er mit Hilfe eines 96-seitigen

Polygons die Abschéatzung
223 22

ﬁ << 7
Wie wir aus Beispiel 3.1 wissen, ist der Wert/ZXlie Konvergentds; aus der Ketten-
bruchentwicklung furr, der sogenannte Archimedes-Wert. Er ist eine der am haufigs-
ten verwendeten Approximationen venEs gibt keinen Bruch mit teilerfremden Zah-
len und kleinerem Nenner, der eine bessere Approximation bietet. Der Archimedes-
Wert 22371 ist keine Konvergente und daher wissen wir nach Satz 4.3, dass er keine
bessere Approximation fir ist. Die nachst hohere Konvergente ist 3836. Diese
bietet eine noch viel bessere Approximation und wurde imté6 Jahrhundert lange
als Wert firr verwendet. Wir wissen aus Satz 4.3 auch, dass es keine bessere Ap-
proximation durch eine andere rationale Zahl gibt, die einen kleineren oder gleichen
Nenner hat. Die vorgestellten Approximationen sehen nun wie folgt aus:

22
‘77—7 ~ 0.0012645
‘W_z_zg ~ 00007476 und
71
333
‘ - Tod = 00000832

wobei 22371 keine Konvergente ist und 38806 die Konvergentds, = P,/Q, un-

serer Kettenbruchentwicklung ist. Die Konvergetitg/ Q4 bietet schon eine enorme
Genauigkeit, das kann durch Korollar 4.1 gezeigt werden, da bei der Abschéatzung
zwischenr und unserer Konvergente der Nendgy = 33102 genutzt wird:

1

) < 117 ~ 0.0000783147

‘ 355 1 3
13

113 < 113-33102( <10

Nun werden wir noch einen Satz betrachten, der unsere Untersuchungen weiter festigt.
Dieser besagt, dass eine beziglich ihres Nenners dichtlegende rationale Zahl
notwendigerweise eine Konvergente der Kettenbruchentwicklungwien

Satz 4.4 Sei« eine irrationale Zahl. Falls eine rationale Zahl a/b ndit= 1 die Un-
gleichung

bl ~ 2p?

erflllt, so ista/b eine der Konvergente®, /@, aus der Kettenbruchdarstellung von
.

Beweis: Wir beweisen den Satz, indem wir einen Widerspruch erzeugen. Dazu neh-
men wir an, dasa/b keine Konvergente voun ist. Es gibt ein eindeutig bestimmtes

mit Q,, < b < Q,,,,, weil diese Nenner eine echt wachsende Folge bilden. Fur dieses
n gilt nach Lemma 4.2 nun:

1
Q, 0~ P,| < Iba—alzb‘a—%‘ <o
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Diese Ungleichung kénnen wir durch eine Multiplikation mficZ,, in folgende Form
bringen:

oa—- = !

<5
Q.1 2Q.b
Da wir angenommen haben, das® + P,/Q,, ist, erhalten wir fin P, — aQ,, eine
Differenz 1 < |bP, — aQ,,|, die ungleich Null ist. Weiter konnen wir mit Hilfe der
Dreiecksungleichung uni),, > 0 auf

‘ P,

_‘& ﬁHi M 9‘<L+i
“lg, " wlTlg, TUNTIY T S 2, T a2

1 _IbB, - aQ,l
bQ, ~ bQ,

schlieen. Nun formen wir unsere erhaltene Ungleichung um:

11 1
bQ,, 20Q, 2V
1 b
= < +2Q"
b@,, 2b°Q,,

& 2 <b+Q,

& b <Q,.
Die Ungleichungh < @, ist ein klarer Widerspruch zur vorausgesetzten Eigenschaft
@, =b<Q,,q, damit ist der Satz bewiesen. O

Am Ende dieses Kapitels kdnnen wir festhalten, dass eine Approximation durch einen
Kettenbruch eine Konvergent®, /@, hervorbringt, die beziglich des Nennépg die
beste rationale Naherung an eine irrationale Zahl ist.
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5 Regelmalige periodische Kettenbriiche

5.1 Rein- und gemischtperiodische Kettenbriiche

In den vorhergehenden Kapiteln sind wir schon auf unendliche regelméaRige Ketten-
briiche, die eine irrationale Zahl darstellen, eingegangen. In diesem Abschnitt wollen
wir nun auf eine spezielle Form eingehen und zwar auf unendliche regelméRige Ket-
tenbrlche, die ein bemerkenswertes Bildungsgesetz befolgen. Das besondere an diesen
Kettenbriichen ist, dass gleiche Teilnenner wiederholt auftreten.

Alle Kettenbriiche im folgenden Kapitel sind regelmafig, daher werden wir nicht im-
mer explizit ,regelmafig" schreiben. Die zugrundeliegende Literatur ist [Per77] Kapi-
tel 3 819 bis 26.

Betrachten wir zum Einstieg eine Form eines Kettenbruches, welche sehr haufig auf-
tritt und zwar, dass sich die letzten Teilnenner unendlich oft wiederholen. Wir schauen
uns einen unendlichen Kettenbruch der F¢871,2,1,6,1,2, 1,6, ...] an. In diesem
sehen wir, dass sich die letzten 4 Teilnenner unendlich oft wiederholen. Enthalt ein un-
endlicher Kettenbruch einen Block von Teilnennegnas,, ..., a,,, der sich unendlich

ey Wy

oft wiederholt, so heif3t der Bruch periodischer Kettenbruch.
Definition 5.1 Ein periodischer Kettenbruch der Form

lag;aq, ..., a,,,bq b,,bq...,0

wird kompakt in folgender Gestalt dargestellt

lag;aq,...,a.,,bq,...,b, 1.

Das Uberstreichen der Teilnennéy, b,, ..., b, besagt, dass sich dieser Block ganzer
Zahlen unendlich oft wiederholt. Der kleinste Block diesgrder sich unendlich oft
wiederholt, wird Periode der Kettenbruchentwicklung genanntwist die Perioden-
lange.

Ein periodischer Kettenbruch dieser Gestalt wird als gemischtperiodisch bezeichnet.
Die Zahlenagy, a4, ..., a;, bilden die sogenannte Vorperiode.

Fur den Kettenbrucii3; 1,2,1,6,1,2, 1,6, ...] heildt das: Er hat die Periode2 1,6
mit der Periodenlange = 4 und wird in der Forni3; 1,2, 1, 6 ] geschrieben.

5.1.1 Quadratische Irrationalitét

Bevor wir zu den periodischen Kettenbriichen kommen, filhren wir die quadratische
Irrationalitat ein.

Definition 5.2 Als quadratische Irrationalitéat bezeichnen wir jede reelle, nicht ratio-
nale Lésung einer quadratischen Gleichung der Form:

ar’+br+c=0 mita,b,ce Zunda % 0.
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Uns ist bekannt, dass jede Za}f'@ irrational ist, wennD € N und D keine Quadrat-

zahl ist. Die allgemeine Losung der Gleichun§— D = 0 ist+vD . Wir werden im
weiteren Verlauf des Kapitels den Zusammenhang zwischen periodischen Kettenbri-
chen und quadratischen Irrationalitdten kennenlernen.

5.1.2 Reinperiodische Kettenbriiche

Wie bei periodischen Zahlen gibt es auch bei periodischen Kettenbriichen den Unter-
schied zwischen reinperiodisch und gemischtperiodisch. Wobei die gemischtperiodi-
schen Kettenbriichen eine allgemeinere Form bilden. Zunéachst wollen wir aber nur auf
die reinperiodischen Kettenbriiche eingehen.

Definition 5.3 Ein unendlicher regelmafiger Kettenbruch der Form

[ag; Qqs .oy Qg 1, Qg Qpy vney Qp_qs -],

bei dem sich die Teilnennet,, a4, ..., a;_4 in unendlicher Folge wiederholen, heif3t
periodisch. Ein Kettenbruch mit der Charakteristik

Qg = Q furi e N,

ist reinperiodisch, da die ganzen Zahleg a4, ..., a;,_; die Periode bilden. Die Nota-
tion dieses Kettenbruches ist

[agiay, - a,_q 1

Ein reinperiodischer Kettenbruch hat die Eigenschaft, dass auch das Anfanggglied
immer positiv ist, da es an einer spateren Stelle € a,) wieder vorkommt und
Definition 2.1 besagt, dass alle Teilnenner positiv seien missen. Dies hat auch zur
Folge, dass automatisch alle unsere Konvergemjgid), positiv sind.

Wir beginnen mit einen Spezialfall der reinperiodischen Kettenbriiche, in dem alle
Teilnenner gleich sind und der Kettenbruch die Gestalt

oy = [a;a,a,...]
hat. Da alle Teilnenner gleich sind, folgt
aq = [a;a,a,...] = a.

Hierdurch wirda, definiert und mit in Verbindung gebracht. Danach folgt:

g =a+ —.
0
aq

Wir erhalten fura, die Wurzelgleichung in der Form:

1
r=a+—- oder z°—ar-1=0.
x
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Da nach unseren Voraussetzungefpositiv ist, kommt nur die positive Wurzel in
Betracht und wir erhalten als Lésung fiir unseren Kettenbruch:

a+Va®+4

5 (5.1)

O[OZ

Diesen ersten Spezialfall werden wir nun an einem Beispiel betrachten:

Beispiel 5.1

Gegeben sei der Kettenbruely = [3;3,3,...], den wir nach unserer Definition 5.3
auch wie folgt schreiben konnefB]. Wir suchen fiir unseren Kettenbruch einen Aus-
druck furay. Um diese zu erhalten, missen wie= 3 nur in unsere Gleichung (5.1)
einsetzen und erhalten:

3+V32+4_3+\/E

00 =181=—— 2

Daraus folgt fur unser Beispiel, dass die Losung fiir unseren periodischen Kettenbruch
mit einem Element gleictB + v/13)/2 ~ 3.303 ist.

Nachdem wir diesen Spezialfall des reinperiodischen Kettenbruches betrachtet haben,
werden wir uns als nachstes die Berechnung des allgemeinen reinperiodischen Ket-
tenbruches ansehen: Wir wissen, dass fir einen periodischen Kettenbruch allgemein
gilt

OZO = O[k = O[Zk = Oé?’k = ey
wobei in dem Fallk die Periodenlange ist. Aus dieser Gleichheit ergibt sichof{ir
folgende Gleichung:

_ B+ B,

Qp-104,Qp—2

Diese Gleichung erscheint auf den ersten Blick nicht sofort verstandlich, aber sie geht
direkt aus dem Bildungsgesetz 2.6 hervor. Denn flir einen endlichen Kettenbruch gilt:

ag (5.2)

P, P_,a. +P
k k-1%k k=2 .
= = = (A, Ay e A

Qp  Qp104Qy 2

Fur den periodischen Kettenbruch mit der Periodenl&dnggt:

[ag; aqs ..., a_q, 0, o]

Daag = a4, konnen wir den Kettenbruch bestimmen, indem wir kliee Konvergente
bilden und fur diese gilt (5.2).
Weiter erhalten wir aus (5.2) die quadratische Gleichung

_Br+ Py

z= oder Q, ,2°+(Q,_,-P._)x-P, ., =0.
Qk—lek—Z k-1 k-2 k-1 k-2
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Diese quadratische Gleichung hat eine positive und einetimeg&/urzel. Aufgrund
von (3.4) giltoyy > ay und damit isty, positiv. Aus diesem Grund wird nur die positive
Waurzel bei der Auflésung in Betracht bezogen:

P1— Qo+ \/(Pk—l - Qk—z)z +4Q;_1F,_5

20, . (5.3)

Oéoz

Da ay einen unendlichen irrationalen Kettenbruch darstellt, kann der Radikand un-
maoglich ein Quadrat sein. Dieses kdnnen wir nachweisen, indem wir ihn in folgender
Form auffassen:

(Pyoq — Qk—2)2 +4Q_1P; 5
=(Py_y + Q_)® + HQj_1Ppp — QD)
=(P, 1+ Q;_»)? + 411

Dieser Ausdruck kann nur dann ein Quadrat sein, wenn er Null ist. Das gilt aber nur
wennk gerade ist. Dies hatte zur Folge, dd3s; + Q,_, = 2 gilt. Flr geradé: gilt
aber immer:

Dies erzeugt einen Widerspruch und wir kénnen schlieBen, dass der Radikand kein
Quadrat ist und damit, auch irrational ist.

Wir haben damit auch direkt gezeigt, dass jeder reinperiodische Kettenbruch eine qua-
dratische Irrationalitat darstellt, dies werden wir spater in einem Satz festhalten.

Durch Gleichung (5.3) haben wir jetzt auch eine Formel zur Berechnung flr reinperi-
odische Kettenbriiche erlangt. Es missen nach dem Bildungsgesetz 26 pund

Q._, bestimmt werden — die mit kleinerem Index erhalten wir bei der Berechnung
durch die Rekursion — und wir erhalten eine Losung fur unser gesucjtes

Bis jetzt sind wir nur auf die Gleichheit vom, = o, eingegangen, aber wegeg =

o, Mit n e N, durfen wir in unseren Rechnungen auchiurchnk ersetzen und
erhalten dadurch fle, noch unendlich viele weitere quadratische Gleichungen der
Form:

Qui-12° + Qo = Py = Py =0.

Die Losungen sind identisch, weil, eine eindeutig bestimmte irrationale Zahl dar-
stellt. Wir werden diese Feinheit jetzt nicht weiter beweigen.

Auch fir reinperiodische Kettenbriiche haben wir eineMathematicgprogrammier-

ten Algorithmus. In der FunktiomeinPeriodischerKettenbruch wird Gleichung

(5.3) verwendet —mit den FunktionetnvergentenP und KonvergentenP ~ werden

dann dieP, und @, bestimmt—um einen periodischen Kettenbruch zu berechnen. Der
Kettenbruch wird in eine Liste eingegeben und der periodische Anteil in einen weite-
re Liste. Daher haben wir bei einem reinperiodischen Kettenbruch eine Liste in einer
Liste.

SDer Leser kann den Beweis in [Per77] §19 finden.
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5.1.3 Gemischtperiodische Kettenbriiche

Eine allgemeinere Form der periodischen Kettenbriiche sind die gemischtperiodischen
Kettenbriiche. Bei diesen fangt die Periode nicht mit dem Anfangsgjjed, sondern

es gibt eine Vorperiode,, a4, ..., a;.. Der Kettenbruch hat die Gestalt wie in Definition

5.1 beschrieben.

Bei einem gemischtperiodischen Kettenbruch kann das Anfangsgjiedich klei-

ner als Null sein, da es sich nicht — wie beim reinperiodischen — spéter als Teilnen-
ner wiederholt. Die Periode verhdlt sich wie bei einem reinperiodischen Kettenbruch:

b, = b;,,.. Wie wir spater auch sehen werden, betrachten wir bei der Berechnung die
Vorperiode und die Periode getrennt. Ist die Periodenlange der Vorperiode gleich Null,

haben wir einen reinperiodischen Kettenbruch. Wir sehen, dass der reinperiodische

Kettenbruch ein Spezialfall des gemischtperiodischen ist.

Ein gemischtperiodischer Kettenbruch sieht wie folgt aus:
CYO = [ao;al, ...7ak7 bl’ bz, ceey bn]

Um die Notation der allgemeinen Berechnung aber zu vereinfachen, werden wir den
Kettenbruch wie folgt aufschreiben:

og = [ag; gy ey A1, Cpr Ayt o Opyp_1l- (5.4)
Nun sind alle Teilnennel,, durcha,, ersetzt worden.

Ein Kettenbruch, wie in (5.4), wird wie folgt berechnet. Nach dem Bildungsgesetz fir
die Konvergenten 2.6 gilt folgende Beziehung:

)
QR Q10 + Qo

wobeiq,, dem reinperiodischen Anteil

(5.5)

ay = (a3 gy, - Q1)

des Kettenbruches entspricht, den wir mit Hilfe von (5.3) bereits berechnen kdnnen. Da
o rational durchy,, ausgedriickt werden kann ung eine quadratische Irrationalitat

ist, ist auchn, eine solche. Damit ware auch bewiesen, dass ein gemischtperiodischer
Kettenbruch eine quadratische Irrationalitat darstellt.

Die quadratische Gleichung fiar, kann in verschiedenen Gestalten dargestellt wer-
den. Wegeny,,,, = «;, erhalten wir die Gleichung:

Prin-10% + Pyinp

ao = .
Qpin-1% + Qpan—2

Durch Auflésen nachy;, ergibt sich:

_ P2 = Qpan2 (5.6)

g, = .
k Q P
k+n-140 k+n—1

42



Weiterhin gilt aber auch Gleichung (5.5). Wenn wir jetzt ingk (5.6) fury, einsetzen,
ergibt sich:

P B2 = Qpin2%
k-1

+P,_,
Qprn-1% ~ Pran-1

ao = P — a .
Q k+n—2 Qk+n—2 0 +Qk—2

-1
Qp+n-1% — Prin-1

Diesen Ausdruck formen wir jetzt &quivalent um:

(Qp-1Ppin—2 = Qp-1Qpsn—2%)

o Qpin-1% ~ Prin-1 + Q2%
T B 1Qpin-2% + P
Qpin-1% ~ Prin-1 i
= Qp-1Ppsn-200— Qk—le+n—2a(2) =Py 1 Pyin2 = PpoaQpin—200
= P oQpin-1% ~ ProPrin-1— Qk—szm—lO‘(Z) + Py 1@p_0

2
< o Qp_2Qpin-1~ Qr-1Q@p1n-2+
0 Qp_1Pprn-2+ Pr1Qpin-2 = Pr2Qpin-1~ Qr-2Lkin-1+
(Pr—2Prsn-1— Pr1Bpin-2)
= 0.

Wir erhalten die quadratische Gleichung:
Aaj + Bag+ C =0, (5.7)
wobei

A = QoQpin-1 — Qp-1Qkin—2s
B = Qu1Piin—2+ Ppo1Qpin—2 = Pp2Qpin-1— Qr_2Fkin-1-
C = PP~ PPy o

Nach unserer Tabelle 2.1 gilt:

P,=0P,;=1 und
Q_Z = :I.7 Q—l = O.

Mit Berticksichtigung der Werte aus Tabelle 2.1 setzen wir in (6.#)0 und erhalten
die spezielle Losung:

A = Qn—l?
B = Qn—Z - Pn—l?
C= _Pn—Z

Wenn wir die spezielle Losung in die quadratische Gleichung einsetzen, entspricht sie
der Gleichung flr reinperiodische Kettenbrtiche:

Qn—la% + (Qn—Z - Pn—l)ao - Pn—2 =0. (58)
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Wir kdnnen jetzt sogar zeigen, dass fiir> 0 die GIeichungAa% +Boyg+C =0
immer eine quadratische Gleichung ist. Fir 0 konnte vielleichtA = B=C =0
eine Losung der quadratischen Gleichung sein, die uns bei der Berechnurg von
nicht weiter helfen wiirde. Dies ist aber nicht mdglich, denn wéna 0 ist, folgt:

Qp-2Qksn-1= Q-1Qp+n—2-

Nach dieser Gleichung muss die rechte Seite ddp¢h, ; teilbar sein, der Faktor
Q}.+n—1 kann aber nicht durcld),,,,_, teilbar sein, da sie nach Voraussetzung des
Bildungskriteriums teilerfremd sind. Daher muss der Fagtpr, durch@,.,,,_; teilbar

sein. Dies ist aber ein Widerspruch, da nach dem Bildungsgesetz 2.6 und Lemma 2.10

Q-1 < Qpip-1 9ilt.

Dieser Schluss ist ungultig, wen= 0 gilt, weil dann@)_; = 0 ist. Dieser Fall ist aber
schon erledigt, da er zu reiner Periodizitat flhrt.

Es bleibt nur noch die Frage zu beantworten, welche der beiden Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung dem Kettenbruch entspricht. Es gibt zwei Moglichkeiten, die Lésung
Zu bestimmen.

Die erste ist, dass wir eine quadratische Gleichungdfiiaufstellen. Wie wir von
den reinperiodischen Kettenbrichen wissen, datdann eine eindeutig bestimmte
Wurzel und zwar nur die positive. Durch Gleichung (5.5) ist dann auch der Wert fur
o eindeutig festgelegt.

Die zweite Mdglichkeit besteht darin, dass wir direkt an die Gleichﬂné + Bag +

C = 0 anknipfen. Es muss nadmlich eine der beiden Wurzel der quadratischen Glei-
chung zwischen dem Intervatl, und e, + 1 liegen. Liegt in dem Intervall nur eine,

so muss diesey, sein. Befinden sich beide Wurzeln im Intervall vag bis aq + 1,
betrachten wir das nachst kleinere Intervall unserer Kettenbruchentwicklung. Dieses
geht von[ay; a,] bis [ag; aq + 1]. Der Werta, muss auch in diesem engeren Intervall
liegen. Falls weiterhin beide Wurzeln der quadratischen Gleichung in dem Intervall
liegen, setzen wir das Verfahren fort. So kénnen wir sehr schnell die richtige Lésung
fur unseren Kettenbruch finden, denn nach wenigen Schritten wird das Intervall mit
den Kettenbrucheigenschaften sehr klein wird. Im folgenden Beispielen werden wir
sehen, dass die erste Methode in der Praxis bequemer ist.

Auch flr unsere gemischtperiodischen Kettenbriiche haben wir eiatinematica
implementierte FunktioiGemischtPeriodischerKettenbruch . Wie bei reinperiodi-
schen Kettenbriichen schon erwéhnt, wird ein Kettenbruch in eine Liste eingegeben.
Bei einem gemischtperiodischen Kettenbruch haben wir demnach eine Liste, in der als
letztes Element eine Liste mit dem reinperiodischen Anteil steht. Wie in der Herleitung
gesehen, trennen wir den periodischen Anteil und die Vorperiode. Der periodische Teil
wird mit Hilfe der FunktionReinPeriodischerKettenbruch bestimmt. Die Vorperi-

ode wird mit Hilfe von Gleichung (5.5) geldst. Der Wert des reinperiodischen Anteils
wird dann noch in (5.5) eingesetzt und wir erhalten eine Losung fur unseren Ketten-
bruch. In der Funktion wird auRerdem noch mit dem BefeltReduce die Wurzel
vereinfacht, damit wir eine moglichst einfache Ausgabe haben.

Beispiel 5.2
Gegeben ist der unendliche periodische Kettenbrueh[3; 6, 1,4 |. Wir suchen eine
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rationale Darstellung fir die irrationale Zafl Zunéachst schreiben wir:
a=[36,y] mity=[14] =[14,y].

Ist die Periodenlange nicht so grof3, so ist es meistens bequemer, die quadratische
Gleichung fur den reinperiodischen Anteil des Kettenbruch aufzustellen, als ihn mit
Gleichung (5.8) zu berechnen. Das filhrt unsfinu folgender Gleichung:
1 1
y=1+—%=1+ y__ W+t

1= = .
44 dy+1 4dy+1

Y
Die daraus resultierende quadratische Gleichung lautet:

4y? — 4y -1=0.

Da nach der Definitionen stegs> 0 gelten muss, kommt von den beiden Losungen:

_1+V2 und _1-v2
nur die positive in Betracht, so dass wir
1+ \/E
y = 2

erhalten.

Um zu entscheiden, welche Wurzel die gesuchte ist, kbnnen wir auch prifen, welche
der beiden Losungegy odery, im Intervallag = 1 undag+1 = 2 liegt. Der Teilnenner

ag ist das Anfangsglied des reinperiodischen AntgilgVie in der Herleitung als zwei-

te Moglichkeit erwéhnt, muss die Losungn diesem Intervall oder einem der néachst
kleineren liegen. Wir konnen aber sofort erkennen, dasg/pim Intervall zwischen

ag undag + 1 liegt. Diese Variante wird in der Praxis aber sehr selten angewandt.

Unser Kettenbruclkx = [3; 6, y] stellt sich nun wie folgt dar:

1 25+ 19v/2
o = 3 + =
641 8+6v2
1+ \/E
2
_ (5+19V2)8-6V2)  14-+2
(8+6V2)(8-6V2) 4
Damit haben wir eine rationale Darstellung fur unseren Kettenbruch erhalten:
14-+/2
[3;6,1,4] = 4\/_.

Nun schauen wir uns die Aufgabe noch mit deMathematicgprogrammierten Funk-
tion an:

I n[ 16] : = GemischtPeriodischerKettenbruch [{3, 6, {1, 4}}]

out [ 16] % (14 -/2)
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Als néchstes betrachten wir ein Beispiel, in dem die Gliealdrz groer ist und dies-
mal werden wir die Berechnung mit Hilfe von den Gleichungen (5.8) und (5.5) vor-
nehmen.

Beispiel 5.3
Der unendliche Kettenbruch, = [2;5,10,1,2,1] sei gegeben. Gesucht ist wieder
eine rationale Darstellung der irrationalen Zak!

Zunachst bestimmen wir die ersten beiden Konvergehtgnnd K;:

2 P 11
== ud K;=-1==".

P,
Ko= -2 =
0 Ql 5

=0." 1
Nach (5.5) ist nun

ag = Pya, + P, _ 1lo, + 27 (5.9)
Qo+ Qy  Say, +1
wobeia, der reinperiodische Anteil des Kettenbruches ist. Dieser hat die Periodenlan-
gen = 4 und ist:

a, = (10,1, 2,1].

Als néchstes stellen wir eine Tabelle fur die Naherungszéahler und -nenney, aorf:

ni-2 -1 0 1 2 3

P |0 1 10 11 32 43

Q, /1 0 1 1 3 4

Die Formel fur die quadratische Gleichung lautet nach (5.8):
Q, 17°+(@Q, »— P, )r—P, ,=0.
In diese setzen wir die Werte aus der Tabellerfii 4 ein, daraus folgt:
472+ (3-43r-32=0

oder
22-10r -8=0.

Diese quadratische Gleichung I6sen wir auf und die positive Wurzel fist

a,=5+\52+8=5+V33

Wir setzen jetztv, in unsere Gleichung (5.9) fiar, ein und erhalten:

11-5++V33+2 55+11-v/33+2 333-+/33
an = = = .
O 5.56+4433+1 25+5.433+1 149
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Damit haben wir eine rationale Darstellung fur unseren Kbttech erhalten:

e 333-+v33
=12;510,1,21 ] = ———.
@ =1 ] 149
Wie in Beispiel 5.2 wenden wir die FunktiasemischtPeriodischerKettenbruch an
und vergleichen die Ausgaben:
I n[ 17] : = GemischtPeriodischerKettenbruch [{2, 5, {10, 1, 2, 1}}1]

Qut[17] = % (333 - /33)

5.1.4 Verhaltnisse zwischen einem rein- und gemischtperiodischen Kettenbruch

Wir kénnen einen reinperiodischen Kettenbruch auch immer in einen gemischtperiodi-
schen umschreiben oder auch bei einem gemischtperiodischen Kettenbruch die Vorpe-
riode verlangern. Es gilt ndmlich:

[azo; al’ ...,a/k, bl’ bz, ceey bn] = [CLO; CLl, ceey ak, bl’ bz, b3, ceey bn, bl].

Fur einen reinperiodischen Kettenbruch gilt mi & far j e N:

[agsay, - ag_q 1 = lag; ay, ..., A5-15 Q5 mod k> A(j+1) mod k> * -+ Xk—15 20> «++5 A(j—1) mod -

Ferner kénnen wir mehrere Perioden auch zu einer einzigen zusammenfassen, dies
ist immer der Fall, wenn wir ein€n)-gliedrige Periode haben, denn diese kann zu
einer n-gliedrigen Periode zusammengefasst werden. Dazu betrachten wir folgende
Darstellung:

[ao, al’ "‘7ak7bl7 bz, ...,bn,bn+1, ...,bzn] = [ao, al, ...,ak,bl, bz, ...,bn].
Diese Eigenschaft werden wir nun in einer Definition festhalten:

Definition 5.4 Ist eine Periode durch Zusammenfassung mehrerer kleinerer gebildet,
so wird sie als imprimitive Periode bezeichnet, anderenfalls ist sie primitiv.

Aus der Definition kdnnen wir auch sehen, dass die Gliederzahl einer imprimitiven
Periode ein Vielfaches der Gliederzahl der dazugehdrigen primitiven Periode ist.

5.2 Der Satz von Lagrange

Im Abschnitt 5.1.1 haben wir die quadratische Irrationalitat kennengelernt. Dies war
eine reelle irrationale Zahl, die einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koef-
fizienten genigt. Wir werden in diesem Abschnitt eine Haupteigenschaft der periodi-
schen Kettenbriiche festhalten. Die Grundlagen dieses Abschnitts sind aus [Per77] §20,
[R0SZz92] und [Ros84].

Satz 5.5 (Satz von Euler)Ein periodischer regelmaRiger Kettenbruch stellt eine qua-
dratische Irrationalitat dar.
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Aber viel bedeutender ist, dass nach Lagrange auch die Unrhkgltlieses Satzes qilt.

Satz 5.6 Der regelmafdige Kettenbruch, in welchen sich eine quadratische irrationale
Zahl entwickeln lasst, ist stets periodisch.

Diese beiden Satze sind eine der wichtigsten Aussagen der Kettenbruchlehre, die wir
im folgenden nun beweisen wollen.

Den Satz von Euler haben wir schon im Vorfeld bewiesen, als wir nachgewiesen haben,
dass (5.5) eine quadratische Irrationalitat ist. Daraus konnten wir spéater noch folgern,
dass auch jeder gemischtperiodische Kettenbruch eine quadratische Irrationalitat dar-
stellt. Daher miussen wir im Folgenden nur noch Satz 5.6 zeigen.

Beweis: In diesem Beweis missen wir beachten, dass wirpmitind g, nicht die
Zahler P, und Nennex,, der Konvergenten meinen.

Jede quadratische irrationale Zahl hat folgende Form

_ VD +pq

Q
0
do

mit g # O, (5.10)
wobeipy,, g ganze Zahlen sind und eine positive ganze Zahl, die kein Quadrat ist.
Nun zeigen wir zunéchst, dass unsere Form (5.10) die allgemeine Form der quadrati-
schen irrationalen Zahlen ist. Wir verstehen un{db eine positive Wurzel, wodurch
keine quadratische irrationale Zahl verloren geht. Denn wenn eine negative Wurzel
vorliegt, kdnnen wir durch folgende Umformung

VD + pq 3 \/E—po
do —qp

eine quadratische Irrationalitat mit einer positiven Wurzel erzeugen. Weiter kénnen
Wwir voraussetzen, dass

= q4 (5.11)

eine ganze Zahl ist. Sollte dies nicht der Fall sein, so kbnnen wir von vorne herein
folgendes Verfahren anwenden: Wir setzen dazu

: VDcz+poc : VD’ + po

o€ 4o

%)

und die Zahlg_, wird durch die Wahl eines geeignetesicher zu einer ganzen Zahl:

(wie wir spater sehen werden, tritt dieser Fall dann auf, wennB.—E}n(Z) eine ungerade
Zahl ist und durch eine gerade Zaflgeteilt wird). Wir konnen also davon ausgehen,
dass wir unseren allgemeinen Ausdruck (5.10) voraussetzen kdnnen.
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Im nachsten Schritt entwickeln wir nug, in einen Kettenbruch, dabei erhalten wir:

Qg = Qg + a_
1
Daraus folgt:
1 _\/5+p0 _\/5+po—aoqo
— =Qy—Qg=—"—"—0g=—————.
@ 90 90
Wir l16sen die Gleichung nun nach, auf:
90
o= =
\/5 + Do — Apqp

Durch Umstellen des Bruches ergibt sich:

- )
41

—[D - (aoqo - Po) ]
do

wobei

P1 = GQp4p — Po»
2 2 22
D - (agqq — po) _ D — po + 2a¢qepo — a0q0
do do

q =

sind. Wir setzen (5.11) ig, ein: ¢, = g_4 + 2agpy — a%qo. Nun kdnnen wir sagen, dass
unsere Termg, undg, beide wieder ganze Zahlen sind und aufl3erdem ist

2
D -p1 _ D_(ao(]o_po)2 _

q1 q1

QOa

also wieder eine ganze Zahl. Der Ausdruck

VD +p,

hat also die gleichen Eigenschaften, die wir in (5.10) vorausgesetzt haben. Gehen wir
nun in der Kettenbruchentwicklung weiter und bestimmen den Ausdmyck a; +

1/a,, so wird aucha, wieder die gleichen Eigenschaften aufweisen. Indem wir das
Verfahren fortsetzen, erhalten wir immer die vollstdndigen Quotienten in der Gestalt

VD +p,

q

. (5.12)

2
D - pg

wobeip,, ¢, und immer ganze Zahlen sind. Wir bezeichnen mitdie kon-

o k

jugierte Zahl zux,, also:

-VD +p,
4 .

M = (5.13)
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Wir haben flra,, unsere Gleichung

L
g = [ag, aq, ..., ay_q, 0] = K=k " k=2 (5.14)
Qpoaay, + @y

Indem wir nun das Vorzeichen voviD andern — -also in die konjugierte Form Gber-
fihren —, kdnnen wir fiir, die Gleichung erhalten:

P+ B,
M= 7

= . 5.15
Qp-1Mk + Qp_2 ( :

(Mitden P, und @, meinen wir hier wieder den Zahler und Nenner der Konvergenten,
des Kettenbruches).

Wir zeigen nun, dass diese Umformung von (5.14) in (5.15) zulassig ist, denn wenn
wir Gleichung (5.14) mit ihrem Nenner multiplizieren, erhalten wir die Form:

U+VVD =0, (5.16)

und die umgeformte Gleichung (5.15) sieht wie folgt aus:
U-vVD=0. (5.17)

In beiden Gleichungen sind und V' die gleichen ganzen Zahlen. Es muss jetzt nur
noch gezeigt werden, dass (5.17) aus (5.16) folgt, um die Zulassigkeit zu beweisen.
Aus (5.16) folgt, das$/ = 0 undV = 0 sind, denn wenn es nicht so ware, wirde
VD = -U/V gelten, also/ D wiirde rational sein. Dies ist ein Widerspruch zu unserer
Voraussetzung. Daraus folgt, dass alch- VVD =0 gilt. Daher kdnnen wir das
\Vorzeichen vony D ohne weiteres dndern.

Nun l6sen wir Gleichung (5.15) naefy auf:

Mo — lis

N = _M0@%2 = B2 _ =y Qp2 _
M0Qk-1 = Pr1 Qp-1 o — Ly
Qr-1

DaP,_,/Q,_,undP,_,/Q,_, Naherungsbriiche der irrationalen Zaflsind, strebt
der letzte Bruch unserer Gleichung bei wachsenéigmgen den Grenzwetf— 20 —
Mo — Qo
1. Wir erhalten fur die Gleichung:
Qr-2

k-1

nk; == (1 + gk;)v

wobeie,;, von k abhangig ist. Bei wachsendetmwird |e, | beliebig klein. Aus diesem
Grund wirdn,, fur gentigend grol3e Wertenegativ.

Wir kdnnen fortfahren und behaupten, dasgwischen-1 und 0 liegt. Denn wenn wir
die Gleichungoy,_; = a,_; + 1/, unter den weiter oben aufgefiihrten Argumenten
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in die konjugierte Zahk,_; = a;_, + 1/, Gberfihren, kdnnen wir eine Abschét-
zung vornehmen. Wir wissen, dass bei genligend gréfzemchn, _, negativ ist, daher
kdnnen wir schlieRen, dass

1

— =ty < g = -1

Mk
gilt. Da flr geniigend grof¥e die Gleichunde,| < 1 gilt, folgt daraus;, < O fir alle
i > k, damit folgt fiirn, :

-1< M < 0.

Auf der anderen Seite wissen wir aber auch, dass> 1 ist und kénnen dadurch
zeigen, dass die Zahler), — 7, und o, + 7, positiv sind. Indem wir die Gleichungen
(5.12) und (5.13) einsetzen, ergibt sich:

_VD+p, —VD+p, _2VD

o, —n > 0,
k k gk gk gk
D+ -VD + 2
%"‘7719:\/_ Py P~ 2Lk g
qx 4 Ay,

Daraus folgt, dasg, und g, groRer als 0 sind. Damij, aber negativ werden kann,
muss nach der Gleichung (5.12) < VD sein. Wir bezeichnen nun mi die grofite
ganze Zahl, die kleiner al§D ist, somit gilt fiirp, :

P, < E.

Nun konnen wir noch ein Verhaltnis figg, mit £ aufstellen. Day,, > 1 gilt, gilt auch

VD +p,

k

aso folgt daraus:
q, < 2F.

Damit haben wir gezeigt, dagg und ¢,, ab einem gewissen Indexpositive ganze
Zahlen sind, die hochstens gleiéh bzw. 2F sein konnen. Es ist nun so, dass fur
pg, nur £ und far ¢, nur 2E verschiedene Moglichkeiten vorliegen. Dies bringt uns
zu folgendem Schluss: Da fi, = D + p,)/q;. insgesamt nur B2 verschiedene
Mdglichkeiten vorliegen, missen mehregg den gleichen Wert haben. Gelte also
ohne Beschrankung der Allgemeinhejt = o, ., fir einn e N. Dies wirde bedeuten,
dass

(ks Qg Qpigs -1 = (A Qpini1s Gpinaos -]
gilt und weil eine unendliche regelmafige Kettenbruchentwicklung nur auf eine be-
stimmte Weise mdglich ist, muss daraus folgen, dass

Apin = Qs Opynil = kil Cpint2 = Qg2 -

gilt und somit haben wir hiermit die Periodizitat der Kettenbruchentwicklung einer
guadratischen Irrationalitat gezeigt. O

Wir betrachten nun ein Beispiel, welches wir mit den vorgestellten Regeln in einen
periodischen Kettenbruch entwickeln.
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Beispiel 5.4
Gegeben sei die Zahl = (24 + 5)/2. Diese soll in einen Kettenbruch entwickelt
werden.

Die Zahlenp, und ¢, sollen die gesamte Rechnung uber ganz bleiben, dazu muss
q_, aus (5.11) eine ganze Zahl sein. Dies ist bei den WeRea 24, p, = 5 und

¢o = 2 nicht der Fall und deshalb muss der Term mi 2 erweitert werden. Das
Erweitern ist nicht zwingend nétig, aber es tritt ansonsten das Problem auf, dass im
spateren Verlaup, und g, keine ganzen Zahlen mehr werden. Wie im Beweis oben
angegeben, multiplizieren wir unseren Bruch also mit einem geeigretamit wir
immer ganze Zahlen fiy, undg, erhalten. Mitc = 2 sind die Anforderungen erfullt

und wir rechnen mitv/96 + 10)/4 weiter. Diea,, sind der ganzzahlige Anteil unseres
Bruches(vV'D + p,)/q,. Fur die Errechnung des Kettenbruchig®6 + 10)/4 ergibt

sich:

o =\/964+ 10 44 \/96451—67 ao = 4
4 V96+ 6 V96-9
o = = =1 + , a; =1,
V96— 6 15 15
1 A/ /96 —
o, = 5 _ 96+ 9 _ 184 96 97 0, =18
V96-9 1 1
1 V96+9 V96— 6
Oc3= = :1 + , a3—17
V96-9 15 15
15 V96+ 6 V96— 6
Oc4= = =3 + , a4—37
V96-6 4 4
4 _ V96+6

Qg = = (6%
®> Jo6-6 15 !

Daa; = as, haben wir die ganze Periode errechnet, sie hat eine Periodenlange von 4

und es gilt:

V24+5 96+ 10

2 4

Bei dieser Vorgehensweise finden wir den nachsten Nepneimmer dadurch, dass
wir D — pi.'_]_ durchg, teilen. Dies ist eine sehr gute Kontrolle, da wir bewiesen ha-
ben, dasg, immer eine ganze Zahl ist. Geht diese Rechnung nicht auf, haben wir im
unmittelbaren Schritt davor einen Fehler gemacht, den wir dann schnell korrigieren
koénnen.

=[4;1,18,1,3].

5.2.1 Formel zur Bestimmung der quadratischen Irrationalitaten

Nun wollen wir zu einer Berechnungsart kommen, die wesentlich kiirzer ist und die oh-
ne viele Divisionen auskommt. Dies ist sehr wichtig fur eine algorithmische Program-
mierung. Der Nachteil dieser Rechnung ist nur, dass die eben angesprochene Kontrolle
verloren geh®.

6L iteratur zu diesem Abschnitt [Per77] §21 und [Ros84].
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Unsere Ausgangsgleichung isf = a;, + , aus dieser folgt:

Qpia

VD +p, = ay + Tp+1

9k VD + Pk+1.

Nun multiplizieren wir mit dem Hauptnhenner und erhalten die Gleichung:
D+ pppss + 0 + 2pe)VD = a,au VD + a3y sy + G-
Diese Formel spaltet sich wegen der Irrationalitat v@ sofort in zwei Teile, ndmlich

D+pipri1 = 0 @Prer + Grsrs (5.18)
P T Pry1 = QpQg- (5.19)

Als nachstes multiplizieren wir Gleichung (5.19) mit, ; und subtrahieren sie dann
von Gleichung (5.18), so erhalten wir:

D = P = Gl (5.20)

Unter der Beriicksichtigung vaiD _p(z))/QO = q_, gilt diese Formel auch fik = -1.
Nun setzen witk — 1 fUr & in (5.20) ein und subtrahieren die entstandene Gleichung
von (5.20):

2_ 2
Ulr+1 = D19k = Pk~ Pir1 = P =~ Prr)Pp + Piyn)-
Auf der rechten Seite kdnnen wir nun (5.19) einsetzen und erhalten:
Ulpr1~ 1% = Pr — Pren) OG-
= Ar+1 — dg-1 = (P — Py (5.21)
Schreiben wir Formel (5.19) und (5.21) wie folgt um
DPi+1 = Qg — Pgs (5.22)
qk:+l = ak;(pk; - pk+1) + Qk;_]_a (523)

erhalten wir Rekursionsformeln figr, und ¢,. Wir kdnnen nun fiir ein gegebeneag
unsere Berechnungen in tabellarischer Form angeben:

pO! p]_! p2! p3! p41
qo; qls q21 Q31 Q41

Die Zahlenp, und g, sind gegeben, damit konnen wir schnejl bestimmen. Die
Zahl p, ergibt sich dann sofort aus Gleichung (5.22) ke 0. Flrg, benotigen wir
nochmals eine Division, wie in Beispiel 5.4 erwahnt, ergibt sichach (5.20) durch

g =D - pf)/qo. Sobald wir danrp;, ¢; unda,; haben, brauchen wir zur weiteren
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Berechnung die Formeln (5.22) und (5.23), um alle weitgrgand ¢, zu bestimmen.

Nur a, muss, wie im frilheren Verfahren, immer noch als groRtevi + p,)/q,
erhaltene ganze Zahl bestimmt werden. Mit anderen Worten suchen wir die grof3te
ganze Zaht der Art, dassig;, — p;, kleiner alsv' D bleibt.

In der FunktionQuadratwurzelinPeriodischenKettenbruch ist der oben hergelei-
tete Algorithmus implementiert. Als Parameter wird eine quadratische Irrationalitat
Ubergeben und es wird mit eingr-Abfrage Gleichung (5.11) nachgeprift. Falls n6-
tig erweitert die Abfrage die Eingabe mit einer ZahIDie p, werden durch (5.22)
bestimmt. Die Zahl fiig, wird durch (5.11) bestimmt. Die weiterep werden dann

mit (5.23) errechnet. Die, werden mit Hilfe derFloor -Funktion nach Gleichung
(5.10) bestimmt. Diep,, ¢, und a;, werden in drei Listen abgespeichert. Mit einer
While -Abfrage wird die Berechnung,, g, unda, durchgefuhrt bis in den Listen ein
gleiches Zahlenpadp,, ¢;} auftritt. Nun haben wir eine Liste fur unsepg, ¢,, unda,.

In unserer Liste vom,, (g;) gibt es einp; (¢;) welches dem letzten Element der Liste
entspricht. Die Liste det, wird nun in zwei Listen geteilt. Aus der einen werden alle
Elemente bis zum Indekgeléscht und aus der anderen alle, die einen héheren Index
alsi haben. Jetzt wird die Liste mit den héheren Indizes als letztes Element in die an-
dere Liste eingefugt und damit haben wir unsere Liste fur die Kettenbruchentwicklung
gewonnen. Diese wird dann als Resultat ausgegében.

Wir greifen Beispiel 5.4 nochmals auf und berechnen es mit dem gerade kennen ge-
lernten Verfahren:

Beispiel 5.5

Gegeben istv = (196 + 10)/4 (der Term wurde wie in Beispiel 5.4 mit 2 erweitert).
Durch die Eingabe erhalten wir die Zahlgg= 10 undg, = 4. Indem wir den groé3ten
ganzzahligen Anteil voityv/96 + 10)/4 bestimmen, erhalten wir, = 4. Wir erhalten

pq durch (5.22) undy; wird wie folgt bestimmt:

D-pi 96-62 60
w 4 4
Alle weiterenp,. und g, kbnnen wir mit den beiden Formeln (5.22) und (5.23) errech-

nen. Die weiterem,, sind die ganzzahligen Anteile vay/' D +p,.) /¢, und damit ergibt
sich folgende Tabelle fiir unser Beispiel:

=15

q =

k|o|1]2]|3|4]5
P |10/ 69| 9|6]|6
g | 4]15| 1|15]4|15
a, | 4| 1|18] 13

Das Abbruchkriterium fur die Entwicklung ist, wenn ein Zakpaar(p,,, ¢;.) wieder-
holt auftritt. Dieser Zustand ist bet = p; = 6 undgs = ¢; = 15 erreicht und damit
ist die Periode bestimmt und die Kettenbruchentwicklung ist beendet.

"Die MathematicaBefehle sind in [Wol] zu finden.
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Wir wenden nun unsere Funkti@uadratwurzellnPeriodischenKettenbruch 8 an:
- Sqart [24 5
I n[ 18] : = QuadratwurzelinPeriodischenKettenbruch [%]

Qut[18]= ({4, {1, 18, 1, 3})

5.3 Inverse Periode

Diesen Abschnitt wollen wir mit einer Definition beginnen, die wir schon im Beweis
Zu Satz 5.6 gesehen haben.

Definition 5.7 Eine quadratische, irrationale Zahl heif3t reduziert, wenn sie groRer
als 1ist und ihre Konjugierte zwischesl undO liegt.

Details zu dieser Definition sind in [Per77] 822 zu finden.

Eine gro3e Rolle bei der periodischen Kettenbruchtheorie spielt die Inversitat. Dieses
Thema wollen wir nur in einem kurzem Abschnitt betrachten und nicht genauer in
den Bereich eintauchen, aber ihre Kernaussagen werden uns bei spateren Beweisen
ndtzlich sein.

Definition 5.8 Ein periodischer Kettenbruch, der durch die Umkehrung der Reihen-
folge der Glieder eines anderen periodischen Kettenbruches entsteht, heildt inverses,

[ak—l; Qp_2y«-v5 Ao, A, a0]>

er ist also invers zu

[ag;ay, Gy, ..ny Qp_p, Gf_1].
Es gilt folgender Safz
Satz 5.9 (Galois) Ist o, ein reinperiodischer regelméaRiger Kettenbruch der Form
ag = [ag, ag, - @]

undn, die zua, konjugierte Zahl, dann ist auchl/n, reinperiodisch und die dazu-
gehdrige Kettenbruchentwicklung ist die Inverse wgn

1
-— =[a,_4,..-, 04, agl.
o k-1 1%

Beweis: Seioqg = [ag,aq, -, a;_1] €in reinperiodischer Kettenbruch, alsg eine
reduzierte Zahl. Dann sind die vollstandigen Quotientgrebenfalls reduziert und es
gilt:
B 1 B 1 _ 1
Qg = ag+ a—l, Qq =aq+ 04_27 vy Q= Qp_q+ Oé_o.

8\Weiter Informationen und Beispiele sind auf der beliegenden CD zu finden.
SWeitere Details Giber den Satz sind in [Ros84] zu finden.
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Es gilt die Beziehungy, = .. Gehen wir nun zu den konjugierten Zahlen ber, dann
erhalten wir:

1
Np=0qg+ —, N =Q+—, .oy Mg = Q7 + —.
o= 0™y T k-1~ @1 o

Indem wir die Terme umstellen und in umgekehrter Reihenfolge schreiben, ergibt sich:

1 1 1
—— =ap_1— M_1, =Qp 5= M 9y eory —— = Qg — -
o k-1 k-1 Ny k-2 k-2 m 0 0

Zur Verdeutlichung benennen wi,_, = —=1/n, furi = 0,1, ...,k - 1. Dao,, reduziert
ist, gilt -1 < 7, < 0 und somit sind allgg,, > 1. Wir erhalten durch Einsetzen von

Bjoi:
1 1 1
Go=a, 1+—,0,=a,_o+—, ..., Bo_o=a,+—, B_s =09+ —.
0= (p-1 5 k-2 3, k-2 = a1 B k-1 = 4o o

Hieraus erhalten wir die Kettenbruchentwicklung

1
- = /80 = [ak_l, ...,al,ao].
"o

Damit ist unser Satz bewiesen. O

5.4 Quadratwurzel aus rationalen Zahlen
Wir werden in diesem Abschnitb als eine positive rationale Zahl voraussetzen, die
kein Quadrat einer rationalen Zahl ist.
Dann istvD ene quadratische Irrationalitat. Wenn wir diese in einen regelmafigen
Kettenbruch entwickeln, gibt es ein Glied, welches der Periode vorangeht, so dass
VD = lag; aq, Gz, .-, G (5.24)
gilt. Diese Eigenschaft werden wir nicht beweisen, sondern als vorausgesetzt anse-
henl0
Indem wir ag auf beiden Seiten unserer Gleichung subtrahieren und sie umstellen,
ergibt sich:
1
— =[ay; a5, ..., 0]
\/5 ~ ag 1> %2 k

Diesen reinperiodischen Kettenbruch kdnnen wir jetzt mit Hilfe des Satzes 5.9 von
Galois, wie folgt umformen:

1 __
-1 = VD +aqg=[a;;a;,_1,...,a1] = [a,;a,_1, ..., aq, a;].

1%Der Satz und der Beweis konnen im [Per77] §24 und 8§25 nachgelesen werden.
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Aus Gleichung (5.24) erhalten wir durch Addition mj andererseits aber:
VD + ag = [2ag;aq, Gy, ..., a;].

Unter diesen Umstanden missen sich wegen der Eindeutigkeit der Kettenbruchent-
wicklung folgende Eigenschaften ergeben:

ak = 2010, ak_l = al, a/k_z = az, ceey CLl = ak_l.

Dies bedeutet fur die Kettenbruchentwicklung, dass fiir die ZaBlgilt:

VD = [ag;aq,ay, ..., a0y, a4, 2aq].

Fur eine rationale ZahD, die kein Quadrat einer rationalen Zahl ist, gilt also, dass die
Kettenbruchentwicklung mit einem Anfangsgliegibeginnt und dann der periodische
Teil aus einem symmetrischen Teil und dem doppelten Anfangsglied besteht.

Der folgende Satz bestétigt diese Aussage.

Satz 5.10 Der regelmélRiige Kettenbruch fir die irrationale Quadratwurzel aus einer
rationalen Zahla > 1 hat die Form

a = [ag; aq,ay, ..., a0y, a4, 2a4].
Umgekehrt stellt jeder regelméRige Kettenbruch von dieser Form die Quadratwurzel
einer rationalen Zahty > 1 dar.
Der Satz gilt auch fu, mit & = 0, dann folgt, dass der Symmetrieteil aus Null
Gliedern besteht.

Beweis: Aufgrund der Voriberlegungen haben wir die erste Richtung schon gezeigt.
Es bleibt zu zeigen, dass ein regelmaRiger Kettenbruch von dieser Gestalt

[ag; aq, as, ..., a9, aq, 2a,]

stets eine Quadratwurzel einer rationalen Zahl ist. Da der Kettenbruch periodisch ist,
wissen wir, dass er eine quadratische Irrationafitist:

g = [ag; aq, ay, ..., 0y, aq, 2a4].
Indem wir nun das Anfangsglied, auf beiden Seiten subtrahieren, erhalten wir:

1
[a,ay,...,aq,aq, 2a0]

Qg — Qg =

1

Qg — ag

(=

= [a’l’ az, ceey az, al, 2@0]

Weiter ist uns bekannt, dass jede quadratische Irrationaljtéine Konjugierte besitzt,
die wir mit n, bezeichnen. Mit dieser Voraussetzung kénnen wir den Satz 5.9 von
Galois anwenden und erhalten

1
1 =ag— g = [2aqg, a1, ay, ..., Ay, aq].

Mo — Qg
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Subtrahieren wir auf beiden Seitep, erhalten wir:

1o = lag; aq, ay, ..., a5, a4, 2ag].

Das heil3t aber, dass die Kettenbrialaind—n, gleich sind und somit ist,+7, = 0.
Damit ergibt sich flry, eine quadratische Gleichung der Form:

aoz(z)—czo mita # 0,c € Z,
womit sich fura, folgendes ergibt:
ao = E.

Die Voraussetzung,, > 1 muss erfillt sein, denn sonst kénatg= 0 sein und damit
wareag = 2a, = 0 und der Kettenbruch ware nicht mehr regelmafig. Damit ist unser
Satz bewiesen. O

5.5 Anwendungen und Beispiele von periodischen Kettenbrtichen
5.5.1 Tafel fur positive ganze Quadratwurzeln
In diesem Abschnitt wollen wir auf die Zusammensetzung von periodischen Ketten-

briichen fir positive ganze Quadratwurzeln eingehen. Wir haben im Abschnitt 5.4 die
Formel fur Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen kennengelernt:

VD = [ag; aq,ay, ..., a0y, aq, 2a0].

Diese Formel gilt selbstverstandlich auch fiir positive ganze Zabledlie kein Qua-
drat sind, da jede ganze Zahl rational ist.

FuUr Quadratwurzeln von positiven ganzen Zahlggibt es eine einfache Darstellung

in Form eines periodischen Kettenbruches. Es wurden schon viele Tabellen erstellt,
in denen die Kettenbruchentwicklungen der Quadratwurzeln festgehalten sind. Wir
wollen hier auch eine kleine Tabelle vorstellen, damit wir nachvollziehen kénnen, wie
die Werte aus einer solchen Tabelle abgelesen werden kénnen.

In der folgenden Tabelle werden die Quadratwurzeln der ganzen Zahiem 1 bis

100 mit der zugehdrigen Kettenbruchentwicklungen dargestellt, in der linken Spalte
die ZahlenD und in der rechten die zy/D gehorigen Kettenbruchentwicklungen.
Dabei stehen in der Spalte das Anfangsgtigdind die erste Halfte der symmetrischen
Periode. Falls die Gliederzahl der Periode ungerade ist, wird das letzte Glied in der
Tabelle eingeklammert. Dies bedeutet, dass es das Mittelglied des symmetrischen Teils
ist. Ist die Periode nullgliedrig, so steht nur das Anfangsgiligth der Tabelle.

Ein Auszug der Tabelfé der Quadratwurzeln und ihrer Kettenbruchentwicklungen fiir
die Zahlen von 1 bis 100:

UTabelle aus [Per77] §26 Seite 91.
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D | TeilnennervonyD || D | Teilnenner vony D
28 5 3, (2) 76 |8 1,2 1, 1,5, 4
29 5 2 1 77 8 1 3 (2

30 5 2 78 8 1 4

31| 51,13 (5 79 8 1, (7

32 51 1 80 8, (1

33 51 2 82 9

34 5 1, (4) 83 9, (9

35 5 (1) 84 9, (6)

37 6 85 9 4, 1

Tabelle 1: Auszug der Tabelle im Anhang

Nun werden wir einige Beispiele aus dieser Tabelle erlautern.

Beispiel 5.6
Anhand eines Beispiels wollen wir nun genauer darauf eingehen, wie wir einen peri-
odischen Kettenbruch aus der Tabelle ablesen kdnnen.

Zunachst wissen wir, dass flr alle periodischen Kettenbriiche von Quadratwurzeln
ganzer Zahlen die Formel

VD = [ag;aq,as, ..., ay, ay, 2ap]

gilt.
Wir betrachten nun Beispiele fir alle drei Félle, die in der Tabelle auftreten kénnen:

1. Als erstes betrachten wir das Beispigl= 37. In der Tabelle steht nur die Zahl
6, dies bedeutet, dass der periodische Kettenbruch nur aus dem Anfangsglied
ap = 6 und einer Periode des doppelten Anfangsgliedgs=212 besteht. Der
symmetrische Teil ist nullgliedrig. Daraus folgt:

V37 = [ag: 2a0] = [6:12).

2. Wir sehen unsD = 29 an. In der Tabelle kbnnen wir, 2, 1 ablesen. Das
heil3t, fir unsere Kettenbruchentwicklung ergibt sich dargus= 5 und der
symmetrische Teil der Periode ist 4 gliedrig. Fur den Kettenbruch ergibt sich:

V29 = [ag; ag, ap, ay, ag, 2a0] = [5:2, 1, 1, 2, 10].

3. Zuletzt schauen wir uns noch einen periodischen Kettenbruch mit ungerader
Gliederzahl des symmetrischen Anteils der Periode an, £twa/9. Die einge-
klammerte Zah(7) ist das mittlere Glied des symmetrischen Anteils der Periode
und es folgt:

V79 = [ag: ay, ay, ay, 2a0) = [8; 1,7, 1, 16].
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5.5.2 Berechnung von periodischen Kettenbriichen mit Hilfe ds Algorithmus

Zum Abschluss betrachten wir noch ein Beispiel, indem wir einen periodischen Ket-
tenbruch mit Hilfe des Kettenbruch-Algorithmus bestimmen.

Beispiel 5.7

Wir betrachtena = v/23 ~ 4.8 und wollen« in einen periodischen Kettenbruch
entwickeln. Dies ist auch mit dem Kettenbruch-Algorithmus zu realisieren. Mit Hilfe
des Algorithmus konnen wir schnell und einfach unsere Teilnempbestimmen:

ag=V23=4+(V23-4), ag = 4,
o = ! = ! :\/ZJ’+4:1+\/Z%_3, a; =1,
ag—lagl  /23-4 7 7
oy = ! = ! =\/2_3+3=3+\/2_3_3 a, =3
oy —lagl ~ 423-3 2 2 27
oy = 12 :\/2_3+3:1+\/2_3—4 _q
ay—lay]l  \23-3 7 7 3T
o, = ! = ! :\/ZJ’-’_4:8+\/Z%_4 a, =8
*Tag-lagl T vV23-4 1 1 477
o1 :\/ZJ,+4:1+\/ZJ,—3 1
*Tay-lagl T V23-4 7 7 ST
g = ! = ! =\/2_3+3=3+\/2_3_3 ag = 3.
as—lagl ~— 4/23-3 2 2 6

Die a;, werden durch den grof3ten ganzzahligen Anteil wgrbestimmt. Flir, gilt

V23 = |ag) = 4 = a,. Im néchsten Schritt werden die Wewtg und o, in unsere
Formel (3.4) aus dem Algorithmus eingesetzt. Dadurch erhaltemyiy und durch
ay.,1 ergibt sich danm,_ ;:

1 1  +23+4
oy — Lag] \/2_3—4 7

@ = =2>a,=]ay] =1

An der Teilnennerberechnung konnen wir sehen, dass as; und o, = o ist. Dies
bedeutet, dass wir einen periodischen Kettenbruch erhalten, in dem sich die Periode
1, 3,1, 8 unendlich oft wiederholt. Die Kettenbruchentwicklung hat also die Form:

V23=[4:T3,1,8]~ 479583.. .

Wir kénnen die Kettenbruchentwicklung fi23 auch unserer Tabelle im Anhang
entnehmen.

Mit der FunktionwurzelinKettenbruch kénnen wir diese Aufgabe wie folgt berech-
nen:

I n[ 19] : = WurzelinKettenbruch [V23]

Qut[19]= {4, {1, 3, 1, 8}}
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Die FunktionwirzelinKettenbruch berechnet auch Quadratwurzeln aus einer ratio-
nalen Zahlo, aber dabei ist zu beachten, dass nach Satz®.301 sein muss. Um
also eina < 1 zu bestimmen missen wir die Mathematicaeingebaute Funktion
ContinuedFraction verwenden. Denn wie wir im Beweis zu Satz 5.10 gesehen ha-
ben, ware der Kettenbruch far< 1 in der Form

VD = [ag;aq,ay, ..., a0y, aq, 2ag],

nicht mehr regelméanig.
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6 Fazit

Die Arbeit soll einen Einblick in die Theorie der Kettenbriiche geben. Wir haben ge-
sehen, dass schwer greifbare Zahlen als Kettenbriiche ausgedriickt werden kdnnen. Es
ist besonders hervorzuheben, dass irrationale Zahlen mit Hilfe einer Abschatzung ver-
einfacht durch Kettenbriiche dargestellt werden kénnen. Weiter sind wir auch darauf
eingegangen, wie wir Kettenbriiche wieder in eine rationale Darstellung umwandeln
koénnen.

Es wurde gezeigt, wie wir rationale Zahlen als endlichen Kettenbrtiche schreiben kon-
nen. Die endlichen Kettenbriiche lieferten uns dann die Grundlage, um unendliche zu
betrachten, wobei das groflite Augenmerk darauf gerichtet war, dass wir eine irrationale
Zahl durch einen unendlichen Kettenbruch abschatzen kénnen.

Den Kern der Arbeit bildet der Kettenbruch-Algorithmus, mit dessen Hilfe wir irratio-
nale Zahlen in einen Kettenbruch umwandeln kénnen. Ein wichtiger Aspekt sind auch
die Abschétzungen, die wir vorgenommen haben. Mit ihrer Hilfe kbnnen wir sehen,
wie dicht die letzte Konvergente der Kettenbruchentwicklung an der gesuchten irratio-
nalen Zabhl liegt. Da die Konvergenten immer aus teilerfremden Zahlern und Nennern
bestehen, kénnen wir sogar sagen, dass eine Konvergente die beste Approximation an
eine irrationale Zahl bietet. Es ist die beste Approximation in dem Sinne, dass keine
rationale Zahl mit kleinerem oder gleichem Nenner existiert, die die irrationale Zahl
besser annéhert.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der Kettenbruchtheorie ist, dass quadratische Irrationali-
taten endlich durch einen periodischen Kettenbruch dargestellt werden kdnnen. Es ist
bemerkenswert, dass Kettenbriiche von quadratischen Irrationalitaten eine Regelma-
Bigkeit aufweisen, so dass sie endlich als periodicher Kettenbruch geschrieben werden
koénnen.

Alle in der Arbeit vorgestellten Algorithmen sind auf der beiliegenden CBlathe-
maticaimplementiert und kénnen zur Erstellung oder Umwandlung eines Kettenbru-
ches genutzt werden.
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A Tabelle

Die Tabellé? der Quadratwurzeln und ihre Kettenbruchentwicklung fiir die Zahlen

von 1 bis 100:

D Teilnenner vorv D D Teilnenner von\/B
2 1 53 7,31

3 1, 1 54 7, 2,1, (6)

5 2 55 7,2, (2

6 2, (2 56 7, (2

7 2,1, (1 57 7,1, 1, (%

8 2, (1 58 7,1,1,1
10 3 59 7,1, 2, (7
11 3, (3) 60 7,1 (2

12 3,2 61 7,1,4,3 1 2
13 3,1,1 62 7, 1, (6)

14 3,12 63 7, (D

15 3, (D 65 8

17 4 66 8, (8)

18 4, (4 67 8,521 1, (7
19 4,2 1, 68 8, (4

20 4, (2 69 8,331 4
21 4,1, 1, (2 70 8,21 (2
22 4,1, 2 (4 71 8,2 2 1 (7
23 4,1 (3) 72 8, (2

24 4, (1) 73 8115
26 5 74 8,11

27 5, (5 75 8,1 ()

28 5 3, (2 76 8,12 1 15 (4
29 521 77 8,1 3 (2
30 5, (2 78 8 1 (4

31 5 1,1, 3, (5 79 8 1 (7

32 51 1 80 8, (1

33 51 2 82 9

34 5 1, (4 83 9, (9

35 5, (1) 84 9, (6)

37 6 85 9,41

38 6, (6) 86 9,311 1 8
39 6, (4) 87 9, (3

40 6, (3) 88 9,21, (1
41 6, 2 89 9,23

42 6, (2) 90 9, (2

43 6,1,1, 3 1, (5 91 9,1,1,5 (1
44 6,1 1,1, (2 92 9,1,1,2 4
45 6,1, 2 (2 93 9,1,1,1, 4, (6
46 | 6,1, 3,1, 1 2 (6 9419/ 1,2 3 1,15 1, (8
47 6, 1, (5 95 9,1, (2

48 6, (1) 96 9,1, 13

50 7 97 9,151 11
51 7, (D) 98 9,1, (8

52 7,4, 1 (2 99 9, (1)

2Tabelle aus [Per77] §26 Seite 91.
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