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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Bauteile aus Faserverbundwerkstoffen sind heutzutage nicht mehr nur auf den An-
wendungsbereich in der Luft- und Raumfahrt beschréinkt, sondern sie sind eben-
falls in der Sport- und Freizeitindustrie als giinstiges Massenprodukt zu finden.
Allerdings sind Faserverbunde auch in der Lage, einen Losungsbeitrag zu den
akuten Problemen der heutigen Zeit, wie z.B. dem zunehmenden Verbrauch der
Energiereserven, zu liefern. Thr geringes Gewicht sowie die guten mechanischen Ei-
genschaften konnen zur Konstruktion von optimierten und damit leichteren Struk-
turen dienen und so einen Beitrag zum Energiesparen leisten. Erste Ansétze dazu
sind in der Automobilindustrie zu finden, indem Teilkomponenten der Groflserien-
fahrzeuge aus Faserverbundwerkstoffen gefertigt werden. Faserverbundstrukturen
werden auch direkt als Komponenten zur Erzeugung von regenerativer Energie
eingesetzt, z.B. als Werkstoff fiir Rotoren von Windkraftanlagen.

Optimierte Strukturen sind aber immer , gefdhrliche* Strukturen, da sie bis zu
ihrer Traggrenze hin belastet werden. Die Gefahr des globalen Kollapses ist da-
her bei optimierten Strukturen hoher als es bei robust konstruierten der Fall ist.
Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, das Verhalten des Materials und
der Struktur immer besser verstehen zu lernen, um genauere Vorhersagemodel-
le entwickeln zu konnen. Die numerische Simulation der Faserverbundstruktur
mit der Methode der finiten Elemente ist daher unumginglich. Durch die im-
mer weiter verbesserten Berechnungsmethoden und die rasante Entwicklung im
Bereich der Computerhardware ist die genauere Simulation der Faserverbundlami-
nate moglich. Zur weiter verbesserten Berechnungsmethode soll in dieser Arbeit
ein Beitrag geliefert werden, indem ein Berechnungskonzept fiir Faserverbund-
strukturen auf der Mesoebene entwickelt und vorgestellt wird.

1.2 Zielsetzung

Faserverbundstrukturen treten meist in schalenartiger Form auf. Um eine hohe
Berechnungsgenauigkeit zu erzielen, muss zur numerischen Simulation ein finites
Schalenelement verwendet werden, das den dreidimensionalen Spannungszustand
vollstandig beschreibt. Unidirektional verstérkte Faserverbunde werden in der Re-
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gel geschichtet als Laminat verwendet. Daher muss es problemlos moglich sein,
mehrere Schalenelemente iiber die Querschnittshohe der Schale zu schichten. So
kann entweder jede unidirektionale Faserschicht mit einem Schalenelement be-
schrieben werden oder aber es konnen komplexe, transversale Spannungsverldufe
durch Netzverdichtung in Dickenrichtung erfasst werden.

Die oben beschriebenen Voraussetzungen werden von den in dieser Arbeit be-
schriebenen volumetrischen Schalenelementen erfiillt: Die niedrig interpolierten
Elemente verhalten sich auch bei der Simulation von diinnwandigen Strukturen
nahezu versteifungsfrei.

Eine der gefdhrlichsten Versagensarten von Faserverbundstrukturen ist die Dela-
mination, denn es 16sen sich unidirektionale Faserschichten voneinander ab. Die
Delamination ist so gefidhrlich, da sie weit vor der erwarteten Traggrenze zum
vollsténdigen Versagen der Struktur fithren kann. Die Entstehung und beson-
ders das Fortschreiten der Delamination soll in dieser Arbeit untersucht werden.
Die Beschreibung der Delamination erfolgt im Rahmen einer schiadigungsmecha-
nischen Betrachtungsweise mit verschmierter Rissabbildung. Der Rissfortschritt
wird durch speziell entwickelte Grenzflichenelemente abgebildet. Als konstitutive
Beziehung dient ein Spannungs-Separations-Modell. Aufgrund der dreidimensio-
nalen Modellierung der Faserverbundstruktur ist die Einbeziehung und Interaktion
aller drei Bruchmoden méglich.

Die Entwicklung, die Verfikation und die Validierung der beiden oben beschriebe-
nen finiten Elemente und ihrer Materialmodelle sind das Ziel dieser Arbeit.

1.3 Gliederung

Die Arbeit gliedert sich in zehn Kapitel, deren Inhalt im Folgenden kurz erldutert
wird:

Grundlegende Eigenschaften von Faserverbundwerkstoffen werden in Kapitel 2
besprochen. Auflerdem wird die Modellierung von Faserverbundstrukturen auf
der Makro-, Meso- und Mikroebene behandelt. Abschliefend werden die wich-
tigsten intralaminaren und interlaminaren Versagensvorgéinge von unidirektional
verstirkten Faserverbundlaminaten erléutert.

Das Kapitel 3 beinhaltet die notwendigen Grundlagen der Kontinuumsmecha-
nik. Zuerst erfolgt eine kurze Einfiihrung in die Vektor- und Tensorrechnung.
Dann wird die Kinematik und Kinetik des dreidimensionalen Kérpers besprochen
und schlielich die Bilanzgleichung eingefiihrt. Die konstitutiven Gleichungen fiir
die Hyperelastizitédt kleiner Verzerrungen werden betrachtet. Auflerdem behandelt
das Kapitel die Variationsformulierung und die schwache Form der Differential-
gleichung. Das Kapitel schliet mit der Einfithrung des Mehrfeldfunktionals nach
Hu-WAsHIZU.

Kapitel 4 behandelt die Schalentragwerke. Zunéchst wird die numerische Scha-
lenmechanik mit ihren Hauptentwicklungsstrémungen besprochen. Dann folgt die
Einfithrung der Schalenkinematik der volumetrischen Schale mit Mittelfldche. Ab-
schlieend wird die fiir die Berechnung von laminierten Schalen notwendige Mehr-
schichtkinematik behandelt.

Das Kapitel 5 umfasst die Methode der finiten Elemente. Zuerst wird die ma-
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terielle Diskretisierung der volumetrischen Schale beschrieben und dann erfolgt
die Linearisierung der Grundgleichungen. Anschliefend werden die unterschiedli-
chen Versteifungseffekte bei niedrig interpolierten Elementen besprochen. Durch
die Kombination der ,,Assumed Strain“ und der ,Enhanced Assumed Strain“-
Methode entsteht ein Schalenelement, das besonders zur Simulation von Faser-
verbundstrukturen geeignet ist.

Im Kapitel 6 wird die Leistungsfihigkeit des behandelten Schalenelements an nu-
merischen Beispielen demonstriert. Der Biegepatchtest fiir Platten wird behandelt
und am Beispiel eines Kragarms werden die Auswirkungen der einzelnen Verstei-
fungseffekte studiert. Danach werden einfach und doppelt gekriimmte Schalentrag-
werke untersucht. Anhand eines Laminatbalkens und eines gekriimmten Balkens
werden die genauen Verldufe der transversalen Spannungen unter Verwendung
der Mehrschichtkinematik betrachtet. Abschlieend werden ungeschichtete und
geschichtete unidirektional verstéarkte Faserverbunde untersucht.

Das Kapitel 7 gibt eine Einfiihrung in die Bruch- und in die Schiadigungsmecha-
nik, wobei auf zwei Bruchmodelle fiir Materialien die sich plastisch bzw. sprode
verhalten eingegangen wird.

Kapitel 8 geht auf die Grenzflichenschédigungsmechanik ein. Die Kinematik von
Korpern mit einer Grenzfliache wird besprochen. Anschlieflend folgt die Einfithrung
von unterschiedlichen Entfestigungsmodellen, die mit einem bilinearen, einem tri-
linearem und einem kubischen Verlauf der Grenzflichenspannungen beschrieben
werden. Abschlieend wird ein dreidimensionales Grenzflichenelement hergeleitet.
Numerische Beispiele zur Delamination werden in Kapitel 9 dargestellt. Interla-
minare Bruchtests im Modus I, Modus II und im ,,Mixed Mode* werden numerisch
simuliert und mit experimentellen und analytischen Lésungen verglichen.

Eine Zusammenfassung der Arbeit und ein Ausblick gibt das Kapitel 10. Im An-
hang folgt die Beschreibung der analytischen Losungen der Delaminationsproben
auf der Basis einfacher Balkenmodelle.
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Kapitel 2

Faserverbundwerkstoffe

Faserverbundmaterialien bestehen aus einer Matrix, die durch Fasern verstérkt
wird. Bei der Entwicklung von Faserverbunden dient die Natur der Technik als
Vorbild. So besteht Holz aus Zellulosefasern, die in Lignin eingebettet sind. Die
Menschheit hat schon frithzeitig dieses Prinzip kopiert, z.B. bei der Herstellung
von Lehmziegeln, die durch die Beigabe von Stroh verstirkt werden [116]. Die
Matrix schiitzt die Fasern vor Schidigung und hindert sie am Ausknicken. Au-
Berdem beteiligt sich die Matrix am Lastabtrag zwischen den Fasern. Die Fasern
werden so ausgerichtet, dass sie optimal am Lastabtrag beteiligt sind.

2.1 Werkstoffe der Faserverbunde

Die wichtigsten Matrixmaterialien sind Kunststoffe, Metalle, hydraulische Binde-
mittel und Keramiken. Im Bereich des Maschinenbaus sind die Kunststoffe das
meist verwendete Matrixmaterial. Polyesterharze sind sehr widerstandsfiahig gegen
auBere Angriffe, wogegen sich Epoxide durch hohere Bruchdehnungen auszeichnen
[123].

Fiir die Fasermaterialien werden Kunstoffe, Metalle, Glaser, Kohlenstoffverbin-
dungen und Naturstoffe verwendet. Im Bereich der hochfesten Fasern werden
Glasfasern wegen ihrer hohen Bruchdehnung und geringen Kosten verwendet. Al-
lerdings weisen sie einen geringen Elastizitdtsmodul auf. Kohlefasern zeichnen sich
durch einen hohen Elastizitdtsmodul aus, besitzen aber nur eine geringe Bruchdeh-
nung. Die synthetischen Kevlar-Armidfasern weisen bei dhnlicher Bruchdehnung
einen hohern Elastizitdtsmodul als Glasfasern auf. Borfasern zeigen &hnlich hohe
Bruchdehnungen und einen Elastizitdtsmodul wie Kevlar-Armidfasern, sind aber
unempfindlich gegeniiber hohen Temperaturen.

Fiir die Anordnung der Faser innerhalb der Matrix gibt es unterschiedliche Moglich-
keiten - siehe Abb. 2.1. Neben der unidirektionalen Anordnung der Langfaser kann
die Matrix bidirektional mittels eines Gewebes oder Geleges verstéarkt sein. Ei-
ne dreidimensionale Verstirkung durch multidirektional ausgerichtete Fasern ist
ebenfalls moglich. Durch die Verstdrkung der Matrix mit ungerichteten Kurzfa-
sern entsteht ein quasi-isotroper Verbundwerkstoff. Daneben existieren eine Reihe
von Sonderformen wie z.B. Gewirke oder Maschenware.
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Abbildung 2.1: Mégliche Anordnung der Fasern in der Matrix

2.2 Versagen von Faserverbundstrukturen

Das Versagen von Faserverbundstrukturen ist sehr komplex und nach wie vor
Gegenstand intensiver Forschungsarbeit. In der Abb. 2.2 nach OcHOA & RED-
DY [103] sind die Versagensvorgéinge innerhalb der Struktur aus unidirektional
verstirktem Faserverbundmaterial dargestellt. Die Versagensvorgédnge werden auf
der Faser-Matrix-Ebene, der Einzelschichtebene und auf der Laminatebene be-
trachtet. Querrisse innerhalb einer Schicht werden ausgelost durch Matrixrisse,
Faserspliss und dem Ablésen des Faser-Matrix-Verbundes, was schliefllich zum
Versagen der Matrix an der Schichtgrenze fiihrt. Das Versagen der Schichtgrenze
kann dann die Delamination des Laminats auslosen. Die Delamination zwischen
den einzelnen Schichten fiihrt zum frithzeitigen Versagen der Faserverbundstruk-
tur im subkritischen Lastbereich durch Beulen oder Druck-Zugversagen des La-
minats.

Faser— Matrix Einzelschicht Laminat
Matrixrisse Matrixversagen
\ / an Schichtgrenze
|
Faserspliss Querrisse Delamination

Ablésungen / Sublaminatbeulen
Faser— Matrix \

Schichtversagen
Faserknicken — Druckversagen

Faserbriche ———— Faserversagen —— Zugversagen

Abbildung 2.2: Versagensvorgénge innerhalb einer Faserverbundstruktur

2.2.1 Intralaminares Versagen

Innerhalb einer unidirektional faserverstarkten Schicht wird unterschieden zwi-
schen dem Faserversagen und dem Zwischenfaserversagen. Die Abb. 2.3 nach
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Puck [107] und CUNTZE [40] zeigt typische Versagensformen, die innerhalb eines
unidirektionalen Verbundes auftreten. Das Versagen der Fasern durch Bruch und
Ausknicken zeigen Abbildungen 2.3 (a) und (b). Die unteren drei Abbildungen
stellen den Zwischenfaserbruch dar, wobei Matrixrisse, Faserspliss und das Versa-
gen der Faser-Matrix Verbindung gemeinsam auftreten. Der Schubbruch in Abb.
2.3 (e) ist besonders gefihrlich, da er zum Auseinanderreifien einer Schicht fithren

kann.
Faserbruch /' Faserknicken
i e O

Zwischenfaserbruch ZW|schenfaserbruch Zwischenfaserbruch

© (e)

Abbildung 2.3: Versagensformen einer unidirektional verstérkten Schicht

Die Forderung, dass keine der oben beschriebenen Versagensformen innerhalb ei-
ner unidirektional verstdrkten Schicht auftreten soll, gewihrleistet eine lange Le-
bensdauer. Versagenskriterien fiir Faserverbundwerkstoffe werden in unabhéngige
Versagenskriterien und polynomiale Versagenskriterien unterschieden - siehe dazu
OcHOoA & REDDY [103] ab Seite 122. Zu den unabhingigen Versagenskriterien
gehoren das Maximalspannungskriterium und das Maximalverzerrungskriterium.
Die bekanntesten Vertreter der polynomialen Versagenskriterien sind das TSAI-
Wu, das HOFFMANN und das TsAI-HiLL Kriterium.

2.2.2 Interlaminares Versagen

Wiéhrend des Herstellungsprozesses eines Laminats bildet sich zwischen den Ein-
zelschichten ein Bereich aus, der vorwiegend aus Matrixmaterial besteht. Bedingt
durch den Herstellungsprozess sind in ihm auch Luftbldschen eingeschlossen. Da-
her unterscheidet sich das Materialverhalten in der Zwischenschicht vom reinen
Matrixmaterial. Da beim Ablésen des Laminats entlang dieser Zwischenschicht
keine Fasern durchtrennt werden miissen, ist sie als Schwachstelle der Struktur
anzusehen. PUCK [107] nennt diese Versagensart Zwischenschichtbruch, tiblicher
Begriff in der Literatur ist Delamination. Das Zertrennen der Schichten wird ent-
weder durch die Zugspannung senkrecht zur Zwischenschicht oder durch Schub-
spannungen in der Zwischenschicht ausgelost. Diese Spannungen werden interla-
minare Spannungen genannt. Aus Gleichgewichtsgriinden treten sie natiirlich auch
innerhalb des Laminats auf.
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Sofern keine Schiadigungen wie Anrisse und Fehlstellen in der Zwischenschicht
existieren, sind die interlaminaren Spannungen in diinnen und wenig gekriimmten
Faserverbundstrukturen zu gering um eine Delamination auszulésen. Eine Schadi-
gung der Zwischenschicht kann im Betriebszustand der Struktur weitgehend unbe-
merkt entstehen. Bei einem aus CFK gefertigtem Flugzeug kommt es zu Schlag-
einwirkungen z.B. durch herumliegende Teile auf der Startbahn, die vom Flug-
zeug aufgewirbelt werden. Herunterfallende Werkzeuge bei Inspektionen oder Vo-
gelschlag konnen ebenfalls Schdden anrichten. Die Schlagbeanspruchung erzeugt
hohe interlaminare Spannungen, die zu einer lokalen Schidigung der Zwischen-
schicht fiihrt. Neben der Schlagbelastung besteht die Gefahr der Delamination an
freien Réndern, die sogenannte Randdelamination. Sie entsteht durch das trans-
versal isotrope Verhalten der Einzelschicht, ndheres dazu kann bei PAGANO [105]
und KiMm [79] nachgelesen werden.

Zur Beurteilung der Delaminationsgefahr werden Kriterien angesetzt, die nur die
interlaminaren Spannungen beriicksichtigen und die Faserrichtungen aufler Acht
lassen. Zumeist werden quadratische Interaktionen der interlaminaren Spannun-
gen verwendet - siehe dazu Veréffentlichungen von BREWER & LAGACE [24] und
HASHIN [66].

2.3 Aspekte der Modellierung

Im Abschnitt 2.2 sind die Versagensvorginge von Faserverbundstrukturen inner-
halb dreier Ebenen (Faser-Matrix, Einzelschicht und Laminat) erlautert worden.
Diese unterschiedlichen Gréflenmafstidbe werden auch als Mikro-, Meso- und Ma-
kroebene der Faserverbundstrukturen bezeichnet. Die unterschiedlichen Grofien-
mafistibe (Multiskalen) erschweren die mathematische Beschreibung der Versa-
gensprozesse. Die gleichzeitige Beriicksichtigung aller drei Ebenen bei der Simu-
lation des Versagens von schalenartigen Strukturen ist trotz der Fortschritte, die
im Bereich der numerischen Berechnungsmethoden erzielt wurden, bis heute nur
bedingt moglich.

Die Modellierung auf der Mikroebene ist sehr aufwéndig, da hierbei die Faser und
die Matrix einzeln modelliert werden miissen - siehe Abb. 2.4. Mit dem mikrome-
chanischen Zellenmodell nach ABouDI [1] kann der Berechnungsaufwand reduziert
werden - siehe dazu Arbeiten von MATZENMILLER, GERLACH & KOSTER [95].
Ziel dieser Arbeit ist die Simulation der fortschreitenden Delamination. Die Dela-
mination wird meist durch Querrisse in der Einzelschicht ausgelost. Dennoch ist
die Modellierung der Fasern und der Matrix zur Simulation der fortschreitenden
Delamination nicht zwingend notwendig. Ein Modell auf der Mesoebene wird ge-
nutzt, wobei die Eigenschaften der Fasern und der Matrix in der Einzelschicht
verschmiert dargestellt werden. Das heifit sie werden durch effektive mechanische
Kennwerte abgebildet. Zwischen den transversal isotropen Einzelschichten wird
in der Zwischenschicht das interlaminare Versagen in Form der fortschreitenden
Delamination beschrieben. Die Interaktion zwischen dem intralaminaren Versa-
gen und dem interlaminaren Versagen kann bei einem solchen Modell allerdings
nicht beriicksichtigt werden. Gleiches gilt fiir die Beschreibung des Sprungs der
Delamination zwischen den Einzelschichten.
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Faser—Matrix Einzelschicht Laminat

s = |
Matrix N mn//////// ceeseeees

Verbundquerschnitt

hetrogenes Material transversal isotrop

N 4

Struktur — Bautell

Simulation von Schalenstrukturen

Abbildung 2.4: Modellierungsebenen der Faserverbundstrukturen

Die Modellierung auf der Makroebene stellt den Stand der Technik dar - siehe
Abb. 2.4. Grundlage bildet die klassische Laminattheorie, mit ihr ist es moglich
ein beliebig geschichtetes Laminat zu beschreiben. Da der ebene Spannungszu-
stand zugrunde liegt, werden Schubverformungen durch Querkréfte und Spannun-
gen senkrecht zur Laminatebene vernachléssigt. Berechnungsmodelle mit diesen
Annahmen sind effizient und vielfach in kommerzielle Codes implementiert. Aller-
dings ist die Laminattheorie aufgrund der oben getroffenen Annahmen ungeeignet
fiir die Berechnung der fortschreitenden Delamination.
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2.3. Aspekte der Modellierung




Kapitel 3

Grundlagen der
Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik befasst sich mit der Beschreibung von materiellen Kor-
pern unter duBerer Beanspruchung. Dazu stehen Lehrbiicher mit [7, 11, 68, 73, 91]
zur Verfiigung. In der Kontinuumsmechanik wird unterschieden zwischen material-
abhédngigen und materialunabhéngigen Aussagen. Zur ersten Kategorie der mater-
ialunabhéngigen Gleichungen gehoren die Aussagen zur Kinematik, zur Kinetik
und zu den Bilanzgleichungen. Die Kinematik befasst sich mit der geometrischen
Beschreibung der Bewegung und Deformation von Koérpern. Die Kinetik stellt
den Zusammenhang zwischen &ufleren Kréiften und der Spannungsantwort von
materiellen Koérpern dar. Die Bilanzgleichungen sind Naturgesetze. Sie werden fiir
die Masse, den Impuls und den Drehimpuls aufgestellt.

Zur zweiten Kategorie gehoren die Material- oder Konstitutivgleichungen, die die
spezifischen, materialabhéngigen Eigenschaften von Korpern beschreiben.

3.1 Mathematische Grundlagen

Zum besseren Verstdndnis des 3. Kapitels werden die wesentlichen mathemati-
schen Grundlagen und verwendeten Notationen kurz erlautert. Eine ausfiihrliche
Beschreibung ist in der Fachliteratur [44, 70, 82, 118] zu finden.

3.1.1 Rechenregeln fiir Vektoren und Tensoren

Die mathematische Grundlage der folgenden Betrachtung bildet der dreidimen-
sionale euklidische Vektorraum. Fiir zwei Vektoren in kartesischen Koordinaten a

und b

a by
a = a9 s b= b2 (31)
a3 b3

lautet das Skalarprodukt:

3
a~b:Zaibi:aibl-:albl—l—angjLagbg:oz (32)

i=1

11
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mit dem Skalar « als Ergebnis. Nach der EINSTEINschen Summenkonvention wird
iiber doppelt auftretende Indizes summiert. Der Betrag eines Vektors oder die
euklidische Norm ergibt sich aus dem Skalarprodukt zu:

a| = Va-a=Vaia; +aza; +azas (3.3)

Das Vektorprodukt zweier Vektoren a und b erzeugt einen Vektor, der senkrecht
auf der Fliche steht, die durch die beiden Vektoren a und b aufgespannt wird.

a2b3 — a3b2
axb= a3b1 — a1b3 =C (34)
a162 — CLle

Das dyadische Produkt zweier Vektoren a und b bildet die Matrix A:

a1 CL1b1 a1b2 a1b3
a® b= abT = a9 [ bl, bg, bg } = a2b1 a2b2 a2b3 = A (35)
as a3b1 a3b2 a3b3

Eine wichtige Eigenschaft des dyadischen Produkts lautet:
(a®b)c=(b-c)a (3.6)

Tensoren zweiter Stufe sind lineare Abbildungen eines Vektorraums in einen ande-
ren Vektorraum ¢ = Tu, wobei die Abbildung die Transformationseigenschaft fiir
Vektoren erfiillt. Im Sonderfall wird ein Tensor zweiter Stufe T iiber das dyadische
Produkt zweier Vektoren a und b gebildet:

T=a®b (3.7)

Die drei linear unabhéngigen Vektoren g, gs und g3 bilden ein Basissystem fiir die
Darstellung der Vektoren oder Tensoren erster Stufe a = a’g; und b = b' g;.

Tll T12 T13
T=dgobg =dlVgog =T'geg = T" T T |(gog) (38)
T31 T32 T33
Zu jedem Basissystem g; existiert eine duale Basis g’ mit der Eigenschaft:
gi-g =0 (3.9)

Stimmen Basis und duale Basis iiberein, dann handelt es sich um ein orthogonales
Basissystem i;.

Die Spur (trace) eines Tensors ist wie folgt definiert:

trT=tr(a®b)=a-b (3.10)
Das Tensorprodukt zweier Tensoren T =a ® b und U = v ® w lautet:

TU = (a®@b)(vaw)=(b-v)(a®w) (3.11)

Das Kommutativgesetz gilt im Allgemeinen nicht fiir das Tensorprodukt, d.h.

TU +# UT.
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Das Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren ist wie folgt definiert:
T -U=tr(TU") =« (3.12)

Das dyadische Produkt zwischen Tensoren zweiter Stufe fiithrt zu Tensoren vierter
Stufe. Die lineare Abbildung des Tensors zweiter Stufe T in den Tensor zweiter

4
Stufe U durch den Tensor vierter Stufe C lautet:

4

Cc[T]=U (3.13)
Ein Tensor vierter Stufe besitzt im dreidimensionalen Fall 81 Koeffizienten, seine
Komponentendarstellung lautet:

4 ..
C=0"g 0g g g (3.14)

3.1.2 Vektor- und Tensoranalysis

Eine Funktion f heifit FRECHET-differenzierbar, wenn eine lineare Funktion L
existiert, so dass fiir h die Funktion f in einen linearen Anteil L und einen Rest r
zerlegt werden kann.

f(x+h)=f(x)+Lh+r (3.15)
Schreibweise fiir das FRECHET Differential:
Lh = f'(x)h

Das FRECHET Differential kann iiber die Richtungsableitung, oder dem GATEAUX
Differential berechnet werden:

D £(x)[h] = % £(x + sh)[s_o, (3.16)

da in der Funktionalanalysis nachgewiesen wird, dass eine FRECHET-differenzierbare
Funktion auch GATEAUX-differenzierbar ist.

Fiir die Richtungsableitung gilt die Kettenregel, d.h. die Komposition F = go f
ist FRECHET-differenzierbar:

DF(x)[h] = Dg(f(x)) [D f(x)[h]] (3.17)
Der Gradient eines Skalarfeldes ¢(x) in kartesischen Koordinaten lautet:

0p. 06, 06, 0o
8.’172‘ = 6:61 ht 8372 2t 837313

grad (x) = (3.18)

Der Gradient eines Vektorfeldes ergibt sich zu:

v du  Oun
o1 Ox2 ox3

. . v v v . .

Ovz  Ouvz  Ouz
o1 02 ox3

avi

grad v(x) = pr.
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Die Divergenz eines Vektorfeldes ist die Spur des Gradienten:
= F0 =

Die Divergenz eines Tensorfeldes lautet:

divv(x) = tr (grad v(x)) Vii = V11 + V22 + Uss (3.20)

0T11 + 9T12 + 0T13

8T aT o1 O0x2 ox3
divT(x) = 5—i; = -2 = | G2+ G2+ G0 | (3.21)
¢ J

9T31 9T32 0Ts33
o1 + Oxa + Oz3

3.1.3 Divergenztheorem

Mit dem GAusSschen Integralsatz wird ein Volumenintegral in ein Flachenintegral
iiberfiihrt:

/diVTdV:/TndA (3.22)

\%4 A

mit A als Oberflache des Volumens und dem Oberflichennormalenvektor n.

3.1.4 Variationsrechnung

Unter einem Funktional F' wird die Abbildung einer Menge von Funktionen in die
Menge der Zahlen verstanden.

Fly) = F (z,y(x),y'(x)) (3.23)

Es wird davon ausgegangen, dass das Funktional FRECHET-differenzierbar ist.
Wenn das Funktional einen Extremwert hat, so muss das GATEAUX Differential,
die sogenannte Variation, verschwinden.

5 F(y) = D (y)5s] = - Fly +50)lumo =0 (3.24)

3.2 Kinematik

Unter einem materiellen Koérper B wird eine Menge von materiellen Punkten
P € B verstanden. Die materiellen Punkte fiillen den Korper stetig aus. Der mate-
rielle Kérper wird zu unterschiedlichen Zeitpunkten auf verschiedene Bereiche des
euklidischen Raumes abgebildet. Diese Abbildung wird Konfiguration genannt.
Dabei wird jedem Korperpunkt eineindeutig einem Zahlentripel zugeordnet. Im
Folgenden werden einige Konfigurationen eingefiihrt: Die Referenzkonfiguration
Br ist eine zeitunabhéngige Abbildung des Korpers. Diese Konfiguration muss
vom Korper zu keinem Zeitpunkt eingenommen werden und stellt ein rein ma-
thematisches Gebiet dar. Eine weitere beliebige Konfiguration ist die Bezugskon-
figuration. Als Bezugskonfiguration soll im Weiteren die Momentankonfiguration
zum Zeitpunkt ¢y dienen, die als Ausgangskonfiguration B, bezeichnet wird. Der
Vektor X beschreibt den Ort des materiellen Punktes zum Zeitpunkt ¢,. Die Kon-
figuration zum Zeitpunkt ¢ lautet Momentankonfiguration B; und der Vektor x
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beschreibt den materiellen Punkt zu diesem Zeitpunkt.

Im o.g. Sonderfall wird nur ein kartesisches Bezugssystem verwendet und die Be-
wegung kann durch den Verschiebungsvektor u beschrieben werden, der sich aus
der Differenz der Ortsvektoren der Momentankonfiguration und der Ausgangskon-
figuration ergibt - siehe Abb. 3.1.

u=x—-X (3.25)

Das Zahlentripel X = X?i; der Ausgangskonfiguration wird materielle Koordina-
ten oder LAGRANGEsche Koordinaten genannt. Die Ortskoordinaten der Momen-
tankonfiguration x = z'i; werden als rdumliche oder EULERsche Koordinaten
bezeichnet. Entsprechend dieser Bezeichnungen existiert in der Kontinuumsme-
chanik die LAGRANGEsche und die EULERsche Beschreibungsweise fiir die physi-
kalischen Groéfen. Wobei bei der LAGRANGEschen Beschreibung die physikalischen
Groflen eines materiellen Punktes verfolgt werden und bei der EULERschen Be-
schreibung die physikalischen Gréflen an einem festen Ort verfolgt werden.

Ausgangskonfiguration By Momentankonfiguration B;

Abbildung 3.1: Ausgangs- und Momentankonfiguration

Zusétzlich wird ein krummliniges Koordinatensystem zur Beschreibung der Aus-
gangskonfiguration und der Momentankonfiguration gewéhlt.

X=0G; x=0g; (3.26)

Die zugehorigen konvektiven Koordinaten 6 kann man sich in den Kérper einge-
ritzt vorgestellen, bei einer Deformation verformen sie sich mit. Die Parameterlini-
en der krummlinigen Koordinaten sind wiederum durch kartesische Koordinaten
gegeben:

0 = 6'(X*', X2 X?) (3.27)
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Die verformten Basisvektoren g; verlaufen tangential an die so entstandenen ver-
formten Koordinatenlinien 6. Die Ableitung der Ortsvektoren X und x nach den
konvektiven Koordinaten ergeben die tangentialen kovarianten Basisvektoren der
Ausgangs- und Momentankonfiguration.

0X ox

Die Ableitung der konvektiven Koordinaten 6% nach den Ortsvektoren der Ausgangs-
und Momentankonfiguration sind die kontravarianten Gradientenvektoren.

B 00! 00!
09X 0x

Die Tangenten- und Gradientenvektoren bilden duale Basissysteme mit der Ei-
genschaft, dass

G’ und g’ = (3.29)

G, -G/ =0/ bzw. g -g' =0 (3.30)

ist und dem KRONECKER-Symbol 6? . Damit sind die kontravarianten Basisvekto-
ren zu je zwei kovarianten Basisvektoren orthogonal, z.B. gilt g; L. g?und g; L g?.
Die kovarianten und kontravarianten Metrikkoeffizienten werden mit dem Skalar-
produkt der krummlinigen Basisvektoren ermittelt.

Gij =G Gj GV =G' G
gij = 8i " 8, gij = gi : gj (3-31>

Die Metriktensoren in der Ausgangs- und Momentankonfiguration ergeben sich
aus:

G = G;G®G/ (3.32)
g = g;80¢ (3.33)
Die Tangentenvektoren dX und dx in einem fest gewéhlten materiellen Punkt

werden materielle Linienelemente in der Ausgangs- und Momentankonfiguration
genannt.

dX = G;d¢ (3.34)
dx = g;d¢ (3.35)
Der Vergleich der Linienelemente in der Ausgangs- und Momentankonfiguration
gibt Aufschluss iiber die Deformation des Korpers. Mit dem Deformationsgra-

dienten F erfolgt die Abbildung des materiellen Linienelements dX in die Mo-
mentankonfiguration.

dx = FdX (3.36)

Der Deformationsgradient F ist ein Zweifeldtensor. Sein erster Basisvektor g; ist
in der Momentankonfiguration und der zweite Basisvektor G’ in der Ausgangs-
konfiguration definiert.

i

; .00
F=FrigoG =

5678 © G’ (3.37)
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Aus der Identitat

o0’ | Jox ox
gk:FGk:%(giQ@GJ)'Gk:ék%:w:gk (3.38)

ergibt sich der Deformationgradient in konvektiven Koordinaten zu:
F =g, ®G* (3.39)

Der Deformationsgradient kann beziiglich der kovarianten und kontravarianten
Basisvektoren wie folgt dargestellt werden:

FI'=Giwg, F'!l=Gog, FT'=g oG, (3.40)

Mit dem Deformationsgradienten ist es moglich, gesuchte Grolen der Ausgangs-
konfiguration in die der Momentankonfiguration zu transformieren und umge-
kehrt. Dies wird als Vor- und Zuriickziehen in die Konfigurationen bezeichnet -
siche MARSDEN & HUGHES [92].

Das Flachenelement dA in der Ausgangskonfiguration kann wie folgt in die Mo-
mentankonfiguration transformiert werden.

da = (detF)F~TdA (3.41)

Fiir die Transformation des Volumenelements dV in die Momentankonfiguration
gilt:

dv = detF dV (3.42)
Mit dem rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten L
L = gradx = FF! (3.43)

werden die Anderungsgeschwindigkeiten von materiellen Linien-, Flichen- und
Volumenelementen sowie der Jacobi-Determinaten angegeben.

(dx) = Ldx (3.44)
(da) = ((divv)l —L%)da (3.45)
(dv) = (divv)dv (3.46)
(detF) = divx(detF) (3.47)

Die Deformation eines Koérpers setzt sich zusammen aus der Starrkérpertransla-
tion, der Starrkorperrotation und der eigentlichen Deformation. Der Deformations-
gradient kann polar zerlegt werden, da er ein invertierbarer Tensor zweiter Stufe
ist.

F=RU=VR (3.48)

R ist ein Drehtensor. U wird als rechter Strecktensor und V als linker Strecktensor
bezeichnet. Ein weiterer wichtiger Tensor ist der rechte CAUCHY-GREEN Tensor
C, aus dem der Deformationsgradient gebildet wird.

C=F'F=1U? (3.49)
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Als Verzerrungsmafl wird der GREENsche Verzerrungstensor E genutzt. Als Aus-
gangspunkt fiir das Verzerrungsmafl wird die Differenz der Quadrate der materi-
ellen Linienelemente der Momentan- und Ausgangskonfiguration verwendet.

ds*> = dx-dx = (g;df") - (g;d¢’) = g;; df' A& (3.50)
dS? = dX-dX = (G;df) - (G;d67) = Gy; df' de (3.51)

Die Differenz der Quadrate der Linienelemente lautet:

d$2 - dSZ = (gU - GZ]) d@l d@J (352)
= 2E;d0'd (3.53)

Die Koeffizienten des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensor wird in G1.(3.53)
definiert:

1
E;; = 5(9@‘ - Gij) (3.54)
Der GREENsche Verzerrungstensor E ergibt sich beziiglich des konvektiven Koor-
dinatensystems zu:
1 ; .
Der rechte CAUCHY-GREEN Tensor in konvektiven Koordinaten wird mit GI.(3.40)
wie folgt geschrieben:

C=F'F=(G'2g)(goG)=(g g)G®G)=g3,GaG (3.56)

Zusammen mit dem Metriktensor G der Ausgangskonfiguration in Gl.(3.32) kann
der GREENsche Verzerrungstensor E wie folgt dargestellt werden:

E— % (C—- Q) (3.57)

Der GREENsche Verzerrungstensor ist symmetrisch E = ET und invariant ge-
geniiber Starrkorperbewegungen.

3.3 Kinetik

Durch dufere Krafteinwirkung entstehen im Inneren des Korpers Beanspruchung-
en. Durch eine gedachte Schnittfliche werden sie als Schnittkréfte zugénglich ge-
macht.

(3.58)

Der Spannungsvektor t ergibt sich nach GI.(3.58) durch eine Grenzwertbetrach-
tung des auf das Fldchenelement Aa bezogenen Kraftvektors Af. Der Spannungs-
vektor t hdngt von der Lage im Korper x und von der Orientierung des Fléachenele-
ments da ab, die durch den Normaleneinheitsvektor n gegeben ist (CAUCHYsches
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Spannungsprinzip). Mit dem CAUCHY-Theorem ist die lineare Abhéngigkeit zwi-
schen dem Spannungsvektor t und dem Normalenvektor n gegeben:

t=Tn (3.59)
Der CAUCHY-Spannungstensor in der Momentankonfiguration lautet:
T = TVg, 0 g (3.60)

Die Komponenten des Tensors heifien Normalspannungen (i = 7) oder Schubspan-
nungen (i # j). Der CAUCHsche Spannungsvektor t bezieht sich auf das Fléichen-
element da in der Momentankonfiguration. Wird er auf das Flachenelement in der
Ausgangskonfiguration dA bezogen, so wird vom 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Span-
nungsvektor to gesprochen. Unter Beriicksichtigung der Gl.(3.41) lautet der 1.
P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor.

Ty = (detF) TF T =detF T7 g; ® G; (3.61)

Der 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor wird aus Gl.(3.61) durch eine Riick-
transformation gewonnen und bezieht sich vollstédndig auf die Basisvektoren der
Ausgangskonfiguration:

T = (detF)F!'TF T = detF T G; ® G, (3.62)

3.4 Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen haben universelle Giiltigkeit und sind damit unabhéngig
von speziellen Materialeigenschaften. Die Bilanzgleichungen werden in integraler
Form aufgestellt und sind damit fiir den Gesamtkorper giiltig. Liegen hinreichend
glatte Felder vor, so lassen sich lokale Bilanzgleichungen herleiten, die fiir jeden
materiellen Punkt gelten.

3.4.1 Massenbilanz

Die Masse m eines materiellen Korpers wird iiber das Volumenintegral der Mas-
sendichte pg in der Ausgangskonfiguration und in der Momentankonfiguration p
gewonnen:

m(t) = /pO(X,t) dV = /p(x, t)dv (3.63)
Bo By

Mit der Gl.(3.41) fir die Transformation des Volumenelments gilt:

m:/podV:/pdethVﬁ/(po—pdetF)dV:O (3.64)
Bo Bo Bo

Aus der G1.(3.64) folgt die lokale Form der Massenerhaltung in materieller Dar-
stellung.

po(X,t) — p(X,t)detF =0 (3.65)
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Da die Masse m in einem geschlossenem System sich zeitlich nicht &ndern darf,
gilt m = 0.

d

< memz%/}mﬁaﬂﬂvz/@@m+m@mmw’@%)

B: Bo Bo
mit der G1.(3.47) folgt:
m = /detF(/i + pdivx)dV = /(p + pdivx)dv =0 (3.67)
Bo By

So gelangt man zur lokalen Form der Massenerhaltung in rdumlicher Darstellung,
p(x,t) + p(x,t)divk =0 (3.68)

die auch als Kontinuitétsgleichung bezeichnet wird.

3.4.2 Impulsbilanz

Der kinetische Zustand eines materiellen Korpers wird durch den Impulsvektor I

I:/WM (3.69)

Bt

beschrieben, der aus dem Volumenintegral iiber die Massendichte und dem Ge-
schwindigkeitsvektor besteht. Die Impulsbilanz besagt, dass die zeitliche Anderung
des Impulses der Summe der dufleren Kréfte gleicht,

al_ d

T O pvdo = /t(x,t)da+/pk(x,t)dv (3.70)

Bt 8Bt Bt

mit dem Spannungsvektor t der GIl.(3.59) und dem Volumenkraftvektor k. Un-
ter Verwendung des GAUSSschen Integralsatzes fiir die Oberflichenkraft folgt die
lokale Impulsbilanz in rdumlicher Darstellung.

pv = divT + pk (3.71)

Die Impulsbilanz in materieller Darstellung erhélt man durch die Transformation
der Flichen- und Volumenintegrale in die Ausgangskonfiguration.

Bo 0Bo Bo

Die lokale Form lautet in materiellen Koordinaten:
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3.4.3 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpulsvektor D, bezogen auf einen raumfesten Punkt C mit dem Orts-
vektor c lautet:

D.= [(x—c)xpvdv (3.74)
/

Die Drehimpulsbilanz sagt aus, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses dem
resultierenden dufleren Moment M., gleicht.

/(x—c)Xdev:/(x—c)xTnda+/(X—c)xpkdv (3.75)

Bt BBt Bt

Zunéchst wird mit dem GAUSsschen Integralsatz das Oberflichenintegral in ein
Volumenintegral transformiert. Die Anwendung des Divergenzoperators auf das
Tensorfeld (x — ¢) x T fiihrt zu folgender Darstellung der Drehimpulsbilanz:

/ (x—c¢) x (pv —divT — pk) + T7g; x g;) dv =0 (3.76)

Bt

Unter Verwendung der lokalen rédumlichen Impulsbilanz GI1.(3.71) lésst sich die
Drehimpulsbilanz auf die Gleichung

By

reduzieren. Woraus sich bei hinreichender Stetigkeit die Symmetrie des CAUCHY-
schen Spannungstensors herleiten ldsst:

T=T". (3.78)

Mit den GlIn.(3.61) und (3.62 ) folgt daraus, dass der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Span-
nungstensor Ty unsymmetrisch und der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
T symmetrisch ist.

3.5 Konstitutive Modelle der Hyperelastizitit

Die Losung eines Anfangsrandwertproblems der Kontinuumsmechanik ist allein
durch die im Abschnitt 3.4 erlauterten Bilanzgleichungen nicht moglich. Die Mas-
senbilanz beschreibt eine Gleichung mit drei unbekannten Geschwindigkeiten und
der unbekannten Dichte. Die Impulsbilanz beinhaltet drei Gleichungen, die die un-
bekannten Ableitungen der Geschwindigkeiten mit den neun unbekannten Span-
nungen verkniipft. Die Drehimpulsbilanz beschreibt die Symmetrie des Span-
nungstensors durch drei Gleichungen. Insgesamt stehen also sieben Gleichungen
den dreizehn Unbekannten gegeniiber. Somit werden sechs zusétzliche Gleichun-
gen zur Losung des Feldproblems bendtigt. Diese Gleichungen sind konstituti-
ve Gleichungen, die individuelle Materialeigenschaften enthalten. Im Allgemeinen
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beschreiben Materialgleichungen den Zusammenhang zwischen dem Verzerrungs-
tensor und dem Spannungstensor.

T =C [E] (3.79)

Die in dieser Arbeit betrachteten Materialmodelle sind geschwindigkeitsunabhén-
gig und zeigen keinerlei Hystereseeigenschaften. Dieses Materialverhalten kann mit
der Elastizitatstheorie beschrieben werden. Ein materieller Punkt eines Koérpers
wird elastisch genannt, wenn der CAUCHYsche Spannungstensor zu einem beliebi-
gen Zeitpunkt eine Funktion des Deformationsgradienten ist - siche TRUESDELL
& NoLL [139]. Fiir elastische Korper gilt damit:

T = T(F) (3.80)

Eine bestimmte Gruppe elastischer Materialien besitzt zuséatzlich die Eigenschaft,
dass die von der Spannung geleistete Arbeit wegunabhéngig ist. Diese Materialien
werden hyperelastisch oder GREENelastisch genannt. Man fordert die Existenz ei-
ner Formédnderungsenergiefunktion W, somit wird durch einen Belastungszyklus
keine Energie dissipiert. Die Formédnderungsenergiefunktion folgt aus der (volu-
men )spezifischen Formanderungsenergie W oder aus der massenspezifischen freien
HELMHOLTZ-Energie U:

W:/WSdV:/\Ildm:/po\I'dV (3.81)
Bo Bo Bo

Die spezifische Forménderungsenergie ist eine skalarwertige Funktion mit der Po-

tentialeigenschaft:

T oWy

OE
Die Linearisierung des 2. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors an der Stelle der
unverformten, spannungsfreien Ausgangskonfiguration liefert den vierstufigen Ela-
stizitatstensor:

4 OPW,

C= OE2 (3.83)
Damit bleibt das Materialmodell auf kleine Verzerrungen beschrankt. Da aber
eine nichtlineare Beziehung zwischen dem GREENschen Verzerrungstensor und den
Verschiebungen besteht, werden weiterhin grofie Verschiebungen beriicksichtigt.
Der kontravariante Elastizitdtstensor vierter Stufe - beschrieben in konvektiven
Koordinaten - lautet:

4 .A
C=C"G;®G;® Gy ® G
Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Spannungs- und Verzerrungstensors

kann eine Anordnung in Spaltenform, unter Beachtung des Basissystems, mit je-
weils sechs Koeffizienten vorgenommen werden:

(3.82)

1?11 By
7:22 E22
- T33 E33
T=| 0 E=| (3.84)
T3 2F3
723 | 2Eb3 |
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Aus dem Zusammenhang zwischen den Koeffizienten des Spannungs- und Verzer-
rungstensors,

T = CH (3.85)

folgt bei Beriicksichtigung der Symmetrie des Spannungs- und Verzerrungstensors
fiir die Koeffizienten des Elastizitétstensors:

Criikl — il (3.86)

Dadurch verringert sich die Anzahl der unabhéngigen Materialkennwerte von 81
auf 36, mit der VoiGTschen Notation lautet die Elastizitdtsmatrix:

01111 01122 01133 01112 01113 01123
02211 02222 02233 02212 02213 02223
03311 03322 03333 03312 03313 03323
01211 01222 01233 01212 01213 01223
01311 01322 01333 01312 01313 01323
02311 02322 02333 02312 02313 02323

(3.87)

Bei hyperelastischen Materialien existiert eine weitere Symmetrieeigenschaft. Aus
der Potentialeigenschaft

D*Wy D*Wy

= 3.88
8Eij8Ekl GEMGEU ( )

folgt die Symmetrie des Materialtensors:
Crikl — ki (3.89)

Die Elastizitdtsmatrix C besitzt daher nur 21 unabhéngige Komponenten.

01111 01122 01133 01112 01113 01123
01122 02222 02233 02212 02213 02223
01133 02233 03333 03312 03313 03323
01112 02212 03312 01212 01213 01223
01113 02213 03313 01213 01313 01323
01123 02223 03323 01223 01323 02323

(3.90)

Mit den oben getroffenen Vereinbarungen ist die Uberfithrung der tensoriellen
Gleichung GI.(3.79) in die Vektor-Matrix-Form moglich.

T=CE (3.91)

Eine weitere Reduzierung der unabhéngigen Materialkennwerte wird durch die
Beriicksichtigung der inneren Ausrichtung des Materials moglich. Bei der soge-
nannten Materialsymmetrie werden grundsétzlich zwei Klassen unterschieden: iso-
trope und anisotrope Materialien. Isotrope Materialien sind richtungsunabhéngige
Materialien und anisotrope Materialien zeigen richtungsabhingiges Materialver-
halten. Anisotrope Materialien werden nach der Anzahl der Symmetrieebenen in
monotropes, orthotropes und transversal isotropes Materialverhalten eingeteilt -
sieche ALTENBACH U.A. [6].
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3.5.1 Isotropes Materialverhalten

Fiir Werkstoffe ohne ausgezeichnete Richtung, wie z.B. unverstérkte Polymere
oder eine Reihe von Metallen werden isotrope Materialmodelle verwendet. Das ho-
mogene, isotrope ST.VENANT-KIRCHHOFF Materialmodell besitzt die drei Haupt-
invarianten, die ohne weitere Herleitung angegeben werden:

trE, trE?, trE3 (3.92)

Die spezifische Forménderungsenergie W lautet nach MALVERN [91]:
A 2 2
W(E) = §(trE) + ptrE (3.93)

Der 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor T folgt aus der Ableitung der spezi-
fischen Forménderungsenergie W - siehe G1.(3.82):

T = A(tE)G + 2, E (3.94)

Die Koeffizienten der Elastizitdtsmatrix C in materieller Darstellung fiir das iso-
trope ST. VENANT-KIRCHHOFF Material, beschrieben im konvektiven Basissys-
tem, lautet unter Verwendung von GI.(3.83) - siche dazu z.B. MATZENMILLER
[93]:

Cik = \ G GH 4 (G G 4 Gt Gk (3.95)

Die beiden unabhéngigen Materialkennwerte A und p heifien LAMEsche Konstante.
Sie konnen wie folgt aus den Ingenieurkonstanten, dem Elastizitdtsmodul £ und
der Querdehnzahl v berechnet werden:

FEv FE

\ = - =
F=50 1)

A+ )1 — ) (3-96)

Weitere gebréauchliche Konstanten sind der Schubmodul G und der Kompres-
sionsmodul K:
E E

G=s1rm K31 (3.97)

Die Darstellung des ST. VENANT-KIRCHHOFF Materialmodells in kartesischen Ko-
ordinaten lautet:

[ A+ 2
A

A A

+ A

A A+ 2u
A ; (3.98)
0 0

0 0

OO OO O
o oo oo
T OO0 o0 o0 O

O O O > >
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3.5.2 Transversal isotropes Materialverhalten

Materialien mit einer ausgezeichneten Richtung werden transversal isotrop ge-
nannt. Unidirektional verstédrkte Faserverbunde konnen mit diesem Materialmodell
beschrieben werden. Das Verhalten ist gekennzeichnet durch die Invarianz der kon-
stitutiven Beziehung beziiglich der Rotation um die ausgezeichnete Richtung a.
Die Faserrichtung a wird durch zwei Winkel ¥ und € beschrieben. Dabei beschreibt
1 den Winkel zwischen der Richtung iz und der Faser. Der Ausdruck sin ist die
Projektion der Faser in die i; - iy Ebene - vergleiche Abb. 3.2.

a=siny cose i; + sin sin € iy + cosv i3 (3.99)

Fiir v = 0° ist der Winkel € nicht definiert, daher ist es nicht moglich Faserrich-
tungen zu beschreiben die senkrecht zur i; - i, Ebene verlaufen, fiir unidirektional
verstirkte Faserverbund ist ein Winkel von ¢ = 90° iiblich. Nach BOHLER [19]

cos Y

iy

Abbildung 3.2: Beschreibung der Faserrichtung

und SPENCER [132] besitzt das transversal isotrope Materialmodell die finf Inva-
rianten:

trE, trE? trE® aEa, aE’a (3.100)

Die ersten drei sind die isotropen Invarianten - vergleiche GI.(3.92), die ande-
ren beiden bestimmen den Einfluss des anisotropen Materialverhaltens. Aus den
Invarianten kann die spezifische Formé&nderungsenergie Wj fiir linear elastisches
Materialverhalten gewonnen werden.

1
W,(E,a) = 5 (trE)? + prtrE* + a(aEa)trE
1
+2(pp — pr) (aE?a) + 5 B(aEa)? (3.101)

Die fiinf Parameter \, pur, pr, o, 3 sind unabhéngige Materialparameter fiir all-
gemeines, linear elastisches Werkstoffverhalten.
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Der 2. P1OLA-KIRCHHOFF Spannungstensor ergibt sich aus der Ableitung der
spezifischen Forménderungsenergie:

- oW,
T =
OE
= MrEG+2urE+aftrEa®a+ (aEa)G]
+ 2(up —pr)la®eEa+Ea®a]l+ f(aEa)a®a (3.102)

Aus der zweiten Ableitung der spezifischen Forménderungsenergie folgt der Ela-

4
stizitatstensor C, als Funktion des kontravarianten Metriktensors zu:

4 O*W,
€=
= NGYGM 42 ur GMGY 4 ala'a! GM 4+ GYaba') 4 Ba‘dla’a!
+ 2(pp — pr)(@'Gla" + G*dld)] Gy @ G ® Gy, ® G (3.103)

Meist wird fiir die Charakterisierung von Faserverbundwerkstoffen die Darstellung
in Ingenieurkonstanten gewihlt. Dabei wird die Faserrichtung a parallel zur i;-
Achse angenommen.

Die Ingenieurkonstanten haben folgende Bedeutung:

E,1  Elastizitdtsmodul in Faserrichtung

FE5  Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faserrichtung
E33  Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faserrichtung
vi;  Querkontraktionszahlen

GG12  Schubmodul parallel zur Faserebene

G113 Schubmodul senkrecht zur Faserebene

(G923 Schubmodul senkrecht zur Faserebene

Die Umrechnung der Materialparameter der Invariantendarstellung in die Inge-
nieurkonstanten lautet:

En = —(\pr—4pph = BA+2 5 — Bur — 2apr — 4 pg pr + o) /(A + pr)
Ey = [~dpr A pr —4pph — BN+ 2 pg — Bur — 2apr — 4 pg pr + )]/ D,
vz = [2pr(A+a)]/D;

v = (A4 a)/(2A+ 2ur)

V93 = —[CY2+2)\,[LT—ﬁ)\—4,uL)\]/Dt:(EQQ/(2G23))—1

G2 = Hr

Gy = pr

Dy = dppA+ PN —4dpq +dapr +2Bur + 8 pppr — o

Vgg = Usg, Vo1 = V31, Vig = Vi3 mit L3 = Fo

Die Umrechnung der Ingenieurkonstanten in die fiinf Parameter des Ansatzes fiir
die Invariantendarstellung lautet:

A = Ey(thg+vs113)/D

a = FEy(vn(l+vs —113) —vse)/D

B = (En(l —vsoves) — Exl(ves + vsiv13) + 2 (131(1 + v32 — 143) — v32)]) /D — 4 Gha + 2 Gag
pr = G

HTr = (e

_ 2
D = 1-v3 —2v31013 — 20313013
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Liegt die Faserrichtung a parallel zur i; Achse, ergibt sich folgende Darstellung
fiir die Elastizitdtsmatrix eines transversal isotropen Materials im kartesischen
Koordinatensystem:

[ AN +2a+4pur, —2ur+68 A+a  A+a 0 0 0 ]
A+« A+ 2up A 0 0 O
B Aa A At2ur 0 0 0
C= } A o oo (3.104)
0 0 0 0 ur O
i 0 0 0 0 0 pr]

3.6 Prinzip von D’ALEMBERT

Mit dem Prinzip von D’ ALEMBERT ist es moglich, die in Abschnitt (3.4) eingefiihr-
te Impulsbilanz und Drehimpulsbilanz in Differentialgleichungsform durch eine
skalare Integralgleichung zu beschreiben. Die Wichtungsfunktion oder Testfunk-
tion w = w(X) wird mit der Eigenschaft eingefiihrt, dass sie den vorgeschriebenen
geometrischen Randbedingungen geniigt.

w(X) = 0 auf 9B} (3.105)
Die geometrischen Randbedingungen
u=nu, (3.106)

sind auf dem Verschiebungsrand 0B bekannt. Auf dem {ibrigen Rand 0B8] sind
die Oberflachenspannungen

to = to (3.107)

bekannt. Dies sind die Spannungsrandbedingungen. Die lokale Impulsbilanz GI.
(3.73) wird mit der Wichtungsfunktion w multipliziert

und {iber den Bereich By integriert.
/(w~DIVTO+'w~p0(k—V))dV:O (3.109)
Bo

Mit der Umformung,

DIV(Tjw) = w - DIV Ty + Ty - GRAD w (3.110)
folgt:

/ (DIV(Tjw) — To - GRADw 4+ w - po(k — v)) dV =0 (3.111)

Bo

Der erste Term wird mit G1.(3.22) in ein Oberfldchenintegral iiberfiihrt.

/(Tgw)-nOdA—/TO-GRAD'deJr/w-po(k—V)dV:O (3.112)

aBg Bo Bo
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Mit Hilfe der Definition fiir einen transponierten Tensor a- Ab = (ATa)-b und
dem CAUCHY-Theorem lautet das Prinzip von D’ALEMBERT wie folgt:

/'w-todA—/TO-GRADde+/’w-po(k—V)deo (3.113)
Bo

oBg By

mit Ty - GRADw = T - (FTGRAD w) folgt

/’i‘« (FTGRADw)dV = /w-todA+/w~p0(k—\'f)dV (3.114)
Bo oBg Bo

und
F'GRADw = % (F"GRADw + (GRADw)'F) = 6E (3.115)

geht die Gl.(3.113) in das Prinzip von D’ALEMBERT in materieller Darstellung
iiber:

/’i‘-éEdV:/w-tOdA+/'w-po(k—V)dV (3.116)
Bo 0B Bo

Das Prinzip von D’ ALEMBERT stellt die schwache Form der Feldgleichungen
dar, weil die Anforderung an die Differenzierbarkeit der Losungsfunktionen weni-
ger streng ist. Diese Formulierung ist besonders fiir die Entwicklung von nume-
rischen Ndherungsanséitzen geeignet. Die Randbedingungen, die Kinematik und
das Materialmodell werden exakt erfiillt, wiahrend die Bilanzgleichungen nur im
integralen Mittel befriedigt werden.

Die Wichtungsfunktion w kann als virtuelle Verschiebung ju gedeutet werden, die
die geometrischen Randbedingungen erfiillt. Die virtuellen Verschiebungen miissen
als stetig differenzierbar angenommen werden, da die virtuellen Verzerrungen JE
Differentiale von du sind.

Auf der linken Seite der G1.(3.116) steht die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte
0A;. Der Term

JAr = — /w - povdV (3.117)
Bo
heiit virtuelle Arbeit der Impulsdnderung und der Ausdruck
0A, = /w-tOdA+/'w-p0de (3.118)
o83 Bo

wird als virtuelle duflere Arbeit bezeichnet - siche HAUPT [68]. Mit den oberen
Bezeichnungen lautet die G1.(3.116) 0A; = JA, + 0Ap. Fiir den Fall der Statik
v = 0 entfillt die virtuelle Arbeit der Impulsédnderung 0 Ay und das Prinzip von
D’ ALEMBERT geht in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen iiber.

§A; = 6 A, (3.119)
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3.7 Prinzip vom stationiren Wert der potenti-
ellen Energie

Im Abschnitt 3.5.1 sind Materialmodelle der Hyperelastizitit eingefithrt wor-

den, die sich durch ihren Potentialcharakter auszeichnen. Mit der spezifischen

Forménderungsenergie W, wird das innere Potential II; oder die innere potentiel-
le Energie aufgestellt,

I1; :/WS dv. (3.120)
Bo

Zuséatzlich wird die Existenz eines Potentials II, fiir die duleren volumenhaft und
flichenhaft verteilten Krafte gefordert.

Ha:—/pk-udV— /to-udA (3.121)
Bo 888

In diesem Fall handelt es sich um ein konservatives System mit richtungstreuen
duBeren Kriften - auch Totlasten genannt. Das Gesamtpotential ergibt sich aus
dem inneren und dufleren Potential:

H:HiJrHa:/WSdV—/pk-udV—/to-udA (3.122)
Bo By oBg
Das Prinzip vom stationdren Wert der potentiellen Energie
oIl = OI1; 4 611, =0 (3.123)
erfordert die erste Variation des Gesamtpotentials,

5H(u,5u):/aamés -5EdV—/pk-5udV— /to-éudA:O (3.124)

Bo Bo BBg

und ist mit den oben getroffenen Vereinbarungen, dass ein inneres und &ufleres
Potential existiert, identisch mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebung. Die
kinematischen Randbedingungen werden in Gl.(3.124) exakt erfiillt, wihrend die
Impulsbilanz bzw. das Gleichgewicht nur im integralen Mittel erfiillt werden.

3.8 Mehrfeldfunktional vom HU-WASHIZU-Typ

Neben dem im Abschnitt 3.7 beschriebenen Einfeldfunktional existieren Mehr-
feldfunktionale, die als Grundlage zur Entwicklung von gemischten finiten Ele-
menten dienen. Neben dem Zweifeldfunktional von HELLINGER-REISSNER besitzt
das Dreifeldfunktional nach Hu-WAsSHIZU weitreichende Bedeutung. Die kinema-
tischen Nebenbedingungen werden bei Dreifeldfunktionalen iiber LAGRANGEsche
Multiplikatoren (t°,T) in das Funktional eingebracht - siche BUFFLER [29]. In
diesem Dreifeldfunktional sind alle drei Funktionen, ndmlich die Verschiebungen
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u, die Spannungen T und die Verzerrungen E unabhéngig voneinander und diirfen
frei variiert werden.

wE T) = /W /pk udV — /to-éudA

oBg

+/T~[§(C—G)—E] dV+/t8~(ﬁ—u)dA (3.125)

Bo 888

Als Sonderfall enthélt das Hu-WAsHIZU Funktional die EAS-Methode - siehe
Kapitel 5. SIMO & Rira1 [130] haben zu Herleitung der EAS-Methode eine Re-
parametrisierung des Verschiebungsgradienten vorgeschlagen. Alternativ ist auch
die Reparametrisierung des Verzerrungsfeldes E moglich. Neben den Verzerrun-
gen E, die von den Verschiebungen abhédngen, werden zusétzliche Verzerrungen
E cingefiihrt. Im Kapitel 5 werden die Bezeichnungen kompatible und inkompa-
tible Verzerrungen erldutert. Von denen an dieser Stelle schon Gebrauch gemacht
wird. Die Erweiterung der kompatiblen Verzerrungen E durch die inkompatiblen
Verzerrungen E erfolgt additiv. Somit lautet das Feld der Gesamtverzerrungen E.

E-E+E (3.126)

Das Gesamtverzerrungsfeld E wird in die G1.(3.125) eingesetzt, wobei sich folgen-
des Mehrfeldfunktional in verkiirzter Schreibweise ergibt,

M(u, B, T) = /(WS(E+E) TRV

Bo
—/pk-udV— /to-udA (3.127)
Bo oBg

mit den drei unabhéngigen Feldern, der Verschiebung u, der erweiterten Verzer-
rung E und dem Spannungsfeld T. Die Variation des Mehrfeldfunktionals wird
mit der Richtungsableitung gebildet.

AT, ((u + sou), E, T) dllg(u, (E+ s0E), T) dllz(u, E, (T 4 s0T))
oT= ds + ds + ds

s=0

Die erste Variation des HU-WASHIZU Funktionals lautet:

5H:5ﬁmJ1TﬁquﬁTy:—/ﬁT-E&/+/k§%-—TyéEdv
B() BO
+/8;g /pk-audv— /to-éudA:() (3.128)
Bo Bo 880

Die Variationen du, §E, 6T diirfen frei gewiihlt werden, so dass sich folgende drei
Gleichungen ergeben.

-1/5T.Edv = 0 (3.129)

Bo
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/(8WS—T)-5EdV = 0 (3.130)
OE

Bo
/8814]:;; -5EdV—/pk-5udV— /to-éudA = 0 (3.131)
Bo Bo 880

Die Gln.(3.129)-(3.131) werden auch als schwache EULERgleichungen bezeichnet,
da beim Hu-WAsHIZU Funktional das Gleichgewicht, die Kinematik und das Ma-
terialmodell in integraler Form erfiillt werden.



32

3.8. Mehrfeldfunktional vom HU-WASHIZU-Typ




Kapitel 4

Schalentragwerke

Schalen sind dreidimensionale Korper, bei denen eine Seitenabmessung des Korpers
gegeniiber den anderen beiden klein ist. Die Belastungen kénnen in allen Raum-
richtungen einwirken - siche Abb. 4.1 oben. Traditionell haben Schalen eine grofie
Bedeutung im Bauwesen, wo schon vor Jahrhunderten grofie Kuppelbauwerke spe-
ziell im Sakralbau ausgefiihrt wurden. Heute finden Schalentragwerke hauptséchlich
Anwendung im Bereich des Automobilbaus und der Luft- und Raumfahrt. Ne-
ben den Schalenstrukturen aus Metallen, z.B. Autokarosserien, stellen geschichte-
te Schalen aus Faserverbundmaterialien eine besondere Herausforderung fiir den
konstruktiven Ingenieur dar.

4.1 Schalenmechanik

Die genaue mathematische Analyse von Schalentragwerken liegt seit langer Zeit
im Interesse der Forschung. Erste Arbeiten dazu sind bei KIRCHHOFF [80] und
LoOVE [88] zu finden. Ublicherweise werden Schalen durch ihre Mittelfliche und
einem darauf definierten Direktorfeld beschrieben. Der Schalendirektor beschreibt
die Verdrehung und Verwdélbung des Schalenquerschnitts. Schalentheorien unter-
scheiden sich meist in der kinematischen Annahme iiber die Querschnittsverfor-
mung. Bei der schubstarren Schale steht der geradlinige Direktor senkrecht auf
der Mittelfliche und bleibt es auch nach der Deformation. Dies wird Normalen-
hypothese nach KIRCHHOFF-LOVE genannt. Bei der schubweichen Schale nach
REISSNER-MINDLIN [115] bleibt der geradlinige Direktor nach der Deformation
nicht zwingend senkrecht auf der Mittelflache.

Die Methode der finiten Elemente, die im Kapitel 5 behandelt wird, gilt als Stan-
dardwerkzeug zur Behandlung von mechanischen Problemen und ist besonders zur
Analyse von Schalentragwerken geeignet. Deshalb werden Schalentheorien heut-
zutage so formuliert, dass sie effizient in einen FE-Code implementiert werden
koénnen.

Zur Entwicklung von Schalenelementen werden verschiedene Vorgehensweisen un-
terschieden. BISCHOFF [17] bietet zu diesem Thema eine gute Ubersicht. Bei Her-
leitung eines Schalenelements aus der dreidimensionalen Kontinuumstheorie wird
durch spezielle kinematische Annahmen die Reduktion auf ein zweidimensiona-
les Schalenmodell erreicht - siche in Abb. 4.1 rechter Ast. Von AHMAD [2] ist
das Degenerationskonzept eingefiithrt worden, wobei in einem dreidimensionalen

33
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Korper die Geradlinigkeitshypothese aufgestellt wird. Der Kérper wird so zu ei-
nem Schalenmodell degeneriert - siehe in Abb. 4.1 den Ast in der Mitte. Das
Materialmodell wird ebenfalls kondensiert, in dem die Spannungskomponente in
Dickenrichtung zu null gesetzt wird. Auf Basis dieser Formulierung sind eine Rei-
he von Arbeiten entstanden z.B. von RAMM & MATZENMILLER [111]. Fiir viele
Werkstoffmodelle ist die Kondensierung auf analytischem Weg nicht moglich. Von
BUCHTER & RAmM [27, 28] sind gemischte Elementformulierung genutzt worden,
um unverdndert dreidimensionale Stoffmodelle in Schalenelementen zu nutzen.
Unter denselben kinematischen Voraussetzungen sind die degenerierten Schalen-

elemente und die Elemente, die auf einer Schalentheorie basieren, gleichwertig -
siche BUCHTER [30].

Schale als
3D-Kontinuum

reale Welt @

3D—-Modell 2D-Modell

mathematisches
Modell

r

Harbord 1973

Schoop 1986

Parisch 1995
Ahmad 1968
Ramm 1976
Argyris 1968 |,/
<+

3D-Schalen

Degeneriertes Schalentheorie
Element

Element Element
numerisches .O// -
<+ +———>
Modell Bischoff 1999 .  Bichter1992 S

Abbildung 4.1: Moglichkeiten zur Herleitung von Schalenelementen

Eine dritte Moglichkeit zur Beschreibung von Schalen besteht darin, dass die
Differenz der Schalenlaibungen zur Beschreibung der Kinematik genutzt wird. Er-
ste Arbeiten dazu finden sich bei SCHOOP [121] und Parisch [106]. Bei diesem
Modell der ,,Dicken Schale“ ist die Dickenénderung der Schale moglich, wobei ein
vollstéandiges dreidimensionales Materialmodell verwendet werden kann. Diese Mo-
delle werden als oberflichenorientierte Schalen [121], Doppelknotenmodelle SEI-
FERT [126] oder Volumen-Schalen KLINKEL [83] bezeichnet. In dieser Arbeit wird
in Anlehnung an den Begriff ,solid-shell“ die Bezeichnung volumetrische Schale
genutzt. Zur Diskretisierung im Rahmen der Finiten-Elemente-Methode bieten
sich Volumenelemente an. Erste Versuche, Volumenelemente zur Berechnung von
Schalenstrukturen zu nutzen, wurden bereits in der Friihzeit der Methode der
finiten Elemente unternommen. So findet sich im Buch von ZIENKIEWICZ [147]
ein Kapitel zum Thema ,Die dicke Schale als Sonderfall des dreidimensionalen
Problems®. Den sinnvollen Einsatz niedrig interpolierter Volumenelemente fiir die
Analyse von Schalenstrukturen ermoglichten aber erst Weiterentwicklungen im
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Bereich versteifungsfreier Elemente und neue Herangehensweisen an die Methode
der finite Elemente, wie z.B. gemischte Element-Formulierungen.

Eine weitere in Abb. 4.1 nicht dargestellte Variante zur Entwicklung von Schalen-
elementen ist das ,direkte Vorgehen“, das auf der Einfithrung einer COSSERAT-
Flache beruht und als ,,geometrisch exakte“ Schalentheorie bezeichnet wird.
Einen genaueren Aufschluss iiber den Verlauf der Verschiebung in Dickenrichtung
liefern die Schalentheorien héherer Ordnung. Diese teilen sich auf in hierarchische
Schalentheorien und Schalen die auf der Mehrschichttheorie beruhen.

Bei den hierarchischen Schalentheorien wird der Verlauf der Verschiebungen in
Dickenrichtung durch eine Summe von Polynomen beschrieben - sieche auch NAGH-
DI [99]. Im Rahmen der Finiten-Elemente-Methode wird dieses Vorgehen als p-
Methode bezeichnet - siche DUSTER [50].

Bei den Mehrschichttheorien wird ein C%-stetiges Verschiebungsfeld iiber die Scha-
lenhohe verwendet. Da mehrere Direktoren iibereinander zur Beschreibung der
Kinematik verwendet werden, wird dies von BRAUN in [23], [22] und [110] als
Multidirektortheorie bezeichnet. Von KRATZIG [85] wird die Bezeichnung exter-
ne Multi-layer Multi-direktor Schalentheorie verwendet. Im Rahmen der Metho-
de der finiten Elemente wird dieses Vorgehen h-Methode genannt, weil sie einer
Netzverdichtung in Dickenrichtung der Schale entspricht. Schalenmodelle, die auf
Grundlage der Mehrschichttheorie entwickelt wurden, kénnen erfolgreich zur Be-
rechnung von Strukturen aus Faserverbundwerkstoffen eingesetzt werden. Durch
die Schichtung ist die Beriicksichtigung von interlaminaren Effekten moglich. Prin-
zipiell ist auch die Kombination von Hierarchischen- und Mehrschichtschalentheo-
rien moglich.

4.2 Kinematik der volumetrischen Schale

Wird zur Beschreibung der Geometrie die obere und untere Schalenlaibung ge-
nutzt, so gelangt man zu einer oberflichenorientierten Schalentheorie mit sechs
kinematischen Freiheitsgraden. Die Oberflichen der Schale werden durch die Po-
sitionsvektoren X°(fy, 65) und X"(6y, 62) beschrieben. Wobei in der Ausgangskon-
figuration die Schalenoberlaibung durch X°(6;,6) mit 03 = H/2 bestimmt wird
und die Schalenunterlaibung durch X"(6y,6,) mit 5 = —H/2 beschrieben wird
- siche Abb. 4.2. Damit ergibt sich fiir den Differenzvektor zweier zugeordneter
Punkte

HD =X —-X" der Querschnittsvektor. (4.1)
Es gilt:

X°(0y,0y) — X"“(01, 65)

P00 = [X3(6,,8) — X#(01, )] .
wobei H die Querschnittshohe oder Schalenhche beschreibt und D ein Einheits-
vektor ist, der eine materielle Deutung der in NAGHDI [99] verwendeten Direktoren
darstellt - sieche auch SCHOOP [121]. Der Direktor bleibt auch nach der Deformati-
on geradlinig, steht aber nicht zwingend senkrecht auf der Schalenmittelflache. Die
Einfithrung einer Mittelflache ist nicht zwingend notwendig zur Beschreibung der
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Kinematik einer volumetrischen Schale. Sie dient aber zum besseren Verstéindnis
der in Kapitel 5 behandelten Versteifungseffekte der niedrig interpolierten finiten
Elemente.

Der Ortsvektor X eines beliebigen materiellen Punktes P in der Ausgangskonfigu-
ration wird beschrieben durch die Schalenoberseite X° und die Schalenunterseite
X". Damit wird vorausgesetzt, dass der Querschnitt eben bleibt.

X(0) = % K% + 93) X(6r,65) + <§ _ eg) X (0, 92)} (4.3)

Der Ortsvektor X eines beliebigen Punktes P in der Ausgangskonfiguration kann

Abbildung 4.2: Schale in der Ausgangskonfiguration

dann durch die Schalenreferenzfliche X™ und den Schalendirektor D beschrieben
werden.
1 1
X(6;) = 3 [X(61,0:) + X"“(01,0,)] + ﬁeg [(X°(0y1,6y) — X"(01,65)] (4.4)
= X"(01,05) 4+ 03D(0y,6,) (4.5)

Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes P in der Momentankonfiguration wird
durch die Schalenreferenzflaiche x™ und den Schalendirektor d dargestellt.

X(0) = 00,0+ X0, 0] + OO 0) — X010 (40)
= Xm(91,02) + 83 d(01,92) (47)

Durch die vorgestellte Kinematik wird eine Schalentheorie mit sechs kinemati-
schen Freiheitsgraden beschrieben. Der Ortsvektor der Mittelfléche beschreibt drei
translatorische Freiheitsgrade. Durch die Schalenhche H wird die Dickenénderung
wéhrend der Deformation dargestellt. Der Direktor erfasst die Querschnittsver-
drehung durch zwei weitere Freiheitsgrade.
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4.3 Mehrschicht-Schalenkinematik

In der zuvor behandelten Einzelschicht- oder ,Singledirektortheorie wird ein
extensibler und gerader Direktor angenommen. In der nun vorgestellten Mehr-
schichttheorie wird ein stiickweise linearer Direktor benutzt. Dazu wird ein C°-
stetiger Verschiebungsansatz in Dickenrichtung verwendet. Die Schalenhéhe wird
dazu in einzelne Schichten L unterteilt - siche Abb. 4.3. Jede Schicht besitzt einen
Schichtdirektor auf der Schichtreferenzflache. Dieses Vorgehen hat zur Folge, dass
der Querschnitt bei der Verformung nicht zwingend eben bleibt.

Abbildung 4.3: Schale mit Mehrschichtkinematik

Der Ortsvektor eines materiellen Punktes P einer beliebigen Schicht L in der Aus-
gangskonfiguration kann durch die Schichtoberseite X¢ und Schichtunterseite X}
der Schicht L beschrieben werden.

1 Hy

X0 =5, K? + egL) X0 (6,,0,) + (% - egL) X (6, 92)} (4.8)

Der Ortsvektor eines Punkte P wird durch die Schichtreferenzfliche X' und den
Schichtdirektor D, mit der Schichthéhe Hp, bestimmt,

1 1
Xp(0:) = §[XOL(917 02) + X7 (61, 02)] + EL‘93L[XOL(017 02) — X7 (01,02)]
- X?<91,92) —|—63LDL(01,¢92) (49)

Der Ortsvektor eines Punkts auf der Grenzfliche zweier Schichten kann jeweils
von zwei Schichten aus ermittelt werden, ndmlich von der unteren Schicht aus mit

_ Hp
83L — "9

1
X7(01,62) = XT(91,92)+§HLDL(91,92) (4.10)
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und von der oberen Schicht aus mit 3,1 = —%:
1
XL+1(01,02) = Xy (01, 02) — SHL1 Dy (61, 62) (4.11)

Die Punkte der Schichtreferenzflache der oberen Schicht kénnen durch Umformung
mit dem Ortsvektor der unteren Schicht und zweier Schichtdirektoren beschrieben
werden.

1 1
X7 (01, 02) = X7 (01, 0) + §HLDL(91, 02) + §HL+1DL+1(‘917 0) (4.12)

Die Punkte in der Schichtreferenzfliche einer beliebigen Schicht werden durch den
Ortsvektor der Schichtreferenzflache der untersten Schicht und einer Summe von
Schichtdirektoren bestimmt.

1

~

-1

1
—+ Hn<¢91,92)Dn —+ §HLDL<91792) (413)

i
[N}

Der Ortsvektor der untersten Schicht als Bezugsmittelfliche ist willkiirlich gew#hlt.
Es konnte auch eine andere Schichtmittelflache gew#hlt werden, z.B. die Schicht
in der Mitte. Die Gl.(4.13) kann in GI1.(4.9) eingesetzt werden, womit sich eine
einfache Beschreibung der Kinematik in Dickenrichtung ergibt.

Die Beschreibung der Mehrschichttheorie entspricht bis auf den Term X7'(6;, 65)
dann der Formulierung der Einzelschichttheorie.



Kapitel 5

Methode der finiten Elemente

Im Kapitel 3 ist mit Hilfe der Kontinuumsmechanik ein Satz von partiellen Diffe-
rentialgleichungen angegeben worden, mit denen ein physikalisches Problem als
Randwertaufgabe beschrieben werden kann. Leider gelingt es nur in wenigen
Fiéllen, eine geschlossene Losung fiir Randwertaufgaben zu finden. Mit Hilfe von
numerischen Verfahren kénnen allerdings Néherungslosungen konstruiert werden.
Die Methode von GALERKIN erlaubt die Losung von Problemen, bei denen ein Va-
riationsfunktional nicht zwingend existieren muss. Das gesuchte Verschiebungsfeld
u wird durch eine Summe von linear unabhéngigen Basisfunktionen ¢ beschrieben
- siche SCHWARZ [124].

N
i=1

Die Wichtungsfunktion w oder virtuelle Verschiebung du wird mit demselben
Néherungsansatz beschrieben.

N
durou" =) ¢ ou; (5.2)
i=1

Nach der Idee von GALERKIN soll das Produkt des Residuums R mit der virtuellen
Verschiebung im ,integralen Mittel“ verschwinden.

/5uRdv =0 (5.3)

Bo

Aus der Methode von GALERKIN lésst sich die Methode der finiten Elemente ab-
leiten. Es handelt sich dabei um das am weitesten verbreitete numerische Néhe-
rungsverfahren, da es zur Umsetzung in numerische Algorithmen gut geeignet ist
und fiir viele Probleme im Ingenieurwesen angewendet werden kann. Lehrbiicher
fiir die Einfithrung in die Finite-Elemente-Methode sind mit [12],[87],[146] gege-
ben. Im Unterschied zur GALERKIN Methode wird die Struktur in Teilbereiche,
den sogenannten finiten Elementen, unterteilt - siehe CLOUGH [36],[37].

nel
Bo~ B = | B; (5.4)

e=1

39
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Der Korper wird in die Anzahl nel finiter Elemente unterteilt. Dieser Vorgang
wird Diskretisierung genannt. Die Uberlappung von Elementen ist nicht erlaubt,
ebensowenig wie Liicken zwischen den Elementen gestattet sind. Die Rénder der
Struktur werden durch die Kanten bzw. Flachen der Elemente am Rand stetig
approximiert.

5.1 Materielle Diskretisierung der volumetrischen
Schale

Fiir die einzelnen Elemente werden Ansatzfunktionen als Naherungsfunktion fiir
die gesuchten Feldgréfien verwendet. In Abhéngigkeit der notwendigen Dimension
der Sturkturanalyse werden ein-, zwei- oder dreidimensionale Ansatzfunktionen
gewahlt. Der Grad der Ansatzfunktion fiir die gesuchten Feldgrofien kann linear,
quadratisch oder auch von hoherer Ordnung sein.

In jedem Element werden diskrete Punkte, die sogenannten Knoten benannt. Die
Funktionswerte an den Knotenpunkten sind die Freiwerte der Naherungsfunktion.
Elemente, bei denen lediglich die Naherungsfunktion entlang einer gemeinsamen
Kante oder Fliche stetig ist, besitzen eine Cy-Stetigkeit. Ist auch die erste Ab-
leitung der Naherungsfunktion stetig, so liegt eine C'-Stetigkeit vor. Die Néhe-
rungsfunktion ergibt sich aus der Linearkombination der Formfunktionen mit der
Eigenschaft:

Ni(€)) = { L L ' (5.5)

Aufgrund des endlichen Grads der Ansatzfunktion liefert die Finite-Elemente-
Methode eine Naherungslosung. Zur Verbesserung der Ergebnisse bieten sich prin-
zipiell zwei Moglichkeiten an: Einmal die Verkleinerung des Ansatzgebietes, dann
spricht man von der h-Methode. Wenn der Grad der Ansatzfunktion erh6ht wird,
dann bezeichnet man dieses Vorgehen als p-Methode. In dieser Arbeit soll die
h-Methode verwendet werden.

Wie in Abschnitt 4.2 dargestellt wurde, wird die Schalenkinematik durch die Scha-
lenlaibungen beschrieben, wobei der Direktor jederzeit geradlinig bleiben soll. Zur
Beschreibung des volumetrischen Schalenelements werden trilineare Ansatzfunk-
tionen verwendet.

Ni(Em) = £ (L&) (1 + ) (L+6,0) (5.6

Die Gl1.(5.6) gibt die Formfunktion eines achtknotigen Volumenelements wieder.
Der trilineare Ansatzgrad ist der niedrigste, der zur Beschreibung einer dreidi-
mensionalen Struktur moglich ist. Die Ableitungen der Formfunktion nach den
drei Koordinatenrichtungen &, 7, 6 lauten:

Nia(6m,6) = 5 & (14 nrn) (14 6,0) 5.7
Nio(€.1.6) = nr (14 6€) (1+616) 53

Nio(67,0) = 50 (1+ ) (1+nrm) (5.9
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Das Volumenelement wird im Einheitsraum 00 = [—1, 1] x [—1, 1] x [-1, 1] formu-
liert, siehe dazu auch Abb. 5.1. Dieser Einheits- oder auch Parameterraum stellt
die Referenzkonfiguration B fir das Element dar. Nach GI1.(3.124) ist das Ver-

Knoten I | & | nr | 0

3 2 1 1 1] 1
4/ p) 1 2 1] 1]-1
| 3 1 1] -1

: § 4 a1
Tix0 |8 5 1]-1] 1

" Bp 6 1]-11-1

8 5 7 -1]-11-1
8 111

Abbildung 5.1: Elementbeschreibung im Parameterraum

schiebungsfeld u zu diskretisieren und ebenso die Geometrie der Struktur X, x in
der Ausgangskonfiguration By und der Momentankonfiguration B;. Fiir die Be-
schreibung der gesuchten Groflen wird das isoparametrische Konzept genutzt, wo
die Geometrie eines Elements mit den gleichen Ansatzfunktionen beschrieben wird
wie diejenige des Verschiebungsfelds.

Die interpolierte Geometrie eines Elements in der Ausgangskonfiguration B§ und
der Momentankonfiguration By lautet dann:

nodes nodes
X" =" N(§XF =NXF, x"= )" Nj(€)x]) = Nx* (5.10)
I=1 I=1

Mit den Koordinaten:

&= (&n,9) (5.11)

Der Index k weist darauf hin, dass diskrete Stellen, die Knoten, beschrieben wer-
den. I bezeichnet die Knotennummer und nodes die Anzahl der Knoten. In diesem
Fall sind es acht Stiick. Das Verschiebungsfeld wird mit demselben trilinearen An-
satz interpoliert.

nodes

u" = Z N;(&)ul = Nu” (5.12)

I=1

Die Geometrie in der Momentankonfiguration kann somit durch die Addition der
Geometrie der Ausgangskonfiguration mit den Verschiebungen u ermittelt werden

- siehe auch GI.(3.25).

nodes

x"=X"tuh =Y N(€)(X+uy) (5.13)

I=1
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5.2 Abbildung in die Konfigurationen

Im vorherigen Abschnitt ist ein volumetrisches Schalenelement in seiner Referenz-
konfiguration erldutert worden. Die Referenzkonfiguration ist in einem Einheits-
raum beschrieben, der sich besonders gut zur numerischen Integration eignet. Im
Abschnitt 3.2 wurden mit Hilfe des Deformationsgradienten F die Groéflen der
Ausgangskonfiguration in die Gréflen der Momentankonfiguration transformiert.
Diese Transformationen konnen jedoch auch mit Hilfe von isoparametrischen Ab-
bildungen aus der Referenzkonfiguration erfolgen - sieche Abb. 5.2.

n
A

50

A

2
Parameterraum

-
|

— ‘
N

Element in der Element in der

F
—_—.
u

A
R

Ausgangskonfiguration x x Momentankonfiguration

Abbildung 5.2: Abbildung des Einheitselements in die Konfigurationen

Die Basisvektoren in der Ausganskonfiguration und der Momentankonfiguration
berechnen sich aus den Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den Ortsvektoren
der zugehorigen Knoten.

nodes nodes
G; = Z Nii(€)Xj =N, X" g = Z Npi(€)xf =N, x" (5.14)
I=1 I=1

Die Basisvektoren i; im Parameterraum sind orthogonal zueinander, womit sich
fiir die kovarianten und kontravarianten Basisvektoren folgender Zusammenhang
i; =1 ergibt.

J = N, Xf®i (5.15)
= N;x* o (5.16)
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Mit der Gl1.(5.16) besitzt die Jacobimatrix folgenden Aufbau:

0X . 0x
J= 8—£ = [G17G2, G3]7 J= 8_5 = [g17g27g3] (5-17)

Der Deformationsgradient ergibt sich aus der Komposition der beiden Abbildung-
en.

ox
s -1
F=jJ = (5.18)

5.3 Linearisierung der Gleichgewichtsaussage

Die Gleichgewichtsaussage der Gl.(3.124) héngt nichtlinear von den Verschiebung-
en ab. Die numerische Losung des Gleichgewichtzustandes kann daher nur iterativ
erfolgen, wofiir die G1.(3.124) linearisiert werden muss. Die Linearisierung erfolgt
durch die TAYLOR-Reihe an der Stelle @, wobei die Entwicklung nach dem linearen
Glied abgebrochen wird

0II(u, du) = doII(a, Ju) + D oII(q, ou)Au + R(Au,du) (5.19)

und R(Au) das Restglied der Taylorentwicklung ist. Das GATEAUX-Differential
liefert die Richtungsableitung.

d ddll(a, o
D éTI(a, du)Au = —II(a + € Au, 0u)|c—o = 9oM(u, du) Au (5.20)
de Ju
Damit ist dieses stiickweise lineare Gleichungssystem zu l6sen:
DJIL; Au = —611, (5.21)

Da von einem konservativen System ausgegangen wird, braucht nur das erste
Glied der Gl.(3.124) linearisiert zu werden. Nach [84] ergibt sich die linearisierte
Variation des inneren Potentials zu

oW, oW,
D 6I1; Au = / <5E~ RN OB -ME) av (5.22)

Bo
Der erste Term im Integral stellt den materiellen Anteil der Steifigkeitsmatrix
dar und der zweite Term den geometrischen Anteil. Die virtuellen GREENschen
Verzerrungen lauten:

1 . .
0E = ;(gi - 0g; + g 8;)G' ® G’ (5.23)

Die virtuellen Verzerrungen in Vektorschreibweise - siche Abschnitt 3.5 - wer-
den mit der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix B und der virtuellen Verschiebung
approximiert.

[ 5E{L1 i [ g?;NlJ ]
5E£LQ d J gg NI,2
5Eh noaes noaes ghTN
SE" = 5 =) Bjour= 5 su;  (5.24
25E{;2 ; e ; gSle,l + g’f;Nl,z ! ( )
25E%3 ggTNm + ngTNI,s
| 20E3 | i g Nro+gh Nis i
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Die in G1.(5.22) benétigte Linearisierung der virtuellen GREENschen Verzerrungen
lautet:

1 , ,
AGE = -(Agi - 0g; + 0gi - Ag;)G' ® G (5.25)
Die Diskretisierung der Gl.(5.25) ergibt:
[ ASED, [ Np1Nja ]
2?52:2 nodes nodes %I’Q %J,Z
h 33 _ T 13473
AOET = 200N, | T ; ; ouy NiiNj2+ NiaNjy A
2AJER, T NraNjys+ NisgNjy
| 2A0EY; | | NiaNys3+ NisNyso |

nodes nodes

= Z Z 511}‘ B[J AUJ (526)

=1 J=1
Bei der Linearisierung des inneren Potentials entsteht folgender Ausdruck

nodes nodes
TA(SEh: Z Z 5U}I‘T[JA11J T[J:T]J]_ (527)

=1 J=1
mit der Definition fiir die Komponenten von Try:

TIJ =: THNI,INJ,I + T22NI,2NJ,2 + T33NI,3NJ,3 +
TlQ(NI,lNJQ + NroNyi) + (5.28)
T"(NriNys+ NraNyi) + T2 (NiaNjs + NisNyo)

aus der die Eintriige K¢, der geometrischen Steifigkeitsmatrix K¢ berechnet wer-
den.

Basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebung ergibt sich die linearisierte
Form der Gleichgewichtsaussage nach Gl1.(3.124), G1.(5.21) und GI.(5.22).

/T-éEdV|ﬁ—/pk-éudV—/to-5udA+/(5E-AT+T-A5E)dV|ﬁ:0

B B oB B
0 0 0 0 (529>

Beriicksichtigt man folgende Diskretisierungsansétze und beachtet die Vektor-
Matrix Schreibweise,

ou = NoUF Geometrie
/E = Bdu Kinematik
AT = CAE Materialmodell,

so léasst sich das nichtlineare algebraische Gleichungssystem aufstellen:

[/(BTCB+T)dV] -Au:—[/BTTdV—/NTpde—/NTtOdA]
Bo

Bo 0 0

(5.30)
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Dessen Restglied im Zuge des inkrementellen, iterativen Losungsverfahren ge-
gen Null tendiert. Fiir jedes einzelne Element entsteht ein Gleichungssystem, das
dann durch den Zusammenbau aller Elemente in ein globales Gleichungssystem
iiberfiithrt wird.

K- Au= fet—fint (5.31)

Die GI1.(5.31) kann durch eine nichtlineare Losungsmethode, wie zum Beispiel mit
dem NEWTON Verfahren, iterativ gelost werden. In jeder Iteration ¢ wird das
lineare Gleichungssystem gelost und der Verschiebungsvektor u® aufaddiert,

u™ = u® 4 Au® (5.32)

bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist. AnschlieBend kann die duflere Last £ erhoht
werden und im neuen Lastschritt das Gleichgewicht berechnet werden. Geeignete
Abbruchkriterien sind Normen der Verschiebungen, der Kréfte oder der Ener-
gie. In der Néhe der Losung konvergiert das NEWTON-Vefahren quadratisch. Zur
Reduktion des numerischen Aufwandes werden modifizierte NEWTON-Verfahren
genutzt.

5.4 Querdehndefekt der 6-Parametertheorie

Die im Abschnitt 4.2 und den Abschnitten 5.1 bis 5.3 hergeleitete 6-Parameter
Schalentheorie mit linearen Ansétzen zeigt bei einer biegedominierten Belastung
mit einer von null verschiedenen Querdehnzahl zu geringe Verformungen. Die-
ses zu steife Elementverhalten wird an einer Balkenstruktur unter reiner Biegung
naher studiert - sieche Abb. 5.3. Aufgrund der von null verschiedenen Querkon-
traktion stellt sich oberhalb der geometrischen Mittellinie eine Querdehnung und
unterhalb eine Querstauchung ein - siche BRAUN & BISCHOFF und RAMM [22]
und VERHOEVEN [141]. Dadurch wandert die materielle Mittelfaser nach oben
und ist nicht mehr identisch mit der geometrischen Mittellinie - sieche Abb. 5.3
verformte Geometrie. Die Querschnittshohe der Struktur bleibt davon unberiihrt.
Aus dieser Uberlegung folgt eine linear verlaufende Querdehnung iiber den Quer-

03

e T A

materielle Mittelfaser geometrische Mittellinie materielle Mittelfaser geometrische Mittellinie

Abbildung 5.3: Balken unter reiner Biegung, in der unverformten und verformten
Geometrie

schnitt. Die in Gl.(5.6) gewéhlte trilineare Ansatzfunktion zur Beschreibung der
Verschiebung ist auf einen konstanten Verlauf der Verzerrungen beschrankt. Die-
ser Ansatz fithrt zu kiinstlichen Spannungen in Dickenrichtung der Schale, die
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schlieBlich ein zu steifes Elementverhalten hervorrufen. In der Abb. 5.4 werden
die Spannungen und Verzerrungen der 6-Parametertheorie mit den Spannungen
und Verzerrungen, die sich nach der Elastizitétstheorie fiir einen Balken unter
reiner Biegung einstellen, miteinander verglichen.

Losung mit der Elastizitédtstheorie:

(T11 — VT33)

% { % By =0 Ty = vy
6 —2 (6
Efl) = 1(1)
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Abbildung 5.4: Studie der Spannungs- und Verzerrungsverliufe iiber die Quer-
schnittshohe

Werden die Verzerrungen der 6-Parametertheorie und der Elastizitétstheorie in
Léangsrichtung miteinander verglichen - siehe G1.(5.33), so kann der resultierende
Fehler der 6-Parametertheorie in der Gréfie von v? abgeschiitzt werden - siche
Gl1.(5.34) und [22], [23].

Exakte Dehnung;: 6-Parametertheorie:
1 - 1—v2 -
En = =T EY = 7 (5.33)
By — EY
Fehler: 2 (5.34)
Ey

Um den Querdehndefekt zu vermeiden, stehen drei Varianten zur Auswahl. Zuerst
besteht die Méglichkeit durch die Kondensation des Werkstoffmodells die Normal-
spannung in Dickenrichtung zu Null zu setzen - siche MATZENMILLER [93] Seite
72. Diese Degenerationsbedingung zieht aber nach sich, dass keine unverénderten
dreidimensionalen Werkstoffmodelle genutzt werden konnen. Auflerdem ist die
analytische Kondensation fiir viele Materialmodelle nicht méglich, sondern mufl
iterativ durchgefiihrt werden.

Die zweite Moglichkeit besteht darin, einen quadratischen Verschiebungsansatz in
Dickenrichtung einzufiihren. Der quadratische Verschiebungsansatz ermoglicht die
notwendige lineare Dickenverzerrung. Arbeiten, die diesen Ansatz verfolgen, sind
z.B. bei PARISCH [106], GRUTTMANN [63] und bei HAUPTMANN & SCHWEIZER-
HOF [67] zu finden.

Ein dritter Losungsweg besteht in der Einfithrung eines erweiterten Verzerrungs-
felds fiir die Dickenverzerrung. Die Idee ein erweitertes Verzerrungsfeld in eine
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Schalenformulierung einzufiithren, um dreidimensionale Werkstoffmodelle zu nutz-
ten, stammt von BUCHTER & RAMM [27]. Ein Vorteil der Methode besteht darin,
dass die erweiterten Verzerrungen nur auf Elementebene eingefiihrt werden und
damit keine weiteren Freiheitsgrade in der Gesamtsteifigkeitsmatrix beriicksichtigt
werden miissen. Wird bei der Formulierung der Schalentheorie ein erweitertes Ver-
zerrungsfeld genutzt, so wird die in Abschnitt 4.2 beschriebene 6-Parametertheorie
zu einer 7-Parametertheorie weiterentwickelt.

5.5 Reduktion des Hu-WASsHIZU Funktionals

Das HU-WasHIZU Funktional, das im Abschnitt 3.8 eingefiihrt wurde, besitzt drei
unabhéngige Feldfunktionen: die Verschiebungen u, die Spannungen T und die
erweiterten Verzerrungen E. Die Diskretisierung des Verschiebungsfelds im Sinne
der Finiten-Elemente-Methode wird in Abschnitt 5.1 gezeigt. Die Beschreibung
des Spannungs- und Verzerrungsfelder erfolgt in dhnlicher Weise. Das Spannungs-
feld T wird mit den Ansatzfunktionen N4 und den Freiheitsgraden B beschrieben.

T =N;3 0T = N+683 (5.35)

Die erweiterten Verzerrungen E werden durch den Vektor o und durch die Ma-
trix M approximiert. Der interne Freiheitsgrad a wird nur auf Elementebene
eingefiihrt.

E = Ma OE = Méax (5.36)

Nach GI1.(3.129) wird das Integral der virtuellen Spannungen und der erweiter-
ten Verzerrungen zu null gesetzt. Werden nun die Diskretisierungsansétze fiir die
Spannungen und erweiterten Verzerrungen eingesetzt,

L - -
—/5T-EdV:—5ﬂ /N%-MdVa: (5.37)
Bo BO
D e
0

so wird zur Erfiillung von Gl.(5.37) die Orthogonalitdt der Ansatzfunktionen
der Spannungen Nz und der erweiterten Verzerrungen M gefordert, das heifit
i N% -MdV = 0, denn der Vektor 637 ist beliebig. Werden die Diskretisierungs-
Bo

ansitze fiir die Spannungen geméfl GL.(5.35) und der erweiterten Verzerrungen
geméB Gl1.(5.36) in die G1.(3.130) eingesetzt,

/ (Ws - T) EdV = / <8W3 - 5TN$) -MdadV =0 (5.38)
1) OE

0 0

so verbleibt aus GI1.(5.38) ein Restterm [136] fiir den wegen Gl.(5.37) gilt:

/ We  Msadv =0 (5.39)
OE

Bo
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G1.(5.39) ist immer erfiillt, wenn die Spannungen im Element durch stiickweise
konstante Funktionen approximiert werden.

Unter Ausnutzung von GI1.(3.129) und GI.(5.39) kann das Spannungsfeld aus dem
Mehrfeldfunktional entfallen. Somit reduziert sich das Dreifeldfunktional nach
G1.(3.128) durch eine geeignete Diskretisierung der Feldfunktionen auf ein Zwei-
feldfunktional.

/88Mé8~5EdV—/pk~5udV—/t0~5udA:0 (5.40)
Bo Bo 0Bo

/ W stV — o (5.41)
F OE

Zur Lésung der nichtlinearen Gleichung (5.40), z.B. mit dem NewToN-Verfahren,
ist die Linearisierung um den Punkt u = @ und E = E; notwendig. Sie lautet:

_ ~ 2
D 611, (1, Eo, 6u, Au, AE) = / (OE - OWs AE+ 8@% - ASE)dV

) 0%
Bo
2 ~
+ /(5E- OWs  AEav (5.42)
0E?2
Bo
D 611, (&, Eo, 0E, Au, AE) :/(5E~ il -AEdV+/(5E~ OWs  ARav
OE? OE?
Bo BO
(5.43)

5.6 Erweiterung der Dickendehnungen

Die ,,Enhanced Assumed Strain“-Methode wird verwendet, um in die Kinematik
der volumetrischen Schale eine lineare Dickendehnung einzufithren umso den in
Abschnitt 5.4 beschriebenen Querdehndefekt zu verhindern. Die zu Grunde lie-
gende Idee der Methode besteht darin, zusétzliche Freiheitsgrade nur auf Elemen-
tebene einzufiihren. Die zusétzlichen Freiheitsgrade werden beim Zusammenbau
der Gesamtsteifigkeitsmatrix nicht berticksichtigt, sondern werden durch statische
Kondensation auf der Elementebene eliminiert.

Die Idee der statischen Kondensation von Freiheitsgraden auf der Elementebene
wurde bereits von TAYLOR & WILSON im Jahr 1973 [145, 136] in der von ihnen
entwickelten ,Methode der inkompatiblen Verschiebungen® erfolgreich umgesetzt,
allerdings fehlte die variationelle Absicherung der Methode. Erste Arbeiten zur
mathematischen Erklarung der EAS-Methode stammen von SiMO & RIFAI [130],
wo das Mehrfeldfunktional von Hu-WASHIZU zur variationellen Absicherung ihrer
Formulierung ausgenutzt wird. Die Erweiterung auf geometrisch nichtlineare Pro-
bleme erfolgte von SIMO & ARMERO [127]. Im Rahmen der EAS-Methode kénnen
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sowohl der Deformationsgradient F wie auch die GREENschen Verzerrungen E er-
weitert werden. In den Orginalarbeiten zur EAS-Methode wird der Deformations-
gradient erweitert. In KLINKEL [83] auf der Seite 102 wird allerdings gezeigt, dass
die Erweiterung der GREENschen Verzerrungen unter Umstdnden zu robusteren
Elementformulierungen fiihrt.

Der GREENsche Verzerrungstensor E wird additiv um die inkompatiblen Verzer-
rungen E erweitert - siche G1.(3.126). Die erweiterten Verzerrungen werden in der
kontravarianten Basis dargestellt.

E=E,GoG =EG:eG, < FE;=G;-GFEE,G,- G, (5.44)

Die Groflen mit dem Index 0 werden am Elementmittelpunkt ausgewertet, damit
auch bei verzerrten Elementen eine unverédnderte Basis zur Verfiigung steht - siehe
dazu BRAUN [23] Seite 101. Mit Hilfe der Transformationsmatrix T, die zwischen
den Basissystemen transformiert, gilt folgende Identitéat:

E=TE (5.45)
5, 1y t3, t11t12 t11t13 t12t13
t5 t39 135 to1l92 ta1to3 toolas
T0 — t5 t3 t3 t31l32 t31l33 l3at33

2t11to1 2tiatae 2ti3tas tiites + tiatar  Tiiles + Liglor  Tialeg + tiglon
2t11ts1 2t10tzn 2ti3lss tiits + tiafsr  tiitss + Listsr tiatsz + tistse
| 2loits1 2loalsy 2to3lss  torfse + lootsr  loilss + togtsr  tootss + laslsa |

mit ty = G, - G§ (5.46)

Fiir die erweiterten Verzerrungen E° wird eine inkompatible Interpolation genutzt:
20 1

detJ

wobei a der Vektor der internen Freiheitsgrade ist und M die Matrix der erweiter-

ten Ansatzfunktionen darstellt. Aufgrund der geforderten Orthogonalitét - siche

G1.(5.37) - zwischen dem Spannungsfeld T und dem erweiterten Verzerrungsfeld
E muf gelten,

M(,n,0)e, (5.47)

1
/ —(Ma)dV =0 (5.48)
Bo

da das Spannungsfeld T im Element als zumindest Konstant angenommen wird.
Mit dV = det Jd€£dndf muss die Interpolationsmatrix M folgende Bedingung
erfiillen.

/ M(¢,7,0) A€ dpdd = 0 (5.49)
Bo

Zwei Interpolationsmatrixen, die der Orthogonalitétsbedingung Gl.(5.48) gentigen,
sind in GL.(5.50) angegeben, weitere Interpolationsmatrixen und nédhere Informa-
tion iiber ihre Eigenschaften werden im Abschitt 6 beschrieben.
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[0 [0 0 0]
0 00 0
0 0 0¢ on
1 __ 3 _
ME=1y Mi=19 0 o (5.50)
0 0 0 0
0 | 0 0 0 |

Basierend auf dem Mehrfeldfunktional von HU-WASHIZU ergibt sich fiir ST. VEN-
ANT-KIRCHHOFF Materialmodelle die linearisierte Form der Gleichgewichtsaus-
sage um den Punkt (dtg, 6Eo, ) - siehe Gl.(5.42)

/T-aEdv—/pk-audV—/t0-5udA+/(5E-C-AE + ASE-T)dV

Bo Bo 9By Bo
+/5E~C~AEdV = 0 (5.51)
Bo
und GL.(5.43).
/T.(sEdv+/5E-C.AEdv+/5E-C.AEdV:o (5.52)
Bo Bo Bo

Werden die Diskretisierungsansétze beriicksichtigt,

dou = Noiu
JE = Bdu
AE = MAa  mitM= M
detJ
kénnen folgende Elementmatrizen
K, = / (BTCB +T)dV (5.53)
Bo
Ko, = / (MTCB)dV (5.54)
Bo
Koo = / (MTCM) dV (5.55)
Bo
und Elementvektoren aufgestellt werden.
fint — / BTTdV (5.56)
Bo
fert — /NTpde+/NTtodA (5.57)
By dBo
fint — / MIT dv (5.58)

Bo
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Auf der Elementebene entsteht ein gekoppeltes Gleichungssystem mit den Frei-
heitsgraden Au und Ao

K.. K ][ Au feot — fint
o Laa = [T a8

Durch statische Kondensation auf Elementebene kann A« eliminiert werden:

Aa = -K_ (£, + K,,Au), (5.60)

wodurch wiederum eine reine Verschiebungsgleichung mit dem Freiheitsgrad Au
entsteht.

Ky — KL K K) Au=K! KL f, + £t — fint (5.61)
K R

Die reduzierte Gleichung lautet:
KAu=R (5.62)

Fiir den iterativen Losungsalgorithmus muss die Aktualisierung der internen Frei-
heitsgrade a auf Elementebene bestimmt werden - siche dazu auch Angaben von
FREISCHLAGER [54] Seite 61.

Nichtlinearer iterativer Losungsalgorithmus

Mit dem Verschiebungsinkrement Au® wird eine neue Gesamtverschiebung ut+"
berechnet.

\

berechne mit u® und a®
Kgf()l, K((;f()l, und £
4
berechne Aa'” als Losung des LGS
K% Aa® = £ — K Au®
o) = o + Aa®
4

berechne Verzerrungen und damit Spannungen

EG@+) — g+ + MaitD)
berechne die neue Elementsteifigkeitsmatrix
KO = KE - KO KD K
berechne den neuen inneren Kraftvektor

R+ — K((li:[l)T Kg(_;l)—l (D) I fz(fﬂ)

(07
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5.7 Querschubversteifung

Bereits in den sechziger Jahren des letzten Jahrhunderts wurde versucht, mit
Hilfe der schubweichen Plattentheorie nach REISSNER und MINDLIN [115] konfor-
me, niedrig interpolierte, finite Elemente fiir die strukturmechanische Berechnung
zu entwickeln. Allerdings tritt bei diesen Elementen eine starke Querschubverstei-
fung, besonders bei diinnen Strukturen im Ubergang zur schubstarren KIRCHHOFF-
Theorie auf.

Versteifung bedeutet in diesem Zusammenhang, dass sich das Element einem Ver-
formungszustand ,,verschliet“ und so zu steife Berechnungsergebnisse liefert. In
der Fachliteratur zur Methode der finiten Elemente hat sich der Begriff , Locking*
durchgesetzt. Zur Deutung dieses Phénomens gibt es eine Reihe von Erklarungs-
ansitzen. BISCHOFF [17] bietet einen guten Uberblick zu diesem Thema. Die
Elementversteifung kann z.B. durch das Auftreten von kiinstlichen Spannungen
erklart werden. Dabei treten Spannungsanteile auf, die bei der wahren Losung
nicht existieren. Gemeinsamkeiten mit dem in Abschnitt 5.4 betrachteten Quer-
dehndefekt lassen sich hier erkennen.

Scheibe unter reiner Biegung

M< ... >M

N

quadratisches Element bilineares Element

Abbildung 5.5: Rechteckige Scheibenstruktur aus einem Element unter reiner Bie-
gung

Die Elementversteifung kann am Beispiel einer Scheibe unter reiner Biegung un-
tersucht werden - sieche Abb. 5.5. Ein einzelnes finites Element unter reiner Bie-
gung wird betrachtet; einmal mit einer bilinearen Ansatzfunktionen fiir die Ver-
schiebung und eines mit einer quadratischen Ansatzfunktion. Das bilineare finite
Element ist im Gegensatz zu einem quadratischen Element nicht in der Lage,
einen reinen Biegezustand abzubilden. Vielmehr reagiert das Element mit einer
unphysikalischen Schubverformung. Dieses Verhalten zeigen auch Schalenelemente
mit einer REISSNER-MINDLIN Kinematik, wobei kiinstliche Querschubverzerrun-
gen auftreten. Mit anwachsender Schlankheit - Verhiltnis zwischen Linge und
Querschnittshohe eines Elements - versteift das Element zunehmend, was zu voll-
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kommen unbrauchbaren Berechnungsergebnissen fiihrt.

Fiir das Problem der Querschubversteifung finiter Schalenelemente sind im Rah-
men der Entwicklung der Elementtechnologie eine Reihe von Lésungsansétzen er-
arbeitet worden. Das erste Verfahren, das erfolgreich angewandt wurde, beruht auf
der Verringerung der Integrationsordnung. Dieses Verfahren ist als Unterintegra-
tion oder ,,Selektiv Reduzierte Integration“ (SRI) bekannt - siche ZIENKIEWICZ &
TAYLOR und Too [150]. Allerdings treten bei dieser Formulierung Null-Energie-
Eigenformen auf, die das Einsatzspektrum der Elemente erheblich einschrénken.
Um diese Einschréinkungen zu umgehen wurden auf Basis einer Kollokationsme-
thode neue Verfahren entwickelt, die den Umstand der linear verlaufenden kiinst-
lichen Querschubspannungen ausnutzen - siehe Abb. 5.5. Verfahren dieser Art
werden oft mit dem Begriff ,Assumed Strain“ (AS) bezeichnet. Ndheres dazu
wird im Abschnitt 5.8 und Abschnitt 5.10 beschrieben.

Die im Abschnitt 5.6 behandelte EAS-Methode eignet sich ebensfalls um die Aus-
wirkungen der Querschubversteifungen zu verhindern. Allerdings erweist sich die-
ses Vorgehen bei diinnen Strukturen als weniger erfolgreich (was durch ein nume-
risches Beispiel in der Tabelle 6.5 in Zeile 10 gezeigt wird). Wird dariiber hinaus
der numerische Mehraufwand beriicksichtigt, der bei der EAS-Methode notwen-
dig ist, so scheint die Kollokationmethoden als vorteilhaft gegeniiber der EAS-
Methode zur Vermeidung des Querschublockings zu sein.

Das Interesse an diesem Forschungsgebiet ist nach wie vor ungebrochen. Neue-
re Arbeiten im Bereich der Vermeidung des Querschublockings sind unter dem
Namen , Diskontinuierliche Galerkin Methode* (DGM) [25] entstanden.

5.8 Verbesserung der Querschubdehnungen

Zur Vermeidung der Querschubversteifung wird in dieser Arbeit die , Assumed
Strain“-Methode angewendet. Es handelt sich um eine Kollokationsmethode, wo-
bei die Querschubverzerrungen nicht direkt aus den Ableitungen der Verschie-
bungen berechnet werden. Die Verzerrungen werden an ausgewihlten Punkten
aus den kinematischen Punkten ausgewertet und dann iiber das Element interpo-
liert. Das Verfahren nutzt aus, dass an den Mittelpunkten der Elementseiten keine
kiinstlichen Spannungen auftreten - siche Abb. 5.5. Das erste Plattenelement, das
auf der Grundlage dieses Verfahrens entwickelt wurde, war das T1-Element von
HUGHES & TEZDUYAR [75]. Die Erweiterung auf Schalenelement erfolgte von BA-
THE & DVORKIN [13]. Thre Beschreibungsweise hat sich weitgehend durchgesetzt.
Die Querschubverzerrungen werden dabei jeweils in die eine Richtung linear und
in die andere Richtung als konstant angenommen - siehe dazu Gl1.(5.63).

2B, | [ (1= ER+(1+¢) By '
Die erste Diskussion iiber eine variationell konsistente Herleitung der ,, Assumed
Strain“-Methode findet sich in SIMO & HUGHES [131] auf Basis des Hu-WAsH1ZU
Funktionals. Die ,, Assumed Strain“-Methode war daher ein wichtiger Ideengeber
fiir die Entwicklung der ,,Enhanced Assumed Strain“-Methode.
Das von BATHE & DVORKIN [13] beschriebene Konzept wird auf die volumetri-
sche Schale {ibertragen. So werden die Kollokationspunkte auf die Referenzfléache
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in die Seitenmitte gelegt - siche Abb. 5.6. Fiir die volumetrische Schale bedeutet
dies, dass iiber die Querschnittshohe der Querschubverlauf konstant ist. Erst bei
geschichteten Schalen kann der Querschubverlauf korrekt dargestellt werden - sie-
he dazu Abschnitt 6.6. Ein Grund fiir den Erfolg des ,, Assumed Strain“-Konzepts

Koordinaten im
Einheitselement:

A=(-1, 0, 0)
B=( 0,-1, 0)
C=( 1,0, 0)
D=( 0, 1, 0)

Abbildung 5.6: Lage der Kollokationspunkte zur Vermeidung der Querschubver-
steifung

liegt in der einfachen programmtechnischen Umsetzung der Methode. Die Varia-
tion der Querschubverzerrungen in Gl.(5.24) muss entsprechend dem Ansatz der
Gl.(5.63) modifiziert werden.

nodes
{25E£3] _ Z l {(1 - n)(gfi]\fﬁ + ngZNfg) + (1 + W)(g??:NIL,)1 + ngjNI[,)?,) Su;
20 By, — 2 [(1- f)(g? Nf,‘z + gf‘ Nf,‘:s) +(1+ f)(gg NEQ + g2c Nfs)
(5.64)

G1.(5.64) stellt die verbesserten Querschubdehnungen zur Verfiigung, die zur Be-
rechnung der Verschiebungs-Verzerrungsmatrix B dienen. Entsprechend ist es not-
wendig, die G1.(5.26) zu modifizieren, aus der die geometrische Steifigkeitsmatrix
gewonnen wird. Die folgenden Terme der GI.(5.28)

Tls(NmNJ,?, + Ni3Ny1) + T23(NI,2NJ,3 + Ni3Ny2)

werden mit dem Ansatz der Gl.(5.63) modifiziert:

~al
T13§ [(1 - 77)<N1E,;1Nf3 + Nﬁ3Nfl) + (1 + U)(NI%N% + NI[,)BNfl)}

sl
FT5 (L= NNl + NSN) + (14 ) (NFNTy + NENG,)] - (5.65)

Fiir das volumetrische Schalenelement bedeutet die Verwendung des ,, Assumed
Strain“-Ansatzes fiir die Querschubverzerrung, dass eine Richtungsabhéingigkeit
des Elements vorliegt, die bei der Netzgenerierung beriicksichtigt werden muss.
Die pathologische Auswirkung der Querschubversteifung mit zunehmender Ele-
mentschlankheit kann in der Tabelle 6.5 in der Zeile 9 studiert werden. In der
Zeile 7 derselben Tabelle wird gezeigt, wie der ,,Assumed Strain“-Ansatz fiir die
Querschubzerrung den Versteifungseffekt behebt.
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5.9 Dickenversteifung gekriimmter Strukturen

Ein weiterer Versteifungseffekt, der bei niedrig interpolierten volumetrischen Scha-
lenelementen existiert, ist die Dickenversteifung. Der Versteifungseffekt tritt bei
Schalenformulierungen auf, bei denen der extensible Direktor aus der Differenz der
Positionsvektoren gebildet wird, wie es in der im Abschnitt 4.2 vorgestellten 6-
bzw. 7-Parametertheorie iiblich ist - sieche Gl.(4.1). Die Dickenversteifung dussert
sich durch kiinstliche, transversale Normalspannungen, die immer dann auftreten,
wenn gekriimmte Strukturen diskretisiert werden bzw. bei grofien Verschiebungen.
Daher wird dieser Versteifungseffekt auch als , Kriimmungs-locking® bezeichnet.
BISCHOFF [17] gibt den Artikel von RAMM & BISCHOFF und BRAUN [110] als
erste Erwahnung der Dickenversteifung an. Allerdings hat bereits VERHOEVEN in
seiner Dissertation, die im Jahr 1992 erschienen ist, im Abschnitt 3.6 die Dicken-
versteifung beschrieben und eine M6glichkeit zu ihrer Vermeidung angegeben, die
dem Ansatz der G1.(5.66) entspricht.

unverformtes Element verformtes Element

Abbildung 5.7: Gekriimmte Struktur aus volumetrischen Schalenelementen unter
reiner Biegung

Der Versteifungseffekt kann an einem gekriimmten Tréiger unter reiner Biegung
studiert werden - siehe Abb. 5.7. In Folge der Biegebelastung durch das Moment
verjiingt sich das Element und eine kiinstliche Normalverzerrung stellt sich ein,
sieche dazu Abb. 5.7 in der die Elementhohe % im unverformten Elemente und die
Elementhéhe % im verformten Element miteinander verglichen wird. So fiihrt eine
reine Biegung zu einer Verkiirzung des Querschnittvektors, obwohl diese Belastung
keinen Einfluss auf die Querschnittshohe haben darf. Aufgrund der Trapez Ge-
stalt eines verformten Elementes wird der Versteifungseffekt auch mit dem Begriff
, Trapezoidal Locking® [65] bezeichnet. Der Versteifungseffekt wird immer stérker,
je diinner die Struktur ist und je grofler der Winkel zwischen den Elementen wird.

5.10 Verbesserung der Dickendehnung

Eine Moglichkeit, die Dickenversteifung zu vermeiden, besteht nach Simo & Ri-
FAI und Fox [128] darin, die Langeninderung und die Verdrehung des Direktors
getrennt voneinander zu berechnen. Fiir die volumetrische Schale bietet sich ein
anderer Vorschlag an, der auf BETSCH & STEIN [16] und BISCHOFF & RAMM
[18] zuriickgeht. Dabei wird im Rahmen eines ,,Assumed Strain“-Ansatzes die
Tatsache ausgenutzt, dass an den Elementkanten keine kiinstlichen transversalen
Dickenverzerrungen auftreten - siehe Abb. 5.7 an der Stelle L; und L,. Fiir den
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»,Assumed Strain“-Ansatz spricht der geringe numerische Mehraufwand bei der
Implementierung in einen finiten Elemente Code. Der , Assumed Strain“-Ansatz

Koordinaten im
Einheitselement

L1=(-1,-1, 0)
L2=( 1,1, 0)
L3=(1, 1, 0)
L4=(-1, 1, 0)

Abbildung 5.8: Lage der Kollokationspunkte zur Vermeidung der Dickenverstei-
fung

fiir das volumetrische Schalenelement bedeutet, dass die Kollokationspunkte, an
denen die Dickenverzerrungen ermittelt werden, an den Elementkanten auf die
Schalenreferenzfldche bei 6 = 0 gelegt werden. Die konstant ermittelten Dicken-
verzerrungen werden bilinear mit der G1.(5.66) iiber das Element interpoliert.

4

1

By = j(+&8( +nen)Ey,  L=11,12, L3, 14 (5.60)
L=1

Die Variation der transversalen Normalverzerrungen in der Gl.(5.24) muss ent-

sprechend mit dem Ansatz der Gl.(5.66) modifiziert werden.

nodes 4

1 T
0By =D Y 71+ &1+ mng Nisou; (5.67)

I=1 L=1

Die GL.(5.67) stellt die verbesserten transversalen Normaldehnungen zur Verfiigung,
die zur Berechnung der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix B dienen. Auflerdem ist
es notwendig, die G1.(5.26) zu modifizieren, aus der die geometrische Steifigkeits-
matrix gewonnen wird. Die folgenden Terme der GI.(5.28)

CZ~j33]\']'I,BJVJ,B

werden entsprechend dem Ansatz der Gl.(5.66) modifiziert:

4
. 1
7%y (468 +mm NNy (5.68)
L=1

Fiir das volumetrische Schalenelement bedeutet der ,,Assumed Strain“-Ansatz fiir
die Dickendehnung, dass eine Richtungsabhingigkeit des Elements vorliegt, die
bei der Netzgenerierung beriicksichtigt werden muss. Die Auswirkung der Dicken-
versteifung auf die Berechnungsergebnisse kann anhand des numerischen Beispiels
in Abschnitt 6.2 studiert werden. In der Tabelle 6.5 in der Zeile 7 ist zu beobach-
ten, wie der Versteifungseffekt bei diinnen Strukturen zunimmt und in der Zeile 6
wie der ,, Assumed Strain“-Ansatz fiir die Dickenverzerrung den Versteifungseffekt
behebt.



Kapitel 6

Numerische Beispiele zu
volumetrischen Schalenelementen

In diesem Kapitel werden eine Reihe von numerischen Benchmarkbeispielen be-
handelt. Die Leistungsfiahigkeit des in Kapitel 5 vorgestellten volumetrischen Scha-
lenelements wird durch den Vergleich der Ergebnisse belegt, die mit einem Scha-
lenelement erzielt werden, das auf der 5-Parametertheorie [109, 111, 134] beruht.
Die Schalenelemente sind in das FE-Programm FEAP [148, 149] implementiert
worden.

Zur besseren Ubersicht werden an dieser Stelle die einzelnen Elemente mit ihren
Optionen vorgestellt. Das Schalenelement sh4 ist ein vierknotiges schubweiches
Schalenelement, das auf der 5-Parametertheorie beruht. Ndhere Angaben konnen
aus HUTTEL & MATZENMILLER [77, 76] entnommen werden. Um Querschub-
versteifungen zu vermeiden, wird ein AS-Ansatz verwendet. Auflerdem werden
zwei weitere Elementoptionen benutzt. Zu einem die Option con und die Option
ncon. Die erste Option bedeutet, dass ein kondensiertes Werkstoffmodell verwen-
det wird, bei dem die Normalspannung in Dickenrichtung zu null gesetzt wird.
Bei der Option ncon kommt ein unverdndertes dreidimensionales Werkstoffmodell
zum Finsatz.

Das Element ssh8 ist ein volumetrisches Schalenelement mit acht Knoten und
trilinearen Ansatzfunktionen, wie es in den Kapiteln 4 und 5 beschrieben wird.
Die Abkiirzung ssh leitet sich aus dem englischen Sprachgebrauch ,solid-shell“
fiir die volumetrische Schale her. Das Element beruht auf der 7-Parametertheorie
und verwendet eine Kombination aus AS- und EAS-Ansétzen - siehe dazu auch
[52], [65] und [84]. Der Anhang A1l an die Bezeichung ssh8 bedeutet, dass ein AS-
Ansatz gegen die Dickenversteifung vorgenommen wird - siehe Abschnitt 5.10.
Wird die Bezeichnung A2 angehéngt, so wird die Querschubversteifung durch
einen AS-Ansatz verhindert - siehe Abschnitt 5.8. Der Anhang A3 bedeutet eine
Kombination aus beiden zuvor beschriebenen Optionen.

Der Anhang E zeigt an, dass die EAS-Methode verwendet wird - sieche Abschnitt
5.6. Die angehéngte Zahl gibt die Anzahl der Spalten der Interpolationsmatrix M
an. Dabei wird zwischen drei Fillen unterschieden: Die ausschlielliche Erweite-
rung der Dickenverzerrungen wird mit dem Anhang E1, E3 oder E4 bezeichnet.
Die Erweiterung der Membran- und Dickenverzerrungen erfolgt mit dem Anhang
E7. Zur Erweiterung der Membran-, Dicken- und Schubverzerrung mit der EAS-
Methode wird der Anhang E9 verwendet.

o7
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Interpolationsmatrizen M fiir die inkompatiblen Verzerrungen:

Erweiterung der Dickenverzerrung

[ 0] [0 0 0 ] [0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 On 0 0 On 6&n
1 3 4
M_O M_OOO M_OOOO (6.1)
0 0 0 0 0 0 0 O
| 0] |0 0 0 | 00 0 0 |
Erweiterung der Membranverzerrung und der Dickenverzerrung
(¢ 00 0 0 0 0]
0n OO0 0 0O
0060 6 6n 0 0
7
M= 000 0 0 &n (6.2)
000 0 0 00
000 0 0 0 0]

Erweiterung der Membranverzerrung, der Dickenverzerrung und der
Querschubverzerrung

M? = (6.3)

SO OO OIM
OO o o3 O

OO O DO O
O O O O O
OO O O O
OMm O O O O
O IO O O O
[ O O O O O
O OO OO

Beispiel:

Die Bezeichnung ssh8A3ET fiir ein volumetrisches Schalenelement bedeutet, dass
ein achtknotiges Volumenelement mit einem AS-Ansatz fiir die Querschubverzer-
rung und Dickenverzerrung verwendet wird. Die Verzerrungen werden durch die
EAS-Methode erweitert, wobei die Interpolationsmatrix M” verwendet wird. Die
Membranverzerrung wird fiir die Schub- und Normalanteile verbessert und die
Verzerrung in Dickenrichtung wird mit drei Termen bilinear erweitert.
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6.1 Biegepatchtest

Mit dem Patchtest wird iiberpriift, ob ein Element Starrkérperbewegungen ausfiih-
ren und zumindest konstante Spannungen abbilden kann. Das Bestehen des Patch-
tests ist daher eine notwendige Bedingung, um die Konvergenz von finiten Elemen-
ten gegen die wahre Losung sicherzustellen. Fiir die volumetrische Schale soll der
Biegepatchtest fiir Platten mit kleinen Verschiebungen von MACNEAL & HAR-
DER [90] ndher betrachtet werden. Diesem Test liegt ein rechteckiger Patch aus
fiinf Elementen zugrunde, wobei ein Element komplett von den restlichen Ele-
menten umschlossen wird. Entlang aller Rénder des Patches wird ein paraboli-
sches Verschiebungsfeld w und zwei Verdrehungsfelder b, und b, aufgebracht -
siche Gln.(6.4)-(6.6), so dass der Patch unter reiner Biegung beansprucht wird.
Das Verdrehungsfeld ergibt sich aus der ersten Ableitung des Verschiebungsfeldes
und entspricht der Verdrehung der Schalennormalen. Die zweite Ableitung des
Verschiebungsfeldes ist konstant, deswegen steht der Patch unter reiner Biegung.
Der Test gilt vom Element als erfiillt, wenn die Verschiebungen der Knoten des
umschlossenen Elements den analytischen Verschiebungen und Verdrehungen der
Gln.(6.4)-(6.6) geniigen. Der betrachtete Patch - siche Abb. 6.1 - ist 0.24 m lang,

1 0.001m

AZW /vby 4 (0.08;0.08)
A ,
/l (0.04;0.02) g

=X/u e y

0.24m

Abbildung 6.1: Biegepatchtest aus fiinf Elementen

0.12 m breit und besitzt die Hohe h = 0.001 m. Der Elastizitdtsmodul betrégt
E = 10% und die Querdehnzahl lautet v = 0.25.

w(r,y) = 0.5-107%(2% + zy + y?) (6.4)
b(g) = G =107+ /2 (6.5)
ey = o =107~ y/2) (6:6)

Die volumetrische Schale besitzt keine Verdrehfreiheitsgrade, so dass die vorge-
gebenen Verdrehungen der Gl.(6.5) und GI1.(6.6) in Verschiebungen v und v der
unteren und oberen Schalenlaibungen umgerechnet werden miissen. Dies kann mit

der GL.(6.7) geschehen.

h h
[u,v, W] 3= [F5by 50, w] (6.7)

Die analytischen Verschiebungen an den Innenknoten 1 bis 4, nach den Gln.(6.4)-
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6.1.

Biegepatchtest

Knoten H u ‘ v A
1 -2.50000E-8 | -2.00000E-8 | 1.40000E-6
2 -9.75000E-8 | -6.00000E-8 | 1.93500E-5
3 -1.00000E-7 | -8.00000E-8 | 2.24000E-5
4 -6.00000E-8 | -6.00000E-8 | 9.60000E-6

Tabelle 6.1: Analytische Losung fiir die Innenknoten

(6.7), ergeben sich, wenn die Ortskoordinaten der Innenknoten in die obigen Glei-
chungen eingesetzt werden - siehe dazu Tab. 6.1. Das volumetrische Schalenele-
ment ssh8 erfiillt den Patchtest nicht - siehe dazu Tabelle 6.1 und Tabelle 6.2 im
Vergleich - und ist somit nicht in der Lage einen reinen Biegezustand abzubil-
den. Ebenso erfiillt das Schalenelement ssh8E9, bei dem alle Verzerrungsanteile
durch einen EAS-Ansatz verbessert werden - siehe Matrix M? in G1.(6.3) - den
Patchtest nicht. Erst der Einsatz der ,,Assumed Strain“-Methode fiir die Quer-

‘ Knoten H u ‘ v ‘ A ‘
1 -7.46785E-8 | -3.24833E-8 | 5.14131E-6
2 -5.23729E-8 | -5.89987E-8 | 2.44100E-5
3 -0.64118E-7 | -8.41308E-8 | 2.80667E-5
4 -9.57802E-8 | -4.66576E-8 | 15.6877E-6

Tabelle 6.2: Verschiebungen der inneren Knoten fiir das Element ssh8

schubverzerrung nach Abschnitt 5.8 ermoglicht dem volumetrischen Schalenele-
ment die Abbildung eines reinen Biegezustandes. Das Schalenelement ssh8A2E1
mit einer zusétzlichen linearen Erweiterung der Dickenverzerrung, um den Quer-
dehndefekt der 6-Parametertheorie zu vermeiden, erfiillt den Patchtest nicht ganz
genau - sieche dazu Tabelle 6.3. Zum Bestehen des Patchtests muss die Verzerrung

‘ Knoten H u ‘ v ‘ A ‘
1 -2.49406E-8 | -2.00207E-8 | 1.39803E-6
2 -9.74938E-8 | -5.94341E-8 | 1.93334E-5
3 -1.00572E-7 | -8.01161E-8 | 2.23496E-5
4 -5.93407E-8 | -5.97675E-8 | 9.55657E-6

Tabelle 6.3: Verschiebungen der inneren Knoten fiir das Element ssh8 A2E1

in Dickenrichtung mit mindestens drei Gliedern erweitert werden, siehe Matrix
M? in GL.(6.1) sowie die Ergebnisse in der Tabelle 6.4. Die Erweiterung der Nor-
malverzerrung in der Schalenebene, wie sie von VU-Quoc & TAN in [142] fiir
den Patchtest vorgeschlagen werden, ist jedoch nicht notwendig. Der Patchtest
wird auch mit der Erweiterungsmatrix M?* der G1.(6.1) mit dem zusitzlichen,
vollstandig gemischten Glied (0,&,n) erfiillt. Dieses vollstédndig gemischte Glied
wird von KLINKEL U.A. [84] und BETSCH [15] verwendet. Es bietet aber keine
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Knoten H u ‘ v ‘ A ‘
1 -2.50000E-8 | -2.00000E-8 | 1.40000E-6
2 -9.75000E-8 | -6.00000E-8 | 1.93500E-5
3 -1.00000E-7 | -8.00000E-8 | 2.24000E-5
4 -6.00000E-8 | -6.00000E-8 | 9.60000E-6

Tabelle 6.4: Verschiebungen der inneren Knoten fiir das Element ssh8 A2E3

Vorteile beziiglich des Bestehen des Patchtests. Die Erweiterungmatrix M? kann
daher als optimale Erweiterungsmatrix zum Bestehen des Patchtest angesehen
werden und wird deswegen auch vorwiegend in den folgenden Beispielen genutzt.

6.2 Kragarm unter Einzellast

In diesem Beispiel wird das Verhalten des volumetrischen Schalenelements fiir den
Fall einer diinnen, nicht gekriimmten Struktur studiert. Dabei sollen die Auswir-
kungen der in Kapitel 5 diskutierten kiinstlichen Elementversteifungen auf die
Berechnungsergebnisse naher betrachtet werden. Als Beispiel dient ein Kragarm,
der am freien Ende durch eine Einzellast, die in die Schalenreferenzfléiche einge-
leitet wird, belastet wird - siche Abb. 6.2. Das Beispiel ist auch von BETSCH [15]
untersucht worden.

Abbildung 6.2: Einseitig eingespannter Balken unter Einzellast

F=5-10*p? (6.8)

Die Last F' wird in Abhéngigkeit von der Strukturhéhe h gewéhlt - siehe G1.(6.8).
Dabei ergeben sich nahezu identische Durchbiegungen der Kragarmspitze fiir un-
terschiedliche Querschnittshéhen h. Der Balken hat die folgenden Abmessungen:
Lange 10 und Breite 1. Es werden drei verschiedene Querschnittshéhen untersucht:
1, 0.1 und 0.01. Der Kragarm wird durch 10 Elemente in der Lénge, einem Element
in der Breite und einem Element iiber die Héhe modelliert. Der Elastizitdtsmo-
dul des isotropen Materials betrigt E = 1E7. Eine Querdehnzahl von v = 0 und
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v = 0.4 wird untersucht. Als Referenzlosung fiir die Durchbiegung an der Last-
einleitungsstelle dient die Simulation des Kragarms mit der 5-Parametertheorie,
wobei das Schalenelement sh4con mit einem kondensierten Werkstoffmodell [134]
eingesetzt wird. Zusétzlich sind noch Ergebnisse, die mit einem unverdndertem
dreidimensionalen Werkstoffmodell erzielt wurden [76], angegeben. Die Absen-
kung der Spitze wird fiir einen geometrisch linearen sowie fiir einen geometrisch
nichtlinearen Kragarm ermittelt. Die Last F ist richtungstreu.

| Zeile | Element || 10 | 100 | 1000 | lin. 1000 |
1 | shdcon 7.53530 | 7.46240 | 7.46167 || 19.9500
2 | shdncon | 7.53530 | 7.46240 | 7.46167 || 19.9500
3 | ssh8A3E4 || 7.55469 | 7.46258 | 7.46167 || 19.9505
4 | ssh8A3E3 || 7.55469 | 7.46258 | 7.46167 | 19.9505
5 | ssh8A3EL || 7.55469 | 7.46258 | 7.46167 || 19.9505
6 |ssh8A3 [ 7.55469 | 7.46258 | 7.46167 || 19.9499
7 |ssh8A2 [ 7.51886 | 7.23144 | 5.92671 || 19.9499
8 |ssh8A1 | 6.80492 | 0.39157 [ 0.00040 || 0.00040
9 | sshg 6.77763 | 0.39156 | 0.00040 || 0.00040
10 | ssh8E9 7.50856 | 7.22512 | 5.92506 || 19.9535

Tabelle 6.5: Kragarm unter Einzellast v=0.0

Zuerst wird der Fall einer Querdehnzahl von v = 0 betrachtet. In der Tabelle
6.5 ist die Absenkung der Kragarmspitze in Abhéngigkeit der unterschiedlichen
Elementformulierungen - siche Zeilen - und dem Léngen zu Hohen Verhéltnis 1/h
- in den Spalten - aufgetragen. In der zweiten Spalte sind die gewahlten Optionen
der Elementtypen erldutert. In der dritten bis fiinften Spalte findet sich die Aus-
wertung der Durchbiegungen der geometrisch nichtlinearen Berechnung fiir das
1/h Verhéltnis 10, 100 und 1000. In der letzten Spalte sind die Ergebnisse fiir eine
lineare Berechnung fiir 1/h = 1000 angeben.

Fiir das 1/h Verhiltnis von 10 weicht das Standardvolumenelement ssh8 um 27
% von der Referenzlosung ab. Eine Erweiterung aller Verzerrungen mit der EAS-
Methode - vergleiche dazu Gl.(6.3) und Element ssh8E9 - verbessert das Ergebnis
und die Abweichung von der Referenzlosung betriagt 0.35%. Wird nur die Dicken-
verzerrung durch einen AS-Ansatz verbessert, so veréndert sich das Ergebniss des
ssh8 Elements nur geringfiigig - siehe Zeile 8. Wird aber ein AS-Ansatz fiir die
Querschubverzerrung verwendet, so weicht die Durchbiegung nur noch um 0.22
% von der Referenzlosung ab - siehe dritte Spalte, siebte Zeile der Tabelle 6.5.
Werden die beiden AS-Ansétze kombiniert, so ist die Losung der volumetrischen
Schale um 0.26 % weicher als die Referenzlosung der Schale sh4. Ahnliche Ergeb-
nisse zeigen auch Untersuchungen von BETSCH [15] Seite 65. Die Erweiterung der
Verzerrungen in Dickenrichtung mit der EAS-Methode mit der GL.(6.1) in Zeile
3 bis 5 hat keinen Einfluss auf die ermittelte Durchbiegung, da sich fiir den Fall
einer Querdehnzahl von v = 0 kein Querdehndefekt nach Abschnitt 5.6 einstellt.
Die Erweiterung der Membrananteile mit Gl1.(6.2) erfolgt nicht, da sie keine Aus-
wirkung auf das Berechnungsergebnis hat.
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Fiir das 1/h Verhéltnis von 100 weicht das Standardvolumenelement ssh8 um 94.7
% von der Referenzlosung ab. Ein AS-Ansatz fiir die Dickenverzerrung verbes-
sert das Ergebnis kaum. Mit der Verbesserung aller Verzerrungen durch die EAS-
Methode mit der Gl.(6.3) - siehe Zeile 10 - weicht die Berechnung um 3.2 %
von der Referenzlosung ab. Nur durch den AS-Ansatz der Querschubverzerrung
wird das Ergebnis der Referenzlosung bis auf 3.1 % erreicht. Werden die beiden
AS-Ansitze kombiniert, so ist die volumetrische Schale 0.0024 % weicher als die
Referenzlésung.

Bei einem 1/h Verhiltnis von 1000 weicht das Element ssh8E9 bereits um 20.5
% von der Referenzlosung ab, was auf die Dickenversteifung gekriimmter diinner
Strukturen zuriickgefiihrt werden kann - siehe Zeile 7 und 10. Das Element ssh8A2
weicht um 20.6 % ab. Die Kombination aus beiden AS-Ansétzen erzeugt exakt
dasselbe Ergebnis wie die Referenzlésung.

Als Fazit aus diesem Beispiel kann folgendes festgehalten werden: Die ausschlie3-
liche Anwendung der EAS-Methode bei diinnen Strukturen 1/h > 100 fiithrt zu
unzureichenden Ergebnissen. Die Modifikation der Dickenverzerrung mit der AS-

Methode wird immer bedeutender je diinner die Strukturen werden - siehe dazu
Zeile 6 und 7 der Tabelle 6.5.

| Zeile | Element || 10 [ 100 | 1000 [ lin. 1000 |
1 [ shdcon 7.50034 | 7.41451 [ 7.41366 || 19.6181
2 | shdncon [ 7.07701 | 6.99762 | 6.99684 | 15.8618
3 | ssh8A3E4 [ 7.50772 | 7.41459 [ 7.41366 || 19.6120
4 | ssh8A3E3 || 7.50772 | 7.41459 | 7.41366 || 19.6120
5 | ssh8A3EL [ 7.49327 | 7.40052 | 7.3996 | 19.5252
6 [ssh8A3 [ 7.09611 | 7.00112 [ 7.00017 || 15.8579
7 |ssh8A2 [ 7.05076 | 6.80608 | 5.33579 || 15.8587
8 |ssh8A1 [ 6.44171 ] 0.52758 [ 0.0006 | 0.00060
9 [ ssh8 6.40685 | 0.52755 | 0.0006 || 0.00060
10 [ssh8E9 | 7.44107 | 7.08096 | 5.67915 || 16.9053

Tabelle 6.6: Kragarm unter Einzellast v=0.4

Fiir den Fall einer Querdehnzahl von v = 0.4 kommt zusétzlich zu den oben be-
schriebenen Versteifungseffekten noch der Querdehndefekt der 6-Parametertheorie
zum Tragen. Die Erweiterung der Dickenverzerrung mit einem Parameter M! nach
GL.(6.1) reicht nicht aus - sieche Zeile 5 der Tabelle 6.6 - um die Referenzlésung
fiir den diinnen Kragarm mit dem Verhéltniss 1/h von 1000 zu erreichen. Wie
sich bereits im Beispiel des Abschnitts 6.1 gezeigt hat, bedarf es mindestens einer
Erweiterung der Dickenverzerrung mit drei Parametern, um die Referenzlosung
zu erreichen - in Zeile 4 bei 1/h=1000. Die Erweiterung der Dickenverzerrung mit
vier Parametern, wie sie von KLINKEL [84] und BETSCH [15] verwendet wird,
zeigt auch in diesem Beispiel keinerlei Vorteile. Anzumerken ist noch, dass der
Querdehndefekt fiir grofle Verschiebungen wesentlich ausgeprégter ist als fiir klei-
ne Verformungen - siehe dazu Spalte fiinf und sechs der Tabelle 6.6. Fiir kleine
Verformungen liegt der Fehler zwischen den Werten der Zeile 3 und 6, der durch
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die Vernachlassigung der linearen Dickenverzerrung entsteht, bei circa 19.1%. Fiir
grofe Verschiebungen kann ein Fehler von circa 5% festgestellt werden.

6.3 Kragarm unter Einzelmoment

Ein Kragarm unter reiner Biegung wird untersucht, bei dem die Kragarmspitze
durch ein Drehmoment M = 1 belastet wird - sieche Abb. 6.3. Das isotrope Ma-
terial besitzt einen Elastizitdtsmodul von E = 10000 und eine Querdehnzahl von
v = 0. Der Balken mit der Lange von L = 10 und der Breite b = 1 wird fiir un-
terschiedliche Hohen h untersucht. Er wird durch zehn Elemente iiber die Lange,
einem Element iiber die Breite und einem Element iiber die Héhe modelliert.

Abbildung 6.3: Kragarm unter Biegemoment

Bei der numerischen Losung eines Gleichungssystems sind Schwierigkeiten zu er-
warten, wenn die Sensitivitat des Gleichungssystems grof§ ist. Die Konditionszahl ¢
der Koeffizientenmatrix ist ein Mafl zur Beurteilung der Sensitivitéit eines linearen
Gleichungssystems. Ist die Konditionszahl grof3, dann ist die Struktursteifigkeits-
matrix schlecht konditioniert. Die Konditionszahl ergibt sich aus dem Verhéltnis
des grofiten Eigenwerts \,,., zum kleinsten Eigenwert A,,;, der Struktursteifig-
keitsmatrix. Nach MATZENMILLER [93] kann fiir ein Modell aus volumetrischen
Schalenelementen (7-Parametertheorie) der kleinste Eigenwert \,,;,, durch die Bie-
gesteifigkeit eines charakteristischen Elements mit der charakteristischen [. ab-
geschéitzt werden. Der grofite Eigenwert A, ist proportional zur Dehnsteifigkeit
der Struktur in Dickenrichtung.

A EA. Ei? I 4
(7) . max h o h ‘e
¢ _ A < EI ~— El.h3 X <h) (69)
min 13 123

Bei einem FE-Modell aus Schalenelementen mit einem inextensiblen Direktor (5-
Parametertheorie) ist die Dehnsteifigkeit in Langsrichtung der Schale die grofite
Steifigkeit.

A\ EAc  Ehle 12
(5) _ max le - le ‘e
" = S < % = Ef;/;g X (h) (6.10)
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Die Konditionszahl der 7-Parametertheorie ¢(”) wichst nach der Abschiitzungsfor-
mel G1.(6.9) mit der 4. Potenz, wihrend die Konditionszahl der 5-Parametertheorie
nach Abschétzungsformel G1.(6.10) mit der 2. Potenz wéchst.

Das Elementverhalten fiir eine Plattenstruktur unter reiner Biegung bei abneh-
mender Querschnittshohe wird untersucht - sieche Abb. 6.3. Die Schalenelemente
nach der 7-Parametertheorie sshA8E3 und nach der 5-Parametertheorie sh4 wer-
den miteinander verglichen. Die Absenkung der Kragarmspitze wird iiber den
Zusammenhang w/ (%) normiert und iber das Verhéltnis der Kragarmlénge zur
Querschnitthohe aufgetragen - siche Abb. 6.4. Die in diesem Beispiel betrachteten
[/h Verhéltnisse liegen auflerhalb iiblicher Abmessungen und sind eher von ma-

thematischem Interesse.

_w
ML /2EI shd ——

1.0 sShBAE3 - |

Verschiebung

00 L I I .\
100 100 10 100 100 100 10 100 10" Ih

Abbildung 6.4: Normierte Verschiebung aufgetragen gegen das Verhiltnis von
Kragarmlinge zu Querschnittshche

Bei kleineren Querschnittshohen h und damit wachsendem Verhéltnis [/h weichen
die mit der Finiten-Elemente-Methode erzielten Ergebnisse vom exakten Ergebnis
ab, was auf eine zunehmend schlechtere Konditionierung der Struktursteifigkeits-
matrix hinweist. Das Schalenelement ssh8AE3 erreicht ab dem [/h Verhéiltnis
grofer 10° die exakte Losung nicht mehr und das Schalenelement sh4 weicht ab
einem [/h Verhéltnis, das grofier ist als 10°, von der Referenzlosung ab - siehe Abb.
6.4. In der Abb. 6.5 ist die Konditionszahl, die sich aus der FE-Berechnung fiir
die beiden Schalenelemente ergibt, iiber das [/h Verhéltnis des Kragarms aufge-
tragen. Die Konditionszahl der 7-Parametertheorie wéichst mit der 4. Potenz und
die Konditionszahl der 5-Parametertheorie wéchst mit der 2. Potenz, bis die Kon-
ditionszahl > 10 erreicht - siche dazu auch WALL & GEE und RAMM [143]. Die-
se Feststellung untermauert die Verlésslichkeit der Abschatzungsformeln G1.(6.9)
und G1.(6.10). Das letzte ,sichere“ Ergebnis fiir die Durchbiegung erreichen die
beiden Schalenelemente bei einer nahezu identischen Konditionszahl von ~ 1019
- siehe Abb. 6.5. Die Genauigkeit der Losung variiert allerdings mit der rechneri-
schen Darstellbarkeit und der Wahl des Gleichungslosers. So gibt SEIFERT [126]
(Seite 102) als Grenze fiir die Anwendbarkeit der volumetrischen Schalenelemente
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eine Konditionszahl von 10% bis 101% an. Die 5-Parametertheorie zeigt fiir das [/h
Verhéltnis grofler als 10° ein ,,gutmiitigeres® Verhalten als die 7-Parametertheorie
fiir ein {/h Verhiltnis grofer als 103, Diese Eigenschaft findet die Ursache im lang-
sameren Anwachsen der Konditonszahl der 5-Parametertheorie im Vergleich zum
schnelleren Wachstum der Konditionszahl der 7-Parametertheorie - siche G1.(6.9)
bzw. G1.(6.10).

10

Konditionszahl
=
o

sh4 ——
10° SSh8AE3 -~

I’h

Abbildung 6.5: Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix entnommen aus dem Glei-
chungsloser aufgetragen gegen das Verhéltnis von Kragarmlinge zu Quer-
schnittshohe

6.4 Zylinderschale

In diesem Beispiel wird eine Schale mit einer einfachen Kriimmung untersucht.
Es handelt sich um eine Zylinderschale mit der Linge von 30, dem Radius von 10
und der Dicke von 0.3 - siehe Abb. 6.6. Die Schale wird durch gegeniiberliegende
Einzellasten F mit der Last 1000 belastet. Sie wirken auf den &ufleren Rand der
Schale. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Schalen muf3 nur ein Viertel der
Struktur modelliert zu werden. Dieser Test geht zuriick auf eine Verdffentlichung
von STANDER & MATZENMILLER und RAMM [134]. Das unbelastete Ende der Zy-
linderschale wird durch einen starren Deckel verschlossen, der biegesteif mit der
Schalenfliche verbunden ist - sieche Abb. 6.6. Der Elastizitdtsmodul des isotropen
Materials betrigt E = 2.0E7 und die Querkontraktionzahl v = 0.3.

Das Finite-Elemente-Modell besteht aus 16 Elementen iiber die Lange und 16
Elementen iiber den Radius. Die Querschnittshohe wird mit einem Element ab-
gebildet. Die Berechnung erfolgt mit dem Schalenelement sh4con mit einem kon-
densiertem Werkstoffmodell und dem Schalenelement ssh8 mit der Option A3 fiir
einen ,, Assumed Strain“-Ansatz fiir die Querschubverzerrung und die Dickenver-
zerrung. Zur Vermeidung des Querdehndefekts wird die Dickenverzerrung mit drei
Parametern mit der Matrix M? nach G1.(6.1) erweitert. Die Berechnung erfolgt
geometrisch nichtlinear mit einem Lastfaktor A von 1 bis 80. Die Abb. 6.7 zeigt
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Abbildung 6.7: Deformiertes FE Modell bei Lastfaktor A = 35

die Schale in undeformierter und deformierter Lage beim Lastfaktor A = 35. In
der Abb. 6.8 ist die Verschiebung der Zylinderschale am Lastangriffspunkt iiber
den Lastfaktor A aufgetragen. Die Schale verformt sich in Lastrichtung mit dem
Lastfaktor von A = 80 bis zum 1.6 fachen des Radius. Bei dieser Verformung kéme
es bereits zu einer Durchdringung der Schalenlaibungen, wenn nicht die Symme-
trie der Schale bei der Modellierung ausgenutzt wiirde.

Die Elemente sh4con und sh8A3E3 zeigen annédhernd gleiche Lastverschiebungs-
kurven - siche Abb. 6.8. Das volumetrische Schalenelement ssh8A3 ohne die Erwei-
terung in Dickenrichtung zeigt ein im Vergleich zu den beiden anderen Losungen
zu steifes Elementverhalten, was auf den Querdehndefekt der 6-Parametertheorie
zuriickgefithrt werden kann. Solange sich die Lastverformungskurve linear verhélt,
weisen alle drei Elemente ein identisches Verhalten auf. Erst ab dem Lastfaktor
von A = 20 zeigt das Element ssh8A3 eine geringere Verschiebung an der Lastein-
leitungstelle als die beiden anderen Schalenelemente. Dieses Verhalten ist mit der
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Tragwirkung der Schale zu erkldren. Bis zum Lastfaktor A = 20 trégt die Scha-
lenstruktur die Last weitgehend iiber Druckkréifte ab, es kommt nur zu geringen
y,dehnungslosen Verformungen®“. Da der Querdehndefekt nur bei Biegebeanspru-
chung auftritt, erzeugt die 6-Parametertheorie bis zu diesem Lastfaktor korrekte
Ergebnisse. Ab dem Lastfaktor A\ = 20 flacht die Lastverformungskurve stark ab
und beim Element ssh8A3 wird die Auswirkung des Querdehndefekts sichtbar. In
diesem Bereich tragt die Schale die Last F durch Biegung ab, wodurch die starken
Verformungen, die auftreten, zu erklidren sind. Ab dem Lastfaktor A = 40 zeigt
die Schalenstruktur ein zunehmend , steiferes“ Tragverhalten, da die Membran-
tragwirkung wieder stéirker wird.

80 :

70+

60r

50+

401

Lastfaktor A
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sh4con —— |

SSh8A3 -~
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O 1 1 1 1 1 1 1
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Verschiebung
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Abbildung 6.8: Lastverformungskurve am Lastangriffspunkt

6.5 Halbkugelschale

Diese doppelgekriimmte Struktur ist von SiMO & KENNEDY [129] als Beispiel fiir
eine dicke Schale eingefiihrt worden. Es handelt sich dabei um eine Halbkugel-
schale, die statisch bestimmt im Raum gelagert ist - sieche Abb. 6.9. Wird die
Symmetrie der Halbkugelschale ausgenutzt, braucht nur ein Viertel der Struktur
modelliert zu werden. Der Radius der Schale betrdgt 10 mm und die Dicke 0.5
mm. Belastet wird die Struktur durch zwei Einzellasten mit einer Einheitslast von
1. Sie greifen orthogonal entgegengesetzt zueinander in Richtung der x-Achse bzw.
y-Achse an - siehe Abb. 6.9. Der Elastizitdtsmodul wird zu 10 und die Querdehn-
zahl zu v = 0.2 gewahlt.

Das Finite-Elemente-Netz besteht aus drei Teilstiicken mit jeweils 64 Elemen-
ten, wobei jedes Element von der Rechteckform abweicht. Die Berechnung erfolgt
geometrisch nichtlinear in fiinf Lastschritten bis zum Lastfaktor von A = 0.05.
Bei den Berechnungsergebnissen ist zu beachten, dass sich die Verformungen an
den Lastangriffspunkten aufgrund des geometrisch nichtlinearen Verhaltens sehr
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unterschiedlich entwickeln. Die Tabelle 6.7 gibt die Verschiebung des Lastangriffs-
punkts auf der x-Achse in Richtung der Last wieder. Aus der Tabelle 6.8 kann
die Verschiebung des Lastangriffspunkts auf der y-Achse in Richtung der Last
entnommen werden. Der Lastfaktor A wird soweit erhoht, bis sich die Schalenlai-
bung beinahe durchdringen. Die Ergebnisse mit dem Schalenelement sh4con sind
der Arbeit von HUTTEL [76] entnommen. Die Berechnungsergebnisse mit dem
volumetrischen Schalenelement ssh8 beziehen sich auf die Deformation der Scha-
lenreferenzfliache.

Abbildung 6.9: Viertelmodell der Halbkugelschale

In diesem Beispiel soll wiederum die Auswirkung der AS-Ansétze fiir die Quer-
schubverzerrung und Dickenverzerrung sowie die der EAS-Methode fiir die Dicken-
richtung zur Vermeidung von Versteifungseffekten untersucht werden. Zusétzlich
wird auch die Auswirkung der Erweiterung der Membranverzerrung durch die
EAS-Methode nach Gl.(6.2) auf die Berechnungsergebnisse untersucht.

| Element [A| 0.00 | 002 | 003 | 004 | 005 |
shdcon 2.2693 | 3.2137 | 3.7024 | 4.0063 | 4.2171
ssh8 1.36153 | 2.24263 | 2.80479 | 3.18696 | 3.46423
ssh8A3E3 | 2.25852 | 3.21101 [ 3.70695 | 4.01768 | 4.23536
ssh8A3E7 | 2.26101 | 3.21411 | 3.71028 | 4.02125 | 4.23930

Tabelle 6.7: Verschiebung am Lastangriffspunkt auf der x-Achse in Abhéngigkeit
des Lastfaktors

Das volumetrische Schalenelement ssh8 zeigt im Verhéltnis zum Schalenelement
sh4con ein zu steifes Verhalten. Mit der Verbesserung durch die AS-Ansétze und
die EAS-Methode konnen die Versteifungseffekte beseitigt werden. Die Ergebnisse
des volumetrischen Schalenelements sind bei grofflem Lastfaktor A sogar ein wenig
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| Element [A ] 0.01 | 0.02 | 003 | 004 | 005 |
shdcon 3.3427 | 5.7677 | 7.3948 | 8.5679 | 9.4674
ssh8 1.72973 | 3.39783 | 4.77962 | 5.88878 | 6.78941

ssh8A3E3 3.30114 | 5.78784 | 7.42672 | 8.612275 | 9.52541
ssh8A3ET7 3.36121 | 5.8053 | 7.44638 | 8.63248 | 9.54576

Tabelle 6.8: Verschiebung am Lastangriffspunkt auf der y-Achse in Abhéngigkeit
des vorgegebenen Lastfaktors
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Abbildung 6.10: Verformung der Halbkugelschale an den Lastangriffspunkten an
der x- und y-Achse

,weicher® als die des Schalenelements sh4con - siehe Tabelle 6.7 und Tabelle 6.8
jeweils dritte Zeile.

Die Erweiterung der Membranverzerrung nach obigem Vorschlag fiir das volume-
trische Schalenelement zeigt nur geringe Auswirkungen auf die Ergebnisse - sieche
Tabelle 6.7 und Tabelle 6.8 jeweils letzte Zeile. In Abb. 6.10 ist die Verformung
der Halbkugelschale graphisch fiir die vier untersuchten Fille dargestellt. Auf der
linken Seite der Abbildung ist die Verformung in y-Richtung dargestellt und auf
der rechten Seite der Abbildung 6.10 die Verschiebung in Richtung der x-Achse
aufgetragen.

Zum Abschluss dieses Beispiels wird die Kugelschale fiir unterschiedlich feine Net-
ze bei einem Lastfaktor von A = 0.05 untersucht - siehe Tabelle 6.9. Die Anzahl
der Elemente in einem Patch wird bei jeder Verfeinerungsstufe um den Faktor
vier erhoht. Das Element sh4con liefert auch bei einem groben Netz brauchbare
Ergebnisse und konvergiert monoton von unten gegen die Lésung. Das Element
ssh8 liefert fiir ein grobes Netz viel zu kleine Verformungen. Auch mit einem sehr
feinen Netz mit 768 Elementen je Patch zeigt das Element ssh8 noch starke Ver-
steifungseffekte. Das Element ssh8 A3E3 liefert bereits bei groben Netzen sehr gute
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Elemente H sh4con ‘ ssh8A3E7 ‘ ssh8A3E3 ‘ ssh8

768 9.46532 | 9.49398 9.48687 | 8.73178
192 9.46740 | 9.54576 9.52541 | 6.78941
48 9.46540 | 9.78695 9.72635 | 3.51197
12 8.84011 | 10.04814 | 9.86356 | 0.99073

Tabelle 6.9: Verformung an dem Lastangriffspunkt an der y-Achse aufgetragen fiir
verschieden feine Netze

Ergebnisse. Allerdings konvergiert es von der ,weichen Seite“ her. Das Element
ssh8A3ET zeigt trotz der Erweiterung der Membranverzerrung anndhernd diesel-
ben Ergebnisse wie das Element ssh8A3E3. Festzuhalten bleibt, dass auch bei
groben und verzerrten Netzen die Erweiterung der Membrananteile nur geringe
Vorteile bietet. Der numerische Aufwand, der durch die Membranerweiterung ent-
steht, ist nur fiir Strukturen sinnvoll, die unter starker Membranbeanspruchung
stehen.

In der Abb. 6.11 ist die Rechenzeit fiir unterschiedliche Schalenformulierungen
iiber der Anzahl der Elemente pro Teilstiick aufgetragen. Unter der Rechenzeit
wird hier die Aufstellung und die Losung der Gesamtsteifigkeitsmatrix verstanden.
Die Rechenzeit fiir die 5-Parametertheorie entwickelt sich linear iiber eine steigen-
de Anzahl von Elementen, wiahrend sich die Rechenzeit fiir die 7-Parametertheorie
iiberlinear entwickelt. Der numerische Mehraufwand fiir die EAS- und ANS-Formu-
lierung liegt bei etwa 10% der gesamten Rechenzeit.

sh4con ——
ssh8 --=- 7
= 99 ssh8A3E3-s- A
SSh8A3E7- -0 [

205F

32 64 96 128 160 192 224 256
Elemente je Teilstlick

Abbildung 6.11: Vergleich der normierten Rechenzeit unterschiedlicher Schalen-
formulierungen fiir die Halbkugelschale

6.6 (Geschichteter Kragbalken

Das Beispiel eines geschichteten Kragbalken aus isotropen Schichten soll einen
Eindruck geben, welche zusétzlichen Informationen die Mehrschichttheorie (MLT)
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- siche Abschnitt 4.3 - iiber das transversale Spannungsfeld liefert. Die Einzel-
schichttheorie fiir Schalen kann aufgrund ihrer kinematischen Annahme die Quer-
schubspannungen und Dickenspannungen, die sich aus der Elastizitétstheorie erge-
ben, unter Umsténden nur in Sonderféllen abbilden. So ist es fiir die Einzelschicht-
theorie iiblich, die transversalen Schubspannungen mit einem Schubkorrekturfak-
tor zu versehen, um zumindestens die Arbeit, die von der transversalen Schub-
spannung geleistet wird, korrekt zu erfassen. Die transversalen Normalspannungen
werden bei den meisten Berechnungen vernachléssigt, obwohl sie einen entschei-
denen Einfluss auf das Strukturverhalten haben kann. Das gilt besonders, wenn
Lasten auf der Oberflédche angreifen sowie bei gekriimmten Strukturen - siehe auch
Beispiel im Abschnitt 6.7. Die Mehrschichttheorie approximiert die Verldufe der
transversalen Spannungsfeld stiickweise konstant, was in diesem Beispiel fiir eine
Struktur unter Auflast gezeigt wird.

N
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d 433313 Pl i)l ,'1];

(Lt

Abbildung 6.12: Geschichteter Balken unter Auflast

Ein Kragarm der Lange | = 100, der Hohe h = 5 und der Breite b = 10 - siehe
Abbildung 6.12 - wird berechnet. Die Querschnittshohe des Balken wird in kine-
matische Schichten aufgeteilt. Jede Schicht besteht aus einem isotropen Material
mit dem FElastizitdtsmodul von E =100000. Belastet wird der Tréger mit einer
Gleichstreckenlast von q = 1 auf der Oberseite. Der Kragbalken wird durch zehn
Elemente iiber die Linge, einem Element iiber die Breite und acht Elementen iiber
die Hohe modelliert. Die Lagerung am linken Ende erfolgt, indem alle Freiheits-
grade gesperrt werden.

Aus der Elastizitédtstheorie [94] kann eine analytische Losung fiir den Kragarm
unter Auflast, die die transversale Normalspannnung und Schubspannug fiir den
Fall einer Querdehnzahl von v = 0 beschreibt, hergeleitet werden. Zunéchst soll
der Verlauf der Dickenspannung naher untersucht werden. Nach der Elastizitéts-
theorie [94] ergibt sich die Dickenspannung eines Kragarm unter Auflast wie folgt.

q 1/2\° 3z
— 1 (Z) == 6.11
73~ 75 +q[4(h) 4h} (6.11)
Fiir das oben dargestellte Beispiel ergibt sich damit:
R PO (A - (6.12)
73 = TR0 500 20 ‘
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Der kubische Verlauf der analytisch ermittelten Dickenspannung ist in Abb. 6.13(a)
dargestellt. Zur Beschreibung des Verlaufs der Querschubspannung liefert die Ela-
stizitdtstheorie unter Verwendung der Querkraft ) folgende Gleichung.

013 = % {1 - (%ﬂ (6.13)

Fiir das oben dargestellte Beispiel ergibt sich damit:

2

015 = 0.75 - Q [1 - ;—5} (6.14)

Der quadratische Verlauf der analytisch ermittelten Querschubspannung ist in der
Abbildung 6.13(b) dargestellt.
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Abbildung 6.13: Verlauf der Dickenspannung (a) und der Querschubspannung (b)
iiber den Querschnitt

Die numerischen Ergebnisse werden bei der halben Feldlédnge 1/2 ausgewertet, da-
mit Randstoreffekte weitgehend vermieden werden. Wie in Abb. 6.13 zu erkennen
ist, approximiert das geschichtete Schalenelement den Verlauf der Dickenspan-
nung und der Schubspannungen stiickweise konstant. Das trifft sowohl fiir die
6-Parametertheorie als auch fiir die 7-Parametertheorie zu. Damit verbessert das
inkompatible Verzerrungsfeld nicht die Approximation der Dickenspannung, die
aus der Auflast herrithrt. In Abb. 6.13 ist noch zusétzlich die numerische Losung
angeben, die an der jeweiligen Schichtgrenze gemittelt wurde. Fiir die hier ver-
wendete Anzahl von acht Elementen iiber die Hohe approximiert die Mehrschicht-
theorie die transversalen Spannungsfelder sehr gut.

Im Folgenden wird untersucht, welche Auswirkung die Anwendung der Mehr-
schichttheorie zur verbesserten Beschreibung der transversalen Spannungsfelder
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auf die Verschiebung der Kragarmspitze hat. Fiir den Fall einer Querdehnzahl
von v = 0.4 ist in Abb. 6.14 die Durchbiegung der Kragarmspitze gegen eine
zunehmende Anzahl von Schichten aufgetragen. Wird nur eine einzelne Schicht
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Abbildung 6.14: Verschiebung der Mittelfliche an der Kragarmspitze fiir die 6-
Parametertheorie und die 7-Parametertheorie

betrachtet, so ergibt sie das Ergebnisse der Einzelschichttheorie. Die Abweichung
zwischen dem Ergebnis der 6-Parametertheorie mit dem Element ssh8A2 und
der 7-Parametertheorie mit dem Element ssh8A2E3 ist durch die fehlende lineare
Dickendehnung der 6-Parametertheorie zu erklédren - sieche Abb. 6.14. Wird das
Netz in Dickenrichtung verfeinert, so konvergiert das 6-Parameterelement von der
ssteifen Seite” gegen den Grenzwert der kompletten dreidimensionalen Losung.
Die 7-Parametertheorie konvergiert allerdings von der ,,weichen Seite“ gegen die
Losung der kompletten dreidimensionalen Theorie. Die Differenz zwischen der
Losung der Einzelschichttheorie und der Mehrschichttheorie fiir acht Schichten
betragt im Fall der 6-Parametertheorie 14.5% und fiir die 7-Parametertheorie
6.7%. In diesem Beispiel zeigt sich, dass die genaue Abbildung der transversa-
len Dickenspannung einen erheblichen Einfluss auf die Durchbiegung haben kann.
Auflerdem wird sichtbar, dass der Einsatz der EAS-Methode sich auch im Rah-
men einer Mehrschichtformulierung lohnt. Diese Aussage gilt besonders fiir gro-
be Netze in Dickenrichtung, da hierbei der Approximationsfehler zur kompletten
dreidimensionalen Losung verringert wird.

6.7 Gekrimmter Balken

Der gekriimmte Balken ist ein weiteres Beispiel fiir ein kompliziertes transver-
sales Normalspannungsfeld. Ziel ist es zu zeigen, dass die genaue Erfassung der
Dickenspannung fiir die korrekte Beurteilung des Tragverhaltens einer Struktur
entscheidend sein kann. Dazu wird ein 90°-Kreisausschnitt eines Balkens betrach-
tet - siehe Abb. 6.15. Der Balken besitzt folgende Abmessungen: einen Innenradius
von r; = 10 mm, einen Auflenradius von r, = 20 mm und die normierte Breite
von 1 mm. Belastet wird der Balken durch ein Biegemoment von M = 100 Nmm,
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Abbildung 6.15: Kreisrunder Tréger unter Momentenlast

das an den Balkenenden bei 6 = 45° und bei § = 135° eingeleitet wird - siche Abb.
6.15.

Auf der Basis der Elastizitétstheorie ist im Jahr 1881 von GOLOVIN - siehe [138]
auf Seite 71 - die analytische Losung gefunden worden. Auflerdem existiert ei-
ne Niaherungslosung fiir dies Problem nach der hyperbolischen Biegetheorie von
WINKLER & GRASHOF [61]. GL.(6.15) und die G1.(6.16) geben Auskunft {iber den
exakten Verlauf der Umfangspannung oy und der Radialspannung o, iiber die
Querschnittshohe.

AM Zr2 1, i
9= Dot [— %lni—i+rilni+r?1n%+ri—rf] (6.15)
D n v
0 = o [7 I I hﬂ (6.16)
Det = (r2 —72)? —4rir? (lnr—a)2 (6.17)

1

Der gekriimmte Balken wird numerisch mit Hilfe der Mehrschichtkinematik fiir vo-
lumetrische Schalen untersucht. Die Struktur wird mit neun kinematischen Schich-
ten iiber die Hohe und zehn Elementen iiber den Umfang des Tréagers modelliert.
Zur Berechnung wird das Standardvolumenelement ssh8 und die volumetrische
Schale ssh8A3E3 genutzt. Die Ergebnisse der Berechnungen sind zusammen mit
der analytischen Losung in der Abb. 6.16 wiedergegeben. Die numerische Losung
ist an der Schichtgrenze gemittelt dargestellt. Das volumetrische Schalenelement
ssh8A3E3 erreicht fiir die Umfangsspannung oy beinahe identische Ergebnisse mit
der analytischen Losung. Das Element ssh8 weicht nur geringfiigig von den bei-
den anderen Losungen ab - sieche Abb. 6.16(a). Die Radialspannung o, wird vom
Element ssh8A3E3 recht gut approximiert, hingegen ist das Element ssh8 nicht
in der Lage den Spannungsverlauf einigermafien korrekt nachzubilden. Es weicht
um iiber 40 % von der analytischen Losung ab - siche Abb. 6.16(b). Jedoch ist
gerade der Verlauf der Radialspannung o, von grofem Interesse fiir die Analyse
von Bauteilen aus geschichteten Faserverbundwerkstoffen. Die transversalen Zug-
spannungen, die bei diesem gekriimmten Bauteilen unter Momentenlast auftreten,
konnen bei einem geschichteten Bauteil zum interlaminaren Versagen beitragen -
siche Abschnitt 2.2.2. Die interlaminaren Spannungen fiithren schliellich zur De-
lamination der Schichten - siche SCHURMANN [125] Seite 376.
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Abbildung 6.16: Verlauf der Umfangs- und Radialspannungen

6.8 Zugversuch an einer Faserprobe

Der Zugversuch ist ein Verifizierungsbeispiel fiir das im Abschnitt 3.5.2 hergeleite-
te Materialmodell der transversalen Isotropie. Dazu wird ein Quader untersucht,
der aus einem transversal isotropen Material besteht - siehe Abb. 6.17 und [122].
Der Quader besitzt eine Lénge von 1 = 10 mm, eine Breite von b = 10 mm und

2, .
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VA 1 2 b
y >F
X

Abbildung 6.17: Zugversuch an einer Faserprobe im ebenen Verzerrungszustand
mit unterschiedlichen Faserwinkeln

die Hohe h = 1 mm. Zur Berechnung wird der Quader durch ein einzelnes finites
Element diskretisiert. Das Element befindet sich im ebenen Verzerrungszustand,
der durch die Sperrung aller Freiheitsgrade in z-Richtung realisiert wird. Zusétz-
lich ist das Element an den Kanten 1 und 4, wie in der Abb. 6.17 gezeigt gehalten.
An den Kanten 2 und 3 greift eine Zugkraft F in den Knoten von jeweils 1N an.
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Die Materialparameter des homogenisierten Ersatzkontinuums lauten:

A = 1000 N/mm? pr = 375 N/mm?
@ 10 N/mm? pur = 175 N/mm?
g = 10 N/mm?

Die Lage der Fasern wird zwischen ¢ = 0° und ¢=180° variiert. In der Abb.
6.18 sind die berechneten Verschiebungen der Kanten 1 bis 4 iiber die Faserwinkel
1 von 0 bis 180 Grad aufgetragen. Die Verldngerung der Probe in horizontaler
Richtung unter der Zuglast an den Kanten 2 und 3 kann an der Kurve h abge-
lesen werden. Die Verjiingung der Zugprobe an den Kanten 2, 3 und 4 ist durch
die Kurven v2, v3 und v4 dargestellt. Die Kurven h und v4 sind symmetrisch
beziiglich 1 = 90°. Die Kurven v2 und v3 sind antimetrisch beziiglich 1 = 90°.
Die mit dem volumetrischen Schalenelement und dem transversal isotropen Ma-
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Abbildung 6.18: Verschiebungen der Probenkanten bei Variation der Faserrichtung
zwischen 0° und 180°

terialmodell erzielten Berechnungsergebnisse stimmen exakt mit den Ergebnissen
aus [122] iiberein. Die Berechnungen anhand 2-dimensionaler und 3-dimensionaler
Modellen mit dem kommerziellen Finite-Elemente-Programm ANsYS [8] haben die
Ergebnisse zusétzlich bestéitigt. Am Beispiel der Zugprobe kann gezeigt werden,
wie durch die Ausrichtung der Fasern die Steifigkeit der Strukturen gezielt gesteu-
ert werden kann - siche Abb. 6.18.

6.9 Zweischicht Zugprobe

Eine Zugprobe aus einem Faserverbundlaminat, das aus zwei Schichten besteht,
wird untersucht. Durch den speziellen Aufbau der zweilagigen Zugprobe wird die
Torsions-Dehnungs Kopplung, die in einem Winkelverbundlaminat auftritt, ange-
regt - siehe [48].
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Materialdaten der Zugprobe:

E11 = 31 100 ].\I/IHI?(I2 G12 = 2900 N/mm2
EQQ - 7600 N/HIIT(I2 G13 - 2900 N/mm2
E33 == 7600 N/HIIT(I2 G23 = 2600 N/mm2
Vg = 0.303 N/mm2

Die Zugprobe ist an ihren Enden in eine Versuchseinrichtung eingespannt - siehe
Abb. 6.19. Die Spannbacken der Zugvorrichtung kénnen sich um ihre eigene Achse
drehen, so dass die Torsionsverdrehung nicht behindert wird.

Abbildung 6.19: Darstellung der halben Versuchseinrichtung

Geometriedaten der Zugprobe:

]l = 400 mm h = 2-16 mm
b = 100 mm F 10000 N

Die Materialeigenschaften der einzelnen Schichten und die Schichtdicke sind fiir
beide Lagen identisch. Die beiden Faserlagen unterscheiden sich durch die Orien-
tierung der Einlagen im Raum. Die Fasern der oberen Schicht liegen bei einem
Winkel von ¢ = —45°, jene der unteren Schicht sind bei ¢ = +45° angeordnet -
siehe Abb. 6.20.

[ 1 | 1 I
S
F

Abbildung 6.20: FE-Modell der Zugprobe
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Die volumetrische Schale bietet sich fiir diese Untersuchung an, da jede Faser-
schicht durch eine Elementlage abgebildet werden kann. Die Struktur wird durch
vier Elementen in der Breite und acht Elementen {iber die Lénge modelliert. Jede
Faserschicht wird durch eine Elementlage abgebildet - Abb. 6.20.

Die Lagerung der Struktur erfolgt im Koordinatenursprung in der z-Richtung und
im Knoten dariiber und darunter in der y-Richtung. An den Probenenden wird
der Knoten bei y = 0, z = 0 und x = £ 200 mm in der z-Richtung gesperrt. Mit
dieser Lagerung ist sichergestellt, dass die Verdrehung der Probe nicht behindert
wird. Eine detallierte Modellierung der Spannbacken hat sich als nicht notwendig
erwiesen. Die Zweischicht-Zugprobe ist fiir eine geometrisch lineare und nichtli-

Abbildung 6.21: Verformung der Zweischicht-Zugprobe

neare Berechnung mit dem Schalenelement ssh8A3E3 untersucht worden. In der
Abb. 6.21 ist die verformte und die unverformte Zugprobe dargestellt. Im Ver-
gleich zu den Ergebnissen aus [48] und [81] kann eine sehr gute Ubereinstimmung
der Verformungen, die mit der volumetrischen Schale ssh8 A3E3 ermittelt wurden,
festgestellt werden - siehe dazu Abb. 6.22.

6
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-3 I ssh8A3E3 geo. linear - |
-4 r Dorninger geo. nichtlinear - - - 7
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6 : ‘

-50 -25 0 25 50
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Abbildung 6.22: Vergleich der Randverformungen der Zweischicht-Zugprobe
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Kapitel 7

Grundlagen der Bruch- und
Schiadigungsmechanik

Die Rissentstehung und der Rissfortschritt ldsst sich mit der im Kapitel 3 ein-
gefithrten Kontinuumsmechanik nicht beschreiben. Da im Abschnitt 3.2 gefordert
wird, dass ein materieller Korper stetig von materiellen Punkten ausgefiillt sein
muss und jeder materieller Punkt ein innerer Punkt mit einer Umgebung ist, so ist
die Beschreibung der Entstehung neuer Oberflachen mit der Kontinuumsmechanik
nicht moglich. Die Bruchmechanik befasst sich hingegen mit apriori rissbehafteten
Korpern. Als Bindeglied zwischen der Kontinuumsmechanik und der Bruchmecha-
nik dient die Schadigungsmechanik. Die Schédigung von Material beruht auf der
Entstehung, dem Wachstum und der Vereinigung von Mikrodefekten und fiihrt
schliefllich zur Bildung eines makroskopischen Risses - sieche GROSS & SEELIG
[62]. Der Schiadigungszustand wird mit Hilfe der inneren Schidigungsvariablen
d beschrieben, deren Einfithrung auf KACHANOV zuriickgeht. Der Wert d = 0
entspricht einem ungeschiadigtem Material. Erreicht die Schadigungsvariable den
Wert d = 1, so ist das Material vollstandig geschidigt und verliert seine Tragfahig-
keit, was dem gerissenem Zustand entspricht.

Bruchvorgénge konnen in zwei unterschiedliche Brucharten aufgeteilt werden. Tre-
ten vor oder wiahrend des Bruchvorganges vorwiegend plastische Deformationen
im Rissbereich auf, so wird von einem duktilen Bruch gesprochen. Diese Bruchart
tritt haufig bei Metallen zusammen mit plastischem Flieen auf. Sind keine oder
nur geringe plastische Deformationen wiahrend des Bruchvorgangs festzustellen,
so liegt ein Sprodbruch vor. Sprodbriiche sind bei Nichtmetallen wie Stein und
Glas zu beobachten, aber auch bei Metallen unter niedriger Temperatur oder als
Ermiidungsbruch. Matrixmaterialien aus Kunststoff, die typischerweise fiir Faser-
verbunde verwendet werden, zeigen ebenfalls ein sprodes Versagen.

Der Riss geht von seiner Rissspitze aus. Die gegeniiberliegenden Bruchflachen wer-
den Rissufer genannt. Die Bruchmechanik unterscheidet drei verschiedene Rissoff-
nungsarten - siche Abb. 7.1. Der Modus I beschreibt eine zur x;-xo Ebene sym-
metrische Rissoffnung, die typisch fiir eine Zugbelastung ist. Bei einer ebenen
Schubbelastung tritt der Modus II auf, der sich durch eine antimetrische Rissoff-
nung in x;-Richtung dussert. Im Fall der nichtebenen Schubbeanspruchung 6ffnet
sich der Riss im Modus III. Dieser Fall stellt eine antisymmetrische Rissoffnung
in x-Richtung tangential zur Rissfront dar.
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Modus | Modus Il Modus llI

Abbildung 7.1: Rissoffnungsarten

7.1 Energiefreisetzungsrate

Die energetische Betrachtung des Materialverhaltens von Bauteilen mit Rissen be-
ruht auf den Begriffen der Energiefreisetzungsrate oder der Rissausbreitungskraft
G und der kritischen Energiefreisetzungsrate G. bzw. dem Risswiderstand R. Die
Energiefreisetzungsrate wird aus der Ableitung des Gesamtpotentials II - siehe
Gl.(3.122) - nach der Bruchfliche A gewonnen [62].

Q:—g—i mit Il =1I; + 11, (7.1)
Grundgedanke der Sprodbruchtheorie nach GRIFFITH ist der Umsatz der gespei-
cherten elastischen Energie in Oberflichenenergie zur Schaffung neuer Rissflichen
- siche ROSSMANITH [117]. Die Sprédbruchtheorie ist von IRWIN durch die Ein-
beziehung plastischer Vorgénge bei der Rissinitierung ergéinzt worden und fiihrt
zur Formulierung der erweiterten linear-elastischen Bruchmechanik. Die bei der
Rissverldngerung freigesetzte elastische Energie ist fiir den Rissausbreitungsvor-
gang verfiighar. Sie deckt den Bedarf an benotigter Oberflichenenergie und evt.
auftretender plastischer Verformung in der unmittelbaren Umgebung der Rissspit-
ze. Die kritische Energiefreisetzungsrate kann experimentell ermittelt werden, da,
solange die Rissausbreitung stabil (langsam) verlauft, die Gleichung G > G, erfiillt
wird.

Nach IRWIN kann die gesamte Energiefreisetzungsrate fiir einen sich selbst abbil-
denen Rissfortschritt in drei Komponenten zerlegt werden:

G=Gr+Gir+ G (7.2)

Die kritische Energiefreisetzungsrate ist im Allgemeinen von der Lange des Risses
abhéngig. Es gilt

G.=R(Aa) mit Aa=a—ag (7.3)

mit der Risswiderstandskraft R [135]. Bei einem stabilen Risswachstum kann die
Rissausbreitung jederzeit durch einen Laststopp zum Stillstand gebracht werden.
Liegt jedoch ein instabiles Risswachstum vor, so kann die Rissausbreitung und
damit der Bruch nicht mehr durch Anhalten der Lastaufbringung verhindert wer-
den.
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Im Bruchzustand G > G, gelten folgende Stabilitatskriterien:

oG G . :

3A < oA stabiles Risswachstum

oG 0G. .

94 = A kritischer Punkt (7.4)
oG oG. . : .

3A > oA instabiles Risswachstum

Im ebenen Verzerrungszustand ist der Risswiderstand R unabhéngig von der Riss-
lainge a - siehe BROEK [26], womit die kritische Energiefreisetzungsrate G, fiir
diesen Fall konstant ist. Das Kriterium fiir die Stabilitdt des Risswachstums in
G1.(7.4) vereinfacht sich im ebenen Verzerrungszustand zu:

oG
G0 (7.5)

7.2 Rissmodell nach DUGDALE

Bei duktilen Werkstoffen bildet sich vor der Rissspitze eine schmale plastische Zone
endlicher Lénge aus. Somit kann eine Abgrenzung zwischen dem elastischen und
plastischen Bereich im Material erfolgen. Das Modell von DUGDALE [49] nimmt
ein ideal-plastisches Verhalten mit einer konstanten Flielspannung innerhalb der
plastischen Zone an - siehe Abb. 7.2 . Damit kann das elastisch-plastische Problem
auf ein rein elastisches zuriickgefithrt werden und die Spannungssingularitdt an
der Rissspitze, die sonst bei der linearen Bruchmechanik auftritt, verschwindet.

FlieRspannung

LTT T

plastische Flie3zone

! =
aktuelle 1 urspringliche qg
\(Rissspitze \ Rissspitze
I

FlieRspannung

Abbildung 7.2: Rissmodell nach DUGDALE

Zwischen den Rissflanken tritt eine Verschiebung auf, die als Rissspitzendffnung
A (Crack Opening Displacement) bezeichnet wird. An der Rissspitze nimmt A
den Wert der kritischen Rissspitzenoffnung Ag,.; an. Am Ende der plastischen
Zone betragt der Wert Null. Die Erweiterung des DuGDALEschen Modells um
verdnderliche Verldaufe der FlieSspannungen ist moglich, um z.B. Verfestigung oder
Entfestigung zu beschreiben.
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7.3 Rissmodell nach BARENBLATT

Ein Rissmodell fiir sprode Werkstoffe ist von BARENBLATT [9], [10] entwickelt wor-
den. Aus mathematischer Sicht wird der Riss als Schnitt betrachtet. Der Riss wird
in zwei Bereiche aufgeteilt, einen inneren und einen dufleren Bereich. Der innere
Bereich besitzt lastfreie Oberflichen, wiahrend im dufleren Bereich Kohésivkréifte
an den Rissenden existieren - siche Abb. 7.3. Die Rissenden schlieflen glatt und die
Ausdehnung der Kohésivzone ist klein gegeniiber der Risslidnge - sieche HAHN [64].
In der Kohésivzone findet die Bindungstrennung statt. Der genaue Verlauf der
Kohésivkrifte in der Kohésivzone ist unbekannt und muss sinnvoll angenommen
werden. Die Beriicksichtigung einer Plastizitétszone im Bereich der Rissspitze ist
beim Modell von BARENBLATT nicht notwendig.

Kohasivkrafte

I

Kohésivzone

aktwelle ! yrspriingliche | &
\_Rissspitzex_Rissspitze
I

Kohasivkrafte

Abbildung 7.3: Rissmodell nach BARENBLATT



Kapitel 8

Grenzflichenschiadigungs-
mechanik

Die Schidigungsmechanik kann unterteilt werden in die Kontinuumsschadigungs-
mechanik (CDM) und die Grenzflichenschddigungsmechanik (IDM). Die Grenz-
flachenschadigungsmechanik befasst sich mit der Beschreibung der Rissentstehung
und dem Rissfortschritt in einer Grenzflache, die zwischen zwei Kérpern liegt. Die
Grenzflache bzw. die Zwischenflache stellt dabei kein raumliches Kontinuum dar,
sondern eine zweidimensionale Struktur mit der Dicke Null. So wird die Grenz-
flache von LEMAITRE [86] S.143 als ,nothing between two somethings!“ definiert.
Die Kontinuumsschédigungsmechanik behandelt Félle, bei denen die Schadigung
volumenverteilt auftritt. Das Materialmodell wird {iiblicherweise durch die Bezie-
hung zwischen den Spannungen und den Verzerrungen beschrieben. Die Grenz-
flachenschadigungsmechanik nutzt hingegen eine Beziehung zwischen der Grenz-
flachenspannung und der diskontinuierlichen Verschiebung in der Grenzfliche. Die
diskontinuierliche Verschiebung bzw. Separation ist identisch mit der Rissspit-
zenoffnung A. Die kritische Energiefreisetzungsrate G, bestimmt dabei die Flache
unter der Spannungs-Separations-Beziehung.

Im Rahmen der Kontinuumsschiadigungsmechanik sind eine Reihe von Arbeiten
entstanden, die sich dem Risswachstum in Faserverbundlaminaten widmen. Dazu
wird meist eine plastische Materialformulierung mit Entfestigung verwendet - siehe
SPRENGER [133] und HORMANN [74]. Bei dieser Vorgehensweise tritt eine ausge-
prigte Lokalisierung auf. Unter Lokalisierung wird die Ausbildung schmaler Berei-
che verstanden, in denen sich die Versagensvorgénge konzentrieren. Mathematisch
lasst sich die Lokalisierung mit dem Verlust der Elliptizitat der behandelten Diffe-
renzialgleichung erkldaren. Als Folge der Lokalisierung sind die FE Berechnungser-
gebnisse netzabhéngig. Durch die Einfithrung eines netzabhéngigen Entfestigungs-
moduls gelingt es, die Objektividt des Nachbruchverhaltens wieder herzustellen -
siche HORMANN [74]. Berechnungsmodelle, die auf der Grenzflichenschidigungs-
mechanik beruhen, zeigen hingegen keine pathologische Netzabhéngigkeit - siehe
BORG & NILSSON und SIMONSSON [21], da der Grenzfliche jeweils eine bestimm-
te Energiefreisetzungsrate zugeordnet ist.

Die Grenzflachenschadigungsmechanik wird in dieser Arbeit zur Beschreibung der
fortschreitenden Rissausbreitung auf der Mesoebene der Faserverbundstrukturen
verwendet. Allerdings ist es auch moglich, weitere Ingenieuraufgaben mit die-
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ser Methode zu behandeln: Diinne Klebverbindungen, wie sie vermehrt im Au-
tomobilbau verwendet werden, lassen sich in hinreichender Genauigkeit mit der
Grenzflachenschddigungsmechanik beschreiben - siche GONCALVES U.A. [58]. Im
Bereich der Mikromechanik kann man das Ablésen von Fasern aus der Matrix si-
mulieren - siche DOBERT & MAHNKEN und STEIN [47]. Im Massivbau kénnen die
Verbundeigenschaften zwischen Beton und Stahl mit Hilfe der Grenzflachenschadi-
gungsmechanik abgebildet werden - siche MEHLHORN & KOLLEGGER [96].

8.1 Kinematik der Grenzflache

Ein Kérper By, in dem eine Grenzfliche S° verliuft, wird betrachtet - siche Abb.
8.1. Innerhalb der Grenzflichen sind die auftretenden Verschiebungen diskonti-
nuierlich. In der Ausgangskonfiguration soll die Grenzflache spannungsfrei sein.
Hingegen treten in der Momentankonfiguration aufgrund duflerer Einwirkung dis-
kontinuierliche Verschiebungen in der Grenzfliche auf. Die beiden Teilkorper ent-
fernen sich voneinander und zwei neue Oberflichen St und S~ entstehen - siehe
Abb. 8.1. Die materiellen Punkte P, die die Grenzfliche in der Ausgangskonfigura-
tion SY beschreiben, sind in der Momentankonfiguration gleichzeitig in der Ober-
fliche des oberen Teilkorpers, wie auch in der Oberfliche des unteren Teilkorpers
zu finden.

Das Prinzip der virtuellen Verschiebung kann nicht auf den gesamten Korper ange-
wendet werden, jedoch ist es moglich, das Prinzip der virtuellen Verschiebung auf
die kontinuierlichen Teilkorper B* und B~ anzuwenden. Der Spannungsvektor t+
ist auf dem Rand des oberen Teilkérper St definiert, wohingegen der Spannungs-
vektor t~ am Rand des unteren Teilkérper S~ wirkt - siehe Abb. 8.2. Die Span-
nungsvektoren sind aus Gleichgewichtsgriinden entgegengesetzt gleich grofl. Die
beiden Spannungsvektoren t* und t~ und die Verschiebung des oberen Teilkorpers
u™ und des unteren Teilkorpes u~ leisten eine duBere Arbeit - siehe G1.(8.1) und

GL(8.2).

Ausgangskonfiguration Momentankonfiguration

Bt

X3,T3,u3

/4‘>X2,962,u2
X1,T1,u1

Abbildung 8.1: Kontinuierlicher Kérper mit Grenzflache
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Die Arbeitsgleichung fiir den oberen Teilkorper lautet:

/T~5Ed\/:/pk~5ud\/+ /1:0-<5udA—i-/1:+-5u+d6“L (8.1)
B+ B+ OB+ St

Die Arbeitsgleichung fiir den unteren Teilkérper lautet:

/T-aEdV:/pk-audv+ /to-audA+/t‘-5u‘d$‘ (8.2)

Wird die G1.(8.1) und GI.(8.2) addiert und das Gleichgewicht der Oberflichen-
spannungen ausgenutzt,

tTdST = —t7dS~ (8.3)

so folgt daraus GI1.(8.4). Sie beschreibt die virtuelle Arbeit fiir kontinuierliche
Korper mit einer Grenzfliache, vergleiche dazu MALVERN [91] auf Seite 242.

/T-aEdvz/pk-audv+/to-audA+/t+-(5u+—5u‘)d3+ (8.4)
Bo Bo 9By S+

Der Verschiebungssprungvektor [u] beschreibt die globalen diskontinuierlichen
Verschiebungen, die durch die Differenz der Oberflachenverschiebungen definiert
sind:

[u] =u" —u~ bzw. §[u] = dut — du- (8.5)

Der Spannungsvektor t* auf der Oberfliche S* und der Spannungsvektor t in der
Grenzflache S - sieche Abb. 8.2 - sind ebenfalls entgegengesetzt gleich grofi.

ttdSt = —tdS (8.6)

Somit lautet die G1.(8.4) unter Verwendung des Verschiebungsprungvektors [u].

/’i‘cSEdV+/t-5[[u]]dS:/pk-éudv+/to-éudA (8.7)

Bo S Bo 0B

Die Arbeit in der Grenzflache ist somit eine innere Arbeit und wird in GL.(8.7)
auf der linken Seite aufgefiihrt.

Die Koordinaten der Grenzfliche x° in der Momentankonfiguration lassen sich mit
den Koordinaten x™ und x~ der Ober- und Unterseite der Teilkorper beschreiben.

1 _
<5 — §(x+ +x0) (8.8)

Jeder materieller Punkt P auf den Oberflichen ST und S~ steht in eindeutigen
Bezug zu einem materiellen Punkt P in der Ausgangskonfiguration der Grenz-
fliche S°

xt =X +ut (8.9)
x~ =X +u (8.10)
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Abbildung 8.2: Kinematik der Grenzflédche

Die Lage der materiellen Punkte der Grenzfliche x° in der Momentankonfigurati-
on kann mit der G1.(8.9) und der GI.(8.10) durch die materiellen Koordinaten der
Ausgangskonfiguration und den Oberflichenverschiebungen ausgedriickt werden.

1
x5 :X+§(u++u*) (8.11)

Um die Grenzflichenspannungen t in einem lokalen Koordinatensystem zu erhal-
ten, miissen die konvektiven Basisvektoren der Grenzfliche gebildet werden.

ox$ 0x5 02§ } T [83:‘19 oxs Ox3 ] T
g1 = ’ 5 2 — 5 ’
001" 001" 001 0027 002" 062
Der Normalenvektor g der Grenzflache ergibt sich aus dem Kreuzprodukt von g
und g».

(8.12)

g3 = 81 X8 (8.13)
Die Tangentenvektoren g, und gs sind im allgemeinen Fall nicht orthogonal. Daher
wird g, aus der Operation

g2 = 83 X 81 (8.14)

gebildet. Mit Hilfe der Betréige der konvektiven Basisvektoren entsteht ein ortho-
normales Einheitskoordinatensystem.
g1 83
| 81 | | 85 |
Die Matrix A = [a;, ag, a3] transformiert den globalen Verschiebungssprung [u]

in den lokalen Verschiebungssprung A, der normal und tangential zur Grenzfléache
S ist - siehe dazu auch BEER [14].

A = A'[u] (8.16)

aj Ay = az X 1 (815)

Die virtuelle Arbeit eines Korpers By mit der Grenzfliche Sy im lokalen Koordi-
natensystem lautet:

/’i‘éEdVJr/t-éAdS:/pk-éudVJr/to-éudA (8.17)
Bo

Bo BB()
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8.2 Entfestigungsmodelle fiir Grenzflachen

Der genaue Verlauf der Grenzflachenspannungen innerhalb der Entfestigungszone
(Kohésivzone) - siehe Abb. 7.3 - in Abhéngigkeit der Rissoffnung A ist unbe-
kannt und experimentell nicht zu ermitteln. Im Schrifttum sind unterschiedliche
Annahmen fiir den Verlauf der Grenzflichenspannungen als Funktion der Sepa-
ration getroffen worden. Drei bekannte Modelle sind in der Abb. 8.3 dargestellt.
Die maximale Grenzflichenspannung ¢ und die maximale Separation A™% der
einzelnen Grenzflachenmodelle sind zum Vergleich auf den Wert eins normiert wor-
den. Das Modell mit einem bilinearen Verlauf ist von HILLERBORG U.A. [71] zur
Berechnung von Risswachstum in Beton genutzt worden. Aufgrund des einfachen
Verlaufes ist es weit verbreitet und wird oft zur Berechnung des Delaminationsfor-
schritts in Faserverbundstrukturen verwendet - siehe M1. U.A. [97] und GONCAL-
VES U.A. [57]. Weiterhin ist das Modell von TVERGAARD & HUTCHINSON [140]
mit einem trilinearen Verlauf der Grenzflichenspannung dargestellt. Dieses Mo-
dell wird meist im Zusammenhang mit der Rissberechnung in duktilen Werkstoffen
eingesetzt. Das Modell von NEEDLEMAN [100] geht von einem kubischen Verlauf
der Grenzflichenspannung aus. Es wurde fiir ein sprodes wie auch fiir ein duk-
tiles Werkstoffverhalten entwickelt. Die Flache unter der Spannungs-Separations-
Beziehung wird durch die kritische Energiefreisetzungsrate G. bestimmt, die wie-
derum durch Experimente ermittelt werden kann.

Der Unterschied zwischen sprodem und duktilem Werkstoffverhalten zeigt sich bei
der Riickentlastung - siche Abb. 8.3. Uberschreitet die Separation die maximale
elastische Grenzflachenspannung, so plastiziert das Material, falls es duktile Ei-
genschaften besitzt, oder aber es erfahrt Schédigung, falls es sich sprode verhalt.
Durchléduft die Grenzfliche eine Riickentlastung, so kehrt die Separation fiir eine
sprode Grenzfliche auf ihren Ursprung zuriick. Bei einer Grenzfldche mit plasti-
schen Eigenschaften verbleiben inelastische Separationen - siehe Abb. 8.3.

-------- Tvergaard, Hutchinson
----- Needleman

[y
o
T

—— Hillerborg

o
oo
T

o
(=2}
T

Schadigung N

normierte Grenzflachenspannung
o
5
T

o
N
T

Plastizitat A
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
normierte Separation

Abbildung 8.3: Verlauf der Grenzflichenspannung iiber die Separation

Im allgemeinen Belastungsfall tritt das Risswachstum nicht nur in einem einzel-
nen Modus auf, sondern in mehreren Bruchmoden gleichzeitig auf. Diese Bela-
stung wird als ,,Mixed-Mode* bezeichnet. Die Formulierung geeigneter Interakti-
onsbedingungen zwischen den einzelnen Bruchmoden ist notwendig. Damit wird
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gewihrleistet, dass keine innere Kraft mehr iiber eine Grenzfliche iibertragen wer-
den kann, wenn diese bereits in einem Modus vollsténdig versagt hat.

Fiir die Grenzfliche in der Ausgangskonfiguration wird die Existenz der freien
Energiedichte ® gefordert - sieche ORITZ & PANDOLFI [104]:

o = b(A,d), (8.18)

die abhéngig von der Separation A ist. Das Entfestigungsmodell kann wie folgt
aus der freien Energiedichte hergeleitet werden:
_ 09
t=—— 8.19
0A (8.19)
Das konstitutive Modell der Grenzflache liegt in Form eines Tensors zweiter Stufe
vor - vergleiche dazu auch die Herleitung der GI.(3.83).
0?P ot
pu— = — '2
0A%  0A (8:20)
Die Matrix fiir das linear elastische Werkstoffmodell ist nur auf der Hauptdiago-
nalen mit den Elastizitdtskennwerten D;; in den drei ausgezeichneten Richtungen
a; der Grenzflache besetzt.

Dy 0 0
0 0 D3

Die Grenzflachenspannung ergibt sich aus dem Elastizitdtskennwert der Grenz-
flache und der zugehorigen Separation. Deren Variation lautet:

St(A) = DA (8.22)

Mit dem Rissmodell von DUGDALE bzw. BARENBLATT - siehe Abschnitt 7.2 bzw.
7.3 - konnen die drei Grenzflichenspannungen den drei Bruchmoden zugeordnet
werden. Ein Riss im Modus I wird durch eine iiberkritische Grenzflachenspannung
t3 in Normalenrichtung initiiert - siche Abb. 7.1. Druckspannung normal zum Riss
soll nicht zum Versagen der Grenzfliche fiihren. Die Grenzflichenspannung ¢; kann

einen Schubriss im Modus IT auslésen und die Spannung ¢, einen Riss im Modus
I1I.

8.2.1 Bilineares Modell von HILLERBORG

Ein Entfestigungsmodell mit einem einfachen Verlauf der Grenzflachenspannung
iiber der Separation ist das bilineare Modell nach HILLERBORG, das in der Abb.
8.4 graphisch dargestellt ist. Der Wert A¢ beschreibt die Separation, bei der die
maximale Grenzflichenspannung ¢,"** erreicht wird. Bis zu diesem Wert verhilt
sich das Modell ideal elastisch. Wird die Separation von A¢ iiberschritten, so tritt
Entfestigung durch Schidigung der Grenzflache auf. Die Grenzflache soll sich bei
einer Riickentlastung ideal spréd verhalten, daher ergibt sich keine bleibende Se-
paration bei der vollstdndigen Riickentlastung der Grenzfliche. Wird der ¢;-fache
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Abbildung 8.4: Bilineares Spannungs-Separations Modell

Wert der elastischen Separation A erreicht, so versagt die Grenzfléche vollstandig
und es konnen keine inneren Kréfte mehr iiber die Grenzflache iibertragen werden.

Die kritische Energiefreisetzungsrate G. entspricht dem Wert des Integrals der
Grenzflichenspannung #; in Abhingigkeit der Separation A;. Fiir das bilineare
Entfestigungsmodell gilt folgender Zusammenhang:

@AY

/ t;dAi =G, —

0

6" A = G, (8.23)

N | —

Die Steigung des elastischen Astes in Abb. 8.4 ist identisch mit der Steifigkeit
der Grenzflache. Die Steifigkeit der ungeschédigten Grenzfliche kann aus dem
Elastizitdtsmodul des Materials in der Prozesszone und der Dicke der Prozesszone
h ermittelt werden - siche CORIGLIANO [38].

%’ Dy = 2C}i13’ Dy = 2C}i23
Da die Dicke der Prozesszone im Allgemeinen unbekannt ist und sich das effektive
,in-situ-Verhalten“ des Materials in der Prozesszone von dem einer Substanzpro-
be unterscheidet, sind die nach G1.(8.24) ermittelten Werte fiir die ungeschadigte
Grenzflachensteifigkeit immer mit einer groflen Unsicherheit behaftet. Die Stei-
gung des elastischen Astes wird von einigen Autoren, z.B. CAMANHO & DAVILA
[31, 32], als Strafparameter k& im Rahmen eines Strafverfahrens verstanden - siehe
dazu auch Ausfithrungen von HUTTEL [76]. Fiir den Strafparameter wird ein hoher
Zahlenwert gewihlt, damit die Nebenbedingung moglichst genau erfiillt wird. Ein
zu hoher Wert kann allerdings zu einem schlecht konditionierten Gleichungssystem
fiithren. In NOUR-OMID & Wriggers [101] wird einem optimalen Strafparameter
nachgegangen. Fiir die Berechnung von Delaminationen gibt GONCALVES U.A.
[57] einen optimalen Wert fiir den Strafparameter von 10" N/mm? an.

Das bilineare Entfestigungsmodell fiir Modus I ist in der Abb. 8.5 dargestellt.

Dys = (8.24)

Die maximale Grenzflichenspannung ¢ in Normalenrichtung ergibt sich nach

G1.(8.23) aus der kritischen Energiefreisetzungsrate Gr. im Modus I und der ma-
ximalen Separation gs A§, bei der die Grenzflache vollstdandig versagt.

_ 2G;.

t max gI

_ 8.25
3 qs A§ ( )
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Abbildung 8.5: Bilineares Entfestigungsmodell im Modus I

Die Steifigkeit der Grenzflache in Normalenrichtung D33 ergibt sich nach GI1.(8.20)
aus der partiellen Ableitung der Grenzflachenspannung nach der Separation.

o0

Do — 8.26
. (5.26)
Bereich 1: B
0 <Az <AL Dgy = —5—
3
Bereich 2:
A <Az < g3A: D33 = %A’gj’fﬁ&
Bereich 3:
Az > g3 As: D33 =0

Im Modus I werden drei Separationsbereiche unterschieden. Im Bereich 1 von
0 < Az < Af verhélt sich die Grenzfliche rein elastisch. Im Bereich 2 von
A§ < Az < ¢3Af tritt eine lineare Entfestigung auf und die Grenzfldchenspan-
nung nimmt linear mit der zunehmenden Separation ab. Die Variable d; beschreibt
die irreversible Schidigung in einem Wertebereich von [0, 1]. Die Variable Z; be-
schreibt hingegen die Kontinuitét der Grenzfliche. Im Bereich 3 mit einer Sepa-
ration von Az > ¢3A§ ist die vollstdndige Entfestigung der Grenzflache erreicht.
Damit kénnen keine inneren Kréfte in Normalenrichtung mehr iibertragen wer-
den.

Tritt im Modus I eine negative Separation Az < 0 auf, so befinden sich die Ober-
und Unterseite der Grenzfliche im Kontakt. Eine Durchdringung der Ober- und
Unterseite der Grenzfliache ist ein unphysikalischer Vorgang, der im Rahmen eines
Strafverfahrens verhindert wird. Die Vorgehensweise entspricht einem ,, Knoten-
zu-Knoten“-Kontaktmodell mit dem Strafparameter k.
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Bereich 1:

0< Ay < A ts = xr ot A

Bereich 2:

A < A3 < s A fy=RPeSE A mit == 253
dr=1 =TI, dr € [071]

Bereich 3:

Az > qzAg: t3 =0

Das Entfestigungsmodell fiir Modus II ist in der Abb. 8.6 dargestellt. Die maxi-

male Grenzflichenspannung ¢;"** ergibt sich aus der GI.(8.23) durch Umstellung.

_ 2071,
" = 8.27
1 Q1Af ( )

Die Steifigkeit der Grenzfldche in Tangentialrichtung Dy, ergibt sich nach GI1.(8.20)
aus der partiellen Ableitung der Grenzflachenspannung nach der Separation.

oty
Dy — 8.28
w= o (8.29)
Bereich 1: B
0 <A <AF: Dy = Z{:M
Bereich 2:
A <Ay < g AS: Dy = o A}EAI
Bereich 3:
Ay > At Dy =0

Fiir Modus II miissen drei Separationsbereiche voneinander unterschieden werden.
Im Bereich 1 von 0 < |A;] < Af verhélt sich die Grenzfléche rein elastisch. Im
Bereich 2 von A] < |A;| < ;A tritt Entfestigung auf und die Grenzflichenspan-
nung nimmt linear mit zunehmender Separation ab. Die Variable d;; beschreibt
die irreversible Schiadigung in einem Wertebereich von [0, 1]. Die Variable =;;
beschreibt hingegen die Kontinuitédt der Grenzflache. Im Bereich 3 bei einer Sepa-
ration von |A;| > ¢ Af ist die Grenzfliche vollstdndig entfestigt. Damit konnen
keine Kréfte in tangentialer Richtung mehr iibertragen werden. Das Entfestigungs-
modell ist antimetrisch beziiglich des Ursprungs - siche Abb. 8.6. Somit sind auch
negative Verschiebungsspriinge tangential zur Grenzfliche moglich. Sie rufen ne-
gative Grenzflachenspannungen hervor.



94 8.2. Entfestigungsmodelle fiir Grenzflachen

t max
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e

Abbildung 8.6: Bilineares Entfestigungsmodell fiir Modus 11

Bereich 1:
. ¥ _— 2G1Ic
0 <A1 < Af: b= xegar M
Bereich 2: Ac|Ay]
. I _ 26112 : = _ @Af—|A
AL <A < @AY b= R alM] mit Ep = TR e
dir=1—-Z;  dip€l0,1]
Bereich 3:
|A| > i AS: t1 =0

Die Form des Entfestigungsmodells fiir Modus III entspricht dem des Modus II.
Deswegen wird auf das Modell fiir den Bruchmodus II verwiesen. Die maximale
Grenzflichenspannung ¢, ergibt sich aus der Umformung der G1.(8.23).

_ 2G111e
tmam _ gIII

il 8.29
2 0 AS ( )

8.2.2 Trilineares Modell von TVERGAARD & HUTCHINSON

Das Modell von TVERGAARD & HUTCHINSON [140] zeichnet sich durch einen
trilinearen Verlauf der Grenzflichenspannungen aus. Der Entfestigungsansatz wird
durch die freie Energiedichte ® beschrieben.

A
D(N) = B(As, Ay) =: Az / a(\)dN (8.30)

Der Parameter A beschreibt die Schadigung der Grenzfliche. Erreicht A den Wert
eins, so fillt die Grenzflichenspannung auf den Wert Null ab - siehe Abb. 8.7.
Auflerdem erfasst A\ die Interaktion der Separation in normaler und tangentialer
Richtung.

As 2 Ay )2
pr— .1
! \/( Aé”“) +< Aamx) (&3
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Abbildung 8.7: Trilineares Entfestigungsmodell

Die Grenzflichenspannungen in normaler und tangentialer Richtung f3 und ¢,
ergeben sich aus:
_ ob o) A _ od o\ AP A

fy= —— = f= o = 8.32
PTOAs N Ape U 9A, N AP Apew (8.32)

Die kritische Energiefreisetzungsrate G. wird beim Modell von TVERGAARD &
HUTCHINSON mit A = 1 wie folgt gebildet,

1
G. = 3 AT (1 — A1+ Aa) (8.33)

wobei nur die maximale Separation in Normalenrichtung A" Beriicksichtigung

findet.

8.2.3 Kubisches Modell von NEEDLEMAN

Das Modell von NEEDLEMAN [100] nimmt einen kubischen Verlauf der Grenz-
flichenspannung tiber der Separation an - siche G1.(8.36). Die maximale Grenz-
flichenspannung ¢ ™% wird bei einem Drittel der maximalen Separation A™%*
erreicht, siehe dazu Abb. 8.3.

Die freie Energiedichte der Grenzfliache lautet:
Agnaac
0

Fiir die Separation in Normalenrichtung der Grenzfliche gibt NEEDLEMAN fol-
gende Gleichung an:

w80 = eperap () - (o) 5 () | 639)

Daraus ldsst sich der Verlauf der Grenzflichenspannung 3 iiber der Separation
gewinnen.

(8.36)

27 Aj Ag 2
4
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Aus der Ableitung der Spannungs-Separations-Beziehung nach der Separation
erhélt man die Grenzflachensteifigkeit D33 in Normalenrichtung.

Ofs 27 _ 4N, A\’
Daoa = = __ thar |1 - 2 e Amaz )
BT O9A, 40 ( Agaz 13 ( Agm) /55 (8.37)

Das Integral iiber die Spannungs-Separations Beziehung ergibt die kritische Ener-
giefreisetzungsrate:
9 1 max max
glc = 1_6 t3 A3 (838)
Die Formulierung des Modells von NEEDLEMAN fiir Modus II und Modus III
lautet entsprechend der Gl1.(8.36) bzw. G1.(8.37).

8.2.4 Mixed-Mode Modell von DAvVILA & CAMANHO

Zur Beschreibung der interlaminaren Schiadigung unter einer ,, Mixed-Mode“ Be-
lastung fiir ein bilineares Entfestigungsmodell ist es sinnvoll, zwei Separations-
zustdnde der Grenzflichen genauer zu betrachten. Zu einem ist es der Separa-
tionszustand bei dem die interlaminare Spannung so grofl wird, dass erstmalig
eine irreversible Schiadigung eintritt. Dieser Zustand wird als Schidigungsbeginn
bezeichnet. Die zweite interessante Separation ist diejenige, bei der es zu einem
vollsténdigen Versagen der Grenzfliche kommt. Diese beiden Zusténde werden
durch ein Spannungskriterium fiir den Schiadigungsbeginn und ein Energiekriteri-
um fiir das Grenzflachenversagen beschrieben.

Als Spannungskriterium fiir den Beginn des inelastischen Verhaltens der Grenz-
fliche mit den interlaminaren Spannungen f;,%; und ¢3 wird ein Vorschlag von
BREWER & LAGACE [24] verwendet.

\/< f}nax)2+< f}m)2+< <:’W>m>2:1 (8.39)

Der Vorschlag beruht auf der quadratischen Interaktion der drei moglichen Grenz-
flichenspannungen normal und tangential zur Grenzflache - siche GI1.(8.39). Nur
positive Normalspannungen #3 - also Zugspannungen - in der Grenzfliche sollen
einen Beitrag zur Schiadigungsinitiierung liefern - siche Abb. 8.8. Dies wird durch
die MACCAULEY Klammer in der G1.(8.39) beriicksichtigt.

_ ta <
{ 0 falls t3 <0 (8.40)

) =1 & falls 7, > 0

Das vollstandige Versagen der Grenzflache tritt ein, wenn die kritische Energiefrei-
setzungsrate G, erreicht wird. Das Energiekriterium beschreibt das Versagen der
Grenzflache. Der Vorschlag von WHITCOMB [144] wird hier verfolgt. Er beruht
auf einer quadratischen Interaktion n = 2 der Energiefreisetzungsraten fiir die drei
Bruchmoden. Fiir den Interaktionparameter n existieren noch weitere Vorschlége,
so schlagt GARG [55] eine lineare Interaktion mit n = 1 vor. Hwu & KAO und
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Abbildung 8.8: Spannungsraum der ungeschidigten Grenzflache

CHANG [78] haben durch Auswertung von interlaminaren Bruchtests einen Inter-
aktionsparameter von 1.25 fiir Modus I und einen Interaktionsparameter von 1.5
fiir Modus II und IIT ermittelt.

In vereinfachter Form lautet das Energiekriterium:

g1 )n (gu )n (gIH )n
+ + =1 8.41
(glc Grre Grrie (8.41)
Abb. 8.9 (a) veranschaulicht das Energiekriterium mit einer linearen Interaktion
der Energiefreisetzungsraten und Abb. 8.9 (b) zeigt das Energiekriterium mit qua~
dratischer Interaktion. Durch die Anwendung des Energiekriteriums wird gewéhr-

leistet, dass nach dem Versagen der Grenzfliche in einem Bruchmode nicht weiter
innere Kraft in einem anderen Bruchmode iiber die Rissflanken {ibertragen wird.

Im Fall der ,Mixed-Mode® Belastung wird die Separation Af gesucht, bei der die
Entfestigung beginnt. Um ein Entfestigungsmodell fiir die ,,Mixed-Mode“ Belas-
tung mit moglichst wenigen Parameter herzuleiten, werden folgende Annahmen
getroffen. Es wird angenommen, dass im Fall der ,Mixed-Mode* Belastung die
elastischen Kennwerte D;; in allen drei Richtungen der Grenzflache identisch sind
- siehe DAvILA & CAMANHO [42, 43].

Dy; = Dy, (8.42)

Mit der Annahme aus G1.(8.42) ergibt sich die Grenzflichenspannung im Bereich
von 0 < A, <A zu,

£y = DA, (8.43)
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Abbildung 8.9: Energiekriterium mit linearer n = 1 Interaktion (a) oder quadra-
tischer n = 2 Interaktion (b)

und die maximale Grenzflichenspannung folgt aus:
t," = Dy AS (8.44)

Die Separationen A; und A, werden zu einer effektiven tangentialen Separation
A; zusammengefasst.

Mit Hilfe der Variablen a wird das Verhéltnis zwischen der Separation in tangen-
tialer Richtung und der Separation in normaler Richtung beschrieben.
A

Gln.(8.42) bis (8.46) werden in GI.(8.39) eingesetzt und nach der Separation
A¢ aufgelost. Damit ergibt sich die Separation, bei der unter ,, Mixed-Mode*-
Belastung die Entfestigung beginnt, zu:

«

(8.46)

1+ a2
Af = AS A¢ 4
me t\/<As>2+a2<A§>2 (8.47)
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Das Versagen und damit die vollsténdige Entfestigung der Grenzfliche wird mit
dem Energiekriterium von WHITCOMB [144] nach Gl.(8.41) ermittelt. Die zu er-
mittelnde Grofle ist das Vielfache g, der elastischen Separation A¢ , bei der die
Grenzflache unter einer ,,Mixed-Mode“ Belastung vollstiandig versagt. Die kriti-
schen Energiefreisetzungsraten im Modus II und im Modus III werden durch eine
kritische Energiefreisetzungsrate in tangentialer Richtung G;. zusammengefasst.
So lautet das Energiekriterium:

(gfl)n " <g%t)n =1 (8.48)

Die tangentiale Energiefreisetzungsrate G, wird mit Hilfe der Separation A; be-
rechnet.

Ay
G = / ty dA, (8.49)
0

Die Energiefreisetzungsrate im ,Mixed-Mode*“ G,, wird mit Hilfe der Separation
A,, bestimmt:

Am
0
Die kritische Energiefreisetzungsrate G,,. im ,,Mixed-Mode“-Fall lautet:
1
gmc - §Dm AZLQ dm (851)

Die GI1.(8.48) wird nach dem Vielfachen ¢, der elastischen Separation Af,

St (@) G
fm = Dm Aan g[c * gtc ’ (852)

das zum Versagen der Grenzflache fiihrt, aufgelost [42, 43].

8.2.5 Materieller Operator

Fiir die konsistente Linearisierung der G1.(8.17) ist die Berechnung des materiellen
Tangentenoperators D;; fiir das Entfestigungsmodell der Grenzflache notwendig.
Bei Entfestigungsmodellen treten fiir die geschiadigte Grenzfliche negative Werte
des materiellen Tangentenoperators auf. In Abb. 8.10 ist der Verlauf des materiel-
len Tangentenoperators iiber die normierte Separation fiir die in den Abschnitten
8.2.1 - 8.2.3 vorgestellten Entfestigungsmodellen mit den Werten entsprechend
Abb. 8.3 dargestellt - siche auch GI1.(8.37).

Der nicht positiv definite, materielle Tangentenoperator kann zu einer schlecht
konditionierten tangentialen Steifigkeitsmatrix fithren - siche DE BORST & ROTS
[46]. Die dadurch auftretenden numerischen Schwierigkeiten kénnen umgangen
werden, indem z.B. der Sekantenoperator verwendet wird - siche dazu auch AL-
FANO & CRISFIELD [3]. Der Sekantenoperator wird gebildet, indem die aktuelle
Grenzflichenspannung ¢ durch die vorliegende Separation A geteilt wird. In Abb.
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Abbildung 8.10: Tangentenoperator fiir unterschiedliche Entfestigungsmodelle

8.11 ist der Sekantenoperator iiber die normierte Separation fiir die drei vorge-
stellten Entfestigungsmodelle angegeben.

In vielen Veroffentlichungen, die die Delamination von Faserverbundstrukturen
mittels Grenzflichenelementen und Entfestigungsmodellen beschreiben, wird der
Sekantenoperator genutzt - so z.B. in GONCALVES U.A. [57]. Neben dem Sekan-
tenoperator konnen auch andere positiv definite Operatoren verwendet werden,
um numerische Schwierigkeiten zu umgehen.

8
21 —mme Tvergaard, Hutchinson
. k\\\ ————— Needleman
. Hillerborg
5 oo

Sekantenoperator
I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
normierte Separation

Abbildung 8.11: Sekantenoperator fiir unterschiedliche Entfestigungsmodelle

So wird von GOYAL in [59] darauf hingewiesen, dass bei auftretenden numerischen
Schwierigkeiten eine positiv definite Tangente verwendet werden kann. Eine Pseu-
dotangente wird vorgeschlagen, die sich aus folgender Vorschrift ergibt:
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Wobei der materielle Tangentenoperator D;; fiir negative Werte zu Null gesetzt
wird. Im Kapitel 9 wird anhand numerischer Beispiele untersucht, ob und wann
sich die angesprochenen numerischen Schwierigkeiten bei den einzelnen Entfesti-
gungsmodellen einstellen und wie sie sich d&uflern. Ferner sollen die unterschiedli-
chen Konvergenzeigenschaften der materiellen Operatoren untersucht werden.

8.3 Dreidimensionales Grenzflichenelement

Um eine Grenzfliache in einer Struktur mit der Methode der finiten Elemente zu
diskretisieren, werden spezielle Grenzflachenelemente eingesetzt. Fiir das Grenz-
flichenelement sind auch die Bezeichnungen Interfaceelement, Kohésivzonenele-
ment oder im speziellen Fall Klebschichtersatzelement gebrauchlich. Die Entwick-
lung von Grenzflichenelementen findet ihren Ursprung im Bereich der Geome-
chanik, wo die Berechnung der Diskontinuitét zwischen Gesteinsschichten Gegen-
stand des Interesses war - siehe hierzu Literaturhinweise von BEER [14]. Ausge-
hend von diesen Entwicklungen hat sich ein reges Interesse an der Formulierung
von Grenzflichenelementen entwickelt. Eine Reihe von Autoren z.B. CRISFIELD
A. [97], CORIGLIANO [38], SCHELLEKENS & DE BORST [119] haben eindimen-
sionale oder zweidimensionale Grenzflachenelemente vorgestellt. Zur Berechnung
des Delaminationsfortschritts in Faserverbundstrukturen werden meist bilineare
Entfestigungsmodelle, wie sie im Abschnitt 8.2.1 beschrieben sind, genutzt. Grenz-
flichenelemente, die zwei Schalenelemente mit Rotationsfreiheitsgraden miteinan-
der verbinden, sind von BEER [14], REDDY [114] und HUTTEL [76] veroffentlicht
worden. BORG U.A. [21] nutzen zur Berechnung der Delamination mit dem expli-
ziten FE-Programm LS-DYNA [89] Schalenelemente mit Rotationsfreiheitsgraden
und ein Kohésivzonenmodell. Mittels einer Kontaktformulierung werden die ein-
zelnen Schalenelemente miteinander verbunden.
Ein dreidimensionales Grenzflichenelement, das zusammen mit dem in Kapitel
5 beschriebenen volumetrischen Schalenelement verwendet werden kann, wird im
Folgenden vorgestellt. Das Element verfiigt iiber insgesamt acht Knoten mit je-
weils vier Knoten an der Oberseite und vier Knoten an der Unterseite - siche Abb.
8.12. Jeder Knoten besitzt drei Translationsfreiheitsgrade, aber keine Rotations-
freiheitsgrade.

Die bilinearen Ansatzfunktionen lauten:

Nr(&n) =~ (1+&&) (L+nm) (8.54)

1
4
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Knoten I | & | n;

3 2 1 1] 1

AT I 3 -1 -1
L S 4 a1
PV ARE" 511
el 7 Co' 6 1]-1
7 |a|a
8 5 8 101

Abbildung 8.12: Beschreibung des Grenzflichenelements im Parameterraum

Die Geometrie und die Verschiebungen der Oberseite und Unterseite des Grenz-
flaichenelements werden im Rahmen der FE-Methode bilinear interpoliert - siehe
GL.(8.54). Die Abstandsdnderungen der Oberseite und Unterseite zueinander wer-
den durch den Verschiebungssprungvektor [u] beriicksichtigt. Da das Element
zwei Grenzflichen beschreibt, sollte in der Ausgangskonfiguration S° der Wert
des Abstandes der Ober- und Unterseite zueinander null betragen - siehe Abb.
8.2. Dem Grenzfldchenelement wird daher eine moglichst kleine Dicke zugewiesen,
die die Gréenordnung der Prozessschicht nicht iiberschreiten sollte, da sonst die
Steifigkeit des FE-Modells zu stark beeinflusst wird. Werden jedoch Grenzflichen-
elemente verwendet, die den Verbund zweier Schalenelemente mit Rotationsfrei-
heitsgraden abbilden, so betrigt die Dicke des Grenzflichenelements die Halfte
der Summe der Querschnittshchen der benachbarten Schalenlagen.

Die Basisvektoren g; der Grenzfliche werden mit Hilfe der Ableitungen der Form-
funktion N; gewonnen GI.(8.55). Die Basisvektoren g; werden bendtigt, um die
Transformationsmatrix A in der Gl.(8.16) aufzustellen, die den globalen Ver-
schiebungssprungvektor [u] in den lokalen Verschiebungssprungvektor A trans-
formiert. Der hochgestellte Index h deutet an, dass es sich um interpolierte Gréfien
handelt und beim Index k& werden diskrete Knotenwerte berechnet. Die Basisvek-
toren werden an der Mittelfliche S gebildet

nodes

ol = 3 Nl +71) = N x7) (8.55)

mit den Koordinaten

£=(&n). (8.56)

Die Geometrie zwischen den Knoten der Oberseite X+ und Unterseite X~ der
Grenzflache in der Ausgangskonfiguration werden durch die Formfunktionen N
interpoliert.

nodes

Xt o= ) N(OX)F = NX (8.57)
I=1

nodes

X" = Y N(OXF=NXF (8.58)
=1
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Die Verschiebungen der Oberseite ut und der Unterseite u~ der Grenzfliche wird
wie folgt gebildet:

nodes

ut = )" N(€uft = Nut” (8.59)
I=1

nodes

u’ = ) N(&uF =Nu” (8.60)

Die Geometrie der Grenzfliche x° wird auf folgende Weise bestimmt:
1
xSh = N(§(X+k +x7%) (8.61)

An dieser Stelle soll nochmal angemerkt werden, dass eine Interpolation der Ver-
schiebungen senkrecht zur Grenzfliche mithilfe von Formfunktionen nicht vor-
genommen wird. Dies unterscheidet ein dreidimensionales Grenzflichenelement
eindeutig von einem Volumenelement mit trilinearen Ansatzfunktionen, wie es im
Abschnitt 5.1 beschrieben wird. Zwar verfiigen beide Elemente iiber acht Kno-
ten mit jeweils drei Freiheitsgraden, dennoch dhnelt die Formulierung des Grenz-
flichenelements mehr dem eines Kontaktelements - siche SCHNEIDER [120]. Das
Grenzflichenelement in Verbindung mit einem Entfestigungsmodell aus dem Ab-
schnitt 8.2 kann mit einer Feder, die einem nichtlinearen Kraft-Weg Gesetz folgt,
verglichen werden. Ein negativer Federweg wird durch eine hohe Federsteifigkeit
verhindert und mit zunehmendem Federweg nimmt die Federsteifigkeit ab.

Der Verschiebungssprungvektor [u] wird aus der Differenz der interpolierten Ver-
schiebungen an der Oberseite u™ und Unterseite u™ gebildet.

nodes nodes
M = Y N©ut - 3 Ni(€urt = Nu - Nu* (8.62)
I=1 I=1

Der virtuelle Verschiebungssprungvektor d A im lokalen Koordinatensystem wird
mit der Transformationsmatrix A GI1.(8.16) aus der interpolierten globalen Ver-
schiebungsdifferenz gewonnen:

SA = ATNdu" — ATNou- (8.63)
Die Darstellung von N in der Matrixschreibweise lautet:

Ny 0 0 N, O 0 Ny 0 0 Ny 0 0
N=|[0 N 0 0 N, 0 0 Ny 0 0 N, 0 (8.64)
0 0 N, 0 0 N, 0 0 N;jy 0 0 N

Aus der G1.(8.63) erhélt man die Verschiebungssprung-Verschiebungsmatrix P,

P=[ATN,-A"N] (8.65)
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die die Verschiebungen der Oberfldchen in den lokalen Verschiebungssprungvektor
umrechnet, vergleiche dazu die Analogie zur Gl1.(5.24).

out }

5A:P{5u

(8.66)

+

Fiir die Verschiebungen der Oberflichen [ 3, } wird weiterhin vereinfacht u ge-

schrieben.

Der virtuelle Verschiebungssprungvektor kann wie folgt beschrieben werden:
)A=Pou (8.67)

Die virtuelle innere Arbeit der Grenzfliche lautet nach GI1.(8.17):

SA;, = / t-6AdS (8.68)
S

Die G1.(8.67) wird in den Ausdruck fiir die virtuelle Arbeit G1.(8.68) eingesetzt,

SA. = /t«PéEdS (8.69)
S
= 5gT/PTEd3 (8.70)
S

so dass der Ausdruck fiir die interpolierte virtuelle innere Arbeit entsteht.

Die inneren Krifte der Grenzfliche ergeben sich aus dem Ausdruck fiir die in-
nere Arbeit der Grenzfliche - siehe die Analogie zur Gl.(5.56) fiir die inneren
Kréfte der volumetrischen Schale.

£t = /PTEdS (8.71)
S

Dem isoparametrischen Konzept der finiten Elemente folgend, werden die inne-
ren Kréfte der Grenzfliche im zweidimensionalen Einheitsraum von -1 bis +1
beschrieben.

+1 +1
£t = //PTtdetJdgdn (8.72)
-1 -1

Die inneren Kifte f! werden in einer TAYLOR-Reihe entwickelt, die nach dem
ersten Glied abgebrochen wird.

ofg"

£irt(m 4 AT) = £7°(3) + [ < ] AT+ R(T) (3.73)

——
k
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Die Steifigkeitsmatrix k des Grenzflachenelements lautet schlieflich:

+1 +1

k://PTDPdetJdgdn (8.74)

-1 -1

Da zwischen der Oberseite und der Unterseite der Grenzfliche Gleichgewicht be-
steht, besitzt die Steifigkeitsmatrix folgende doppelsymmetrische Eigenschaft.

S
k = - . 8.75
[ X k} (8.75)

Die Submatrizen k der Steifigkeitsmatrix k setzen sich zusammen aus:

+1 +1
k = //NTADATNdetJdgdn (8.76)

-1 -1

Ausgepragte Versteifungseffekte, wie sie fiir das volumetrische Schalenelement im
Kapitel 5 beschrieben sind, treten beim Grenzflichenelement nicht auf. Allerdings
verfiigen Grenzflichenelemente iiber keinerlei Membransteifigkeit, daher ist ihr
Einsatz nur zusammen mit Elementen, die die Grenzfliche umgebende Struktur
diskretisieren, sinnvoll. Die Auswertung des Elementlastvektors in GI1.(8.72) und
der Elementsteifigkeitsmatrix geméf G1.(8.76) erfolgt numerisch durch eine Inte-
gration iiber die Einheitsgrenzfliche. Verschiedene Autoren, z.B. SCHELLEKENS &
DE BORST [119] und HOHBERG [72], haben auf eine Oszillation der Grenzfldchen-
spannung bei der Verwendung der GAUSS-Integration hingewiesen. Die Oszillation
tritt verstidrkt bei hohen Steifigkeitskennwerten der Grenzfliche auf - siehe DE
BORST [45]. Wird jedoch die LOBATTO-Integration genutzt, so sind keinerlei Os-
zillationen auszumachen. Auflerdem wird vorgeschlagen, eine hohere Anzahl von
Integrationspunkten als die fiir bilineare Ansatzfunktionen iiblichen 2x2 Integra-
tionsordnung zu verwenden, um evt. auftretende Oszillationen zu vermeiden. Eine
feinere Diskretisierung in der Prozesszone tragt ebenfalls zur Glattung der Ergeb-
nisse bei. Der Einfluss der oben genannten Punkte auf die Berechnungsergebnisse
ist unter anderem Gegenstand der numerischen Untersuchungen im Kapitel 9.
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Kapitel 9

Numerische Beispiele zur
Delaminationsberechnung

Interlaminare Bruchtests fiir laminierte Faserverbundstrukturen dienen der Er-
mittlung des interlaminaren Risswiderstandes sowie der Bestimmung der Rissfort-
pflanzung - siche auch MOORE U.A. [98]. Die Teststrukturen bestehen meist aus
zwei rechteckigen, unidirektional verstirkten Faserverbundplatten. Die Platten
sind laminiert und an einem Ende ist ein Anriss eingearbeitet. Die Lagerung und
Belastung der Probe wird so gewéhlt, dass sich der Anfangsriss nur in einem
gewiinschten Modus fortpflanzt.

Drei interlaminare Bruchtest werden vorgestellt und numerisch simuliert. Um die
numerischen Ergebnisse fiir die Proben zu verifizieren und zu validieren, stehen
fiir die Proben neben experimentellen Daten auch analytische Losungen zur Ver-
fiigung. Die analytischen Losungen basieren auf einfachen Balkenmodellen, deren
Herleitung im Anhang A dargestellt ist.

Im Einzelnen werden folgende Beispiele behandelt: Der ,,Double Cantilever Beam*®
(DCB) Test ist eine Priifstruktur, die nur im Modus I beansprucht wird. Der ,,End
Notched Flexure* (ENF) Test wird fiir die Bestimmung der kritischen Energie-
freisetzungsrate im Modus II verwendet, da die Beanspruchung ausschlieflich im
besagten Modus stattfindet. Es existieren eine Reihe von Bruchtests, bei denen
eine gemischte Belastung im Modus I und Modus II auftritt DAVIES U.A. [41].
Dazu gehoren unter anderem der ,,Cracked Lap Shear (CLS) Test, der , ARCAN*
Test oder auch der ,,Mixed Mode Bending* (MMB) Test. In dieser Arbeit wird der
,Fixed Ratio Mixed Mode* (FRMM) Test als Beispiel fiir eine gemischte Bela-
stung im Modus I und Modus II behandelt. Fiir den Modus III existiert kein weit
verbreiteter Test, da bei den vorhandenen Tests meist eine gemischte Belastung
im Modus IT und Modus III auftritt, so z.B. beim ,,Split Cantilever Beam* (SCB)
Test - siehe O’BRIEN [102]. Ein relativ neuer Test fiir den Modus III ist der ,End
Crack Torsion“ (ECT) Test - siche RATCLIFFE [112]. Eine analytische Losung
existiert allerdings nicht. Da der Rissfortschritt im Modus III in der Technik eine
eher untergeordnete Rolle spielt, wird auf ein Simulationsbeispiel verzichtet.

107
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9.1 DCB-Probe

Die ,,Double Cantilever Beam® Probe ist der am weitesten verbreitete interlami-
nare Bruchtest fiir das Risswachstum im Modus I. Ein typischer Versuchsaufbau
ist in Abb. 9.1 zu sehen. Die Fasern der Probe sind parallel zur Probenldngsrich-
tung angeordnet und an der Probenspitze ist bei der Herstellung ein Anriss der
Lange ag = 31.75mm mittels einer Teflonfolie eingearbeitet worden - siche Abb.
9.2.

Experimentelle Daten iiber den Kraft-Wegverlauf der DCB-Proben stehen von
ArLiyu & DANIEL [5] zur Verfiigung. Von ihnen ist eine Probe, die aus dem
Graphit-Epoxid Faserverbundwerkstoff AS-4/3501-6 besteht, untersucht worden.
Die homogenisierten Materialparameter sind wie folgt angegeben.

Elastizitatsparameter der DCB-Probe:

By = 13800025 By = 896025, Ghp = 7100255, Gag = 3446255 115 = 0.3

Abbildung 9.1: Versuchsaufbau fiir die DCB-Probe [34]

Die experimentellen Ergebnisse der DCB-Probe von ALIYU & DANIEL sind be-
reits des ofteren numerisch untersucht worden z.B. von HORMANN [74], SPREN-
GER [133] und TESSMER [137]. Aus der zuvor genannten Literatur sind die Anga-
ben iiber die Geometrie der Probe und die Materialeigenschaften der Grenzfliche
entnommen worden. Experimentell ist eine kritische Energiefreisetzungsrate von
Gre = 0.222% ermittelt worden. Die maximale Grenzflachenspannung in Norma-
lenrichtung ist mit £;7%% = 51.7-2; angegeben. Fiir eine weggesteuerte Versuchs-

mm?

durchfiihrung ist das Risswachstum der DCB-Probe stabil - siehe dazu CARLSSON
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& P1pES [34] Kapitel 13.1.1. Die analytische Losung der DCB-Probe kann aus der
GL.(A.4) und der Gl.(A.7) aus dem Anhang entnommen werden.

Teflonfolie

A5

Abbildung 9.2: Skizze der DCB-Probe

Das finite Elemente Modell der DCB-Probe besteht aus zwei Lagen von volumetri-
schen Schalenelementen und einer Lage von Grenzflichenelementen, die zwischen
den Schalen liegen - siehe Abb. 9.3. Im Bereich des Anrisses werden keine Grenz-
flichenelemente angeordnet. Der Anriss wird durch insgesamt zehn volumetrische
Schalenelemente abgebildet. Die Struktur wird mit einem Element iiber die Breite
diskretisiert.

Abbildung 9.3: FE-Modell der DCB-Probe

Abb. 9.4 zeigt die Gegeniiberstellung der numerischen, analytischen und experi-
mentellen Ergebnisse der DCB-Probe. Dem numerischen Ergebnis liegt ein finites
Elementenetz aus 290 volumetrischen Schalenelementen und 140 Grenzflachen-
elementen zugrunde. Die Berechnung ist statisch und verschiebungsgesteuert mit
dem finiten Elemente Programm FEAP [148, 149] ausgefiihrt worden. Als Mate-
rialmodell fiir die Grenzflache ist in diesem Fall das bilineare Entfestigungsmodell
nach HILLERBORG verwendet worden, wobei das bilineare Modell den Vorgaben
des Modells von NEEDLEMAN [100] angepasst worden ist. Dies bedeutet, dass die
maximale Grenzflichenspannung bei einem Drittel des maximalen Verschiebungs-
sprungs erreicht wird.
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Die Eigenschaften der Grenzflidche lauten dann nach GI1.(8.23):
g3 =3 und A§ = 2.86267 - 1072 mm.

In Abb. 9.4 ist die dulere Kraft F {iber die Verschiebung u am Kraftangriffs-
punkt aufgetragen. Das Ergebnis der Simulationsrechnung liefert eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen wie auch mit der analy-
tischen Losung. Bevor die groite Bruchlast bei u < 1.7 mm erreicht wird, liegen
die Last-Verschiebungskurve der FE-Berechnung und die der experimentell ermit-
telten Ergebnisse sehr nahe zusammen. Die Kurve der analytischen Losung ist
dagegen etwas steiler und zeigt damit ein steiferes Strukturverhalten. Die analyti-
sche Losung ist steifer, da die Nachgiebigkeit der Grenzfliche und die beginnende
Entfestigung an der Rissspitze nicht beriicksichtigt wird.

Versagen die ersten Grenzflachenelemente vollsténdig, so wird die maximale Bruch-
last iiberschritten und der Riss pflanzt sich entlang der Grenzfliche weiter in die
Struktur fort - sieche Abb. 9.3. Im Nachbruchverhalten fiir v > 1.7mm ist die
Kurve der numerischen Losung mit dem Ergebnis der analytischen Losung nahe-
zu identisch.

90 X | | |
Experimentell -------

80 r Analytisch ——

70 Numerisch ----- 1
60 | TS i
50 | g a
40 |
30 7 1

Kraft F [N]

20+ .
lO r // B

O 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Verschiebung u[mm]

Abbildung 9.4: Last-Verschiebungskurve der DCB-Probe fiir das Modell nach HIL-
LERBORG

Im Folgenden werden numerische Studien an der DCB-Probe vorgestellt: Dabei
soll einerseits die Auswirkung unterschiedlich feiner Netze auf die Last-Verschieb-
ungskurve untersucht werden. Andererseits wird die Auswirkung der GAUSS- bzw.
LoBATTO-Integration auf die numerischen Ergebnisse gezeigt. Schliellich wird das
Verhalten der unterschiedlichen Entfestigungsmodelle auf die Last-Verschiebungs-
kurve und auf das Konvergenzverhalten der Berechnung studiert.

In den Abbildungen 9.5 - 9.7 sind die Ergebnisse der DCB-Probe mit dem Entfe-
stigungsmodell nach NEEDLEMAN unter Verwendung des materiellen Tangenten-
operators dargestellt. Die maximale Separation betrigt AL = 0.0076338 mm
fiir eine kritische Energiefreisetzungsrate von G;. = 0.222% und einer maxi-
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malen Grenzflichenspannung von 3" = 51.7-2 Abb. 9.5 stellt eine Studie
der Ergebnisse der DCB-Probe mit unterschiedlich fein diskretisierten FE-Netzen
dar. Drei Netze sind untersucht worden: eines mit 70, eines mit 105 und eines
mit 140 Grenzflichenelementen. Die Berechnung ist fiir dieses Beispiel mit ei-
ner 3x3-GAUSsS-Integration ausgefiithrt worden. Es kann festgestellt werden, dass
mit einer steigenden Anzahl von Grenzflichenelementen das Niveau der Last-
Verschiebungskurven absinkt. Auflerdem wird der Verlauf der Last-Verschiebungs-
kurve mit zunehmender Netzverfeinerung glatter. CRISFIELD U.A. merken in [97]
an, dass fiir eine glatte Losung mindestens zwei Grenzflachenelemente am Entfe-

stigungsprozess beteiligt sein miissen.

90 T T T
140 Grenzflachenelemente ----

80 105 Grenzflachenelemente - - -

70 AN 70 Grenzflachenelemente ——

60 +

Kraft F [N]
w B a1
o o o

N
o
T

101

0 L L L L
0 1 2 3 4 5 6

Verschiebung u[mm]

Abbildung 9.5: Simulation der DCB-Probe mit dem NEEDLEMAN-Modell fiir un-
terschiedlich feine Netze

90 T T T T T 90
8ol Gauss 3x3 —— i ol Lobatto 3x3 ~ ——
Gauss 5x5 - -- Lobatto 5x5
70\ N 1 70+
_ 60 e g N ] 60 -
Z v Z
w 50f o 501
= =
E ©
< 40f < 40
30 — 20}
20t , 20b
10+ , 100
%0 i P 3 1 5 3 o5 1 5 5 4 5 6
Verschiebung u[mm] Verschiebung u[mm]

Abbildung 9.6: Vergleich der Integrationsart anhand der DCB-Probe mit dem
Modell nach NEEDLEMAN und einem Netz aus 105 Grenzflachenelementen

Nicht nur die Netzdiskretisierung, sondern auch die Integrationsart und die Héhe
der Integrationsordnung besitzen einen Einfluss auf die Berechnungsergebnisse.
Der Einfluss dieser Parameter wird an Netzen aus 105 und 140 Grenzfléchenele-
menten und mit der Integrationsart nach GAUSS und nach LOBATTO untersucht.
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90 . . 90
w0l Gauss 2x2 o | 8ol Lobatto 3x3
Gauss 3x3 Lobatto 4x4 - - -
70l Gauss 4x4 — g 70+ < Lobatto 5x5 ——
_e0l 601
E 50 2 50
L T s0f
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X 40l < 40+
30+ 30
201 20
10 10
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Abbildung 9.7: Vergleich der Integrationsart anhand der DCB-Probe mit dem
Modell nach NEEDLEMAN und einem Netz aus 140 Grenzflachenelementen

Fiir das Netz aus 105 Grenzflichenelementen sinkt das Niveau der Last-Verschieb-
ungskurve ab, wenn eine hohere Integrationsordnung verwendet wird, und néhert
sich damit der Losung des feiner diskretisierten Netzes an - siche Abb. 9.6. Fiir
ein Netz aus 140 Grenzflaichenelementen zeigt die Last-Verschiebungskurve mit
einer steigenden Integrationsordung einen glatteren Verlauf - siehe Abb. 9.7. Ein
entscheidener Vorteil mit dem Integrationsverfahren nach LOBATTO kann im Ver-
gleich zum Verfahren nach GAUSS bei diesem Beispiel nicht festgestellt werden.
Es sollte noch angemerkt werden, dass die Glattung der Last-Verschiebungskurve
durch eine hohere Integrationsordnung mit einem steigenden numerischen Auf-

wand erkauft wird.
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Abbildung 9.8: Anzahl der Iterationen je Verschiebungsschritt fiir das Modell nach
NEEDLEMAN

Im Abschnitt 8.2.5 ist bereits angesprochen worden, dass bei der Gleichungslésung
von Entfestigungsvorgéingen Probleme aufgrund einer schlecht konditionierten
Steifigkeitsmatrix auftreten konnen. Diese Probleme treten auch bei der Glei-
chungslésung mit einem ,,Standard“ Bogenldngenverfahren auf [97], daher haben
ALFANO & CRISFIELD [4] ein modifiziertes Bogenlédngenverfahren vorgeschlagen.
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Eine weitere Moglichkeit die numerische Schwierigkeiten zu umgehen besteht dar-
in, die maximale Grenzflachenspannung bei gleichbleibender Energiefreisetzungs-
rate zu reduzieren, ALFANO & CRISFIELD [3] haben dies im Zusammenhang mit
dem Bogenlangenverfahren gezeigt.

100 T T
Sekante - --

Pseudotangente ——

80 Tangente ----

Iterationen

Verschiebung u[mm]

Abbildung 9.9: Anzahl der Iterationen je Verschiebungsschritt fiir das Modell nach
HILLERBORG

Am Beispiel der zuvor beschriebenen DCB-Probe werden die einzelnen Konzep-
te zur Vermeidung von Konvergenzproblemen fiir die unterschiedlichen Entfesti-
gungsmodelle untersucht. Die Gesamtverschiebung von 6 mm wird in 48 Einzel-
schritten eingeleitet. Fiir diese Untersuchung wird als Abbruchkriterium fiir die
Iteration die Energienorm mit einer Toleranz von 1-10~8 gew#hlt. Bei dieser relativ
geringen Abbruchtoleranz bleibt gewéhrleistet, dass ein weitgehend auskonvergier-
tes Ergebnis mit einer realitdtsnahen Last-Verschiebungskurve berechnet wird.
In Abb. 9.8 ist die Anzahl der Iterationen je Verschiebungsschritt fiir das Modell
von NEEDLEMAN dargestellt. Wird der Sekantenoperator verwendet, so benotigt
jeder Verschiebungsschritt circa 60 Iterationen, bis die vorgegebene Toleranz er-
reicht wird. Durch die Verwendung der Pseudotangente kann die Anzahl der Ite-
rationen auf durchschnittlich 40 gesenkt werden. Mit dem konsistenten Tangen-
tenoperator braucht es meist weniger als 10 Iterationsschritte, bis die geforderte
Toleranzschranke unterschritten wird.

Wird die Berechnung mit dem bilinearen Modell nach HILLERBORG ausgefiihrt, so
braucht es bei Verwendung des Sekantenoperators durchschnittlich 40 Iterationen,
bis die Toleranzschranke unterschritten wird. Wird die Pseudotangente genutzt,
so sind durchschnittlich nur 30 Iterationen notwendig - sieche Abb. 9.9. Bei der
Berechnung unter Verwendung des Tangentenoperators konnte die vorgegebene
Toleranzschranke in einigen Verschiebungsschritten nicht erfiillt werden bzw. die
Berechnung divergierte. Weder eine geédnderte Strafzahl noch eine erhohte Anzahl
von Integrationspunkten kann die Konvergenzeigenschaften so stark positiv be-
einflussen, damit die Toleranzschranke unterschritten wird. Als mogliche Ursache
fiir die Konvergenzprobleme kommen zu grofle Lastschritte in Frage, wobei dann
die Losung auBerhalb des Anziehungsbereichs fiir den Ausgangswert liegt. Abhil-
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fe konnte die Regularisierung der Funktion fiir die Spannungen in Abhéngigkeit
des Vektors der Verschiebungsdiskontinuitét leisten. Die Absenkung der Grenz-
flaichenspannung auf ein Drittel des vorgegebenen Wertes beeinflusst das Konver-
genzverhalten hingegen so positiv, dass meist weniger als 10 Iterationen benotigt
werden um das geforderte Abbruchkriterium zu erfiillen. Allerdings verindert die
niedrigere Grenzflichenspannung die Last-Verschiebungskurve in der Art, dass die
Probe ein weicheres Vorbruchverhalten zeigt. Eine Studie hierzu kann Abb. 9.13
entnommen werden.

90

80 A, =02 A,=06 —
70+
60
501

Kraft F [N]

40}

30+

20+

10+

0 1 2 3 4 5 6
Verschiebung u[mm]

Abbildung 9.10: Last-Verschiebungskurve der DCB-Probe fiir das Modell nach
TVERGAARD & HUTCHINSON und einem Netz aus 140 Grenzflichenelementen
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Abbildung 9.11: Anzahl der Iterationen je Verschiebungsschritt fiir das Modell
nach TVERGAARD & HUTCHINSON

Das trilineare Modell von TVERGAARD & HUTCHINSON mit A; = 0.2 und Ay = 0.6
fithrt zu einer Last-Verschiebungskurve - siehe Abb. 9.10 - die mit den Last-
Verschiebungskurven der Abb. 9.4 und Abb. 9.5 nahezu identisch ist. Die Berech-
nung mit dem Sekantenoperator konvergiert nach durchschnittlich 60 Iterationen,
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bei Verwendung der Pseudotangente verringert sich die Zahl der Iterationen auf
circa 20 je Verschiebungsschritt. Wird die konsistente Tangente verwendet, so
treten wiederum Konvergenzprobleme auf. Mit einer auf 25% reduzierten Grenz-
flichenspannung bei gleicher Energiefreisetzungsrate konvergiert die Berechnung
und es werden meist weniger als 10 Iterationen je Verschiebungsschritt benétigt -
siehe Abb. 9.11.

Im weiteren wird die Auswirkung unterschiedlicher Formen des bilinearen ,, Entfe-
stigungsdreiecks” auf den Weg-Kraftverlauf untersucht. Dazu wird die maximale
Grenzflichenspannung bei £, = 51.7m]xb s> belassen. Der Wert ¢3, der das Verhélt-
nis zwischen elastischer Separation und vollstdndiger Separation beschreibt, wird
variiert, wobei die Werte g3 = 2/3/5 untersucht werden. Fiir den Wert g3 = 2 bil-
det das Entfestigungsdreieck ein gleichwinkliges Dreieck. Wird ¢35 = 3 gewahlt, so
entspricht das Entfestigungsmodell den Vorgaben des NEEDLEMAN-Modells. Fiir
g3 = b ist der elastische Anteil an der Spannungs-Separationsbeziehung - siehe
Abb. 8.4 - bereits sehr gering. In Abb. 9.12 ist zu erkennen, dass die Form des
bilinearen Modells nur eine geringe Auswirkung auf die Last-Verschiebungskurve
hat. Sowohl vor dem Erreichen der maximalen Bruchlast, wie auch im Nachbruch-
verhalten zeigen alle drei Modelle dasselbe Last-Verschiebungsverhalten, wobei
das Modell mit dem Wert g3 = 3 etwas glattere Ergebnisse erzielt als die beiden
anderen Modelle.
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Abbildung 9.12: Untersuchung der DCB-Probe fiir unterschiedliche Formen des
bilinearen Entfestigungsmodells

In den Abbildungen 9.13 und 9.14 wird die Auswirkung unterschiedlich hoher ma-
ximaler Grenzflichenspannungen auf die Last-Verschiebungskurve gezeigt. Fiir die
Energiefreisetzungsrate von Gy, = 0.222% werden mit dem Modell nach NEED-
LEMAN die drei Grenzflichenspannungen ¢, = 10/30/60-2; im Hinblick auf
das Verhalten der Traglastkurve untersucht.

Die Anfangssteigung der Last-Verschiebungskurve erweist sich als abhéngig von
der maximalen Grenzflaichenspannung. Je hoher die maximale Grenzflachenspan-
nung gewahlt wird, umso steiler ist die Anfangssteigung und die Struktur verhéalt

sich steifer. Im Nachbruchbereich, wenn also die ersten Grenzflichenelemente
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Abbildung 9.13: DCB-Probe mit unterschiedlich groffien maximalen Grenzflachen-
spannungen

vollstdndig versagt haben, zeigen alle drei Proben ein beinahe identisches Ver-
halten. Abb. 9.14 stellt die Anzahl der notwendigen Iterationen bei einer Ab-
bruchtoleranz fiir die Energienorm von 1-1071¢ dar. Beobachtbar ist der Anstieg
der Anzahl der notwendigen Iterationen mit der maximalen Grenzflichenspan-
nung. Wihrend fiir die Grenzflichenspannung ¢, = 1Om]:7n s nur maximal 6 Ite-
rationen gebraucht werden, steigt die Anzahl bei einer Grenzflichenspannung von
£y = 60— bis auf teilweise 70 Iterationen an.

Der Einfluss der Grenzflichenspannung auf die maximale Bruchlast wird beson-
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Abbildung 9.14: Anzahl der Iterationen fiir die Berechnung der DCB-Probe mit
unterschiedlich grofien maximalen Grenzflachenspannungen

ders deutlich, wenn eine DCB-Probe mit einem kurzen Anriss betrachtet wird.
Abb. 9.15 stellt die Last-Verschiebungskurve fiir eine DCB-Probe dar, bei der
der Anriss von ag = 31.75mm auf ag = 3mm verkiirzt worden ist. Wiederum
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Abbildung 9.15: DCB-Probe mit einem Anriss von 3 mm und unterschiedlich
groffen maximalen Grenzflichenspannungen

wird die Probe fiir die drei Grenzflichenspannungen ¢;"** = 10/30/ 60m]x1 3 un-

tersucht, wobei die Energiefreisetzungsrate konstant bei G;. = 0.222% belassen
wird. Es ist sehr deutlich zu erkennen, dass die gréfite Bruchlast mit der maxima-
len Grenzflichenspannung ansteigt, wobei sich die numerische Lésung zunehmend
der analytischen Losung nach Gl.(A.7) anndhert. Im Nachbruchbereich verhalten
sich die numerische Lésung und die analytische Losung nahezu identisch.

Aus den zuvor gezeigten Untersuchungen sollen nun einige Schluf(folgerung ge-
zogen werden:

Die numerischen Untersuchungen haben gezeigt, dass die Form des Spannungsver-
laufs im Entfestigungsmodell nur eine geringe Auswirkung auf die Ergebnisse der
Simulation hat. Eine Identifizierung der Grenzflacheneigenschaften durch einen
angepassten Verlauf der Spannungs-Separations Beziehung an experimentelle Da-
ten scheint daher nur schwer moglich zu sein, siehe hierzu auch SCHNEIDER [120)].
Den entscheidenen Einfluss auf den Verlauf der Last-Verschiebungskurve haben
die Werte der kritischen Energiefreisetzungsrate und der maximalen Grenzflachen-
spannung. Mit dem Wert der maximalen Grenzflachenspannung kann die grofite
Bruchlast, also die Hohe des Peaks, gesteuert werden. Die kritsche Energiefreiset-
zungsrate beeinflusst hingegen das Niveau der Last-Verschiebungskurve im Nach-
bruchbereich.

Aus numerischer Sicht hat sich das Entfestigungsmodell nach NEEDLEMAN mit
dem kontinuierlichen, kubischen Verlauf der Grenzflichespannungen als vorteil-
haft gegeniiber den stiickweise linearen Modellen nach HILLERBORG bzw. nach
TVERGAARD & HUTCHINSON erwiesen. Bei der Verwendung der konsistenten Ma-
terialtangente zusammen mit hohen Grenzflichenspannungen sind bei den stiick-
weise linearen Entfestigungsmodellen numerische Problemen aufgetreten. Durch
die Verwendung der Sekantensteifigkeit oder der Pseudotangente kénnen diese
Konvergenzprobleme umgangen werden, allerdings ist dann ein héherer numeri-
scher Aufwand zu erwarten.
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9.2 ENF-Probe

Der ,,End Notched Flexure“-Test ist neben dem , End Loading Split“ (ELS) Test
- siehe hierzu Anhang A.3 - ein weit verbreiteter interlaminarer Bruchtest fiir den
Modus 1T [33], [21]. Der experimentelle Aufbau des ENF-Tests kann Abb. 9.16
entnommen werden.

Teflonfolie

h=3

\l =50

R

1/2=50 %

Abbildung 9.16: Skizze der ENF-Probe

Der Test besteht aus einer Probe, die an ihren Enden vertikal gelenkig gelagert
wird. In der Probenmitte erfolgt die Lasteinleitung F - siehe Abb. 9.17. Als Ma-
terial fiir die Probe wird Aluminium mit einem Elastizitdtsmodul von 69000 mij 5
und einer Querdehnzahl von v = 0.3 verwendet. Die beiden Metallprofile sind
durch einen sproden Kleber auf Epoxidharzbasis, wie er auch fiir Faserverbundla-
minate verwendet wird, miteinander verbunden. Am rechten Ende der Probe ist

mittels einer Teflonfolie ein Anriss der Lange ag = 30 mm eingearbeitet worden.

Abbildung 9.17: Experimenteller Aufbau der ENF-Probe

Die kritische Energiefreisetzungsrate ist experimentell zu G;;. = 1.45% [57] er-

mittelt worden. Die maximale Grenzflichenspannung ist mit 7% = 40— ange-
1 mm
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geben. Das Risswachstum der ENF-Probe ist bei einer weggesteuerten Versuchs-
durchfithrung fiir eine Rissldnge von a > 0.35 L stabil - siche CARLSSON & PIPES
[34] Kapitel 13.2.1.

Die Probe wird mit zwei Lagen von volumetrischen Schalenelementen und einer
Lage von Grenzflichenelementen diskretisiert. Die Breite der Probe wird mit ei-
nem Element abgebildet. Insgesamt besteht das FE-Netz aus 148 volumetrischen
Schalenelementen, 69 Grenzflachenelementen und 5 Kontaktelementen. Die Kon-
taktelemente sind im Bereich des vorgefertigten Anrisses zwischen den Schalenele-
menten angeordnet - siehe Abb. 9.18. Sie verhindern die Durchdringung der beiden
Lagen. Als Kontaktelemente werden Grenzflichenelemente, wie sie im Abschnitt
8.3 beschrieben werden, eingesetzt. Eine hohe Strafzahl von 1 - 107# verhindert
die Durchdringungen der Schalenlagen in Normalenrichtung. In den beiden tan-
gentialen Richtungen konnen sich die Schalenelemente ungehindert bewegen.

Grenzflachenelemente Kontaktelemente

Abbildung 9.18: FE-Modell der ENF-Probe

Die Abbildungen 9.19 und 9.21 zeigen die Ergebnisse aus der FE Simulation
der ENF-Probe. In den Schaubildern ist die dussere Kraft F iiber der Verschie-
bung u am Kraftangriffspunkt aufgetragen. Die Simulationsrechnungen liefern eine
sehr gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung, die sich aus GL(A.8),
Gl.(A.10) und GIl.(A.11) zusammensetzt. Die Last-Verschiebungskurve, die sich
aus der Simulation der ENF-Probe ergibt, ist im Vergleich zur Last-Verschieb-
ungskurve der DCB-Probe auch schon fiir ein grobes FE-Netz glatt. Ein Grund
hierfiir liegt darin, dass sich bei der ENF-Probe wegen der relativ hohen Ener-
giefreisetzungsrate im Modus II immer mehrere Grenzflaichenelemente gleichzeitig
im Entfestigungsprozess befinden.

Fiir das bilineare Modell nach HILLERBORG sind unterschiedlich grofle ¢; Werte
untersucht worden, wie es in Abb. 9.19 fiir den Fall ¢; = 1.5/3/20 dokumen-
tiert ist. Im Bereich der Durchbiegung bis zu v = 0.5mm sind die Ergebnisse
der Simulation nahezu identisch mit der analytischen Losung der Gl.(A.8). Ab
diesem Bereich beginnt die Schadigung der ersten Grenzflachenelemente am An-
riss und das FE-Modell verhélt sich zunehmend weicher im Vergleich zur ana-
lytischen Losung. Die maximale Bruchlast betrdgt bei allen drei Rechenlédufen
mit unterschiedlichen ¢; Werten 220 N. Sie ist unabhéngig von der Form des
Spannungs-Separations-Modells und wird bei einer Durchbiegung von u = 4.5 mm
erreicht. Nachdem die ersten Grenzflachenelemente vollstéandig versagt haben, fallt
die Last-Verschiebungskurve im Wert stark ab - siehe auch Gl.(A.10), wobei sich
die Ergebnisse fiir die drei Entfestigungsmodelle geringfiigig voneinander unter-
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scheiden. Hat sich der Riss in der Struktur auf eine Lénge von a = 50 mm erweitert
Abb. 9.20, so wichst bei der Durchbiegung von u = 6.0 mm die Last wieder an.
Ab einer Verschiebung von u = 6 mm zeigen die numerischen Ergebnisse und die
analytische Losung der Gl.(A.14) dann auch einen iibereinstimmenden Verlauf.
Von den drei untersuchten Entfestigungsmodellen zeigt der Rechenlauf mit dem
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Abbildung 9.19: Last-Verschiebungskurve der ENF-Probe mit dem bilinearen
HILLERBORG-Modell und der maximalen Grenzflichenspannung "% = 40—

mm?2

Wert ¢; = 20 die beste Ubereinstimmung mit der analytischen Losung. Fiir hohe-
re q; Werte verdndert sich die Last-Verschiebungskurve nicht weiter. Die Form
des Entfestigungsmodells hat nur eine geringe Auswirkung auf den Verlauf der
Last-Verschiebungskurve. Selbst bei einem eher unphysikalisch anmutenden Ver-
lauf der Spannungs-Separationsbeziehung von ¢; = 1.5 ergeben sich akzeptable
Simulationsergebnisse. Die dargestellten Last-Verschiebungskurven sind verschie-
bungsgesteuert berechnet worden. Wird anstelle der Verschiebungssteuerung das
Bogenlédngenverfahren verwendet, so gelangt man zu denselben Ergebnissen.

Die Last-Verschiebungskurven der ENF-Probe, die sich mit dem Entfestigungsmo-
dell nach NEEDLEMAN ergeben, sind in der Abb. 9.21 dargestellt. Fiir die Grenz-
flichenspannung "% = 40— liefern beide Entfestigungsmodelle - das Modell

mm?2

von HILLERBORG und das von NEEDLEMAN - identische Last-Verschiebungskurven.

rmar __

Neben dem vorgegebenen Wert fiir die maximale Grenzflichenspannung von ¢{"** =
40m]fn ;> sind weitere Werte ¢/"%* = 10/ QO/SOmJXL 7 untersucht worden. Wird eine
héhere Grenzflichenspannung bei gleicher Energiefreisetzungsrate verwendet, so
néhert sich das Ergebnis immer weiter der analytischen Losung an. Fiir kleinere
Grenzflichenspannungen ist der Lastriickgang, der bei der analytischen Losung
fiir eine Verschiebung von 4.5 mm beginnt, weniger stark ausgeprigt.

Wiederum zeigt sich bei diesem Simulationsbeispiel, dass die Form des Entfesti-
gungsmodells auf die Last-Verschiebungskurven nur einen geringen Einfluss hat.

Hingegen beeinflusst die maximale Grenzflichenspannung die Berechnungsergeb-
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Abbildung 9.20: Risslinge der ENF-Probe mit dem bilinearen HILLERBORG-

Modell und der maximalen Grenzflichenspannung #{*** = 40 msz 5

nisse sehr stark. Numerische Probleme bei der Gleichungslosung, wie sie im Ab-
schnitt 9.1 beschrieben werden, sind bei der Simulation der ENF-Probe nicht
aufgetreten.
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Abbildung 9.21: Last-Verschiebungskurve der ENF-Probe mit dem NEEDLEMAN-
Modell fiir unterschiedlich grofie maximale Grenzflachenspannungen
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9.3 FRMM-Probe

Der , Fixed Ratio Mixed Mode“-Test ist neben dem MMB-Test [113] ein oft un-
tersuchter interlaminarer Bruchversuch, bei dem die Rissentwicklung im Modus
I und im Modus II gleichzeitig auftritt. Die untersuchte Probe besteht aus Fa-
serverbundmaterial und ist seitlich auf der Lange von ag = 45 mm geschlitzt [35]
- siehe Skizze in der Abb. 9.22. An der ungeschlitzten Seite wird die Probe fest
in die Versuchsapparatur eingespannt. Am oberen Arm der geschlitzten Seite der
Probe wird die Last F verschiebungsgesteuert in die Struktur eingeleitet. GOYLA
U.A. [60] geben eine maximale Ausgangsrisslinge von ag < 0.41 L an, damit eine
stabile Rissentwicklung wéhrend der Versuchsdurchfithrung gewéhrleistet bleibt.

Teflonfolie

=105
\1%

Abbildung 9.22: Skizze der FRMM-Probe

b:;&

Die Elastizitdtsparameter der untersuchten FRMM-Probe lauten:
By = 13000025, Eyy = 8000257, Gia = 6000257, Gag = 8000255, 115 = 0.27

In CHEN U.A. [35] ist fiir die Materialeigenschaft der Grenzflache, die die beiden
Faserverbundschichten miteinander verbindet, die kritische Energiefreisetzungsra-
te im Modus I von G;. = 0.257% angegeben. Im Modus II betréagt die Energie-
freisetzungsrate Grr. = 0.856-——. Die beiden kritischen Energiefreisetzungsraten
sind jeweils durch einen interlaminaren Bruchversuch im Modus I bzw. im Modus
IT ermittelt worden. Die gesamte kritische Energiefreisetzungsrate fiir den FRMM-
Versuch ist experimentell zu G, = 0.434% bestimmt worden. Die maximale
Grenzflichenspannung ist fiir beide Modi mit #{"** = 482 und ¢"* = 481
identisch angegeben. Der elastische Kennwert fiir den ,,Mixed-Mode*“ Fall - siehe
GL.(8.21) bzw. GL(8.42) - betréigt D, = 1-10°-2.

Die analytische Losung fiir die Last-Verschiebungskurve der FRMM-Probe kann
fiir eine lineare bzw. fiir eine quadratische Interaktion der Energiefreisetzungsra-
ten wie folgt berechnet werden:

Nach GI.(A.20) herrscht fiir die auf einem Balkenmodell basierende analytische
Losung der FRMM-Probe wéihrend des Risswachstums ein konstantes Verhéltnis
zwischen der Energiefreisetzungsrate im Modus I und jener im Modus II von:

0.75 - g[ = g[[ (91)
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Abbildung 9.23: FE-Modell der FRMM-Probe bei einer Verschiebung von u =
20mm

Die Versagensbedingung fiir die Grenzfliache im ,, Mixed-Mode“-Fall mit der linea-
ren Interaktion n = 1 lautet nach GI1.(8.41):

g] + g]l

g[c g[[c

=1 (9.2)

Daraus kann mit dem Verhéltnis in G1.(9.1) die Energiefreisetzungsrate, die zum
Versagen der Grenzflache fiihrt, fiir den Modus I zu G;. = 0.2098% und fiir den
Modus II zu Gy;. = 0.1574% ermittelt werden. Damit ergibt sich die kritische
Energiefreisetzungsrate fiir eine lineare Interaktion zu:

N
gc = g]c + g]]c = 0.367T—— (93)

mm

Mit diesem Wert wird die analytische Losung berechnet - siehe Abb. 9.24.
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Abbildung 9.24: Last-Verschiebungskurve der FRMM-Probe fiir das Modell von
DAvVILA & CAMANHO mit einer linearen Interaktion im Vergleich zur analytischen
Losung und den experimentellen Ergebnissen

Die Versagensbedingung fiir die Grenzflache im ,, Mixed-Mode“-Fall mit der qua-
dratischen Interaktion n = 2 lautet:
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G\’ ( Grr )2
=1 9.4
(glc) * Grre (9.4)

Daraus kann mit dem Verhéltnis in G1.(9.1) die Energiefreisetzungsrate, die zum
Versagen der Grenzfldche fiihrt, fiir den zu den Modus I zu G;. = 0.2507% und
fiir den Modus II zu G;7. = 0.1880% ermittelt werden. Die kritische Energiefrei-
setzungsrate fiir die analytische Losung mit einer quadratischen Interaktion lautet
damit:

N
Ge=Gre+Grre = 0.439— (9.5)
mm

Mit diesem Wert wird dann die analytische Losung berechnet - siehe Abb. 9.25.

Das betrachtete FE-Modell besteht aus 148 Schalenelementen und 69 Grenz-
flichenelementen; Kontaktelemente kommen bei diesem Beispiel nicht zum Ein-
satz. Abb. 9.23 zeigt die FRMM-Probe mit einer aufgebrachten Verschiebung von
u = 20mm. Bei diesem Verschiebungszustand ist die Probe bereits vollsténdig
delaminiert und der Riss hat sich bis kurz vor die Einspannung ausgebreitet.
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Abbildung 9.25: Last-Verschiebungskurven der FRMM-Probe fiir das Modell von
DAvILA & CAMANHO mit einer quadratischen Interaktion im Vergleich zur ana-
lytischen Losung und den experimentellen Ergebnissen

In den Abbildungen 9.24 und 9.25 wird zur Validierung des ,, Mixed-Mode“-Modells
von DAVILA & CAMANHO die numerische Last-Verschiebungskurven der analyti-
schen Last-Verschiebungskurve gegeniibergestellt, wobei die lineare und die qua-
dratische Interaktionsbedingung fiir die Energiefreisetzungsrate untersucht wird.
Vor dem Erreichen der Bruchlast zeigt das numerische und das analytische Er-
gebnis fiir die lineare wie auch fiir die quadratische Interaktionsbedingung einen
identischen Verlauf. Kurz vor dem Erreichen der gréfiten Bruchlast fallen die nu-
merischen Losungen gegeniiber den analytischen Losungen im Wert ein wenig ab.
Dieses Verhalten wird durch die beginnende Schidigung der Grenzfléchenelemen-
te ausgelost. Nachdem die groite Bruchlast iiberschritten ist, beginnt der Riss zu
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wachsen, wobei die Last-Verschiebungskurven je nach Interaktionsbedingungen
voneinander abweichen. Die numerische und die analytische Losung zeigt fiir eine
identische Interaktionsbedingung eine gute Ubereinstimmung im Verlauf, wobei
jedoch das Lastniveau der numerischen Losungen im Vergleich zur analytischen
Losung niedriger ist.

Im Nachbruchverhalten fiir u > 17 mm erweist sich die numerische Losung sowohl
fir n = 1 und n = 2 gegeniiber den analytischen Losungen als steifer. Dieses
Verhalten ist dadurch zu erkldren, dass die Grenzflichenelemente, die direkt an
der Einspannung liegen, aufgrund der kleinen Verformungen nicht delaminieren,
da sie durch die Einspannung daran gehindert werden. Diese nicht delaminierten
Grenzflichenelemente versteifen den belasteten Kragarm der Probe zusétzlich, da
er im Vergleich zur analytischen Losung Gl.(A.19) dann eine kiirzere auskragende
Lange besitzt.

SchlieBlich werden in der Abbildungen 9.24 und 9.25 noch die numerischen Er-
gebnisse mit den experimentellen Daten von CHEN U.A. [35] verglichen. Dieser
Vergleich dient der Validierung der beschriebenen Methoden zur Analyse von De-
laminationsvorgéngen. Die experimentellen Daten liegen nur fiir den Bereich vor,
in dem der Riss stark anwéchst, ndmlich zwischen 8 mm < u < 16 mm. Die
Berechnung mit der quadratischen Interaktionsbedingung trifft die experimentel-
len Daten besser als die Analyse mit der linearen Interaktion. Allerdings liegen
die experimentellen Daten im Wert immer noch ein wenig héher als die analy-
tischen Ergebnisse, die mit einer quadratischen Interaktion ermittelt wurden. In
diesem Beispiel sind wiederum numerische Schwierigkeiten aufgetreten, wie sie
im Abschnitt 9.1 ausfiihrlich beschrieben werden, weshalb die Berechnungen mit
der Pseudotangente durchgefiihrt worden sind. Eine weitere Erhohung des Inter-
aktionsparameters n beeinflusst den Verlauf der Last-Verschiebungskurve kaum
noch. Damit erweist sich der Vorschlag fiir den Interaktionsparameter n = 2 von
WHITCOMB als sinnvoll. Obwohl die experimentell ermittelten Werte gréfler sind
als die Berechnungsergebnisse mit einer quadratischen Interaktion, lésst sich den-
noch eine gute Voraussagefahigkeit des FE-Modells erkennen, da sie den Verlauf
der experimentellen Daten sehr gut abbilden.

Die Abb. 9.26 stellt die Grenzflachenspannungen der ersten beiden Grenzflachen-
elemente an der Rissspitze gegeniiber den aufgebrachten Verschiebungen dar.
Wihrend des Entfestigungsprozesses treten sowohl Normalspannungen auf - siehe
Abb. 9.26 (a), als auch Schubspannungen - siche Abb. 9.26 (b). Das erste Element
steht durchgéngig unter einer Zugspannung und versagt bei der Verschiebung von
u = 8.25 mm vollstdndig unter einer , Mixed-Mode“-Beanspruchung. Das zweite
Element wird zunéchst auf Druck beansprucht. Erst wenn die Schiadigung beim
ersten Element beginnt, wechselt die Normalspannung vom Druckbereich in den
Zugbereich. Im Weiteren wird nun das ,,Mixed-Mode* Entfestigungsmodell von
TVERGAARD & HUTCHINSON zur Simulation der FRMM-Probe genutzt. Das
Modell wird einmal in seiner bilinearen Form mit Ay = Ay = 0.1 benutzt und
das andere Mal mit trilinearem Ansatz von A\; = 0.2, Ay = 0.6 verwendet - siehe
dazu Abb. 8.7. Das Modell von TVERGAARD & HUTCHINSON erweist sich dabei
als weniger geeignet, die experimentellen Daten der FRMM-Probe zu simulieren
als das Entfestigungsmodell von DAVILA & CAMANHO. Die maximale Bruchlast
wird vom Modell stark unterschétzt, sodass der gesamte Verschiebungsbereich, in
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Abbildung 9.26: Grenzflichenspannungen ¢3 (a) und ¢; (b) der ersten beiden Ele-
mente an der Rissspitze aufgetragen iiber die Verschiebung

dem der Riss anwéchst - also zwischen 7mm < u < 17mm - nur unzureichend
wiedergegeben wird. Dieser Fakt hidngt damit zusammen, dass die gesamte kri-
tische Energiefreisetzungsrate G. nur von der Energiefreisetzungsrate im Modus
I beeinflusst wird - siehe G1.(8.33) und [3]. Daher ist das Modell fiir Falle, bei
denen sich die kritsche Energiefreisetzungsrate mafigeblich aus den Anteilen G,
und Gj;. zusammensetzt, unbrauchbar. Wenn also wie in diesem Fall die Ener-
giefreisetzungsrate im Modus II hoher ist als die im Modus I, wird das Niveau
des Entfestigungsastes unterschétzt. Ein signifikanter Unterschied zwischen den
Last-Verschiebungskurven fiir das bilineare Modell und dem trilinearen Modell ist
nicht auszumachen und beide Ergebnisse zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung
mit der analytischen Losung.
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Abbildung 9.27: Last-Verschiebungskurven der FRMM-Probe fiir das Modell von
TVERGAARD & HUTCHINSON mit experimentellen und analytischen Ergebnissen
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9.4 Delamination eines gekriimmten Balkens

In diesem Beispiel wird der gekriimmte Balken unter Momentenlast der bereits im
Kapitel 6.7 beschrieben wurde erneut behandelt. Allerdings wird der gekriimmte
Balken um eine Grenzschicht erweitert mit deren Hilfe die Neigung der Struktur
zur Delamination aufgrund von Querzugspannungen untersucht wird. Die Abmes-
sungen, die Belastung und die Materialdaten werden ebenfalls aus dem Kapitel
6.7 iibernommen, allerdings wird ein 180°-Kreisausschnitt untersucht. Die Dela-
minationsschicht befindet sich im Bereich der maximalen Radialspannungen bei
rq = 14 mm - siche Abb. 9.28. Die Einleitung des Moments in die Struktur erfolgt
mittels zweier Stahlscheiben die jeweils an den Balkenenden angebracht sind.

Vorschadigung

v M
Auswertungsknoten U

Abbildung 9.28: Kreisrunder Triger unter Momentenlast mit Delaminations-
schicht

Der gekriimmte Balken wird aus Volumen- und Grenzflichenelementen modelliert.
Uber die Querschnittsdicke werden 20 Elemente verwendet und der Umfang wird
mit 33 Elementen modelliert. Die Stahlscheiben werden aufgrund ihrer grofien
Steifigkeit als Starrkérper abgebildet. Die Momentlast wird mittels Folgelasten
eingeleitet, um auch bei grolen Deformationen ein lokales einknicken der Struk-
tur zu verhindern. Die Struktur wird am oberen Rand in z-Richtung gelagert um
ein ausknicken der Struktur zu verhindern. Zur Berechnung ist das FE-Progamm
LS-DYNA in der Version 971 [89] genutzt worden. In diesem Programm ist der im
Kapitel 8.2.4 beschriebende Delaminationsalgorithmus implementiert worden und
als Materialroutine *MAT138 ,MAT-COHESIVE-MIXED-MODE* verfiighar -
siehe hierzu auch [51] und [56].

Materialdaten der Grenzschicht:
Dy =1-10025 =052 G = 0420

Das Moment von 100 Nmm wird linear innerhalb eines Zeitraumes von 4 s in die
Struktur eingeleitet. Um den ortlichen Beginn der Delamination besser beeinflus-
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sen zu kénnen werden die beiden Grenzflachenelemente bei #=90° vorgeschadigt.
Die Vorschidigung erfolgt durch die Halbierung der Energiefreisetzungsrate auf

i

Abbildung 9.29: Kreisrunder Tréger mit Delaminationsschicht bei einem Moment
von 60 Nmm

Die Deformation des gekriimmten Balkens mit Grenzschicht wird mit der Defor-
mation des Balken ohne Grenzschicht verglichen. Dazu wird die Verschiebung in
x- und y-Richtung am inneren Randknoten - siehe Abb. 9.28 - an der Lastein-
leitung iiber dem Lastmoment aufgetragen. Bei einem Moment von 12.5 Nmm
versagen die beiden vorgeschiddigten Elemente bei #=90° und das Lastverschie-
bungsverhalten der Struktur wird zunehmend weicher - siche Abb. 9.30. Erreicht
die Momentelast 25 Nmm so versagen die ersten nicht geschéddigten Grenzfliachen-
elemente. Bei dem Moment von 60 Nmm ist die Delamination bis zu §=45° bzw.
0=135° fortgeschritten - sieche Abb. 9.29.

1.0

09 L x—Verschiebung mit Versagen ——

y—Verschiebung mit Versagen - - -
0.8

x—Verschiebung ohne Versagen ----
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0.0 ,fﬂ/—r’-":\':r":/".f\::‘: - ‘\- B L L L I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Moment INmml

Abbildung 9.30: Verschiebungen des gekriimmten Balkens mit und ohne Delami-
nationsschicht aufgetragen {iber der Momentenlast



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung von Schalentragwerken und die Analy-
se des postkritischen Verhaltens von Faserverbundstrukturen. Ein erster Schwer-
punkt bildet die Beschreibung der Verformung diinnwandiger Schalentragwerke
aus isotropen und transversal isotropen Materialien. Dabei wird besonders auf die
Erfassung der transversalen Spannungsfelder und ihre Auswirkung auf das Ver-
formungsverhalten der untersuchten Strukturen Wert gelegt. Ein zweiter Schwer-
punkt liegt auf der Beriicksichtigung der Versagensvorgénge innerhalb von Faser-
verbundlaminaten durch die fortschreitende Delamination. Die theoretische Be-
schreibung und die numerische Umsetzung der oben genannten Punkte mit der
Methode der finiten Elemente ist Gegenstand dieser Arbeit. Bei der Auswahl der
numerischen Beispiele zu den Schalentragwerken sowie der Delamination ist be-
sonderer Wert auf die Moglichkeit der Verifikation und Validierung der Ergebnisse
anhand analytischer Losungen und experimenteller Ergebnisse gelegt worden.
Ein volumetrisches Schalenelement mit trilinearen Ansatzfunktionen ohne Rota-
tionsfreiheitsgrade zur Berechnung der Schalenstrukturen wird vorgestellt. Die
Neigung des Schalenelements zur kiinstlichen Versteifung wird durch die Ver-
wendung etablierter numerischer Verfahren verhindert. Die ,,Assumed Strain“-
Methode wird gegen Querschubversteifung und Dickenversteifung angewandt. Mit
der ,Enhanced Assumed Strain“-Methode, die auf einer gemischten finiten Ele-
mentformulierung beruht, wird die Dickendehnung erweitert, um so den Quer-
dehndefekt einer 6-Parameterschalentheorie zu verhindern. Unterschiedliche M&g-
lichkeiten zur Erweiterung der Dickendehnung werden vorgestellt und ihre Lei-
stungsfihigkeit an numerischen Beispielen demonstriert. Die Erweiterung der Di-
ckendehnung mit drei Parametern hat sich als optimal herausgestellt. Sie ermo6g-
licht mit einem geringen numerischen Mehraufwand gegeniiber einem reinem Ver-
schiebungsmodell das Bestehen des Biegepatchtests fiir Platten. Das volumetrische
Schalenelement zeigt bei diinnen Strukturen eine dhnlich gute Leistungsfahigkeit
wie ein Schalenelement basierend auf der 5-Parametertheorie mit einem degene-
rierten Werkstoffmodell. Jedoch wéchst die Konditionszahl der volumetrischen
Schalen mit der vierten Potenz vom Verhéltnis der charakteristischen Lénge zur
Querschnittshohe, wiahrend die Konditionszahl einer 5-Parameterschalentheorie
nur mit der zweiten Potenz anwéchst, was bei sehr diinnen Strukturen zu einer
schlechten Konditionierung des Gleichungssystems fiihrt.

Die Mehrschichttheorie fiir Schalen wird verwendet, um die kinematische Be-
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schreibung der Schalenverformungen in Dickenrichtung zu verbessern. Sie erweist
sich als geeignetes Instrument zur genauen Analyse der transversalen Querschub-
spannungen und transversalen Dickenspannung bei geschichteten Strukturen und
dicken Querschnitten. Es hat sich gezeigt, dass die EAS-Methode Versteifungen
aufgrund des nicht erfassten Possioneffekts durch die Erweiterung des Dickendeh-
nungfeldes um einen linearen Anteil verhindert. Jedoch wird die Dickendehnung
durch die EAS-Methode nicht erweitert, falls die Dickendehnung aus einer Auf-
last oder durch die Kriimmung der Struktur nichtkonstante Anteile erhélt. Die
EAS-Methode ist dabei in der Lage die Konvergenzeigenschaften bei Verfeinerung
des FE-Netzs iiber die Dicke im Fall der Mehrschichttheorie zu verbessern. Dieses
Verhalten wird am Beispiel eines Kragarms unter Auflast und eines gekriimmten
Tréagers gezeigt.

Zur Beschreibung der fortschreitenden Delamination wird die Grenzflichenschadi-
gungsmechanik genutzt. Die Zwischenschicht, die einzelne Lamina miteinander
verbindet, wird ndherungsweise als Grenzfliche aufgefasst. Dazu wird das Rissmo-
dell von BARENBLATT & DUGDALE verwendet, wobei die Betrachtung auf sprodes
Grenzflichenverhalten beschrankt bleibt. Die Energiefreisetzungsrate stellt den
entscheidenden Wert zur Bestimmung der Risséffnung dar. Speziell entwickelte
Grenzflachenelemente werden zur Beschreibung des Rissfortschritts eingesetzt.
Diese dreidimensionalen Elemente werden in Richtung der Grenzfliche bilinear
interpoliert und kénnen so zusammen mit den volumetrischen Schalenelementen
verwendet werden. Im Schrifttum bekannte Modelle, die das Entfestigungsverhal-
ten der Grenzfliche beschreiben, werden vorgestellt. Dazu gehoren Entfestigungs-
modelle mit einem bilinearen, einem trilinearen und einem kubischen Verlauf der
Grenzflachenspannung iiber der Separation. Der Vergleich der Entfestigungsmo-
delle erfolgt an interlaminaren Bruchproben. Im Modus I wird die DCB-Probe und
im Modus II die ENF-Probe untersucht. Die diskutierten Interaktionsmoglich-
keiten fiir den ,Mixed-Mode“ werden an der FRMM-Probe untersucht, wobei
sich die quadratische Interaktion der Energiefreisetzungsraten als sinnvoll erweist.
Insgesamt konnte festgestellt werden, dass die Variation der Form des Entfesti-
gungsverlaufs zur Anpassung der numerischen Ergebnisse an experimentelle Last-
Verschiebungskurven nicht geeignet ist. Die maximale Grenzflichenspannung be-
einflusst die grofite Bruchlast, wéihrend die kritische Energiefreisetzungsrate maf-
geblich das Nachbruchverhalten steuert. Aus numerischer Sicht erweist sich das
kubische Modell gegeniiber den stiickweise linearen Modellen als vorteilhaft, da
keine numerischen Schwierigkeiten auftreten, wenn der materielle Tangentenope-
rator verwendet wird. Als numerisch besonders empfindlich zeigen sich die Entfe-
stigungsmodelle fiir den Modus 1. Mit der in dieser Arbeit teilweise verwendeten
Pseudotangente kann das Problem mit deutlich erhohtem Aufwand umgangen
werden. Alternativ bietet sich auch die explizite Zeitintegration als Losungsalgo-
rithmus fiir die Bewegungsgleichung an, da hierbei keine Materialtangente aufge-
stellt werden muss BORG [20].

Abschlieend kann festgestellt werden, dass die Kombination eines volumetrischen
Schalenelements und eines dreidimensionalen Grenzflachenelements sich sehr gut
zur Simulation von interlaminaren Schiadigungsvorgéingen eignet.
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Bei der Untersuchung der interlaminaren Bruchproben, besonders bei der DCB-
Probe, hat sich gezeigt, dass die Diskretisierungsdichte der Grenzflache entschei-
denden Einfluss auf die Erfassung der Vorgénge in der Prozesszone hat und damit
die maximale Bruchlast und den Verlauf der Last-Verschiebungskurve stark be-
einflusst. In ihren Approximationseigenschaften verbesserte Grenzflachenelemente
konnten hier Abhilfe schaffen. Eine Verbesserung der Grenzflachenelemente ohne
die Erhohung der Knotenanzahl kann durch die Verwendung von hierarchischen
Formfunktionen oder einer inkompatiblen Interpolation herbeigefiihrt werden. Er-
ste Ansétze fiir den ebenen Fall finden sich bei CRISFIELD & ALFANO [39]. Das
in dieser Arbeit beschriebene Grenzflichenelement ist auf kleine Deformationen
beschrinkt. Die Erweiterung auf groffe Deformationen oder zumindestens grofle
Rotationen ist erstrebenswert, besonders wenn an die Anwendung im Zusammen-
hang mit Crashvorgéingen gedacht ist. In der Literatur sind bisher nur wenige
Veroffentlichungen zu diesem Thema zu finden. So beschreiben QiU & CRISFIELD
und ALFANO [108] ein eindimensionales Grenzflichenelement mit einer mitdrehen-
den Formulierung. Bei ORITZ & PANDOLFI [104] findet sich eine Formulierung fiir
grofle Verzerrungen.

Die in dieser Arbeit verwendeten Methoden zur Berechnung der Verformung und
dem Versagen von Faserverbundstrukturen lassen sich auch auf die Analyse von
strukturellen Klebverbindungen iibertragen, jedoch sind die Kleber, die z.B. in der
Automobilindustrie zu Einsatz kommen, meist zahmodifiziert und zeigen somit
auch ein plastisches Verhalten. Dennoch kénnen die hier vorgestellten Entfesti-
gungsmodelle erfolgreich eingesetzt werden, indem die maximalen Grenzflichen-
spannungen bzw. die kritischen Energiefreisetzungsraten, die aus Substanz- und
Bauteilversuchen fiir die Klebschicht gewonnen werden, zur Simulation der Kleb-
verbindungen angesetzt werden - siche FIOLKA & GERLACH und MATZENMILLER
[53].
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Anhang A

Analytische Losung der
Delaminationsproben

Das Gesamtpotential setzt sich nach Gl.(3.122) aus dem inneren Potential und
dem &uBeren Potential zusammen.

I = II; + 11, (A.1)

Mit dem 1. Satz von CASTIGLIANO ergibt sich aus der Ableitung des inneren Po-
tentials nach der Kraft F' die Verschiebung u des Kraftangriffspunktes in Richtung
dieser Kraft [69].

ol

oF
Die Energiefreisetzungsrate G folgt aus der Ableitung des Gesamtpotentials nach
der Bruchfliche 0A = b - da:

u (A.2)

G=-""=_7 (A.3)

ch)
Abbildung A.1: Balkenmodell der DCB-Probe
Das innere Potential der DCB-Probe lautet:

a M2 a M2
H‘ — 1 2
i / oEr, T / SEL

0 0
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Mle'f,U MQIFSC

r F?2? r F?2?
/2]511 x+/2E[2 o
0

0

mit den Flachentrdgheitsmomenten Iy = I, = I ergibt sich
_ F*a
" 3FEI

Das duBlere Potential lautet:

II, = —Fu

Die Verschiebung der Kragarmspitze mit einem konstanten Anriss a = aq ergibt
sich mit GL.(A.2) zu:

2Fa?
= A4
Yoy (A4)
Das Gesamtpotential I betragt:
F2 3 2F2 3 F2 3
[ (A.5)

3ET 3ET 3BT

Die Energiefreisetzungsrate fiir die DCB-Probe ergibt sich mit G1.(A.3) und G1.(A.5)
zZu:

g_ o _ P
~ bda bLEI
GbET

mit Gl.(A.4) und GIl.(A.6) ergibt sich fiir den Fall des Risswachstums G = G, mit
a > ag folgende Beziehung zwischen der Last F' und der Verschiebung wu:

_ 2(G.bENY?
 3F2E]

A.2 Analytische Losung der ENF-Probe

Das innere Potential der ENF-Probe lautet:

(A7)

!

a a 2 l
M? M2 M2 M?
I, = L g 2 q 3 q / L d
/2E11 x+/2E12 o +/QEI?, SN Yo A

0 0 a

N~

mit [ = I, = I, = I3/8 = 14/8 ergibt sich:

PP 4 12F%;
b T68ET
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Abbildung A.2: Balkenmodell der ENF-Probe

Das duflere Potential lautet:

Die Durchbiegung am Lastangriffspunkt ergibt sich aus GIl.(A.2) mit einem kon-
stanten Anriss a = ag zu:

B+ 12Fa?
_ A8
Y 3R4E] (A-8)

Die Energiefreisetzungsrate G folgt mit GIL.(A.3):

_ 3F2q?
 G64bEI

[64bETG

Fiir den Fall des Risswachstums G = G, mit einer Rissldnge von a zwischen ag <

a < £ gilt mit GL.(A.8) und GL.(A.9) der folgende Zusammenhang zwischen der
Verschiebung u und der Last F:

g

3
64bFI1G:\ 2
o = P+ 128 (Mg0)°

3841 (A.10)

Fiir eine Rissldnge a > é ist das folgende Balkenmodell zu untersuchen:

4 F 2

l

1

Abbildung A.3: Balkenmodell der ENF-Probe fiir eine Rissldnge a > é
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Das innere Potential berechnet sich aus:

1 2 3 M42 M52
I, — da d d d d
/2EI +/2E[ ij/zEI SR Vo) x+/16EI o

a

I, = - (P’ =3(1—-a)’
i = 1o3g7 (& 3 —a))

Das duBlere Potential lautet:
II, = —Fu

Die Durchbiegung in Feldmitte bei x = % betragt mit Gl.(A.2):

s
i (P =3( - a)*)
Die Energiefreisetzungsrate lautet mit Gl.(A.3):
3F?
— [ —a)?
9=Gnrr! ~Y
Bei Risswachstum G = G, ergibt sich die Durchbiegung u in Abhéngigkeit von der
Last F' zu:
3
F G.64DET \ 2
_ B _ g [ GebiOEL A1l
96EI< 3( 372 )) (A.11)

A.3 Analytische Losung der ELS-Probe

Damit fiir die FRMM-Probe das Verhéltnis der Energiefreisetzungsraten im Mode
I und Mode II ermittelt werden kann, wird zunéchst die ELS-Probe untersucht.

2

M:F-IC i—i”

ol

=k

Abbildung A.4: Balkenmodell der ELS-Probe

Das innere Potential der ELS-Probe lautet:

a

M2 M2 M2
I, = [ —-d —2.4d °_d
251 " | 3E1 x+/16EI o
0 0 a
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daraus ergibt sich:

- F213 + 3F?q3
e A8E]T

Das duBlere Potential lautet:

II, = —Fu

Die Durchbiegung am Lastangriffspunkt ergibt sich aus GIl.(A.2) mit einem kon-
stanten Anriss a = ag zu:

FI? + 3Fa?
= TRl (A4.12)
Die Energiefreisetzungsrate G folgt aus Gl.(A.3):
3F2%a?
= Al
g 166 FEI (A-13)

Fiir den Fall des Risswachstums G = G, ergibt sich die Verschiebung v in Abhéngig-
keit von Belastung der F' zu:

- Fl3+3F(16bElgc)%

24EI3F2 (A.14)
A.4 Analytische Losung der FRMM-Probe
1 F
M=F- C — .
2 3

Abbildung A.5: Balkenmodell der FRMM-Probe

Das innere Potential der FRMM-Probe lautet:

a
2 2

M M
I = [ —=d 2_d
: 2Bl x+/16E[ *

0 a

—_— F23 4+ TF2¢3
v A8E1T

Das duBlere Potential lautet:

II, = —Fu
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Die Durchbiegung am Lastangriffspunkt ergibt sich mit einem konstanten Anriss
a = ap aus GL.(A.2):

FPB+7Fa®
= Al
T T uED (A.15)
Die Energiefreisetzungsrate G folgt aus Gl.(A.3):
TF%a?
= A.16
g 16bE1 ( )

[16GEIb

Fiir den Fall des Risswachstums G = G, mit a > ag gilt:

16G.EIb\3/2
_FP+TF (10=L10)

24E171

Fiir den Fall, dass der Riss die Lénge [ erreicht hat, ist folgendes System zu
untersuchen.

(A.18)

u

M =F-| C tu

=t

I=a

Abbildung A.6: Balkenmodell der FRMM-Probe fiir die Rissldnge a =1

Mit dem inneren Potential:

l
M? F23
2E1 6E1
0
Die Durchbiegung am Lastangriffspunkt lautet fiir den Fall a = [ somit:

N
YT 3EI

(A.19)
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Die FRMM-Probe ist eine ,,Mixed-Mode®“ Probe, die im Modus I und im Modus
IT beansprucht wird. Das Verhéltnis der Energiefreisetzungsraten zueinander kann
ermittelt werden, indem die FRMM-Probe aus den Modellen der DCB und der
ELS-Probe zusammengesetzt wird.

DCB y, ELS N

FRMM

Abbildung A.7: Uberlagerung der FRMM-Probe

Die Energiefreisetzungsrate fiir die DCB-Probe lautet nach G1.(A.6):

F?a*> N?d?
" 0Bl 4bEI
Die Energiefreisetzungsrate fiir die ELS-Probe lautet nach GIl.(A.13):

gr

B 3F2q2 B 3N2q2
 16bEI 16bEI

Die gesamte Energiefreisetzungsrate erhélt man aus:

g[[

NZ?a? N 3N?a®>  TN?a?
4bEI  16bEI  16bEI
bzw. Vergleich mit GIl.(A.16).

Das Verhiltnis der Energiefreisetzungsraten G; und Gy zueinander ist konstant
und unabhéngig von der Geometrie der Probe und der Lénge des Risses.

G§=0G+G =

(A.20)

N2a2
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3
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Anhang B

Zeichenerklirung

Abkiirzungen
AS Assumed Strain
ANS Assumed Natural Strain
CDM Continuum Damage Mechanics
CFK Kohlefaser bewehrte Kunststoffe
CLS Cracked Lap Shear
COD Crack Opening Displacement
DCB Double Cantilever Beam
DGM Discontinuous Galerkin Methods
DSG Discrete Shear Gap
EAS Enhanced Assumed Strain
ECT End Crack Torsion
ENF End Notched Flexure
FEM Finite Elemente Methode
FRMM Fixed Ratio Mixed Mode
IDM Interface Damage Mechanics
MLT Multi Layer Theory
MDT Multidirektortheorie
MMB Mixed Mode Bending
SCB Split Cantilever Beam
SDT Singledirektortheorie
SLT Single Layer Theory
SRI Selectiv Reduced Integration
TSL Traction Separation Law
PdvV Prinzip der virtuellen Verschiebung
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Skalare
a Risslange
ao Ausgangsrisslange
A, auBlere Arbeit
A; innere Arbeit
A innere Arbeit der Grenzfléche
Ar Arbeit der Impulsinderung
¢ Konditionszahl
dy Schéidigungsvariable im Modus 1
drr Schédigungsvariable im Modus II
drrr Schadigungsvariable im Modus II1
D,, Elastischer Kennwert fiir den Mixed-Mode
Aprit kritische Rissspitzenoffnung
E Elastizitdtsmodul
FEi Elastizitdatsmodul in Faserrichtung
FEss Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faserrichtung
FEss Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faserrichtung
Vij Querkontraktionszahlen
G Schubmodul
Gio Schubmodul parallel zur Faserebene
Gh3 Schubmodul senkrecht zur Faserebene
Gz Schubmodul senkrecht zur Faserebene
g Energiefreisetzungsrate
g. kritische Energiefreisetzungsrate
€ Richtungswinkel
f Funktion
F Funktional
H Schalenhohe in der Ausganskonfiguration
h Schalenhohe in der Momentankonfiguration
k Strafparameter
K Kompressionsmodul
n Interaktionsparameter
v Querdehnzahl
IT Gesamtpotential
I, auferes Potential
II; inneres Potential
= Kontinuitatsvariable
) freie Energiedichte der unverformten Grenzflache
v freie HELMHOLTZ-Energie
P Richtungswinkel
R Risswiderstandskraft
|44 Forménderungsenergiefunktion
W spezifische Forméanderungsenergie
Amin kleinster Eigenwert
Amaa grofiter Eigenwert
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Vektoren

S+ Ze =g

o+
o

= o ohl e

=3

G;

SO A

interner Freiheitsgrad

Direktor in der Ausganskonfiguration |D| = 1
Direktor in der Momentankonfiguration | d | =1

Kraftvektor
Impulsvektor

Basisvektor eines orthonormalen Koordinatensystems

orthonormiertes Einheitskoordinatensystem
Formfunktion

CAucHY-Spannungsvektor

1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungsvektor
2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungsvektor
Grenzflichenspannungsvektor
Verschiebungsvektor
Verschiebungssprungvektor
Volumenkraftvektor

Ortsvektor in der Ausgangskonfiguration
Ortsvektor in der Momentankonfiguration
konvektive Basisvektoren

Matrizen und Tensoren

AR EHEmEHQ-OQQWE - B
0

Q

<cH4rR8_zTZC

Transformationsmatrix
Einheitstensor

Verzerrungs- Verschiebungsmatrix
rechter CAUCHY-GREEN Tensor
Elastizitdtsmatrix
Elastizitatskennwerte der Grenzflache

Materialtensor

GREENscher Verzerrungstensor

erweiterter GREENscher Verzerrungstensor
Deformationsgradient

Metriktensoren

Steifigkeitsmatrix

geometrischer Anteil der Steifigkeitsmatrix
rdumlicher Geschwindigkeitsgradient
Interpolationsmatrix
Verschiebungssprung-Verschiebungsmatrix
Drehtensor

CAUCHY Spannungstensor

1. P1oLA-KIRCHHHOFF Spannungstensor
2. P1oLA-KIRCHHHOFF Spannungstensor
Transformationsmatrix

rechter Strecktensor

linker Strecktensor
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Korper und Konfigurationen

Br
Bo
By
B,

B+
B-
SO
S

Operatoren

)

o]

det

div, DIV

D

grad, GRAD
tr

®
X

Referenzkonfiguration
Referenzkonfiguration im Sinne der FEM
Ausgangskonfiguration
Momentankonfiguration

oberer Teilkorper

unterer Teilkorper

Grenzflache in der Ausgangskonfiguration
Grenzflache in der Momentankonfiguration

Variation

Kronecker Symbol
Determinante
Divergenz
GATEAUX-Ableitung
Gradient

Spur

Dyadisches Produkt
Kreuzprodukt
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