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Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Frage, wie sich in einer Familie von
abelschen t-Moduln die Teilfamilie der uniformisierbaren ¢-Moduln beschreiben
lasst. Dabei sind abelsche ¢-Moduln die hoherdimensionale Verallgemeinerung
von Drinfeldmoduln. Drinfeldmoduln spielen in der Arithmetik von Funktionen-
koérpern eine dhnliche Rolle wie elliptische Kurven in der Arithmetik von Zahl-
korpern und sind als Analogie zu elliptischen Kurven zu sehen. In diesem Sinne
sind abelsche t-Moduln iiber Funktionenkérpern eine Analogie zu abelschen Va-
rietdten iiber den komplexen Zahlen. Wir betrachten zunéchst den klassischen
Fall elliptischer Kurven iiber den komplexen Zahlen.

Sei A ein Z-Gitter vom Rang zwei in den komplexen Zahlen C. Der Quotient
C/A ist ein Torus. Der analytische Torus C/A ist isomorph zu einem algebrai-
schen Objekt, einer elliptischen Kurve, die sich durch polynomielle Gleichungen
beschreiben lasst. Umgekehrt 1&sst sich jeder elliptischen Kurve ein analytischer
Torus zuordnen. Wir erhalten so eine 1:1 Beziehung zwischen elliptischen Kur-
ven als algebraischen Objekten auf der einen Seite und Tori als analytischen
Objekten auf der anderen Seite [Sil09]. Wie sieht das in héheren Dimensionen
aus?

Wir betrachten ein Z-Gitter A vollen Ranges in C¢ mit d > 1. Nicht immer
liisst sich dem analytischen Torus C?/A ein algebraisches Objekt zuordnen. Nur
wenn das Gitter eine zusitzliche Bedingung erfiillt, gehort zum Torus C¢/A ein
algebraisches Objekt, ndmlich eine abelsche Varietdt. Umgekehrt erhélt man zu
jeder abelschen Varietét einen Torus [SD74]. In diesem Sinne gibt es mehr Tori
als abelsche Varietéten.

Wir wollen zunéchst ein zu einer elliptischen Kurve analoges Objekt fiir ra-
tionale Funktionenkdrper untersuchen. Wir haben oben Z-Gitter in C betrach-
tet. Um die Analogie zu finden, miissen wir zunéchst die passenden Ringe und
Korper fiir Z und C im Funktionenkorperfall finden. Wir wiederholen kurz den

Zusammenhang von Z und C. Zu den ganzen Zahlen kénnen wir den Quotien-
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tenkorper QQ bilden. Wir vervollstdndigen diesen beziiglich der co-Stelle, ndmlich
dem Absolutbetrag, und erhalten so die reellen Zahlen R. Von diesen bilden wir
den algebraischen Abschluss und erhalten die komplexen Zahlen C. Der Grad
dieser Korpererweiterung ist zwei. Deshalb sind die komplexen Zahlen beziiglich

des fortgesetzten Absolutbetrages vollstandig.

Ubertragen wir dies auf den Funkionenkérperfall, so entspricht den ganzen
Zahlen der Ring FF,[t]. Als Quotientenkérper von Fy[t] entspricht K = F(¢)
den rationalen Zahlen. Indem wir ‘%‘ = qdegg(t)—deg f(t) getzen, withlen wir

die oo-Stelle des Funktionenkdrpers aus und vervollstéandigen F,(¢) zum Korper

1
[

reellen Zahlen zu sehen. Jetzt gehen wir zum algebraischen Abschluss K, iiber.

der formalen Laurentreihen Ko, = I, (( )) Damit ist K in Analogie zu den
Hier taucht ein wesentlicher Unterschied zum klassischen Fall auf, denn die Er-
weiterung Ko /Koo ist im Gegensatz zu der Erweiterung C/R nicht endlich.
Auch ist K nicht vollstindig beziiglich des fortgesetzten Betrages. Aukerdem
konnen wir diskrete F,[t]-Gitter beliebigen Ranges in K finden, wihrend im
klassischen Fall nur die Z-Rénge eins und zwei moglich sind. Wir vervollstén-
digen K, zum Korper C, der vollstindig und algebraisch abgeschlossen ist.

Der Korper C, ist als Analogon zu den komplexen Zahlen zu betrachten.

Ahnlich wie bei elliptischen Kurven betrachten wir jetzt ein F,[t]-Gitter
A C Cy und den analytischen Torus Co,/A. Dieser Torus ist isomorph zu einem
algebraischen Objekt, einem sogenannten Drinfeldmodul, der sich als Polynom
iiber [, auffassen ldsst. Umgekehrt gibt es zu jedem Drinfeldmodul ein Gitter
A, so dass der Drinfeldmodul isomorph zu Cs /A ist. Wir erhalten wie bei ellip-
tischen Kurven eine 1:1 Beziehung zwischen Drinfeldmoduln und analytischen
Tori. Dies wurde zum ersten Mal von Vladmir G. Drinfeld im Jahr 1974 in seiner
berithmten Arbeit gezeigt.

Wihrend die Verallgemeinerung zu hoherer Dimension im klassischen Fall
auf der analytischen Seite iiber die Tori geschieht, betrachten wir im Funktio-
nenkorperfall algebraische Objekte in hoherer Dimension, sogenannte abelsche
t-Moduln. Ublicherweise betrachtet man aus Griinden, auf die wir nicht niher
eingehen, t-Moduln iiber dem Korper L = K, und nicht iiber Co.. Das erste
Mal wurden t-Moduln von Greg W. Anderson im Jahr 1986 betrachtet und un-
tersucht [And86]. Es stellt sich die Frage, ob es zu jedem abelschen t-Modul F
ein I, [t]-Gitter A € L% gibt, so dass F isomorph zum analytischen Torus L?/A
ist. Anderson zeigte, dass dies nicht immer mdoglich ist, indem er ein Beispiel

fiir einen nicht uniformisierbaren ¢-Modul von Rang vier und Dimension zwei
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angab. Er nannte einen abelschen ¢-Modul uniformisierbar, falls er isomorph
zu einem Torus ist. Anderson ordnete einem ¢-Modul ein duales Objekt zu, ein
sogenanntes t-Motiv. Er zeigte, dass die Kategorie der {-Moduln anti-dquivalent
zur Kategorie der t-Motive ist. Zudem zeigte er, dass die Uniformisierbarkeit ei-
nes t-Moduls dquivalent ist zur rigiden analytischen Trivialitdt des zugehorigen
t-Motives.

Die Uniformisierbarkeit von ¢t-Moduln ist nach wie vor nicht sehr gut verstan-
den. Eine interessante Frage ist, wie sich die Teilfamilie der uniformisierbaren
t-Moduln innerhalb einer Familie von ¢-Moduln beschreiben ldsst. Ein erstes
Beispiel betrachtete Francis Gardeyn in seiner Doktorarbeit 2001 [Gar01]. Geb-
hardt Bockle und Urs Hartl untersuchten im Jahr 2007 in [BH07| die Uniformi-
sierbarkeit von 7-Garben, einer Verallgemeinerung von t-Motiven. Sie zeigten,
dass die Teilfamilie der uniformisierbaren ¢-Motive innerhalb einer 7-Garbe eine
Berkovich offene Menge bildet. Sie veranschaulichten ihre Ergebnisse anhand
einer Verallgemeinerung des Beispiels von Gardeyn, blieben aber im Fall Di-
mension und Rang zwei. Hoherdimensionale {-Motive vom Rang zwei wurden
von Konstantin Seiler in seiner Diplomarbeit [Sei08] untersucht. Er startet mit
der Familie von Bockle und Hartl und verallgemeinert diese. Es gelingt ihm aber
nicht, die uniformisierbare Teilfamilie zu charakterisieren. Er gibt lediglich hin-
reichende und notwendige Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit an, einige Félle

bleiben unentscheidbar.

In dieser Arbeit betrachten wir die Familie der t-Moduln F, die durch

b
t=9+<a >T+T2
c d

mit a,b,c,d € m definiert werden. Die t-Moduln dieser Familie haben
Rang vier und Dimension zwei. Diese Familie enthélt das nicht uniformisierbare
Beispiel von Anderson und die direkte Summe von Drinfeldmoduln. Deshalb
enthilt sie sowohl uniformisierbare als auch nicht uniformisierbare Teilfamilien.

Wir zeigen, dass die Uniformisierbarkeit von ¢-Moduln dieser Familie dqui-
valent ist zur Existenz von hinreichend vielen Nullfolgen (y,,), € WNO, die
einer konkreten, von a, b, ¢, d abhéngigen Rekursionsgleichung geniigen. Wir lei-
ten iiber diese Charakterisierung notwendige und hinreichende Kriterien fiir die

Uniformisierbarkeit eines t-Moduls E aus unserer Familie her. Mit Hilfe dieser

Kriterien zeigen wir unter anderem die folgenden Aussagen:
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1.) Wenn
1
0 —
<o) < 5
q
> __1
oy =~
v(d) > — 7 und
q+1
v(b) > —q

gilt, dann ist E uniformisierbar (Satz {4.4.2]).

2.) Wenn
2
9" t4q
>
o) = -5
2
q°+t4q
o) = -5
2
—¢® —v(a) —v(d
_7q312v(0)> 1 ;)(_a)l v()und
b=0c s

gilt, dann ist £ nicht uniformisierbar (Satz 4.6.5]).

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Der Einfachheit halber sei fiir diese Erlauterung L = F, ((%)) Wir geben hier
nur eine stark vereinfachte, oft unvollsténdige Darstellung der Objekte an, aus
der der Leser eine grobe Idee iiber die Zusammenhénge erhalten soll. Fiir Details
sei auf die entsprechenden Kapitel verwiesen.

Im ersten Kapitel fithren wir die grundlegenden Begriffe und Definitionen
ein. Wir definieren, was ein Drinfeldmodul ¢ ist, und gehen auf den Zusammen-
hang zu Gittern ein. Dabei spielt die Surjektivitdt der Exponentialfunktion, die
durch die Funktionalgleichung e(tx) = ¢.(e(z)) charakterisiert wird, eine wich-
tige Rolle. Wir definieren t~-Moduln und ¢-Motive als Verallgemeinerungen von
Drinfeldmoduln und erléutern, wie sie zusammenhangen. Wir definieren zu ei-
nem abelschen ¢-Modul die Exponentialfunktion iiber eine Funktionalgleichung.
Die Exponentialfunktion muss nicht surjektiv sein.

Anschliefend definieren wir, wann ein ¢-Motiv M rigide analytisch trivial
ist. Dazu definieren wir zunéchst L(t) als den Ring der Potenzreihen, deren

Koeflizienten eine Nullfolge bilden und in einer endlichen Erweiterung von Ko
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liegen. Wir betrachten im Modul M ® L(t) den F[t]-Modul der unter 7 invarian-
ten Elemente M (t)”. Nun heift M rigide analytisch trivial, falls die Abbildung
m: M(t)T @ L{t) — M(t) mit 7(m ® ) = m - [ ein Isomorphismus ist. Der
wichtige Satz von Anderson, den wir zitieren, zeigt die Aquivalenz der Unifor-
misierbarkeit, einer Aussage iiber den Rang des Kernes der Exponentialfunktion
und der rigiden analytischen Trivialitdt des zugehdrigen ¢-Motives.

Im zweiten Kapitel untersuchen wir das Beispiel der Tensorpotenzen des
Carlitzmoduls hinsichtlich der Exponentialfunktion und des Satzes von Ander-
son, um ein besseres Verstindnis fiir die Objekte zu erlangen. Wir zeigen, wie
wir die Koeffizienten der Exponentialabbildung berechnen kénnen. Dann unter-
suchen wir ausfiihrlich die rigide analytische Trivialitdt des zugehorigen Motives.
Schlielich untersuchen wir den Kern der Exponentialfunktion.

Im dritten Kapitel betrachten wir Invariantenringe von Drinfeldmoduln
und ihre Erzeugendensysteme. Dabei sind zwei Drinfeldmoduln genau dann iso-
morph, wenn ihre Invarianten iibereinstimmen. Den Drinfeldfall verallgemeinern
wir fiir spezielle Familien von t-Moduln. Wir geben allerdings keine Formel fiir
die Familien von ¢t-Moduln an, sondern zeigen, dass man ein Erzeugendensystem
der Invarianten algorithmisch berechnen kann. Die Berechnung fiihren wir an
einem Beispiel durch. Die Uberlegungen dieses Kapitels rechtfertigen die Ein-
schrinkung auf einen Spezialfall in Kapitel vier.

Im vierten Kapitel betrachten wir die Familie der t-Moduln F, die durch

(a b) 9
t=0+ T+ T
c d

gegeben sind. Diese haben Rang vier und Dimension zwei. Wir kdnnen uns mit
den Ergebnissen aus Kapitel drei auf einen einfacheren Spezialfall zuriickziehen.
Von zentraler Bedeutung ist der Satz [£.1.2] Die Aussage ist eine Prézisierung
der analytischen Bedingung aus dem Satz von Anderson. Der Satz zeigt, dass
es geniigt, den Rang des Moduls M ()7 zu bestimmen, um zu entscheiden, ob
der zugehdrige t-Modul uniformisierbar ist.

Wir erarbeiten, was es bedeutet, dass ein Element in M (t) unter der Ope-
ration von 7 invariant ist. Damit kénnen wir uns darauf beschrénken, geniigend
viele Potenzreihen in L(t), deren Koeffizienten eine konkrete rekursive poly-
nomielle Gleichung erfiillen, zu finden. Wir betrachten zunéchst die Losungen
dieser rekursiven Gleichung in L[[t]] und stellen fest, dass hier immer geniigend
viele Potenzreihen existieren. Es bleibt lediglich zu priifen, ob geniigend viele

der Losungen in L(t) liegen. Da die Bedingung nur noch die Koeffizienten der
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Potenzreihe betreffen, konnen wir sie auch als Bedingung an Folgen ausdriicken.
Die Frage, die es zu beantworten gilt, stellt sich dann so dar (Lemma: Gibt
es geniigend viele Nullfolgen (y,,), € LN mit P(y,_2,%n_1,yn) = 07 Dabei ist
P ein polynomieller Ausdruck in a, b, ¢, d, Yn—2, Yn—1, Yn-

Unser Ansatz ist es, aus den Bewertungen von y,_1 und y,_o die Bewertung
von y, mit Hilfe von Newtonpolygonen zu bestimmen. Die Idee ist, Bedingungen
fiir die Bewertung von yp (und gegebenenfalls y;) anzugeben, so dass mittels
Induktion ein Abschétzung fiir die restlichen y,,, die die Rekursionsgleichung
erfiillen, folgt. Wir finden so hinreichende und notwendige Kriterien an ¢y und y;
und damit an die Koeffeizienten a, b, ¢, d fiir lim y,, = 0. Die Kriterien lassen sich
auf die Newtonpolygone bezogen geometrisch veranschaulichen. In Spezialféllen
ergeben die hinreichenden Kriterien das unter 1.) angegebene, die notwendigen

Kriterien das unter 2.) angegebene Resultat.
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Notation

In dieser Arbeit benutzen wir die folgenden Notationen. Unter den natiirlichen
Zahlen verstehen wir N = {1,2,3,...}. Es sei ¢ € N eine Primzahlpotenz und
F, der endliche Korper mit ¢ Elementen. Wir betrachten eine projektive geome-
trisch zusammenhéngende glatte Kurve C iiber F;, und einen abgeschlossenen
Punkt oo von C(F,). Der Ring A sei der Ring der auf C'\ {oo} reguléren Funk-
tionen und K sein Quotientenkdrper. Der abgeschlossene Punkt oo liefert uns
einen normalisierten nichtarchimedischen Absolutbetrag |-|: K — R. Vervoll-
stdndigen wir K beziiglich dieses Betrages, so erhalten wir einen Koérper, den
wir mit K bezeichnen wollen. Von diesem betrachten wir einen algebraischen
Abschluss K, auf den wir den Absolutbetrag fortsetzen. Beziiglich des fort-
gesetzten Absolutbetrages ist Ko, nicht abgeschlossen. Wir bezeichnen seine
Vervollstandigung mit C.

Die zur Situation A C K C K, C Ko C C4 analoge Situation in der klassi-
schen Theorieist Z C Q C R C C. Meistens werden wir den Fall betrachten, dass
C' der eindimensionale projektive Raum ist. Dann ist A = [F[t], der Polynom-
ring in einer Unbestimmten ¢. Zudem gilt dann K = F,(t), Koo = F, ((1)) und
|t| = q. Zu dem Absolutbetrag gehért eine Bewertung v = veo mit |a| = ¢~¥(@
fir a € Ko, also v(t) = —1. Es sei G, 1, das additive algebraische Gruppensche-
ma, definiert iiber dem Koérper L. Wenn klar ist, welchen Koérper wir betrachten,
werden wir auch G, statt G, schreiben. Es bezeichne A™ den affinen Raum

der Dimension n iiber L.






Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden Begriffe wie Drinfeldmodul,
t-Motiv und ¢-Modul einfiithren. Wir fiihren den Begriff der Uniformisierbar-
keit eines t-Motives ein und zitieren einen Satz von Anderson, der verschiedene
Charakterisierungen fiir die Uniformisierbarkeit liefert. Wir folgen zunéchst im
Wesentlichen [Gos96] Kapitel 4 und 5].

1.1 Drinfeldmoduln

Zunéchst wollen wir die Definition eines Drinfeldmoduls angeben. Dazu sei L ein
Erweiterungskérper von F, und ¢ : A — L ein F,~Algebra-Homomorphismus.
Wir nennen in diesem Fall L einen A-Kérper und ¢ die Charakteristik von L.
Weiter heifst L von generischer Charakteristik, falls ker(¢) = 0. Ansonsten heifst
L von endlicher Charakteristik. Es bezeichne 7 den ¢-Frobenius auf L und L][7]
den Schiefpolynomring mit Multiplikation 7 -1 =197 fiir [ € L.

Definition 1.1.1. Fin Drinfeldmodul iber einem A-Kdorper L ist ein F,—Alge-

bra-Homomorphismus ¢ : A — L[] mit

1. o(A) £ L

2. Fir alle a € A ist der konstante Term von p(a) als Polynom in T gleich

t(a).

Sind ¢ und 1p Drinfeldmoduln, so nennen wir ein Polynom P € L[r] mit
Pp(a) = Y(a)P fir alle a € A einen Morphismus von ¢ nach . Wir wer-

den auch die Notation p, := p(a) benutzen.
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Um die spéteren Verallgemeinerungen besser zu verstehen, weisen wir darauf
hin, dass der Schiefpolynomring L[] den Ring Endg, (Gg,z) der Fy-linearen
Endomorphismen von G, 1 beschreibt. Dabei entspricht 7 der Abbildung z
27 und 70 der Identitét. Wir hétten einen Drinfeldmodul daher auch als F,-
Algebra-Homomorphismus ¢ : A — Endp, (Gg,z) definieren konnen. Die zweite
Bedingung obiger Definition ist &quivalent dazu, dass die von ¢(a) und ¢(a)
induzierten Morphismen auf Lie(G,, 1) identisch sind. Dabei bezeichne Lie(E)
die Lie-Algebra zur algebraischen Gruppe E. Man zeigt leicht, dass es ein r € N
gibt mit deg, (¢(a)) = rlog|al fiir alle @ € A. Dieses r nennen wir den Rang
von . Zudem ist ¢ injektiv.

Ab dieser Stelle beschréinken wir uns auf den Fall C = P!/F, und A =
[F,[t], aukerdem sei ¢« : A — L eine Einbettung. Wir behandeln also nur noch

Drinfeldmoduln iiber einem Ké&rper mit generischer Charakteristik.

Beispiel 1.1.2. 1. Ein Drinfeldmodul ¢ vom Rang r ist in diesem Fall ein-
deutig durch ¢ = 1(t)7% + a1 + ... + a,7" € L[7] definiert.

2. Der durch ¢; = 1(t)7° + 7 definierte Drinfeldmodul heifit Carlitzmodul.

Es sei fiir den Rest dieses Abschnittes L ein vollstindiger A-Kérper mit
K C L C Cy. Beispiele fiir solche Korper sind etwa C,, oder endliche Erwei-
terungen von K.,. Wir werden jetzt {ibersichtsweise den Zusammenhang von
Drinfeldmoduln iiber L und L-Gittern erldutern. Details finden sich etwa in
[Gos96, Kapitel 4]. Dieses werden wir im néchsten Abschnitt so weit wie mog-
lich auf die sogenannten t-Motive und t~-Moduln verallgemeinern. Es bezeichne
L5°P den separablen Abschluss von L. Zunéchst definieren wir, was wir unter

einem Gitter verstehen wollen.

Definition 1.1.3. Unter cinem L-Gitter A C C wverstehen wir einen A-

Untermodul von Coo mit folgenden Eigenschaften
1. A ist als A-Modul endlich erzeugt,
2. A ist diskret in der Topologie von Cyo,

3. A ist eine Teilmenge von L*P wund invariant unter der Operation von

Gal(L* /).

Seien A und A zwei L-Gitter vom selben Rang. Ein Morphismus von A nach A
18t ein Element ¢ € L mit cA C A. Falls A und A unterschiedlichen Rang haben,

lassen wir nur 0 € L als Morphismus zu.
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Fiir ein L-Gitter A definieren wir die Exponentialfunktion als

Da A diskret und L vollsténdig ist, konvergiert e (x) fiir alle z € L. Wir erhalten
so eine [y -lineare Abbildung ey : L — L mit Kern A. Eine solche Abbildung
lisst sich als eine auf L konvergente Potenzreihe ey(z) = Y 0%, e;7%(z) mit
e; € L entwickeln und wird auch ganze Funktion genannt. Das Wichtigste ist

jedoch, dass es ein pp € L[r] gibt, so dass die Funktionalgleichung

ea(tr) = palea(z))

erfiillt ist. Dabei meinen wir mit ¢p(ex(x)) nicht das Einsetzen von ey (z) fiir
7, sondern wir interpretieren 7 als 27 und setzen dementsprechend e (x)? fiir 7
ein. Anders ausgedriickt fassen wir ¢ als Funktion in x auf. Dieses ¢ definiert
einen Drinfeldmodul vom gleichen Rang wie der Rang von A. Wir kénnen also
jedem Gitter A vom Rang r einen Drinfeldmodul vom Rang r zuordnen.
Nehmen wir an, wir hétten einen Drinfeldmodul ¢; = Z;‘:o a;7° vom Rang
r gegeben und suchen ein zugehoriges Gitter A. Wir machen fiir die Exponen-
tialfunktion den Ansatz e(z) = Y 5o, €;7' () mit eg = 1 und e(tz) = p(e(x)).
Dabei verstehen wir ¢ (e(z)) wie oben. Dann erhalten wir durch Koeffizienten-

vergleich die Bedingung

1 Zﬂ i
en = m : Oaiegl_i (].].)
1=

und erhalten so eine eindeutig definierte Reihe Y 2%, e;7%(z) mit e; € L. Man
kann mit Hilfe der Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten e; zeigen, dass
lim; o0 |€5] /9" = 0. Somit konvergiert e(z) fiir jedes # € L und liefert eine ganze
Funktion e : L — L. Nach unserem Ansatz ist e eine F-lineare Funktion. Wegen
der Funktionalgleichung ist der Kern von e ein A-Modul. Man kann zeigen, dass
der Kern von e sogar ein L-Gitter vom Rang r in C, ist.

Wir haben gesehen, dass wir jedem Gitter eindeutig einen Drinfeldmodul zu-
ordnen kdnnen und umgekehrt. Es gilt sogar der folgende Satz zur analytischen

Uniformisierbarkeit von Drinfeldmoduln.

Satz 1.1.4. Die Kategorie der Drinfeldmoduln vom Rang r iber einem vollstin-
digen Kéorper L mit Koo C L C Cy ist dquivalent zur Kategorie der L-Gitter

vom Rang 7.



14 Kapitel 1. Grundlagen

Beweis. [Go0s96l, Abschnitt 4.4]. O

Bemerkung 1.1.5. Die Kategorie der elliptischen Kurven tiber den komplexen
Zahlen ist dquivalent zur Kategorie der Z-Gitter vom Rang 2 in den komple-
zen Zahlen. In dieser Hinsicht sind Drinfeldmoduln eines festen Ranges r eine

Analogie zu elliptischen Kurven.

1.2 ¢t-Motive und t-Moduln

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst das zu einem Drinfeldmodul ¢ ge-
horige t-Motiv M (p) definieren. Dann werden wir hoherdimensionale Verallge-
meinerungen von Drinfeldmoduln, ndmlich allgemeine ¢-Motive und t-Moduln
definieren. Danach werden wir auf die Uniformisierbarkeit von ¢-Motiven einge-
hen und dazu einen Satz von Anderson zitieren. Es sei L stets ein vollkommener
A-Korper mit K C L C Cy..

Sei ¢ ein Drinfeldmodul. Wir betrachten M := M(p) := L[r]. Auf M ope-
riert A via ¢ in natiirlicher Weise durch Skalarmultiplikation. Wir definieren
eine weitere Operation von A auf L[7] durch a - m := mep(a). Da wir nur den
Fall A = F,[t] betrachten, sind diese Operationen bereits durch die Operati-
on der Variable ¢ beschrieben. Um die beiden Operationen von ¢ auf M nicht
zu verwechseln setzen wir 6 := «(¢) und Fy(f) = K C L. In diesem Fall gilt
Ko = B, ((3).

Mit den obigen Operationen wird M (¢) zu einem Lt, 7]-Modul. Dabei sollen
im Ring Llt, 7] folgende Rechenregeln gelten

tr = Tt
ta = ot fir alle o € L und
Taa = of7 fir allea € L.

Wir nennen den L[t, 7|-Modul M (¢) das zu ¢ gehorige t-Motiv. Die Eigenschaf-
ten von M (p) beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 1.2.1. Sei ¢ ein Drinfeldmodul vom Rang r iber L und M = M(yp).
Dann gilt

1. M wird als L[t]-Modul frei erzeugt von 7°.

2. M wird als L[t]-Modul frei erzeugt von (7°,7,...,7771).
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3. TM ist ein L[t, T]-Untermodul von M und (t — )M /TM = {0}.

Beweis. Die Aussagen folgen aus den Definitionen. O

Das folgende Lemma beschreibt den Zusammenhang von Drinfeldmoduln
und L[t, 7]-Moduln.

Lemma 1.2.2. Sei M ein L[t, 7]-Modul mit folgenden Eingenschaften
1. M ist als L|T]-Modul frei vom Rang 1.
2. M st als L[t]-Modul frei und endlich erzeugt vom Rang r > 0.
3. TM st ein L[t, T]-Untermodul von M und (t — 0)M/TM = {0}.
Dann gibt es genau einen Drinfeldmodul ¢ vom Rang r mit M ~ M (p).

Beweis. Sei m ein freier Erzeuger von M als L[7]-Modul. Also lésst sich ¢ -m
schreiben als A - m mit A € L[r]. Der Drinfeldmodul ¢; = X hat dann die ge-
wiinschte Eigenschaft. 0

Seien ¢ und @ Drinfeldmoduln {iber L. Wir konnen jetzt iiber die zuge-
horigen t-Motive die direkte Summe M (p) & M (v)) und das Tensorprodukt
M () @[ M (1) mit diagonaler 7-Operation betrachten. Diesen Objekten kén-
nen wir keine Drinfeldmoduln zuordnen, sie sind aber Spezialfille von soge-
nannten t-Motiven, die wir im Folgenden definieren. Wir benutzen die Notation

n > 0, falls eine Aussage fiir hinreichend grofe natiirliche Zahlen n gelten soll.
Definition 1.2.3. Ein t-Motiv ist ein L[t, 7|-Modul M mit

1. (t—60)"M/TM = {0} firn > 0.

2. M ist als L|t]-Modul frei und endlich erzeugt.

Ein Morphismus von t-Motiven ist ein L[t, T]-linearer Morphismus von L|t,T]-
Moduln. Ist M zudem endlich erzeugt iber L[t], so heifst M abelsch und ist frei
tiiber L[t] [Gos96l, Lemma 5.4.10]. Den Rang von M als L[t]-Modul nennen wir
den Rang von M. Die Dimension von M ist definiert als der Rang von M als
L[7]-Modul.

Bei dem zu einem Drinfeldmodul assoziierten t-Motiv galt (t —0)!M/7M =
{0}. In obiger Definition lassen wir auch den Fall (t — )™M /TM # {0} fiir
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kleine m € N zu. Dies ist notwendig, da sonst Tensorprodukte von Drinfeld-
moduln keine t-Motive wéren. Dies werden wir in Kapitel 2 am Beispiel der
Tensorpotenzen des Carlitzmoduls sehen.

Das zu den t-Motiven duale Konzept (und damit den Drinfeldmoduln &hn-

licher) sind die ¢-Moduln, die wir jetzt definieren.

Definition 1.2.4. Ein t-Modul E/L ist eine algebraische Gruppe tber L, die
isomorph zu Gfll ist, zusammen mit einem Fy-linearen Endomorphismus t diber
L mit

(t —0)" Lie(F) = 0 fiir n > 0.

Ein Morphismus von t-Moduln ist ein Morphismus algebraischer Gruppen iber
L, der mit der Operation von t vertauscht. Die Zahl d nennen wir die Dimension

von E.
Beispiel 1.2.5. 1. Ein Drinfeldmodul ist ein t-Modul der Dimension 1.

2. G mit der einfachen Skalarmultiplikation t, also t(z) = 0 - x ist ein t-
Modul. Fiir d =1 st dieser t-Modul aber kein Drinfeldmodul.

Bemerkung 1.2.6. Sei E ein t-Modul iber L mit Fy-linearem Endomorphismus
t. Da E isomorph zu Gg ist, konnen wir t nach Wahl von Koordinaten eindeutig
als Element von Mgxq(L)[T] ~ Mgxq(L[7]) interpretieren. Wir erhalten so eine
Matrizdarstellung

t=Gor’ + Gi7+...GT*

mit Go,...Gs € Myxq(L) und Gy — 0 nilpotent. Dabei fassen wir T : Ld — 4
als koeffizientenweises Potenzieren mit q auf und betten 0 kanonisch in Mgy q(L)

ein. Da wir 7° als die Identitit verstehen, werden wir oft auch
t=Go+Gi7+...GsT°

schreiben. Umgekehrt liefern Matrizen Gy, ...Gs € Mgxq(L) mit Go—6 nilpotent

immer einen t-Modul via
t(x) = Gox + Gi7(x) + ... Gs7%(x).

Diese Charakterisierung werden wir in expliziten Rechnungen oft benutzen.
Morphismen von t-Moduln lassen sich nach Wahl von Koordinaten eben-
falls als Elemente von Mgyq(L)[7] auffassen. Isomorphismen entsprechen den

invertierbaren Elementen im Ring Mgy q(L)[T], entsprechen also Matrizen der

Gla(L).
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Wir haben gesehen, dass wir einem Drinfeldmodul ein ¢-Motiv zuordnen
konnen. Dies verallgemeinern wir jetzt auf t-Moduln. Fiir ein -Modul E defi-
nieren wir das zugehérige t-Motiv als M := M(E) := Hom{ (E,G,). Hierbei
meint Hom? die Gruppe der F,-linearen Morphismen algebraischer Gruppen
tiber L. Die Gruppe M erhilt die Struktur eines L[t, 7]-Moduls, indem wir die
Komposition von Abbildungen betrachten. Fiir m € M, [ € L definieren wir also
I-m :=lom,7-m :=7tomund t-m := mot. Ist ein Morphismus ¢ : £y — F5 von
t-Moduln gegeben, so ordnen wir ihm durch M (v)) : M(E2) — M(Ey), f+ foy
einen Morphismus der zugehéorigen t-Motive zu. Die Zuordnung E +— M (E) ist
somit ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der -Moduln in die Kate-
gorie der ¢t-Motive. Wir konnen jetzt den Rang eines {-Moduls E als den Rang
von M (FE) als L[t]-Modul definieren. Wir nennen einen ¢-Modul E abelsch, falls
M (FE) abelsch ist. Zum Beispiel ist jeder Drinfeldmodul abelsch, der ¢-Modul
aus Beispiel [1.2.5]2. ist nicht abelsch.

Der obige Funktor liefert sogar eine Anti-Aquivalenz der beiden Kategorien.
Um das einzusehen geben wir im Folgenden an, wie wir einem t-Motiv einen
t-Modul zuordnen kénnen. Fiir die fehlenden Details verweisen wir auf [Gos96l
Kapitel 5]. Sei also M ein t-Motiv. Wir nehmen der Einfachheit halber an,
dass M = L[r]¢ gilt. Dabei fassen wir L[7]¢ als Zeilenvektoren auf. Da M ein
L[t, 7]-Modul ist, operiert ¢ durch Multiplikation von rechts mit einer Matrix aus
Mgyq(L[7]). Diese Matrix macht durch Multiplikation von links L? zu einem ¢-
Modul, den wir mit E(M) bezeichnen. Wir erhalten den folgenden Satz.

Satz 1.2.7. Die Kategorie der t-Motive tiber L ist anti-aquivalent zur Kategorie
der t-Moduln iber L.

Beweis. Die Idee haben wir bereits skizziert. Auf Details verzichten wir an die-

ser Stelle und verweisen stattdessen auf [Gos96, Theorem 5.4.11.]. O

Drinfeldmoduln sind wie elliptische Kurven stets uniformisierbar in dem
Sinne, dass die Kategorie dquivalent ist zur Kategorie der Gitter. Wir werden
im Folgenden die Uniformisierbarkeit von abelschen ¢-Moduln definieren und
auf verschiedene Weisen charakterisieren. Ab dieser Stelle betrachten wir nur
noch -Moduln und ¢Motive iiber L = K. Man beachte K = F,(#) und

Koo =Ty ((5))-

Definition 1.2.8. FEine Abbildung e : F‘jo — FZO heifit ganz F,-linear, falls

sie sich als eine Potenzreihe e(x) = 322, e; 7 (z) mit e; € Mgxa(L) entwickeln
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lasst, so dass

1. die Koeffizienten aller Matrizen e; in einer endlichen Erweiterung von Ko,

liegen,
2. lim_yo0 |ei] /7 = 0.

Dabei bezeichne T das koeffizientenweise Potenzieren mit q und fir eine Ma-
triv a € Maxa(L) sei |a| = sup; ;lai|. Die Bedingungen fihren dazu, dass

Z?io ;T (x) fir alle x € fgo gegen ein Element in fgo konvergiert.

Jetzt definieren wir die Exponentialfunktion zu einem ¢-Modul in der Analo-
gie zur Exponentialfunktion eines Drinfeldmoduls. Zudem fiihren wir den Begriff

der Uniformisierbarkeit ein.

Definition 1.2.9. Sei E ein abelscher t-Modul der Dimension d. Die Exponen-
tialfunktion von E ist eine Abbildung e : Lie(E) — E, die

1. die Funktionalgleichung e(tz) = te(zx) erfillt und

2. als Punktion von L nach L? ganz F,-linear ist und deren Potenzreihen-

entwicklung mit der n x n-Einheitsmatriz beginnt.
Ist e surjektiv, so heifst E uniformisierbar.

Bemerkung 1.2.10. Die Ezponentialfunktion eines t-Moduls existiert und ist
eindeutig. Dies sieht man mit Hilfe der Funktionalgleichung ein, Details dazu
finden sich unter [Gos96l, S.162] oder [And86, S.473]. Der Kern der Exponential-
funktion ist wegen der Funktionalgleichung ein L-Gitter. Ist der t-Modul E = G¢
nach Wahl einer Basis durch t = Got° + ... G,7" mit G; € Mgyxq(L) gegeben,

so ist die erste Bedingung obiger Definition dquivalent zu e(Gox) = te(x).

Die Exponentialfunktion eines Drinfeldmoduls ist immer surjektiv, somit
sind Drinfeldmoduln uniformisierbar. Dies gilt fiir -Moduln im Allgemeinen
nicht mehr. Wir werden im Abschnitt [£.6] Beispiele fiir nicht uniformisierbare
t-Motive kennenlernen.

Wir wollen jetzt verschiedene Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit eines ¢-
Moduls angeben. Dazu fithren wir zunéchst einige Begriffe ein.

Wir definieren den Ring K o (t) als die Menge der Potenzreihen > :° a;t’ mit
lim; 0 |a;| = 0, fiir die auferdem alle a; in einer endlichen Erweiterung von Ko,

liegen. Also ist jede Potenzreihe aus K (t) auf der abgeschlossenen Einheits-

kreisscheibe von K konvergent. Wir lassen 7 auf Koo (t) durch 7 (3 ait’) =



1.2. t-Motive und t-Moduln 19

S alt? wirken. Wir benutzen auch die Schreibweise (3 a;t")™ = S a? ¢ fiir
das koeffizientenweises Potenzieren mit ¢", hier also 7 (Z aiti) = (Z aiti)(l).
Diese Schreibweise werden wir spater auch fiir andere Reihen oder auch Matri-
zen und Folgen benutzen, gemeint ist stets das koeffizientenweise Potenzieren
mit der entsprechenden g-Potenz.

Sei M ein t-Motiv iiber L. Wir definieren

M(t) == M @ Koolt).
Auf M (t) operiere 7 diagonal, also 7 (m ® Y- a;t') = 7(m)®Y_ alt'. Es bezeichne
M) ={m e M(t)[7(m) = m}

die Menge der unter der Wirkung von 7 invarianten Elemente von M (t). Die
Menge M (t)" ist ein A-Modul.
Definition 1.2.11. Sei E ein abelscher t-Modul und M = M(E) das zugehorige
Motiv. M heifst rigide analytisch trivial, falls der natirliche Homomorphismus
T M) @4 Koo(t) — M({t)
m Zaiti — m‘Zaiti
etn Isomorphismus ist.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen der Uniformisierbar-
keit eines t-Moduls und der rigiden analytischen Trivialitdt des zugehorigen
t-Motivs her. Anstatt eines Beweises betrachten wir die verschiedenen Kriterien

fiir die Uniformisierbarkeit in Kapitel 2 an einem Beispiel.

Satz 1.2.12. Die folgenden Eigenschaften eines abelschen t-Moduls E iber K

stnd dquivalent:

1. Der Rang des Kernes der Ezponentialfunktion (als A-Modul) ist derselbe

wie der Rang von F.

2. Die Exponentialfunktion von E ist surjektiv, das heifst E ist uniformisier-

bar.

3. Das zu FE assoziierte t-Motiv ist rigide analytisch trivial.

Beweis. Der Beweis ist recht aufwendig und so zitieren wir [And86) Seite 475]
oder [Gos96l Satz 5.9.14]. O
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Korollar 1.2.13. Seien My und My zwei rigide analytisch triviale abelsche t-
Motive. Dann sind My ® My und My & Mo rigide analytisch trivial.

Beweis. Beachtet man, dass 7 auf M} ® My und M; @& M> diagonal operiert, so
folgt die Aussage direkt aus den Definitionen von rigide analytisch trivial und

des Tensorproduktes, beziehungsweise der direkten Summe zweier t-Motive. [



Kapitel 2

Tensorpotenzen des

Carlitzmoduls

Aus dem wichtigen Satz[1.2.12] ergeben sich verschiedene Kriterien fiir die Uni-
formisierbarkeit von ¢-Motiven. Um die Exponentialfunktion und die verschie-
denen Kriterien besser zu verstehen, untersuchen wir in diesem Kapitel die soge-

nannten Tensorpotenzen des Carlitzmoduls. Einige Anregungen dazu stammen

aus [AT90] und [Tha04, 7.6]. Wir betrachten nur den Fall L = Ko, = F4((5)).
Da wir hier nichts Neues zeigen, sind wir an einigen Stellen etwas knapp.

Wir erinnern uns zunéchst an den Carlitzmodul aus Beispiel [[.1.2] gegeben
durch ¢; = 67° + 7. Das zugehorige Motiv C := L[7] hat Dimension 1. Wir un-
tersuchen jetzt die Struktur von C als L[t]-Modul. Wir lassen ¢ auf 7" operieren

(m € N) und erhalten
tom™ =100 1) = 07" 7 4 L

Dies fiihrt zu 7! = (t—609")7™. Durch mehrfaches Anwenden dieser Identitiit
lisst sich jede Potenz von 7 als L[t]-Vielfaches von 79 darstellen. Somit hat C
als L[t]-Modul den freien Erzeuger 70 und Rang 1.

Sei d € N. Wir betrachten jetzt C®? = C®...®C, das d-fache Tensorprodukt
des Motives zum Carlitzmodul. Man beachte, dass das Tensorprodukt tiber L[t]
gebildet wird. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.0.14. Das t-Motiv C®¢ ist als L[t]-Modul frei erzeugt von a :=
M ®...®710 Als L[t]-Modul wird C®? frei erzeugt von

(b,...,bg) := (a, (t = O)ar, ..., (t — )4 La).

Die Dimension von C®? ist d und der Rang 1.
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Beweis. In jeder Komponente des Tensorproduktes gilt 7™ = (t — 9" )71

und somit ist C®? iiber L[t] frei vom Rang eins mit Erzeuger . Berechnen wir
die Wirkung von 7 auf «, so erhalten wir
Ta = 7®..07T=0t—-0"®...0(t-0)7°
= t-0)¥"®...07% = (t-0)a.

Wir sehen, dass sich (t — )% als Multiplikation mit 7 ausdriicken lisst, was die

zweite Behauptung zeigt. O

Der zu C®? gehorige t-Modul wird im folgenden Lemma beschrieben.

Lemma 2.0.15. Der zu C®¢ assoziierte t-Modul ist E = G2 mit dem F,-

linearen Endomorphismus

0 1 0 0 0
t=0+ N +Vr:= R P ks

0 0 1 0

o -~ 0 6 10 - 0

Auf Lie(E) wirkt (t — 0) wie die nilpotente Matriz N.
Beweis. Wir wihlen fiir C®? die L[r]-Basis (by,...,bq). Es gilt

(t—0)b; = bjyqfiri=1,...,d—1und
(t—0)by = 7a=Th.

Somit erhalten wir

thy = 60b;+0bqfiri=1,...,d—1und
thy = 0by+ 7hy.

Interpretieren wir jetzt C®¢ = L[7]¢ via der Basis (b1, ..., by) als Zeilenvektoren,
so operiert t auf diesen durch Rechtsmultiplikation mit der Matrix (8 + N)7° +
Vr. O

2.1 Der Modul der m-Invarianten

C® ist ein abelsches t-Motiv und wird als Tensorprodukt von rigide analytisch

trivialen ¢-Motiven nach Korollar [[.2.13] wieder rigide analytisch trivial sein.
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Wir wollen dennoch in diesem Abschnitt einen Beweis dafiir angeben, dass C®%
rigide analytisch trivial ist, um an einem Beispiel zu sehen, wie der Modul M (t)™
aussieht. Den Ring L(t) konnen wir auch als den Ring der auf dem Einheitskreis
holomorphen Funktionen (im Sinne von [BGR84]) auffassen. Es gilt die folgende
Version des Weierstrafischen Vorbereitungssatzes. Ist f € L(t) \ {0}, dann hat
f nur endlich viele Nullstellen zi,...,z, im Einheitskreis. Es gibt eindeutige

A€ Lund g € L{t)* mit
f = /\H(t—xl-)g.
i=1

Das wird etwa in [And86, Lemma 2.9] bewiesen. Jetzt konnen wir den folgenden

Satz zeigen.

Satz 2.1.1. C®? ist rigide analytisch trivial und (C®%(t))™ ist ein freier Modul
vom Rang 1 dber Fyt].

Beweis. Wir zeigen dies, indem wir ein erzeugendes Element fiir (C®%(t))"
angeben. Wir erinnern uns daran, dass die Elemente von L(t) die Potenzreihen
in der Variable t sind, deren Koeffizienten eine Nullfolge bilden und in einer

endlichen Erweiterung von K, liegen. Wir definieren

w(t) = ﬁ]j} <1 - 9’;) .

Dabei bezeichne “+/—3 eine fest gewihlte (¢—1)-te Wurzel von —3 in L. Indem

man w(t) als Potenzreihe Y o0 a;t* schreibt, sieht man |a;| = % und somit ist

w(t) ein Element von K (t). Wir berechnen

o

(t =) (1)

<o (D)0
R (R

Wir haben bereits gesehen, dass C®? iiber L[t] von einem Element o erzeugt

wird. Also kénnen wir ein beliebiges Element aus C®%(t) schreiben als a ®
S 2o ait'. Es gilt
rla@wt)?) = r@)@r(win?) = (t-0)’ae W)
= a®((t— 0w )! =aew).
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Also ist m := a @ w(t)? aus (C®4(t))7. Auf der Kreisscheibe [t| < |0] = q
hat w(t) keine Nullstellen, also ist w(t)? in Koo (t) invertierbar. Das Bild von
(@ ® w(t)?) ® 1 unter dem Morphismus 7 : (C®4(t))” @4 L{t) — C®(t) ist
a-w(t)?. Da a ein Erzeuger von C®%(t) und w(t)? invertierbar ist, ist 7 surjektiv.
Somit ist C®? rigide analytisch trivial, denn 7 ist injektiv.

Jetzt zeigen wir, dass (C®4(t))7 frei iiber F,[t] ist mit Erzeuger m. Fiir
alle f(t) € Fyft] ist f(t)-m € (C®Ut))7. Ist m € (C®4t))T gegeben, so gilt
m=a®o(t) fir ein O(t) € L{t) mit 7(&(t)) = (t — )@ (t) = &(t). Dann ist

g(t) == :(Est))d € L(t). Es gilt aber

o~ B0 =000 50

wh(@)d (=) () w(t)?
Somit liegen die Koeffizienten von g(t) bereits in F,;. Da die Koeffizienten von
g(t) gegen 0 konvergieren, liegt g(t) bereits in F,[t] und wir erhalten w(t) =
g(t)w(t)?. Da L(t) als Untering des Ringes L[[t]] ein Integrititsbereich ist, ist
g(t) eindeutig. O

2.2 Die Exponentialfunktion und ihr Kern

Sei e die Exponentialfunktion von E. Unser Ziel ist zunéchst die Rekursionsglei-
chung fiir die Koeffizienten der Taylorreihenentwicklung von e um 0 zu bestim-
men. Dazu fithren wir noch einige Bezeichnungen ein. Fiir Matrizen M7, My €
Mgxq(L) bezeichne [My, My] := My My — MM die Lie-Klammer im {iblichen
Sinne und ad(M;)* die i-fache Hintereinanderausfiihrung der adjungierten Dar-
stellung von My, also ad(M7)°(Ms) := My und

ad (M) (My) := [My, ad(M;)*(M>)] fiir 5 > 0.

Wir suchen eine Potenzreihe e(z) = > 200 Q;7'(z) mit Q; € Mgy(L), die
nach der Definition der Exponentialfunktion die Gleichung te(z) = e(tx) erfiillt,
wobei t auf der linken Seite der Gleichung als 8 + N 4+ V1 operiert und auf der

rechten nur durch den linearen Teil, also 8 + N. Es muss also gelten

O+N+VT)> Q' =) Qit'(0+ N), (2.1)
=0

= i=0
wobei die Multiplikation als Hintereinanderausfithrung von Abbildungen zu ver-

stehen ist.



2.2. Die Exponentialfunktion und ihr Kern 25

Aus der Gleichung (2.1)) erhalten wir durch Ausmultiplizieren und Koeffizi-

entenvergleich fiir ¢t € N

0+ N)Qis1 + VM = Qipr (097 + V)
& VQl('l) +NQiv1 — Qi iN = (097 = 0)Qipr
1
S LS N
ad(N)'(Qiz1) | 2ad(M(VQP) _
g1t — g g1 — 4 o
INQis1] | VQ

Setzen wir auf der linken Seite 2d — 2 mal goit g T P fiir ;41 ein, so

erhalten wir

Cad(N)2 Qi) | = ad(N)Y (VL)
Qit1 = (g7 =0)2d—1 + jgo W

Die Matrix N ist nilpotent, also ist ad(N)??~! die Nullabbildung und wir erhal-

ten die Rekursion

= advy (v
Qz‘—i—l = Jgo <0q¢+1 _ 9)j .

Der Startwert fiir obige Rekursion ist die d x d-Einheitsmatrix F; = Qo. Wir
weisen darauf hin, dass der linke obere Koeffizient in der Matrix @; sich auf eine
aus der Literatur bekannte Grofse zuriickfithren ldsst. Er ist D 4 Dabei ist D;

definiert durch Dy = 1 und D; = H;;%(qu —07) fiir i > 0.

Beispiel 2.2.1. Wir berechnen beispielhaft, etwa mit Hilfe eines Computeral-

gebrasystems, die ersten Koeffizienten von e(x) fir den Fall ¢ =2 und d = 2:

e(r) = Qo + Qi + Qar? + Q373 ...

1 41 2 16 121 10 6
_< 0 -0 0 +10 01 o1 07510 1+9 +0 01 72
01 0210  67+62 01246916505  §164012+910160
L 0
48 40 36 34 28 26 22 14
(9 T010+636 1031+ 9281026162210 >73

1 1
040 +033+632 +928 +925 _;’_921 +020+613 018 +640 +936 +034+928 +926 +622 +914

Es sei angemerkt, dass die einfache Struktur der Matrizen an dem Spezialfall
q =2 und d = 2 liegt. Im Allgemeinen sind weniger Nullen in den Matrizen zu

finden. Auch die Eintrdge auf der Diagonalen konnen unterschiedlich sein.

Wir definieren analog zur Exponentialfunktion eine (zunéchst formale) Po-

tenzreihe log(z) = Y o2, Pit'(z), welche die Funktionalgleichung

log(tx) = tlog(x)
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erfiillen soll. Dabei wird ¢ auf der linken Seite der Gleichung als 4+ N + V7 ope-
rieren und auf der rechten nur {iber den linearen Teil, also als #+ N. Wir konnten
uns diese Potenzreihe daher als eine Abbildung log : E — Lie(E) vorstellen, aber
log(z) = Y32, P;7* wird nur fiir einen beschriinkten Bereich in L? konvergieren.
Wir setzen Py als die Einheitsmatrix Fy. Fiir die iibrigen Koeffizienten kénnen
wir auf &hnliche Weise wie fiir e(z) mit Hilfe der Funktionalgleichung folgende

Rekursion herleiten

b X~ ad(NY(PE)
=D gy
7=0

Anhand dieser Rekursion kann man das folgende Lemma zeigen.

Lemma 2.2.2. Es bezeichne U die Menge all derjenigen x € L%, deren Kom-
i—d+ 4L

: d
ponenten x; die Ungleichung |x;| < |0 -1 = qH_qu erfillen. Dann gilt fir
alle x € U:
1. log(x) konvergiert gegen ein Element in L%.

2. e(log(x)) = x.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [AT90, Prop. 2.4.3]. O

Wir wollen als nichstes den Kern A von e : LY — L% untersuchen. Die-
ser ist wegen der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ein F,[t]-Modul.
Zunéchst miissen wir dafiir noch einige Begriffe einfiihren.

Wir setzen jetzt

0= {h(t) e L{t) | K@) = (t - H)dh(t)}.

Lemma 2.2.3.  ist ein Fy[t]-Modul vom Rang 1 und wird frei erzeugt von

w(t) = (q%/feﬁ <1 _ 01;>—1>d

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma [2.1.1 O

Sei h(t) € 2. Aus der Darstellung des Erzeugers von € sehen wir, dass h(t)
hochstens Pole der Ordnung kleiner oder gleich d hat. Als meromorphe Funktion
hat h(t) eine, in einer Umgebung von 6§ konvergente, eindeutige Laurentreihen-

entwicklung
oo

h(t) =) ai(t - 0)

i=—n



2.2. Die Exponentialfunktion und ihr Kern 27

mit a; € L. Wir definieren die Abbildung Res : Q — L% durch
a—1
h(t) —

a_q
Uber den Zusammenhang von Res, Q und A gibt das folgende Lemma Auskunft.

Lemma 2.2.4. Die Abbildung Res : Q — L% ist injektiv und das Bild von Res
ist A.

Beweis. Wir folgen dem Beweis von [AT90l Prop. 2.5.5.]. Wir werden zu h(t) €
Q zunichst einen Vektor h(t) definieren, welcher als (—1)-ten Koeffizient in
seiner Entwicklung nach (¢ — 6) den Eintrag Res(h(t)) hat. Diese Reihe lésst
sich leichter untersuchen als h(t).

Wir definieren zu h(t) € Q den Spaltenvektor
(t—0)°h(t)
h(t) = :
(t=0)""h(t)

Es sei ¢g = 0 und fiir i = 1,2, ... sei ¢; der Koeffizient vor ! in A(t). Da jeder
Eintrag von h(t) auf der Kreisscheibe |t| < 1 konvergiert, gilt lim;_,oo |¢;| = 0.
Es gilt fir j=1,...,d—1

t(t — 0 h(t) = 0t — 0)h(t) + (t — 0)7h(t).
Fiir j = d gilt

tt— ) h(t) = (0 +t—0)(t — 0) h(t)
(t =0T h(t) + (¢ — 0)*h(t)
(t — ) Lh(t) + RI(t).

Deshalb erhalten wir t¢;11 = (0 + N)cip1 + ch+1 = ¢;. Also erfiillt ¢; fiir ¢ > 0

o(t —
ot —

die Konvergenzbedingung der Potenzreihe log und (6 + N)?log(c;) ist definiert
fiir 4 > 0. Es gilt dann aber
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Demzufolge gibt es ein A mit (6 + N)?log(c;) = A fiir alle i. Wir berechnen:
e((0+ N)"\) = e(log(c;)) = ¢

und erhalten so
o0

h(t)=> e((f+N)" IVt

=0

Somit ist der (—1)-te Koeffizient der Entwicklung von h(t) nach (t — 6) gleich

dem von
o) . d—1 ‘ )
SO+N)TTTA=AE-0)" =D NI —0)
i=0 j=1

Also gilt Res(h(t)) = —A. Damit erhalten wir A\ € A, da
e(N) = (0 + N)'log(cs)) = te(log(cs)) = tici = co = 0.

Folglich gilt Res(Q2) C A.

Wegen der Darstellung h(t) = Y2oe((0 + N)TIN)t ist Res injektiv. Es
bleibt zu zeigen, dass A C Res(€2). Sei also A € A. Wir betrachten den Vektor
v =Y2,e((0 + N)"'\)t". Der erste Eintrag von v ist eine Potenzreihe h(t)

mit v = h(t). Wir rechnen leicht h(t) € 2 nach. O

Daraus erhalten wir direkt den folgende Satz.

Satz 2.2.5. Der Kern A der Ezponentialfunktion von E hat als IF4[t]-Modul den
Rang 1.

Beweis. Nach Lemma ist A isomorph zum Fy[t]-Modul 2, welcher nach
Lemma ein F,[t]-Modul vom Rang 1 ist. O



Kapitel 3
Isomorphieklassen

Es sei fiir dieses Kapitel L ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit F () C
L C C4. In diesem Kapitel werden wir spezielle Familien von abelschen t-
Moduln iiber L auf Isomorphie untersuchen. Dabei werden wir zeigen, wie man
fiir diese spezielle Familie ein minimales Erzeugendensystem fiir den Invarian-
tenring explizit berechnen kann. Dabei werden wir bekannte Algorithmen aus
der Invariantentheorie von Ringen nutzen.

Wir erinnern kurz daran, dass ein Isomorphismus zweier t-Moduln E7 und
FE der Dimension d ein Ismomorphismus der zugrunde liegenden algebraischen
Gruppen ist, welcher vertriglich ist mit den t-Operationen von E; und Es.
Stellen wir also die t-Wirkung von F; nach Koordinatenwahl durch eine Matrix
t1 € Mgxq(L)[7] und die t-Wirkung von Es durch eine Matrix t2 € Mgy q(L)[7]
dar, so hat ein Homomorphismus beziiglich der entsprechenden Koordinaten
eine Darstellungsmatrix A € Myyg[r] mit A-t; = t5- A. Dabei gilt 7- A = AW 7
im Ring Mgxq(L)[r]. Die Isomorphismen sind die invertierbaren Elemente in
Maxa(L)[7], also Elemente der Glg(L).

3.1 Drinfeldmoduln

Wir betrachten in diesem Abschnitt Isomorphieklassen von Drinfeldmoduln.
Zunéchst betrachten wir beispielhaft die Isomorphieklassen von Drinfeldmoduln
vom Rang 2 iiber L. Hier gilt das folgende aus der Literatur bekannte Lemma
(zum Beispiel [BR09, Seite 1 und 2|). Den elementaren Beweis geben wir an,

um ein besseren Eindruck iiber die Vorgehensweise zu bekommen.

Lemma 3.1.1. Sei ¢y = 0+ at + A1? mit A # 0 ein Drinfeldmodul vom Rang
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zwet. Wir definieren die j-Invariante von ¢ als

Zwer Drinfeldmoduln ¢ und @ vom Rang 2 iber L sind genau dann isomorph,

wenn thre j-Invarianten tibereinstimmen.

Beweis. Sei ¢y = 0+ ar+A7r2 und @; = 0+ ar + Ar2. Sind ¢ und @ isomorph,
so gibt es ein ¢ € L* mit ¢f + cat + cAT? = fc + ar(c) + Ar?(c). Da die
Anwendung von 7 gerade dem Potenzieren mit ¢ entspricht, erhalten wir durch
Koeffizientenvergleich ca = ac? und cA = Ac? . Dies liefert uns a = ¢?~'a und

qa+1 2 —150+1

A = c”~1A. Es gilt nun j(p) = AT oA 3(P).

Gelte nun j(¢) = j(@). Ist a # 0, so rechnen wir nach, dass ¢ = ()1
é) e
A

einen Isomorphismus von ¢ nach ¢ liefert. Falls a = 0 ist, liefert ¢ = (

1

—1

—1
den gesuchten Isomorphismus. O

Wir benutzen im Beweis, dass L algebraisch abgeschlossen ist, andernfalls
wiren die zwei Drinfeldmoduln unter Umsténden erst nach algebraischer Erwei-

terung des Grundkorpers isomorph.

Bemerkung 3.1.2. Versuchen wir diesen Beweis auf t-Moduln zu tbertragen,

stoflen wir auf die zwei folgenden Probleme.

1. Wir nutzen im obigen Beweis aus, dass T auf Elementen von L wie das
Potenzieren mit q wirkt, insbesondere gilt 19 - 171 = 1971 fiir | € L. Bei
t-Moduln hoherer Dimension wirkt T aber durch Potenzieren der Koeffizi-
enten der Matrizen mit q, ist also nicht dasselbe wie die q-fache Multipli-

kation einer Matrixz mit sich selbst.

2. Wir nutzen 1m obigen Beweis die Kommutativitit der Multiplikation im
Ring Myx1(L), die in héheren Dimensionen natirlich nicht mehr gegeben

18t.

Schon fiir Drinfeldmoduln vom Rang grofer zwei bendtigt man mehr als
eine Invariante, um die Isomorphieklassen zu beschreiben. Um die Aussage fiir
Drinfeldmoduln héheren Ranges zu formulieren, geben wir folgende Definition

al.

Definition 3.1.3. Es sei R ein Ring, auf dem eine Gruppe G durch («, f) — f©

operiert. Wir definieren den Invariantenring R® von R unter der Operation von



3.1. Drinfeldmoduln 31

G als
RY .= {f € R| f* = f fiir alle o« € G} .

Jetzt konnen wir die Isomorphie von Drinfeldmoduln héheren Ranges unter-

suchen. Ein Drinfeldmodul ¢ vom Rang r ist gegeben durch
or=0+a7+...+a,_1 7+ A"

mit A # 0. Wir beschranken uns hier jedoch auf den Fall A =1, da die spéter
untersuchten ¢-Moduln eine dhnliche Bedingung erfiillen. Durch Koeffizienten-
vergleich sehen wir, dass die Isomorphismen zwischen zwei solchen Drinfeldmo-
duln genau durch die Elemente von IF;T beschrieben werden. Es gilt der folgende

Satz.
Satz 3.1.4. Seien durch

or=0+aim+...+ap_ 17 +7"
und

Gr=0+arT+...+a, 7 7"

zwei Drinfeldmoduln gegeben. Die Gruppe G = IFqXT operiere auf L{x1,...,xr—1]
durch (zg, g) — qu_lxk. Dann ist ¢ genau dann isomorph zu @, wenn fir alle

I€Lxy,... x1]9 gilt
I(al, NN 7ar—1) = I(dl, e ;dr—l)-

Man schreibt oft auch I(p) statt I(a1,...,ar—1). Es geniigt natirlich, die Glei-

chung I(p) = I1(@) fiir ein Erzeugendensystem von Ly, ..., x,_1] zu testen.

Beweis. Dies folgt aus [BR09, Seite 1 und 2], ist aber auch der Fall d = 1 des
Satzes [3.2.5] den wir spéter beweisen werden. O

X
Wir nennen Lz, ... ,xr_l]]FqT auch den Invariantenring der Drinfeldmoduln
vom Rang r. Um ein Erzeugendensystem fiir den Invariantenring der Drinfeld-
moduln vom Rang 7 zu beschreiben, fithren wir zunéchst noch einen Begriff

ein.

Definition 3.1.5. Es sei (ki,..., k) ein Multiinder mit 1 < k1 < ... < k; <

r — 1. Weiter seien 61, ...,60; ganze Zahlen mit

1. q" —1 teilt 6,(¢"™ — 1) + ...+ 8(¢"™ — 1),
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2. 0<6; <(q" —1)/(q®™") — 1) fiir 1 <i <1 und
3. ggT(51, cee ,51) =1.
Dann heiffen die Polynome

8180 . 01 .00
Jk1...kl =Ty zy € L[z, ..., xp—1]

Basis-J-Invarianten. Es bezeichne
01...0
{ne}

das System aller Basis-J-Invarianten. Ist p ein Drinfeldmodul, gegeben durch

pr=04+aiT+ ...+ ar_1 7"+ 77, dann heifien die Elemente
01...0, 9 [
oy () i=ap)-rap €L
Basis-J-Invarianten von ¢.

Der folgende Satz beschreibt den Invariantenring der Drinfeldmoduln vom

Rang r.
Satz 3.1.6. Llzy,...,,]" = LI{J) 2],

Beweis. Das ist der Spezialfall A =1 von [Pot98, Theorem 3.1.]. O

Wir erhalten somit das folgende Korollar.

Korollar 3.1.7. Es seien ¢ und ¢ wie in Satz[3.1.4} Dann ist ¢ isomorph zu

@ genau dann, wenn fir alle Basis-J-Invarianten ngl:::gll gilt

51..8 51..5, ~
Jki...ki(‘vp) = Jkiki(‘p)

Bemerkung 3.1.8. In der Literatur werden in der Regel Drinfeldmoduln
or=0+aT+...+a17 L+ AT

mit A beliebig betrachtet. Dementsprechend beinhalten die Basis-J-Invarianten
dann auch den Koeffizienten A, dhnlich wie in Lemma[3.1.1, Wir verzichten hier
bewusst darauf, da wir auch spdter bei t-Moduln nur den Fall A =1 betrachten

werden.
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3.2 Eine explizite Methode fiir spezielle t-Moduln

Wir betrachten jetzt keine allgemeinen t-Moduln, sondern nur solche t~-Moduln

E ~ GY, die gegeben sind durch
t=Go+GiT+ ...+ G 7" L+ AT

mit G; € Mgxq(L) und A € Glg(L). Die Invertierbarkeit von A hat zur Folge,
dass E abelsch vom Rang r - d ist. Wir wollen die Isomorphieklassen solcher
t-Moduln untersuchen.

Wir erinnern uns daran, dass B fiir eine Matrix B € Mgy q definiert war
als das koeffizientenweise Potenzieren der Matrix B mit ¢". Da L algebraisch
abgeschlossen ist, gilt der folgende Satz als Spezialfall des Satzes von Lang und
Steinberg.

Satz 3.2.1. Die Abbildung Gly(L) — Glg(L), B — BB~ ist surjektiv fiir
alle r > 0.

Beweis. Die Gly(L) ist eine zusammenhingende algebraische Gruppe iiber
dem algebraisch abgeschlossenen Korper L. Die Frobeniusabbildung B — B(")
ist surjektiv und die Menge der Fixpunkte ist endlich. Damit ist die Aussage
des Satzes gerade der Satz von Lang und Steinberg [Hur03, Thm. 4.6.3, Seite
211]. O

Wir erhalten das folgende Korollar.

Korollar 3.2.2. Sei E ein t-Modul iber L gegeben durch
t=Go+GiT+...+ Gt + AT

mit G; € Mgxa(L) und A € Gly(L). Dann gibt es einen zu E isomorphen
t-Modul E, dessen t-Wirkung beschrieben wird durch

i=Go+ ...+ Gy 1+ 1"

mit geeigneten G; € Myxa(L).

Beweis. Nach Satz gibt es ein B € Glg(L) mit BMB~T = A~1, Wir
definieren F durch { = B~!-¢- B. Dann ist durch B ein Isomorphismus von E
und F gegeben und es gilt

t = B'.t+.B=B YGy+Git+...+A™")B
= B'GyB+...+B'G,_ B V14 pIABM 7,
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Mit B~'AB") = B-'A(B")B~1)B = B-'AA~'B = 1 folgt die Behaup-
tung. O

Wir konnen uns also bei der Untersuchung der Isomorphieklassen von sol-
chen t-Moduln, deren hochster Koeffizient A invertierbar ist, auf die Isomor-
phieklassen der -Moduln mit héchstem Koeffizient A = 1 zuriickziehen. Uber
die Gestalt der Isomorphismen zwischen zwei t-Moduln mit A = 1 gibt das

folgende Lemma Auskunft.

Lemma 3.2.3. Seien E und E zwei t-Moduln, gegeben durch t = Gy + ... +
Gt V47" und T = Go+ ...+ Goo17" "L + 77, Sei weiter B € Gly(L) ein
Isomorphismus von E und E. Dann ist B ein Element der Gly(Fgr).

Beweis. Da B ein Isomorphismus ist, gilt B~!-t-B = t. Vergleichen wir die Ko-

effizienten vor 7", so erhalten wir daraus B~'B(") = 1 und somit B = B. O

Wir schrinken unsere t-Moduln fiir das weitere Vorgehen noch mehr ein.
Wir betrachten nur noch ¢-Moduln E = G¢ mit

t=0+Gi7+...+ G 41"

Zum Beispiel fallen die Tensorpotenzen des Carlitzmoduls aus Kapitel [2] nicht
mehr in die von uns betrachtete Familie von ¢-Moduln. Ein solcher ¢-Modul der
Dimension d vom Rang r-d ist gegeben durch die (r — 1) - d? Koeffizienten 9(k)ij
der Matrizen Gy, (1 <k<r—1,1<14,j<d).

Innerhalb dieser Familie von t-Moduln werden die Isomorphismen nach Lem-
ma durch Elemente der Gly(F,-) gegeben. Die Gruppe Glg(F,-) operiert

somit auf den Koeffizienten g(z;; € A=14* Die Bahnen unter dieser Operation

)ij
sind gerade die Isomorphieklassen der ¢-Moduln obiger Form. Da diese Operati-
on linear ist, erhalten wir eine Darstellung der Gruppe Gl;(FF,-) auf dem affinen
Raum A=Y Wir betrachten jetzt die allgemeinere Situation, dass eine Grup-
pe auf dem affinen Raum der Dimension n iiber L operiert. Wir beachten dazu
auch die Ahnlichkeiten zu Satz [3.1.4] und Korollar 3.1.7

Sei G eine Gruppe, die auf dem n-dimensionalen affinen Raum A" iiber L
via (a,a) — a® operiert. Wir definieren fiir eine Funktion f(x) € Liz1,...,zy]

aus dem Koordinatenring und o € G



3.2. Eine explizite Methode fiir spezielle t-Moduln 35

Dies liefert eine Operation auf dem Koordinatenring des A", denn fiir o, 8 € G
und f(z) € L[xy,...,x,] gilt

-1

FOP) = fa@D ) = f@P T = f(@P) ) = @) = (1) ().

Sofern nicht anders erwdhnt, betrachten wir immer diese Operation auf dem

Koordinatenring. Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.2.4. Sein € N und G eine endliche Gruppe mit einer Darstellung
G x A" — A" (a,a) — a® gegeben. Dann liegen zwei Elemente a,b € A™ genau
dann in derselben Bahn, wenn f(a) = f(b) fir alle f(z) € Llzy,...zn]% gilt.

Beweis. Habe a dieselbe Bahn wie b. Dann gibt es ein Element a € G mit
a = b, was gleichbedeutend zu a® ' = b ist. Es gilt dann fiir alle f(z) €
Llz1,...2,]% die Gleichung

@ a~ !
fla) = f(a) = f(a®™ ") = f(b).
Seien nun die Bahnen von a und b unterschiedlich. Wir miissen zeigen, dass es
ein Element f € Llz1,...,2,]% gibt mit f(a) # f(b). Es sei a = (a1,...,an)
und b = (by,...,b,). Da die Bahnen von a und b unterschiedlich sind, gibt es

fiir jedes @ € G einen Index i, mit af’ # b;,. Wir betrachten die Funktion

€Ty o

o G,
9<$):—<Hb _aa>+1€L[:U1,...,xn].
acG e '

o

Es gilt fiir alle g € G

B~1 a a’?rl — a” -
a,; — Q, —_ _

¢*la) = — ][ H : Zﬁl—;{ll +1=04+1=1. (3.1)
acG\{g~1} T e i1 T Yig

Auferdem gilt

Wir definieren

F=11¢"

BeG
Da f ein Produkt iiber alle 8 € G ist, gilt f € L{z1,...2,]%. Aus folgt
f(a) = 1 und wegen gilt f(b) = 0. Somit hat f die geforderten Eigen-
schaften. Einen nicht ganz so elementaren, dafiir aber geometrischen Beweis fiir
dieses Lemma findet sich in [DK02, Abschnitt 2.3.1]. O
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Es sei jetzt R = L[z, 1 <k <r—1,1<4,j <d und G = Gly(FF4r). Das
obige Lemma liefert dann den folgenden Satz.

Satz 3.2.5. Seien die t-Moduln E und E gegeben durch
t=04+Gi7...+G 7 1"

und

f=0+Gir...+ G L+ 7"

mit G = (9r)ij) € Maxa(L) und Gi, = (G(xyi;) € Maxa(L).
Dann ist E genau dann isomorph zu E, wenn F(9wyij) = f(Gryig) fiir alle
f € RC.

Beweis. Es ist F isomorph zu E genau dann, wenn es eine Matrix o € G gibt,
so dass G, = aGra~! fiir alle 1 < k < r — 1 gilt. Also genau dann, wenn der
Vektor der Koeffizienten g(;);; in derselben G-Bahn wie der Vektor der Koeffi-

zienten g(ry;; liegt. O

)ig

Wir kénnen die Isomorphie solcher t-Moduln durch Einsetzen der Koeffizi-
enten in ein Erzeugendensystem der Invarianten testen. Leider l&sst sich fiir die
Invariantenringe von ¢t-Moduln nicht ohne weiteres eine allgemeine Form fiir ein
Erzeugendensystem der Invarianten angeben, wie das bei Drinfeldmoduln der
Fall war.

Da G endlich ist, ist der Invariantenring R als L-Algebra nach [DK02, Prop.
3.0.6] endlich erzeugt. Fiir festes r und d kann man den Invariantenring und ein
Erzeugendensystem zum Beispiel mit dem Computeralgebrasystem Magma be-
rechnen. Die Algorithmen dazu werden in beschrieben und sind zum
grofen Teil in Magma implementiert. In der Praxis sind nach Erfahrung des
Autors aufgrund der langen Laufzeit nur kleine Beispiele berechenbar, insbeson-
dere wenn man ein minimales Erzeugendensystem berechnen will. Fiihrt man
diese Berechnungen fiir Drinfeldmoduln der Form 6 + g7 + 72, beziehungsweise

0 + g17 + gom% + 73 durch, so erhilt man genau die Ergebnisse aus Satz

Beispiel 3.2.6. Wir betrachten den Fall Rang zwei, Dimension zwei und ¢ = 2°.

Wir untersuchen die Familie der t-Moduln E = G2, die beschrieben sind durch

t=0+Ar+7°
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b
mit A = (a d> € Maxa(L). Ein minimales Erzeugendensystem (als Algebra
c

dber L) des Invariantenrings L{a, b, c,d)|S">F0) qus 11 Elementen ldsst sich mit-
hilfe von Magma berechnen. Die Eingabe dieses Beispiels in Magma, sowie die
Ergebnisse der Rechnung finden sich im Anhang. Das minimale Erzeugenden-
system der Invarianten enthdlt zum Beispiel die Spur a® +b*c+bc? +d° und die
Determinante a3d® + a2bed? + ab?c2d + b3¢3 der Matriz A - AV, Dies ist nicht
verwunderlich, denn ein Element g der Gruppe Glo(F4) wirkt auf A - AW qls

A A0V Z (1400 . (g1 agY — 1440
< ) (9 g ) (9 g )U g 9,

also durch Konjugation. Die Invarianten von Matrizen unter Konjugation der
Gl werden aber von den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms erzeugt.
Ob es einen dhnlichen Zusammenhang fir die anderen Invarianten gibt, ist nicht
klar. Fin anderes Element des Erzeugendensystems der Invarianten ist zum Bei-
spiel a® + b8c + bc® + d°. Die weiteren Elemente sind zum Teil sehr aufwendig

darzustellen und finden sich deshalb im Anhang.
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Kapitel 4

Familien von uniformisierbaren

t-Moduln vom Rang 4

Es sei fiir dieses Kapitel L = Ko, = Fy ( (%)) In diesem Kapitel werden wir
eine Familie von ¢-Moduln des Ranges 4 {iber L auf Uniformisierbarkeit unter-
suchen. Im ersten Abschnitt fithren wir eine neue Familie von t-Moduln ein.
Diese haben Rang vier, wihrend die Beispiele aus der Literatur hochstens vom
Rang zwei sind. Im zweiten Abschnitt wiederholen wir, was Newtonpolygone
sind und benutzen diese, um Aussagen iiber unsere Familie zu beweisen. Im
dritten Abschnitt geben wir hinreichende Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit
von t-Moduln in unserer Familie an. Im vierten Abschnitt betrachten wir ei-
ne Teilfamilie von uniformisierbaren ¢-Moduln. Der fiinfte Abschnitt behandelt
notwendige Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit innerhalb unserer Familie. Im
sechsten Abschnitt behandeln wir ein Beispiel von Anderson und Coleman und

eine Teilfamilie von nicht uniformisierbaren ¢-Moduln.

4.1 Eine spezielle Familie und Rekursionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Familie von ¢-Moduln, die wir in diesem
Kapitel untersuchen, einfiihren. Unsere Familie ist eine Verallgemeinerung des

folgenden aus der Literatur bekannten Beispiels von Anderson und Coleman.

Beispiel 4.1.1. Es seil € L mit |l| <1 und 6 =1 +1~*. Dann ist der t-Modul
E = G2 mit t-Wirkung

0 1 Jatl [Lratd®
ty =0+ T+ 2
1 — 9+t 0 0 14
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nicht uniformisierbar. Dies wird etwa in [Gos96, Beispiel 5.9.9.] gezeigt. Wir
werden in Beispiel [{.6.1] spiter einen eigenen Beweis angeben.

Wir verallgemeinern das Beispiel zu t-Moduln der Form E = G2 mit
t=0+ At + AT2

Dabei seien A, A € Mayxo(L) und A invertierbar. Wegen der Invertierbarkeit
von A ist ein solcher t-Modul abelsch. Diese t-Moduln wollen wir auf Uniformi-
sierbarkeit untersuchen. Wegen obigem Beispiel [£.1.1] gibt es in dieser Familie
t-Moduln, die nicht uniformisierbar sind. Betrachten wir den Fall, dass A und A
Diagonalmatrizen sind, so ist E direkte Summe von zwei Drinfeldmoduln, daher
uniformisierbar. Es gibt innerhalb unserer Familie also sowohl uniformisierbare,
als auch nicht uniformisierbare t-Moduln.

Wir haben im vorigen Kapitel in Korollar gesehen, dass ein solcher

t-Modul immer isomorph ist zu einem ¢-Modul mit

b
t:0+<a )7—1—72.
c d

Da die Uniformisierbarkeit invariant unter Isomorphie ist, beschrénken wir uns

auf den Fall A = 1. Ist b = ¢ = 0, so ist der t-Modul direkte Summe zweier
0 1

Drinfeldmoduln, also uniformisierbar. Wenden wir den Isomorphismus < )
10

auf einen t-Modul obiger Form mit A = 1 an, so werden b und ¢ (und auch a
und d) vertauscht.

Deshalb konnen wir uns auf den Fall ¢ # 0 und A = 1 beschrinken. Nach
dem Satz von Anderson [L.2.12 kénnen wir die Uniformisierbarkeit von E un-
tersuchen, indem wir untersuchen, ob das zugehérige t-Motiv M := M (FE) ri-
gide analytisch trivial ist. Unser ¢-Modul hat Dimension zwei, also ist M als
L[r]-Modul zu L[7]*> = {(f(7),g(7))| f(7),9(7) € L[r]} isomorph. Ein freies
Erzeugendensystem iiber L[] ist ((1,0), (0,1)).

Wir untersuchen jetzt die Struktur von M als L[t]-Modul. Die Operation
von t auf einem Element m € M ist gerade die Hintereinanderausfiithrung mot,
wird also beschrieben durch die Multiplikation von rechts mit ¢. Indem wir ¢ auf

(1,0), beziehungsweise (0, 1) operieren lassen, erhalten wir folgende Relationen:
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Ist die hochste auftauchende 7-Potenz eines Elementes in M grofer als eins, so
lasst sich der Maximalgrad durch diese Relationen um mindestens eins reduzie-

ren. Ein freies Erzeugendensystem von M iiber L[t] ist damit

((1,0),(0,1),(7,0),(0,7))

und M hat Rang vier. Ordnen wir einem Element m = w(1,0) + z(0,1) +

w
y(7,0) + 2(0,7) € M mit w,z,y,z € L[t] den Koordinatenvektor N zu, SO
Yy
z
lésst sich die Operation von 7 darstellen als
t—6 0 w)
T = (4.1)

n o2 8 8

o = o o

_ o o o
o
~
|
SN
8
=

b —d 2

Dabei steht () fiir das koeffizientenweise Potenzieren mit g.

Um festzustellen, ob M rigide analytisch trivial ist, miissen wir untersuchen,
ob die Abbildung 7 : M (t)” ®, ;) L(t) — M(t) ein Isomorphismus ist. Der Ring
L(t) besteht dabei aus den Potenzreihen iiber L, deren Koeffizienten in einer
endlichen Erweiterung von K liegen und gegen 0 konvergieren. Der folgende
Satz zeigt, dass wir lediglich den Rang von M (t)” bestimmen miissen, um zu

zeigen, dass m ein Isomorphismus ist.

Satz 4.1.2. Sei M ein t-Motiv vom Rang v diber L. Dann ist M genau dann

rigide analytisch trivial, wenn
Rangp, 11 M) =r
gilt.

Beweis. Wir geben einen Beweis an, werden allerdings dazu einige andere Aus-
sagen zitieren, die wir nicht beweisen. Die Idee fiir den Beweis stammt aus
[BHO7, Lemma 4.2]. Wir miissen nur zeigen, dass aus Rangg y M (t)” = r folgt,
dass M rigide analytisch trivial ist.

Wir wissen: M ist ein L[t,7] = L[t][r]-Modul. Dabei gilt 7f(t) = ()
fir f € L[t]. Betrachten wir den Ring L(t,7) := L(t)[r], versehen mit 7f(t) =
fO(t) fiir f € L(t) und der kanonischen Addition und Multiplikation, so wird
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M (t) zu einem L(t,7)-Modul. Wir nennen einen L(t,7)-Modul N trivial, falls
m(N™ ® L(t)) = N gilt. Man kann zeigen, dass jeder L(t,T)-Untermodul ei-
nes trivialen L(t,7)-Moduls trivial ist [And86, Lemma 2.10.4.]. Die Beweisidee
ist jetzt mit Hilfe des Elementarteilersatzes und des Weierstrafsschen Vorberei-
tungssatzes zu zeigen, dass es ein Element a € F,[t] gibt, so dass aM (t) eine
Teilmenge des Bildes von 7 ist. Wegen (Im7)” = M (¢)7 ist das Bild von 7 und
damit auch aM (t) trivial.

Zunéchst zitieren wir eine Version des Weierstrafischen Vorbereitungssatzes

und eine weitere Aussage iiber L(t). Man beachte dafiir L = K .

1. Ist f € L(t) \ {0}. Dann hat f nur endliche viele Nullstellen x1,...,z, im
Einheitskreis. Es gibt eindeutige A € L und g € L(t)* mit

v

f= -2

i=1
2. L(t) ist ein Hauptidealring.

Das sind gerade die Aussagen von [And86, Lemma 2.9.1. und Lemma 2.9.2.].
Jetzt konnen wir den Beweis fithren. Wir betrachten die Abbildung

T M) ®p, 1 L(t) — M(t)

m® f = fm.
Da die Injektivitdt direkt aus der Gleichheit der Rédnge folgt, miissen wir zei-
gen, dass 7 surjektiv ist. Das Bild von m ist nach Voraussetzung ein L(t, T)-
Untermodul von M () vom Rang r. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine
L(t)-Basis mi,...,m, von M(t) und ay,...,a, € L(t), so dass aymy,...,a,m,
eine L(t)-Basis des Bildes von 7 und eine F,[t]-Basis von M((t)" ist. Das r-

fache dufere Produkt A" M (t) wird via diagonaler 7-Operation zu einem L(t, 7)-
Modul. Als L{t)-Modul wird A" M (t) frei erzeugt von mq A ... Am,. Es gilt

T </\(M<t>T®L<t>)> =L{t)-a1-...-apmiA... Amy.
Wegen 7(a;m;) = a;m; gilt

ar ... AQrmiN...\ANm=armi N\...\a,m,
=T7(armi) A ... AT(aymy,)

=7(aimi A ... \Na,my)

T(ar-...-apmi A... Amy).
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Da A" M(t) von mi A ... A m, erzeugt wird und die a; nicht trivial sind, gibt
es ein f € L(t) mit

T(al'...-arml/\.../\mr):f-agl)-...-aﬁl)ml/\.../\m%
Definieren wir g :=aq - ... - a,, so gilt
gml/\.../\mr:g(l)fml/\.../\mr,

also

gWf=g.
Mit dem Weierstrafschen Vorbereitungssatz folgt aus dieser Gleichung durch
Vergleich der Anzahl der Nullstellen im Einheitskreis f € L(t)*. Vergleichen

wir dann die Nullstellen von ¢ f und g, so stellen wir fest, dass g € Fqlt]L(t)~
gelten muss. Also ist jedes a; € Fy[t]L(t)*. Es gibt damit ein nicht triviales
a € [Fy[t], so dass aM(t) ein L(t,7)-Untermodul des Bildes von = ist. Da das
Bild von 7 ein trivialer L(t,7)-Modul ist, ist auch aM (t) trivial. Jetzt konnen
wir die Surjektivitit zeigen.

Sei m € M(t). Wegen am € aM (t) gibt es m € M (t) und X € L(t) \ {0} mit
am € aM (t)™ und w(am ® A) = am. Es gilt

at(m) = 7(am) = am,

also 7(m) = m. Aukerdem Aam = am, also A = m. Damit erhalten wir

T(Mm® A) = A =m.

O

Wir werden zunéichst den Modul M[[t]] := M @ L[t]] und den F[[t]}-
Untermodul M [[t]]” untersuchen, um spater Kriterien anzugeben, wann Elemen-
te aus M[[t]]” in M (t)™ liegen. Wir wahlen (1,0), (0, 1), (7, 0), (0, 7) als Basis fiir
M][[t]] und erhalten das folgende Lemma.

Lemma 4.1.3. Uber die Koordinatenabbildung

M{[t]] — L[]

w(1,0) +x(0,1) + y(7,0) + 2(0,7)
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lassen wir T auf L[[t]]* operieren durch

IS =

o R o ©

- o o o
o
~
|
S
8
=

Wir erhalten einen Isomorphismus von Fy[[t]]-Moduln

MI[])" = M[[A]] = {m € L[[t]* | 7(m) = m}.

Wir formen nun den F,[[t]]-Modul M[[t]]] weiter um. Die Gleichung 7(m) =

w

.o X 4 . . .
m fir m = € L[[t]]* ist dquivalent zu
Yy

z

z = (t—0)zW,

1)

y = w—ay® -z und

s o= 20y g,

Die grobe Idee ist jetzt, mit dreien der Gleichungen Variablen in der vierten
Gleichung zu eliminieren. Wir setzen die erste Gleichung in die dritte und die

zweite Gleichung in die vierte ein und erhalten

1
y = ((t _ g)y(l))( "y Z e = (= 01y ) ) (4.9)

1
z = ((t - 9)2(1)) — by — dzM = (¢t — 0922 — by — gz (4.3)
Wir identifizieren jetzt die Potenzreihe y = Y ° | y,t™ mit der Folge (yn)nen, €
LNo ynd 2 = Yool o znt™ mit der Folge (zn)nen, € LNo. Setzen wir aukerdem
y—1 = z—1 = 0, so iibersetzen sich die Gleichungen (4.2)) und (4.3]) durch Koef-
fizientenvergleich fiir die Folgenglieder y,, und z, in die Bedingungen

0Ty +ayl + ezl 4y —yl | = 0

n n n n n—1 Y

0920 + byl + dzd + 2, — 222_1 = 0.
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Wir fithren zunéchst noch eine Koordinatentransformation durch, indem wir y,

1 _1
durch 6~ a-1y, und z, durch 8 «-1z, ersetzen und erhalten so die Gleichungen

1 2

9_%12;22+a9_q%1y?l-I-cH_rqulz%—i-Q_qjyn—@_%yf—l =0
1 2

N N AT )

Wir multiplizieren mit 9a-1 und erhalten
2
yff +ayd 4+ ezl + Oy, — 079yl = 0 (4.4)
28 4 byl + d2? + 0z, — 9*‘1222_1 = 0. (4.5)
Bemerkung 4.1.4. Das bedeutet, wir suchen fiir n = 0 eine Losung der Glei-

[+ )+) ()= ()

Die Lésungen dieser Gleichung sind gerade die sogenannten t-Teilungspunkte

chung

- - a c
des t-Moduls E = G2 mitt = 0 + (b d) 7+ 72. Die Matriz vor T ist gerade

die Transponierte der Matriz des t-Moduls, den wir untersuchen. Ist n > 0, so

missen wir die Gleichung
~ o —q q2 —q q2
t(y”’zn) = (0 yn—170 Zn—1

losen. Wir miissen sozusagen in jedem Schritt, die (leicht abgednderte) vorherige

Losung durch t teilen.

Wir betrachten die Gleichungen (4.4) und (4.5). Da wir ¢ # 0 angenommen
haben, lisst sich (4.4) nach 2 umstellen zu

1 2 a 0= 2
z2} = —Eyg - Eyg —n + 73/2—1- (4.6)

Wir potenzieren Gleichung (4.5)) mit ¢ und erhalten

0= 233 + bqygf + dng2 + 0923 — 9*‘12223_1.
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Hier ersetzen wir mit (4.6)) den Term 2 und erhalten

2

1 a 0 077 2 1
0= —*yn — YT Yn W

1 2 a 0 071 2 e
+ d* (—Cy% —Yn T Yt e 1>

2 1 o a 0 01 o 2 3
+ bl + 67 (—Cy% e cyil> —0 "2

1 4 aq2 d4 3 qu d%a4 01 2
— .4 - q - q __ q
T 3Yn + < e Cq> Yo T ( R p +0b c ) Yn

107 9% N R R 1/ X
- 4 c yn_ yn+ 2 yn 1+ yn—l
1 2 _ 2 43
+ Ey:’]l—l —0 "z

Jetzt nutzen wir (4.6) um zq _; zu ersetzen. Dabei setzen wir y_» = 0 und

erhalten
1 4 aq2 q 3 6q2 dqaq 9(1 2
0= @) T\ me T T
c c c
197 9% , 0Tt 0 a4 d9T
- ol - 7 Yn — Yn + qu Yn—1 + cd Yn—1
1 9_‘72 7 9= aq e 1 g2 g—1*—a 7
+ yn 1 + 2 yn 1 + yn 1 + C?yn—l - Cq2 Yp—2-

Normieren der Gleichung durch Multiplikation mit —c?” liefert die folgende

Rekursionsbedingung an die Folge (yp)n

0 = ¢+ (aq2 + dch2—q> e + (9‘12 + d%a9c7 T — et 4 9%‘12—1) ye
+ (dngctffq +9qacq271) yl +9q+1cq271yn + ( 9~ _ g1 )yn .

+ (—dqﬁ_qzc’f_q - 9_q2aq2> 1+ ( 1 1) Yyl +077 _qsyg 9

(4.7)

Diese Gleichung werden wir oft benutzen, deshalb fithren wir folgende No-

tationen ein.
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Definition 4.1.5. Fiir a,b,c,d € L setzen wir

2_
AO —_ 9q+lcq 1,
2 2
- -1
Ay =d109c7 79 + 0ac? T,
2 2__ 2 2_
Ay =07 + dla%ct —1 —plct + 99T

2 2
Az = a® +d%e7 1,

4 3 2
P(Yn, Yn—1,yn—2) = Aayl + Azyd + Aoyl + A1yl + Aoyn + B(Yn—1, Yn—2)-

Die Gleichung (4.7) ist damit aquivalent zu P(yn, Yn—1, Yn—2) = 0. Wir definie-
ren auf LN den Operator t durch

t((Yn)n) = (Yn-1),, -
Daber setzen wir y_1 = y_o = 0. Weiter set
M5 == {(yn)n e LY | fiir alle n € No gilt P(yn, Y1, Yns) = o} :
Durch die Operation von t wird M[[t]]5 zu einem F[[t]]-Modul.

Es gilt das folgende Lemma, das unter anderem die obigen Uberlegungen

zusammenfasst.
Lemma 4.1.6. Die Abbildung
¢ MI[t]" — MI[t])3,

die ein Element w(1,0)+x(0,1) +y(7,0) +2(0,7) € M[[t]]” mity =Y " ynt"
abbildet auf <07<1%1yn) . ist ein Isomorphismus von F,[[t]]-Moduln.
ne

0

Ist (yn)n € M][t]]3, so gilt

¢ ((yn)n) = w(1,0) + 2(0,1) + y(r,0) + 2(0, 7)
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mit
© 1
Yy = Z@ﬁyntn,
i=0
1 2 a 0 9 2
2l = —Eyg —yd = Eyn + ?yfi,l,
> 1
z = ZQq—lznt",
i=0
w o= =0y,
z = (t—0)W.
Es sei angemerkt, dass z, durch die Gleichung z = —%yff—%y%—%yn—l—gygg_l

eindeutig festgelegt ist (dabei sei y_1 =0).

Beweis. Nach obigen Rechnungen ist die Abbildung ¢ wohldefiniert. Die Mul-
tiplikation einer Potenzreihe aus L[[t]] mit ¢ ist auf den Folgengliedern einer
Folge in M][t]]5 gerade der oben definierte Operator ¢, also ist ¢ ein Fy[[t]]-
Modulhomomorphismus. Nachrechnen zeigt ¢ o ¢! =id und ¢t o =id. O

Das folgende Lemma werden wir spater immer wieder implizit benutzen. Es
besagt, dass die grundsétzliche Losbarkeit der Gleichung P(yn, Yn—1,Yn—2) =0
und damit das Finden von 7-Invarianten in M{[t]] kein Problem fiir die Unifor-
misierbarkeit darstellt. Das Problem ist vielmehr das Finden von 7-Invarianten
in M (t).

Lemma 4.1.7. Es gibt zu gegebenen y,_1 € L und y,_o € L genau q* verschie-
dene Lésungen y, € L der Gleichung P(yn,Yn—1,Yn—2) =0 in L.

Beweis. Wir betrachten die Ableitung von P(yy, Yn—1, Yn—2) nach der Variablen
yn- Da L die Charakteristik ¢ hat, ist die Ableitung von P gerade gat1ca*—1 #0.
Damit ist P(yn, Yn—1,Yn—2) separabel. O

Mit Lemma 1.7 und Lemma .1.6] erhalten wir:

Lemma 4.1.8. Der Rang von M|[t]]” und M|[t]]5 als Fy[[t]]-Moduln ist vier.

Beweis. Fiir einen gegebenen Folgenanfang (yo, . . ., yn_1) gibt es genau ¢* mog-

liche Fortsetzungen y,. Diese Fortsetzungen entsprechen via ¢ genau den mog-
1

lichen Koeffizienten vor t" in der Reihe > 2 0a-Ty,t" € M|[t]]3. O
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Als néchstes wollen wir M (t)™ berechnen. Dabei sind in M (t)” gerade die-
jenigen Elemente von M{[t]]”, deren Koeffizienten eine Nullfolge bilden und in
einer endlichen Erweiterung von K, liegen. Wir schrénken jetzt den Fy[[t]]-
Modulisomorphismus ¢ : M][[t]]” — M][t]]5 aus Lemma ein zu einem

[F,[t]-Modulhomomorphismus
¢ M(t)" — MI[t]]5.

Dieser Homomorphismus ist als Einschrénkung eines injektiven Homomorphis-

mus injektiv. Das folgende Lemma beschreibt das Bild dieses Homomorphismus.

Lemma 4.1.9. Es gilt

~

o M) — M(t); := {(yn)n e M[[t])3 1i_>m |yn| = 0 und alle y,, liegen
n—oo
in einer endlichen Erweiterung von Koo}.

Beweis. Sei m = w(1,0)+xz(0,1)+y(7,0)+2(0,7) € M ()" mity =Y o2, ynt".
Dann ist (y,)n eine Nullfolge und alle y,, liegen in einer endlichen Erweiterung
von K. Das bedeutet ¢(m) = <9_q%1yn) € M(t)5. Also ist ¢p(M(t)") C
M{1)s. !

Sei umgekehrt (y,), € M(t)5. Dann ist (y,), eine Nullfolge und alle yy,
liegen in einer endlichen Erweiterung von K. Sei z, fiir n € Ny definiert als

die eindeutige Losung der Gleichung

1 2 a 0 079 2
25 = —Eyg - Eyg oYt Tyqul'
Da (yn)n eine Nullfolge ist, ist auch (z,,), eine Nullfolge. Wir zeigen jetzt, dass
alle z, in einer endlichen Erweiterung von K, liegen.

Seien die Folgenglieder (y;), Elemente des Korpers

Koo (al,...,ai).
1
mit liber K algebrlaischen Elementen «q,...,q;. Sei #a die eindeutige ¢-te
Wurzel von 6 und af die eindeutige ¢-te Wurzel von «; (j = 1,...,4). Wegen
Koo = Fy((3)) ist jede g-te Wurzel von Elementen aus Ko (1, . . ., ;) enthalten

im Korper

1 1,
q q a
Koo <a1,...,ai,9q>.

Insbesondere liegen alle z,, in dieser endlichen Erweiterung von Ko,. Mit Lemma
sehen wir, dass ¢~!((yn)n) ein Element von M (t)T ist. O
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Wir erhalten den folgenden Satz, mit dessen Hilfe wir in den folgenden Ab-

schnitten die Uniformisierbarkeit untersuchen werden.

a

Satz 4.1.10. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 6+ (
c

b 5 .
J T+7° mita,b,c,d € L

und ¢ # 0. Dann ist E genau dann uniformisierbar, wenn
Rangp, g M(t); = 4.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz und Lemma O

4.2 Newtonpolygone

Wir wollen Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit innerhalb unserer Familie fin-
den. Um eine Idee zu bekommen, wie diese Kriterien aussehen konnten, zitieren

wir zundchst das folgende Beispiel.
Beispiel 4.2.1. Seien a,b,c,d € L mit ad—bc = 9% und a+d = —%. Sei weiter

b
B = (a d). Wir betrachten den t-Modul E = G2 mitt = —B~! + B~17.
c

Dann ist E uniformisierbar genau dann, wenn |a|, ||, |d| < 1 oder E aus einem
solchen durch Konjugation mit einem Element der Gla(IF,) entsteht. Dies wird
in [BHO7, Proposition 7.1.] gezeigt. In diesem Beispiel ist die Dimension und
der Rang jeweils zwei. Dieses Beispiel wird in [Sei08] zu hoherer Dimension
verallgemeinert. Bei der Beispielserie in [Sei08] verbleiben jedoch einige Fille,

bei denen nicht klar ist, ob sie uniformisierbar sind.

Kehren wir zuriick zu unserer Familie von t-Moduln der Form E = G2 mit

<a b) 9
t=0+ T4 77
c d

Wir wollen Kriterien fiir die Koeffizienten a, b, ¢,d € L finden, so dass der Rang

von

M(#); = { (yn)a € L'V

P(Yn, Yn—1,Yn—2) = 0, li_>m |yn| = 0 und alle

Y liegen in einer endlichen Erweiterung von Koo}

vier ist (oder eben kleiner). Dazu miissen wir entscheiden, ob limy, ooy = 0

fiir eine Folge (yy,)n gilt. Es ist also notwendig, |y,| oder v(y,) zu bestimmen.
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Ist (yn)n € M(t)3, so ist y, fiir gegebenes y,,—1 und y,—2 eine Nullstelle des Po-
lynoms P(yn, Yn—1,Yn—2). Zur Erinnerung wiederholen wir kurz, was das New-
tonpolygon eines Polynoms iiber einem bewerteten Korper ist und wie dieses
mit den Nullstellen und ihren Bewertungen zusammenhéingt. Wir folgen hier
im wesentlichen [Neu07, S.150-153]. Es sei (V,v) ein bewerteter Korper. Wir

denken beispielsweise an N = L oder eine endliche Korpererweiterung von K.

Definition 4.2.2. Sei f(y) = ap + a1y + ... + apy™ € N[y] mit a, # 0. Wir
ordnen jedem Term a; den Punkt (i,v(a;)) zu. Das Newtonpolygon von f(y) ist

die untere konvere Hiille der Punktmenge

{(i,v(a;)) i € {1,...,n} und v(a;) # oo} .

Das Newtonpolygon besteht aus einer Folge von Strecken mit monoton wach-
senden Steigungen. Uber die Bewertung der Nullstellen des Polynoms f(y) gilt
der folgende Satz.

Satz 4.2.3. Sei f(y) = ap + a1y + ... + apy™ € N[y] mit a, # 0. Sei w

eine Fortsetzung von v auf den Zerfillungskorper von N. Ist (i,v(a;))(j,v(a;))
eine Strecke des Newtonpolygons von f(y) mit der Steigung m, so besitzt f(y)
genau j — i Nullstellen oy ..., a;—; im Zerfallungskorper von N mit den Werten
w(ar) = ... = w(oi—;) = —m. Zudem ist Hi;g(ar —y) ein Teiler von f(y)
diber N. Insbesondere liefert eine Strecke S, deren Projektion auf die x-Achse
die Linge 1 hat, eine Nullstelle von f(y) in N, deren Bewertung die negative
Steigung von S ist.

Beweis. [Neu07, S.151-S.153]. O

Kehren wir zuriick zu unserem Problem. Wir wollen entscheiden, ob eine
Folge (yn)n aus M[[t]]5 auch in M ()7 enthalten ist. Dazu wollen wir die Bewer-
tungen der Folgenglieder von (y,), € M|[[t]]; bestimmen. Die Folgenglieder y,

sind dabei Nullstellen von

4 3 2
P(Yn, Yn—1,Yn—2) = Aayl + Asyl + Asyl + A1yl + Aoyn + B(Yn—1,Yn—2)-

Fiir gegebene y,—1 und y,—2 ist P(yn,Yn—1,Yn—2) ein Polynom in y,. Wir
ordnen einer Folge (y, ), die Folge der Newtonpolygone von P (Y, Yn—1,Yn—2)
zu. Die moglichen Bewertungen von y, kénnen wir am Newtonpolygon von

P(Yn,Yn—1,Yyn—2) ablesen.



92 Kapitel 4. Familien von uniformisierbaren t-Moduln

Betrachten wir die Koeffizienten von P(yp, Yn—1, Yn—2) genauer, so sehen wir,
dass lediglich der konstante Term B(yn—1,Yn—2) von y,—1 und y,_o abhéngt.
Im Polynom P(yo,0,0) ist der konstante Term gleich 0. Fiir das Newtonpolygon
miissen wir in diesem Fall die untere konvexe Hiille der Punkte (q%,v(A;)) fiir
1=0,...,4 bilden. Es sei m die Steigung der Strecke, die ganz links im Newton-

polygon von P(y,0,0) liegt. Die Steigung m lasst sich durch die Koeffizienten

v(Ag) — v(A;)
R

1—¢

A; ausdriicken als

m = min
i=1,2,3,4

Andererseits ist m auch die kleinste Steigung im Newtonpolygon von P(y,0,0).
Da die Bewertung der Nullstellen gerade die negativen Steigungen sind, ge-
horen zur Steigung m diejenigen Nullstellen von P(yg,0,0) mit der groften
Bewertung —m. Wollen wir das Newtonpolygon von P(yp, Yn—1,Yn—2) bestim-
men, so kommt bei der Bestimmung der konvexen Hiille lediglich der Punkt
(0, v(B(Yn—1,Yn—2))) hinzu.

Wir wollen Kriterien dafiir finden, dass eine Folge (y,), € M][[t]]5 auch in
M ()% liegt. Nehmen wir einmal an, dass (yn), ein Element von M|[[t]]] mit
limy, o0 yn = 0 ist. Dann muss es ein ng geben, so dass fiir alle n > ng gilt
v(yn) > —m. Die Bewertungen v(yy) gehoren zu Steigungen im Newtonpoly-
gon von P(Yn,Yn—1,Yn—2). Fiir n > ng muss es also mindestens eine Strecke
mit Steigung kleiner m geben. Dies kann nur dann auftreten, wenn der einzi-
ge Unterschied des Newtonpolygons von P(yn, Yn—1,Yn—2) zum Newtonpolygon
von P(yp,0,0) das Anhéngen einer Strecke iiber dem Intervall [0,1] ist. Dies
veranschaulichen wir uns anhand der Abbildung [A.1]

(q,0)

Abbildung 4.1: Newtonpolygone zu P(yp,0,0) und P(yn, Yn—1,yn—2) fiir groke

n im Fall limy, = 0.
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Fiir n > ng ist die Steigung der Strecke iiber dem Intervall [0,1] gerade
v(Ap) — v(B(Yn-1,Yn—2))- Es gilt dann v(y,) = v(B(Yn-1,Yn—2)) — v(Ag) >
—m. Die Idee beim Finden einer Folge (yn), € M (t)] wird sein, sukzessive
Losungen von P(Yn,Yn—1,Yn—2) = 0 zu wihlen und - sobald es moglich ist -
immer diejenige Losung ¢, zu wihlen mit v(g,) > —m. Wir konnen mit Hilfe

der Newtonpolygone das folgende Lemma zeigen.

Lemma 4.2.4. Sei (yp)n € M[[t]]3 mit limy, o0 Yy, = 0. Dann liegen alle y,, in

einer endlichen algebraischen Erweiterung von K.

Beweis. Die Koeffizienten a, b, ¢, d sind in L, liegen also in einer endlichen al-
gebraischen Erweiterung von K. Nach obigen Uberlegungen gibt es ein nyg,
so dass v(y,) > —m fiir alle n > ny gilt. Betrachten wir zunéchst die y, mit
n < ng. Diese erfiillen fiir gegebenes y,_1 und y,_o die algebraische Gleichung
P(Yn,Yn—1,Yn—2) = 0. Definieren wir N := K (a, b, c,d), so erhalten wir einen

Koérperturm

N € N(yo) € N(yo,y1) € .. € N(Yo,-- - Yno)-

Das bedeutet fiir n < ng liegt y, in der iiber K, endlichen Erweiterung
N(Yo,---,Yne)- Nach obigen Uberlegungen gehort das Folgenglied ,,1; fiir
i € N zu der Strecke eines Newtonpolygons, deren Projektion auf die x-Achse
die Léinge 1 hat. Nach Satz [£.2.3|liegt auch Y,y in N(yo, - - -, Uno)- O]

Wir erhalten als direkte Folgerung:

Satz 4.2.5. M(1)] = {(yn)n e M[[H]]3 uggoyn - o}. O

4.3 Hinreichende Kriterien

In diesem Abschnitt werden wir hinreichende Kriterien fiir die Uniformisierbar-
keit von t-Moduln in unserer Familie herleiten.

Sei (yn)n € M(t)3. Dann gibt es ein ng, so dass v(y,) > —m fiir alle n >
no gilt. Sei n > ng. Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass dann gilt
v(yn) = v(B(Yn—-1,Yn—2)) — v(Ap). Dabei ist

_ .3 2 4 2 3
B(Yn—1,Yn—2) = (—9 T —g1 )yi_l — 077 Agyl
2 4
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Wir weisen darauf hin, dass wir zu gegebenen y,,_1 und y,_2 falls moglich immer

diejenige Losung y, von P(Yn, Yn—1,Yn—2) betrachten, die
v(yn) = 'U(B(yn—lyyn—2)) —v(Ag) > —m

erfiillt. Wir sehen, dass in B(y,—1,Yn—2) sowohl y,_1 als auch y,_o eingehen.
Wir werden die Kriterien mittels Induktion herleiten. Die Idee fiir den Induk-
tionsschritt ist: Sind v(y,—1) und v(yn—2) groker als —m, so gibt es ein y,, so
dass v(y,) um einen festen Wert grofer als v(y,—1) und v(yn—2) ist. Wir werden
fiir den Induktionsschritt die Voraussetzung v(c?’ ~1 +1) — ¢*m > v(Ag) —m be-
notigen. Das folgende Lemma zeigt, dass diese Voraussetzung schon mit einem

moglichen Induktionsanfang fiir diejenigen yo mit v(yp) = —m zusammenhéngt.

Lemma 4.3.1. Es gibt genau dann eine Folge (yn)n € M[[t]]; mit v(yo) = —m
und v(y1) > v(yo), wenn

v(cqz_1 +1) — ¢*m > v(Ag) — m.

Um dieses Lemma zu beweisen, zeigen wir zunichst ein weiteres Lemma, das
direkt aus der Definition von m folgt und auch fiir den Beweis des Induktions-

schrittes bendtigt wird.
Lemma 4.3.2. Firi=1,2,3,4 gilt

v(A;) > (¢F — D)m + v(4y).
Fiir i = 4 folgt insbesondere —q*m > v(Ag) — m.

Beweis. Es gilt

o fu(Ao) —u(A)
m mm{ }

i=1,2,3,4 1—¢t
Somit (¢'—1)m < v(4;)—v(Ag). Wegen v(A4) = 0 folgt —g*m > v(Ag)—m. O

Beweis von Lemma Wir haben bereits gesehen, dass v(y;) > —m

dquivalent ist zu

v(y1) = v(B(yo,0)) — v(Ao) > —m.
Wir schétzen v(B(yo,0)) mit der verscharften Dreiecksungleichung ab und er-
halten

v(B(yo,0)) > min {q* + q*v(yo),

7>+ ¢*v(yo) + v(4s),
w(¢ 1) + ¢Po(yo) ).
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Wenn einer der drei Terme der kleinste ist, so wird das Minimum angenommen.

Es gilt mit Lemma
¢+ q'v(yo) = ¢ — ¢'m > ¢ + v(Ag) —m > v(Ag) —m
und
@+ Pv(yo) +v(A3) > ¢* — @*m + (¢* — 1)m +v(Ag) > v(Ag) — m.
Somit ist v(B(yo, 0)) > v(Ag)—m genau dann erfiillt, wenn v(c?’ 1 +1)—¢%m >
v(Ap) — m. O
Wir beweisen jetzt zunéchst den Induktionsschritt.
Lemma 4.3.3. Es sei n eine natirliche Zahl mit n > 2 und es gelte
1}(0‘12_1 +1) — ¢*m > v(Ag) — m.
Seien zudem Yn_1,Yn—o € L™ mit

U(yan) > —m-+ €,

V(Yn—1) = —m+q’e
fiir ein € > 0. Dann gibt es genau eine Nullstelle y,, von P(yn,Yn—1,Yn—2) mit
v(yn) > —m + q’e.
Beweis. Wir schétzen mit der verscharften Dreiecksungleichung ab
V(B(Yn-1,Yn—2)) = min {¢* + ¢"v(yn-1),
¢+ ¢*0(yn-1) + v(A3),

2
v(c? 1y 1)+ qgv(yn,l),

@+ ¢+ q"v(yn—2)}-

Es gilt v(yn—1) > —m + ¢ und v(y,_2) > —m + &. Damit folgt

v(B(Yn—1,Yn—2)) > min {q2 — ¢*m + %,
¢* — ¢*m +v(A3) + ¢,
U(Cq2_1 +1) - q2m + q45,

q2 —|—q3 _ q4m+q45}.
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Wir nutzen jetzt Lemma [4.3.2) nimlich —¢*m > v(Ag) — m und v(A3) >
(@° = Dm + v(Ao).

0(B(yn-1,yn—2)) = min {g* = m + v(Ao) + ¢,
@® —m+v(Ag) + ¢’
v(cq2_1 +1) — ¢*m + ¢,

@+ ¢ —m+v(Ady) + q4€}-

Jetzt nutzen wir unsere Voraussetzung v(c? ! + 1) — ¢*m > v(Ag) — m und

erhalten

0(B(yn-1.ya-2)) = min {g? = m +v(4o) + ¢,
@® —m+v(A) + ¢°c,
—m+v(Ao) + qe,

@+ ¢ —m+v(dy) + q4€}-

Damit folgt
V(B(Yn-1,Yn—2) = —m + v(Ao) + ¢'c.

Verldngern wir die Strecke im Newtonpolygon von P(yn, Yn—1,Yn—2) der Stei-

gung m zu einer Geraden, so schneidet diese die y-Achse bei v(A4y) —m. Wegen
V(B(Yn—1,Yn—2)) > v(Ag) —m + q45

hat das Newtonpolygon von P(yn, Yn—1,yn—2) iiber [0, 1] eine Strecke mit Stei-
gung v(Ao) —v(B(Yn—1,Yn—2)). Zu dieser Strecke gehort genau eine Nullstelle yy,
von P(Yn, Yn—1,Yn—2) mit Bewertung v(B(yn_1,yn_2)) —v(A4g) > —m+qe. O

Wir erhalten das folgende Korollar.

Korollar 4.3.4. Seing > 2 eine natirliche Zahl und
v(cq2_1 +1) — ¢*>m > v(Ag) — m.
Sei zudem (Yo, - .. ,Yno—1) der Anfang einer Folge in M|[t]]5 mit
V(Yno—2), V(Yno—1) > —m
und yp,—2 # 0. Dann lasst sich (yo, ..., Yn,—1) fortsetzen zu einer Folge

(Yn)n = (Y05 -+ s Yng—1, - - -) € M(t)3.
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Beweis. Wir wihlen

. v —_1)+m
e = mm{(y“q;),v(yn“) +m},

denn dann gilt v(yn,—1) > —m + ¢%¢ und v(yp,—2) > —m + &. Dann folgt mit
Lemma V(Yny) > v(Ag) — m + ¢e und induktiv fiir alle n > ng — 2

v(yn) > v(Ag) — m + g2,

Somit

lim o(y,) = lim v(Ag) —m + ¢*" "0 e =

n—oo n—oo

Q.

Jetzt kommen wir zum Induktionsanfang fiir unser Kriterium. Wir bezeich-
nen die Steigung, die ganz rechts im Newtonpolygon von P(yp,0,0) liegt, als
M. Diese lasst sich durch die A; ausdriicken als

M = max_ { _U(Ai) }

i=0,..,3 | ¢* — ¢

und ist die grofte der auftretenden Steigungen. Aus der Definition von M folgt
direkt:

Lemma 4.3.5. Es gilt
—¢'M +v(4) > —¢*M

Beweis. Nach Definition von M gilt M > %. Damit ¢* M —¢'M > —v(A;)

und —¢' M +v(4;) > —¢* M. O

Zur Strecke mit Steigung M korrespondieren die Nullstellen mit der kleins-
ten Bewertung. Also gilt immer v(yp) > —M. Die Idee ist, dass es fiir die
Nullstellen gy mit den kleinsten Bewertungen am schwierigsten zu zeigen ist,
dass es eine Folge (yn)n € M|[t]]3 mit limv(y,) = oo gibt. Wir betrachten also
yo mit P(yp,0,0) = 0 und v(yp) = —M. Wir wollen ein Kriterium angeben, so
dass es ein y; gibt mit v(y;) > —m und P(y1, yo,0) = 0. Dazu betrachten wir

By, 0) = (_9—q3 = 0—q2) gl — 077 Ayl + (—cq2—1 = 1) e
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Wir schétzen mit der verscharften Dreiecksungleichung ab

v(B(yo,0)) > min {¢* + ¢*v(yo),
¢+ ¢*v(yo) + v(As),
o(e 1) + ¢*u(yo) }
= min {q2 —¢*M,
@ — P M +v(43),
v(chl +1) — ¢*M}.

Nach Lemma [4.3.5 gilt —¢®M + v(A3) > —¢*M. Damit erhalten wir

v(B(yo,0)) > min{q2 —¢*M,
7 —q'M,
1}(0‘;{2_1 +1) — M}

Wir wollen, dass v(y1) > —m, also v(B(yp,0)) > —m + v(Ag). Hinreichend

dafiir sind nach obiger Uberlegung die folgenden zwei Bedingungen

1) ¢*—q'M > v(Ag) —m,
2) w(c” 4 1) = M > v(4g) — m.

In der folgenden Bemerkung wird Bedingung 1) geometrisch interpretiert.

Bemerkung 4.3.6. Wir betrachten das Newtonpolygon von P(yo,0,0). Verlin-
gern wir die Strecke mit der Steigung M zu einer Geraden, so schneidet diese
die y-Achse bei —q* M. Verlingern wir hingegen die Strecke mit der Steigung m
zu einer Geraden, so schneidet diese die Achse bei v(Ag) —m. Somit gilt immer
v(Ag) —m > —q¢* M. Die Aussage von Bedingung 1) ist, dass diese beiden Werte
sich um weniger als ¢* unterscheiden. Wir veranschaulichen uns diese Situation

mit Abbildung[{.4 (auf der folgenden Seite).

Fiir den Induktionsschritt brauchen wir die Bedingung 1)((:‘5’2_1 +1)—¢*m >
v(Ap)—m. Diese folgt aber wegen —m > —M aus Bedingung 2). Damit erhalten
wir wegen Lemma bereits, dass fir v(yg) = —m und P(yo,0,0) = 0 auch

die Existenz von y; mit v(y;) > —m folgt. Allgemeiner erhalten wir:
Lemma 4.3.7. Gilt

> — ¢*M > v(Ag) — m und
v(cqz)*1 +1) — ¢* M > v(Ag) —m,
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qz—q4M [ ]

") [ ¢
V(A,)-m

0 (q4.0

(Lv(Ag)
— = T2
- (a .v(A))
q4M > —

Abbildung 4.2: Newtonpolygon zu P(y,0,0), so dass Bedingung 1) gilt.

so gibt es fiir jede Nullstelle yo von P(yo,0,0) ein y1 € L mit v(y1) > —m und
P(yla y070) =0.

Beweis. Wir schitzen v(B(yo,0)) mit der verschirften Dreiecksungleichung,

v(yo) > —M und v(A43) > —¢*M + ¢> M (Lemma [4.3.5) ab

v(B(y0,0)) > min {¢* + ¢*v(v0),
7> + ¢*v(yo) + v(As),
o(e T+ 1) + ¢*u(yo) )
> min {¢* — ¢'M,
¢ =M —g*'M+¢*M,
v(ch_1 +1) — @M}

> U(A()) —m.
O
Um unsere Induktion anzusetzen, bendtigen wir aber zwei aufeinanderfol-

gende Folgenglieder, deren Bewertung grofser —m ist. Doch gliicklicherweise gilt

das folgende Lemma.

Lemma 4.3.8. Es gelte

> — ¢*M > v(Ag) — m und
o(e 1+ 1) — @M > v(Ag) — m.
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Weiter seien yo,y1 € L mit P(yp,0,0) = 0, P(y1,v0,0) = 0 und v(y1) > —m.
Dann gibt es ein yo mit P(y2,y1,vy0) = 0 und v(y2) > —m.

Beweis. Wir schatzen ab

v(B(y1,0)) > min {¢* + ¢*v(y1),
a* + ¢*v(y1) + v(As),
v(e L+ 1) + ¢Po(y),

@+ ¢ +q"v(yo)}

1

Es gilt v(yp) > —M und v(y1) > —m > —M. Wir erhalten

v(B(y1,40)) > min {¢* — ¢'M,
¢* — > M+ v(4y),
11(0‘12_1 +1) — ¢*M,
@+ —qg'M}

Jeder einzelne Term ist grofer als v(Ag) — m, somit gilt

v(B(y1,90)) > v(Ag) — m.

Wir erhalten jetzt den folgenden Satz.

a

b
Satz 4.3.9. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 6+ ( d) 7+72 mita,b,c,d € L

c
und ¢ # 0. Es gelte auflerdem

¢* — ¢*M > v(Ay) —m und
o(c 1) — M > v(4g) — m.

Dann ist E uniformisierbar.

Beweis. Sei y( eine nicht triviale Nullstelle von P(yg,0,0). Dann gibt es nach
Lemma ein 17 und nach Lemma gibt es ein ys, so dass (yo,y1,Yy2)
der Anfang einer Folge in M|[t]]] ist mit v(y;) > —m und v(y2) > —m. Nach
Lemma [4.3.4] lisst sich (yo,y1,y2) zu einer Folge (yn)n € M(t)] fortsetzen. Da
dies fiir jeden der ¢* — 1 moglichen Startwerte yo geht, ist der Rang von M (¢)”
mit Satz L.1.2] vier. O
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Bemerkung 4.3.10. Die Bedingungen

D ¢ —¢*M > v(4y) —m,
2) v(c” 4+ 1) = @M > v(Ag) —m

sind sicherlich fiir gegebene a,b, c,d einfach zu berechnen. Aber es gilt auch

v(Ag) — v(A;)
{ J

m = min -
1—-¢

i=1,2,3,4
Somit ist 1) dquivalent zu

v(Ag) — v(A;)

@ — ¢*M > v(4y) — — fir i = 1,2,3,4.
-4
Wegen M = max;—g 1,23 {;)j(ff}l} ist 1) dann sogar dquivalent zu

v(Ag) — v(A;)

v(A;

: fiir (i =1,2,3,4; 5 =0,1,2,3).
¢ —q* ( )

Da die A; polynomielle Ausdriicke in den Variablen a,b, c,d sind, ist jede dieser

16 Bedingungen von einfacher Form. Fir i =1 und j = 3 erhalten wir etwa

2 4 v(As)
q q C—

> v(Ag) — U(Aoi - Z(Al) = qU(A(;)__lv(Al).

Wir setzen fiir Ag, A1, As ein und erhalten

v(a? 4 d9c?"4) - —2— g+ (¢® — Qu(e) + ¢ — v(ac ! + d1c7"~9)
q—1 q—1

¢ +q
oder dquivalent

v(a? 4 d9cr’—9)

: > (¢® — q)v(c) — v(ac” ™! + d9c?*~9),
.

¢ +q

Ebenso ldsst sich Bedingung 2) umformen zu 16 einzelnen sehr einfachen Bedin-
gungen. Man erhdlt so insgesamt 32 einzelne Bedingungen, die alle erfillt sein

missen, damit die Voraussetzungen fir Satz[{.3.9 erfillt sind.

4.4 Eine uniformisierbare Teilfamilie

In diesem Abschnitt wenden wir Satz[@.3.9] zunéichst auf eine einfache Teilfamilie
unserer t-Moduln an und verallgemeinern dann die gefundene uniformisierbare

Teilfamilie.
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Wir betrachten den Fall v(c) > 0 und a = b = d = 0. In diesem Fall ist
v(c®~1 4 1) > 0, weshalb die Bedingung v(c” ' + 1) — ¢?m > v(Ay) — m
leichter zu zeigen ist. Die Koeffizienten A; sehen in diesem Fall wie folgt aus:

Ay = 9q+1cq2—1,
Ay = d999c7 0 4 9”1 = 0,
Ay = 07 4 d%a%c” =0 — It 4098 = 97" 4 91
Az = a® + d1c0 1 = 0,
Ay =1.
Wir berechnen die Bewertungen der Koeffizienten A;. Es gilt
v(Ag) = —q¢ — 14 (¢* = Dv(c).
Aus v(c) > 0 folgt
~* < g+ (¢° ~ Do) = v(%" )
2

und somit v(Az) = —¢~.
Das Newtonpolygon von P(y,0,0) ist also die untere konvexe Hiille der

Punkte

Pr=(1,—¢—1+(¢* = 1)v(c)),

Das Newtonpolygon kann damit aus einer oder zwei Strecken bestehen. Die

Strecke P P; hat die Steigung _qﬂ(ff). Bei ¢? hat sie den Wert

—v(Ao)  ,—q—1+(¢* —1v(c)

—(¢* = %) a1 4 o
—¢* — ¢
¢ +1
i
2+

Die Strecke P P53 verlauft also oberhalb des Punktes P,. Damit hat das New-
tonpolygon die zwei unterschiedlichen Steigungen m und M. Wir berechnen

:—q2—v(A0) ¢ 4q+1 B

R | v(c) und
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Wir iiberpriifen die Kriterien von Satz [£.3.9] n&mlich

D) ¢ —¢*M > v(4A) —m,
2) v(cq2_1 + 1) — ¢*M > v(Ag) — m.

Wir priifen zunéchst nach, wann Kriterium 2) erfiillt ist.

1 2 g1
W) = P > g = (6 = Do)+ vle) + L
21 2 1 (D@ -D+¢—qg-1  ,
sl —|—1)—qq2_1> o + q¢“v(c)
¢>—1 2 1 _q3 2
(@ 11 - Pt s T 2y
q‘ —1 —1
2
v+ 1) 1
= + > v(c).
¢ q+1 ¥
Kriterium 1) bedeutet
2 4 2 ¢ —q—1
q —qq2_1>—q—1+(q — Dv(c) +v(e) + 21

Aber es gilt

¢ — ¢ 1 _ ¢ —¢* —¢* _ ¢
¢* —1 ¢ —1 ¢*—1
und damit ist Kriterium 1) dquivalent zu
1
— > v(c).
q+1 (©

Gilt Kriterium 1), so gilt auch Kriterium 2). Falls v(c? =1 +1) = 0 gilt, was zum
Beispiel der Fall ist, wenn v(c) > 0, so sind die beiden Kriterien sogar identisch.

Wir fassen unserer Rechnungen in dem folgenden Lemma zusammen.

c 0
Dann ist E uniformisierbar. Ul

00
Lemma 4.4.1. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 0 + < > T+72mitce L

und 0 < v(c) < qJ%l.

Wir wollen jetzt die Bedingung @ = b = d = 0 derart abschwéchen, dass
obige Folgerungen richtig bleiben. Diese Bedingung geht nur bei der Berechnung
der Werte v(A1),v(Az),v(As3) ein. Damit unsere Uberlegungen richtig bleiben,

muss die Gestalt des Newtonpolygons erhalten bleiben. Explizit muss folgendes

gelten, damit die Rechnungen richtig bleiben:

(1) v(A2) = —¢%,
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(i) Der Punkt (g,v(A;)) liegt nicht unter der Strecke Py P,
(iii) Der Punkt (¢%,v(As3)) liegt nicht unter der Strecke P, Ps.
Wir beginnen mit der Bedingung (i). Es gilt
Ay =67 4 d9afe? 9 — pct 4 et L,

Hinreichend fiir v(Ay) = —¢? sind die Bedingung v(d%%¢?"~9) > —¢? und

v(b2c?’) > —g?. Dies ist Aquivalent zu

v(d) +v(a)+ (¢ — 1)v(c) > —¢ und
v(b) + qu(c) > —q.

Wegen v(c) > 0 sind hinreichende Bedingungen dafiir

Jetzt betrachten wir die Bedingung (ii). Der Punkt (q,v(A;)) soll oberhalb
der Strecke P Ps liegen. Die Strecke Py P> hat die Steigung m und verldngert

sich zur Geraden g(z) = m(z — ¢%) — ¢?. Somit ist Bedingung (ii) dquivalent zu
v(Ar) 2 m(g —¢*) - ¢*.
Mit Ay = d?69¢4° 1+ §%a¢4° ! kénnen wir als hinreichende Bedingungen fiir (ii)

—q+qu(d) + (¢* — q)v(c) > m(q — ¢°) — ¢* und
—q+v(a)+ (" — Dv(e) =m(qg—¢*) — ¢*

wahlen. Wir formen diese mittels einer kleinen Rechnung &quivalent um zu

v(d) > und

g+1
v(a) + (g — Do(e) > —

Hinreichend dafiir ist

g+1
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Kommen wir nun zu Bedingung (iii). Der Punkt (¢®,v(As3)) soll oberhalb
der Strecke PpP3 liegen. Mit dhnlichen Uberlegungen wie bei Bedingung (ii)

erhalten wir, dass dies dquivalent ist zu

v(As) > qqg__ql .

Mit A3 = a?” + d9¢° 7 und einer kleinen Rechnung sind die Bedingungen

v(a) > — 7 und

hinreichend fiir (iii).

Wir listen alle Bedingungen, die zusammen hinreichend sind, auf:

v(d) +v(a) > —q
v(b) > —q
—q

d) > ——,
U()_q—i—l

9
v(a) > 9 ,
qg+1

—q
v(a) > ——,
()_q+1

d) >
o )_q+1

—q?
q+1

Auferdem gilt mit v(a) > —qj%l und v(d) > —ﬁ

Wegen —q% > konnen wir die Bedingungen v(a),v(d) > ;Tqi weglassen.

—q —q —2q
v(a) +v(d) > + =
(a) ()_q—i-l q+1 q+1

Also koénnen wir auch die Bedingung v(d) 4+ v(a) > —q weglassen. Insgesamt

> —q.

erhalten wir den folgenden Satz:

a

Satz 4.4.2. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 6+ (
c

b 2
p T7+7° und a,b,c,d € L

und ¢ # 0. Wenn

1
0< —
< vle) g+1
q
>__1
vy > L
v(d) > — 7 und
- g+1
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gilt, dann ist E uniformisierbar. O

Jetzt betrachten wir den Fall 0 > v(c) > —_1; und a = b = d = 0. Eine

kleine Rechnung zeigt, dass v(c) > —_{; dquivalent ist zu v(A2 — 07) > —¢2,
also hinreichend fiir v(A4s) = —¢%. Das Newtonpolygon kann aus einer oder zwei

Strecken bestehen. Die Strecke P; Ps hat die Steigung %. Bei ¢? nimmt sie

1
den Wert

v(Ao)

v(Ao) _*v(4o)
1—qg*

2 4
(" —q%) 21

an. Das Newtonpolygon hat genau dann zwei verschiedene Steigungen, wenn

q2U(A0) 2

¢ +1
Das ist dquivalent zu
—q—14(¢" = Dv(e) > —¢* — 1.

2
—q°+q —-q

& > = :
vle) 2 ?-1 q+1

Also hat das Newtonpolygon zwei verschiedene Steigungen. Wir berechnen

1

o und

M=

—¢*+q+1

m = —v(c) + -

Die Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit waren nach Satz [4.3.9

> — ¢*M > v(Ag) —m und
o(c 1) = PM > v(4g) — m.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass das erste Kriterium dquivalent ist zu

und das zweite Kriterium dquivalent zu

q
vic) < .
() qg+1

Das ist aber fiir v(c) < 0 erfiillt und wir erhalten zusammen mit den
folgenden Satz.
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0
Satz 4.4.3. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 0 + (

0
T+ 72 mitce L*
c 0

unqull > v(c) > =

—q+q1, so ist B uniformisierbar. n

Bemerkung 4.4.4. Versucht man im Falla =b=d =0 und v(c) > q—l—% oder
q

v(e) < qu—l unsere Kriterien fiir Uniformisierbarkeit anzuwenden, so fihrt dies
nicht zum Erfolg. Der Fall v(c) = q_qu fiihrt zu weiteren Fallunterscheidungen,
da man v(Ag) nicht bestimmen kann. Auch die Kriterien aus dem Abschnitt
[4.2] fiihren hier zu keinem Erfolg. Es wdre also eine nihere Untersuchung notig.

Starten wir mit yo = M, so gilt bei den meisten dieser Fille
o(y) = v(e” 1 1) — P M

und —m > v(y1) > —M. Wir vermuten, dass dann in der Regel

~u(Blyn,y) —v(Az)  v(e T +1) + Pu(yr) — v(4y)
U(yZ) - _qg - _qQ

gilt und man mit dhnlichen Methoden wie in Abschnitt [[.5] eine Aussage iiber
v(yn) (bei geeigneter Wahl von y,, ) treffen kann. Dann kénnte man entscheiden,
ob v(yn) schliesslich gréfer —m oder kleiner —M wird und wir dann wieder

einen Induktionsanfang fir unsere Kriterien erhalten.

4.5 Notwendige Kriterien

In diesem Abschnitt wollen wir einfache Bedingungen an a, b, ¢,d € L angeben,

a

unter denen ein t-Modul E = G2 mit t = 6+ < ) 7+72 nicht uniformisierbar

c
ist. Dafiir miissen wir zeigen, dass der Rang von M (t)] kleiner 4 ist. Wegen Satz

.12 sehen wir mittels Abzéhlen das folgende Lemma ein:

Lemma 4.5.1. Gibt es ein yy mit P(yo,0,0) = 0, das sich nicht zu einer Folge
(Yo, y1,-..) € M(t) fortsetzen ldsst, so ist E nicht uniformisierbar. O

In M (t)} sind diejenigen Folgen (y,)n € M][[t]]5 mit lim, oo v(yn) = 0.
Wir wollen einen Startwert yg finden, der sich nicht zu einer Nullfolge fortsetzen
lasst. Jeder Startwert yo ldsst sich nach Lemma zu einer Folge in M{[t]]3
fortsetzen. Wir wollen, dass v(y,) nicht beliebig grofs wird. Es ist vermutlich

eine gute Idee, den Startwert yo so zu wihlen, dass v(yg) moglichst klein ist.
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Wir betrachten also eine Nullstelle yo von P(yo, 0,0) mit v(yg) = —M. Unser
Kriterium wird sein, dass v(y1) nicht grofer ist als —M. Ist das der Fall und
wir verlingern die Strecke mit der Steigung M zu einer Geraden, so darf der
Punkt (0,v(B(yo,0))) nicht oberhalb dieser Geraden liegen. Wir wollen also,
dass v(B(yo,0)) < —¢*M. Wir betrachten

v(B(yo,0)) > min {¢* + ¢*v(yo),
7> + ¢*v(yo) + v(A43),
2
v(e T 1)+ ¢*u(yo) }
= min {q2 —¢*M,
¢ — ¢°M + v(As),
fu(ch1 +1)— qQM}
> min {¢* — ¢*M,
¢ —q'M,
11(6‘12_1 +1) — @M}
Bs gilt ¢° — ¢*M > —¢* M. Damit v(B(yo,0)) < —¢*M gilt, muss also
o(e 1 +1) = M < —¢*M
gelten. Aquivalent dazu, aber oft in Rechnungen besser zu gebrauchen ist
U(qul +1) < —¢*(¢* = M.

Wir werden einsehen, dass dies bereits hinreichend fiir Rang M ()3 < 4 ist. Wir
werden sogar eine explizite Formel fiir v(y,) angeben konnen, die wir mit In-
duktion und yg und y; als Induktionsanfang zeigen werden.

Falls v(y1) < —M gilt, berechnet sich v(y;) als die negative Steigung der
Strecke (0,v(B(yo,0))), (¢*,0), also

¢°~1
o) = U(B(;0,0)) _ v(c - +1) /;;l <M.
Um eine Idee zu bekommen, wie v(y,,) aussieht, konnen wir jetzt v(ys) und v(ys3)
berechnen. Dazu schitzt man v(B(y1,y0)) beziehungsweise v(B(y2, y1)) mit der
verschirften Dreiecksungleichung ab und zeigt, dass das jeweilige Minimum an-

genommen wird als
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Dann erhalten wir

2
41 o M
vly) = T 1) - 0
q q
4 2
F@? 41, o M
olys) = LT (e 4 1) -
q q
v(y2) < —M und
v(ys) < —M.

Wir verzichten an dieser Stelle darauf, die etwas aufwendigen Rechnungen an-

zugeben, da die Aussagen ein Spezialfall des Lemmas [4.5.4] sind. Wegen

#+1 -1

= und
q5 ¢(¢* - 1)
¢+ +1 -1
¢ B> -1)

vermuten wir, dass allgemein fiir alle n > 0 gilt

U(B(ynfly yan)) = U(Cq2_1 + 1) + q2v(yn,1),

2n
_ q - — 1 2_1 M
’U(yn) = mv(cq —+ 1) — qun und
v(yn) < —M.
Natiirlich nur unter der Voraussetzung
fu(cqu1 +1) < —¢*(¢* = M.
Um die Ubersichtlichkeit zu erhohen, definieren wir
. q2n - 1 q271 M

Wie wir unter bestimmten Voraussetzungen v(B(yn, yn—1)) berechnen kiénnen,

zeigt das folgende Lemma.

Lemma 4.5.2. Es sei v(c? '+ 1) < —¢%(¢2 — )M und n € N. Auferdem

seten Yp—1,Yn € L mit

0(Yn_1) = ¥(n — 1) und
0(Ya) = B(n).

Dann gilt v(B(Yn, Yn—1)) = 1)(0‘12_1 +1) + ¢?v(yn).
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Beweis. Wir schétzen mit der verscharften Dreiecksungleichung ab

V(B(Yns Yn—1)) > min {¢* + ¢*v(yn),
@* + ¢*v(yn) + v(A3),
v(e” T+ 1) + Po(yn),

@+ ¢+ q*v(ya-1)}

)
)

Wir zeigen jetzt

(a) ¢+ q*o(yn) > v(c” 1 + 1) + ¢2o(yn),

(b) ¢*+ ¢*v(yn) + v(A3) > v(c” "+ 1) + ¢*v(yn) und
(©) ¢+ ¢+ q"0(yn-1) > v(c” 1+ 1) + v (yn).

Wenn wir das gezeigt haben, ist v(c? ' + 1) + ¢%v(y,) der kleinste der vier

Werte und wird als Minimum angenommen. Mit einer Rechnunge erhalten wir

2n+2 _ 1 M
q>—1 1 2 — q -1 1) —
v(c + 1)+ ¢*v(yn) Y 1)11(0 +1) 2
a): Wir wissen v(y,) = ¥(n). Damit miissen wir zeigen
(a) (yn) = ¥(n) g
2n
2 4 " -1 21 M
v <612”+2(q2 S R q2">
2n+-2
q — 1 2_1 M
> = q 1) — ———
2 (g% — 1)v(c +1) 22
Wir multiplizieren mit ¢?” und formen um zu
q2n+2 . q4M + q2M
2n 2n+2
20" =1 ¢ -1 2.1
><—q q2_1+ 21 )v(cq +1)
_ 2042 2 42 _
- o(@ 1) = w(e T 1),

was aus v(c? 1 +1) < —¢2(¢? — 1) M folgt. Damit ist (a) gezeigt.
(b): Nach Lemma [4.3.5] gilt v(A43) > —(¢* — ¢*)M. Es geniigt also

@+ q3v(yn) — (q4 — q3)M > v(ch’1 +1)+ q2v(yn)
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zu zeigen. Das ist dquivalent zu

2n
¢ +4q <q2n+2(qZ_1)U(C = ) T @M
2n+2
q - 1 q2_1 M
I - 2
> 2 (% — 1)U(C +1) 2n—2

Wir multiplizieren mit ¢?” und formen um zu

q2n+2 _ ng o (q2n+4 _ q2n+3)M + q2M
q2n+2 1= q2n+1 + q
v
¢ —1
o @2 2P P g M
2n+-2 2n+1
q - g1 ey
> 21 v(c +1)
q2n+2(q2 ~1)

2/ 2
& - - 1M
2 —gntt g1 ¢ (g )

> (chl +1)

> 1;(0‘12_1 +1),

was wieder aus v(c?’ ™1 4+ 1) < —¢%(¢? — 1)M folgt.

(¢): Wir miissen zeigen

2n—2
2 3 4 q — 1 2_1 M
T +4q°+q (v(cq +1)—_)
an(qQ _ 1) q2n 2

Mm+2 _
v(chl +1)—

M

q2n72 :

q
> s —
¢*"(q* — 1)

Wir multiplizieren mit ¢?" und formen um zu

q2n+2 + q2n+3 _ qﬁM + q2/\/l
Mm+2 | A4 2042
¢ AT L ey
> 21 v(c? T+ 1)

& @@ - @+ )@ - DM > (@ + Do 1)

2n+2 2n+3
¢ty 2/ 2 21
i =1 — DM > v(c T+ 1),
¢ - DM e )
was (c) zeigt und den Beweis abschliesst. O

Der Induktionsschritt fiir unser Kriterium ist das folgende Lemma.

Lemma 4.5.3. Es sei v(c? ! +1) < —¢%(¢2 — DM und n € N. Auferdem

seten Yp—1,Yn € L mit
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Ist yp41 eine Nullstelle von P(Ynt1,Yn,Yn—1), dann gilt v(ynt+1) < —M und
'U(ynJrl) = T,Z)(TL + 1)-

Beweis. Nach Lemma ist v(B(yn,Yn-1)) = v(cT1 + 1) + ¢2v(yy,). Wir
schitzen mit ¢¥(n) < —M ab

v(cq2_1 +1) + o(y,) < v(cq2_1 +1) — ¢* M.
Mit v(c?" ! +1) < —¢2(¢2 — 1) M erhalten wir dann

U(B(yna ynfl)) < —q4M.

Somit ist v(y,) die negative Steigung der Strecke (0, v(B(Yn, yn-1)), (¢*,0), also
v(B(Yn, Yn—1))

UV\Yn) =

(Yn) "

_ o+ ) + o)
e
1 q2n+2 -1 2y M
T <q2”(q2 E R R T
— Yn+1).
Die Aussage v(yn+1) < —M folgt aus v(B(Yn, yn-1)) < —¢*M. O

Wir erhalten jetzt das folgende Lemma.

Lemma 4.5.4. Es sei v(c? 1 +1) < —¢%(¢2 — D)M. Ist (yn)n € M[[t]]3 mit
v(yo) = —M, dann ist (yn)n & M(t);. Genauer gilt dann:

1. Fir alle n € Ny gilt v(yn) = ¢(n) < —M.

L : o(e 4 1)
. ) )n F li n) = —5—5——".
2. (v(yn))n ist eine monoton fallende Folge mit Jim. v(yn) 2 =1
3. Falls sogar v(cq2_1 +1) = —¢%(¢*> — )M, so gilt v(y,) = —M fiir alle

n € Np.

Beweis. Wir haben gesehen, dass U(chl +1) < —¢%(¢* — 1)M zur Folge hat,
dass v(y1) < —M ist. Es gilt v(yo) = ¥(0) und v(y1) = ¥(1). Mit Induktion
und Lemma folgt die erste Aussage. Fiir die zweite Aussage rechnen wir

v(yn) = ¥(n)
2n
g —1 2_ M
Imv(cq 1“*@

(e 1 +1) v+ 1)+ (2 - )M

?(? 1) @ t2(g? - 1)
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v(c?1 4 1)

¢*(q*> — 1)
ist (v(yn))n monoton fallend.

Wir sehen lim v(y,) = und wegen v(c? 1 +1) +¢2(¢2—1)M < 0
n—o0

Fiir die dritte Aussage rechnen wir

v(yn) = ¥(n)
_ o 1) o D) + ¢3¢ - DM
A1) 22 (2 — 1) '

Aber (¢t 4+ 1) + ¢%(¢% — 1)M = 0 ist Voraussetzung fiir die dritte Aussage.

Also - o
v +1)  —q¢°(¢" — )M
n) = = = -M.
o) *(¢? - 1) *(¢®> - 1)

O

Der folgende Satz gibt ein notwendiges Kriterium fiir die Uniformisierbarkeit

innerhalb unserer Familie an.

a

b
Satz 4.5.5. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 0+ ( d> 7+72 mita,b,c,d € L

c
und ¢ # 0. Es gelte

U(qul +1) < —¢*(¢* = M.
Dann ist E nicht uniformisierbar.
Beweis. Wegen Lemma gibt es fiir jedes yp mit v(yo) = —M keine Folge
(Yo, y1,...) € M(t)5. Was nach Lemma zur Folge hat, dass F nicht unifor-

misierbar ist. O

Als erste Anwendung erhalten wir den folgenden Satz.

a

b
Satz 4.5.6. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 6+ ( > T+7%2 mita,b,c,d € L

c d
und ¢ # 0. Im Newtonpolygon von P(yo,0,0) gebe es nur eine Steigung. Dann

ist E genau dann uniformisierbar, wenn
fu(cqu1 +1) > —¢*(¢* — )m.

Beweis. Wir bemerken m = M. Falls v(c?’ 1 + 1) < —¢%(¢2 — 1)M, so ist E
nach Satz A.5.5] nicht uniformisierbar. Unsere Kriterien fiir die Uniformisierbar-
keit waren nach Satz [4.3.9

¢* — ¢*M > v(Ag) —m und

fu(cq’L1 +1) — ¢* M > v(Ag) — m.
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Da das Newtonpolygon nur eine Gerade hat, ist aber v(Ag) — m = —¢*m =

—¢* M. Somit vereinfacht sich das Kriterium fiir die Uniformisierbarkeit zu

o4 1) > = - DM = —¢*(¢* - D)m.

4.6 Eine nicht uniformisierbare Teilfamilie

In diesem Abschnitt betrachten wir das Beispiel von Anderson und Coleman
und zeigen mit unserem Kriterium dass keine Uniformisierbarkeit vorliegt.
Dann betrachten wir eine Beispielserie von nicht uniformisierbaren ¢-Moduln,
die diesem Beispiel &hnelt.

Wir betrachten das Beispiel von Anderson und Coleman.

Beispiel 4.6.1. Es seil € L mit |l| <1 und 0 =1+ 1~'. Dann ist der t-Modul
M = G2 mit t-Wirkung

0 1— ot [Hrate®
th =6+ T+ 2
1—att 0 0 19

nicht uniformisierbar.

Beweis. Wir beginnen, indem wir die Matrix vor 72 normieren. Es sei
_ 1+2q+q2
I -1 0
A= ,
0 [ a1

wobei wir eine beliebige ¢> — 1-te Wurzel von [ wihlen. Der t-Modul M = G2
mit t-Wirkung ¢,; = A~ A ist isomorph zu M. Wir berechnen

0 1—Jatt [Hrate®
ty = 0+A—1< )A(1)7+A_1( A®)2

1 — 9+t 0 0 14
0+ FET o 0 1) [
= T
0 |21 1 — 9+t 0 0 et
l1+q+q2 0 ll-;éli_fQ 0 1~ I;Félj%z 7 0 )
+ _a __9 2 T
0 11 0 la2—1 0 l 211
0 T
qg—1 — [g—1
= 0+ .2 T+ 72
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2 2
Esist alsoa =d =0,b = lq%l i T und ¢ = [TaT — lfq%l. Wir machen

zuniichst einige Voriiberlegungen. Es gilt v(f) = —1. Da 6§ = [ + 17!, folgt
—1 = () > min{v(l),v(I"1)}. Esist |I| < 1, also |[I7!] > 1. Somit ist v(I) > 0
und v(I~!) < 0 und das Minimum in —1 > min{v(1),v(I"1)} wird angenommen,

was zu v(I~!) = —1 fiihrt. Damit erhalten wir v(l) = —v(I™!) = 1. Es gilt

v(b) > min {u (17) 0 (z—)}
_ min{q ! ~o(0), qu 1U(Z)} .

Das Minimum wird also angenommen und wir erhalten

Ebenso berechnen wir

o) = min {o (1757 ) o (1) } = -

Wir betrachten das Polynom

Plyo,0,0) = g + (07" = b1c7” 1076771 ) 4 - 9111y,
Somit gilt
v(Ar) = v(43) = oo,

9
v(Ag) =v (9q+1cq2*1> =—q—1+(¢ - 1)q T P —q-1

-1

. . . . 2
Etwas schwieriger ist es die Bewertung von As zu berechnen, da —b%¢?” und

09¢7°—1 beide die Bewertung —¢> — ¢> — ¢ haben. Wir berechnen zunichst

2 3
bl — 07 = (zqql - qu1> (zqql - zf1> — (417

7q2+q q3*112

= T L

= ]9 @t g
Damit erhalten wir v (cb? — %) = v(l) = 1 und
v <fcq2bq + Gch2_1> =1+ (> —1v(e)=—¢ —F+1<v <0q2) .

Also gilt
v(Az) =v (9‘12 — bt + 0%‘12‘1) =—¢*— ¢ +1.
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Das Newtonpolygon von P(yp,0,0) ist also die obere konvexe Hiille der Punkte

(0,00)
(1, —¢* —q—1)
(¢, —¢*— " +1)
(4*,0).

Die Gerade, die den Punkt (1,—¢> — ¢®> — ¢ — 1) und (g% 0) verbindet, hat
die Gleichung g(x) = qfllx — qu41' Somit liegt der Punkt (¢%, —¢* — ¢*> + 1)
oberhalb dieser Geraden und das Newtonpolygon wird durch den Abschnitt

dieser Geraden zwischen 1 und ¢* gegeben. Also gilt

1
v(yo) = =1
falls yo nicht trivial ist. Da es nur eine Steigung gibt, haben wir
1

Fiir das Kriterium aus Satz [4.5.5] miissen wir
(et +1) < —g¥(¢? - M

testen. Wegen v(c) < 0ist v(c? " 141) = (¢2—1)v(c) = —¢(@=1) Das Kriterium

q—1
ist also 2,2 )
—q(¢" — 1
———— < (¢ -1)M.
qg—1
Wegen M = qfll ist das Kriterium erfiillt und E ist nicht uniformisierbar. [

Bemerkung 4.6.2. Unter den Voraussetzungen des obigen Beispiels gilt
1. Ist (yn)n € M[[t]]T mit yo # 0, so gilt v(y,) = —q_% fiir alle n € Ny.
2. M(t)” ={0}.

Beweis. Im Beweis von obigem Beispiel [£.6.1] haben wir berechnet

I U Y

q>—1 1
e 1) =~

)

1
M_(]_il'

Damit erhalten wir v(c? ™! + 1) = —¢%(¢%> — 1)M und mit Lemma folgt
die Behauptung. O
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Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass man fiir den Falla =b=d =0

keine Beispiele finden kann, in denen unser Kriterium
(e +1) < —g¥(¢* - M

fiir nicht uniformisierbar greift. Auf einen Beweis verzichten wir an dieser Stelle.
Man muss lediglich alle méglichen Fille wie in Abschnitt [.4] behandeln und auf
das Kriterium untersuchen.

Wir betrachten jetzt eine Beispielserie, die dem obige Beispiel [4.6.1] dhnelt.
Wir betrachten den Fall a = d = 0 und v(c) < 0, da dann v(cqz)*1 +1) potentiell
kleiner ist, als wenn wir v(c) > 0 wéhlen. Wir wollen, dass es nur eine Steigung

11(:4;4). Somit ist v(c? L + 1) <

im Newtonpolygon gibt. Dann ist M = m =
—¢%(q%® — 1)M #quivalent zu

v(Ao)
v(c) < —¢*M = —¢?
< (¢" = Do(e) < = = ¢ + (¢" = ¢*)v(¢)
3_ 2 2
—q —dq q
< = — .
<v(e) < 21 =

Wir wollen v(Az) besser kontrollieren konnen. Dafiir wéhlen wir ein beliebiges

1
¢, das dieser Abschétzung geniigt und wéahlen b = 6¢ ¢. Dann ist

2 2
plcd — ge.97 -1

und As = 9‘12, also v(As) = —¢%. Dass das Newtonpolygon nur eine Steigung

hat, ist in diesem Fall dquivalent zu

o) = (@ - )12
2
& —¢> q2q_|_ 1”( 0)
—q—1+(¢* = 1v(c)

& - -1>—q—1+(¢*—1)v(c)
RN —q(q—l) > (q2—1)U(C)

q
& — —— > (e,
qg+1— (c)

was aus v(c) < —qq_—gl folgt. Wir haben das folgende Lemma gezeigt.
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b
T4+72 mitce LX,
c 0

1
v(e) < —qq% und b = 6c 9. Dann ist E nicht uniformisierbar. O

Wir erhalten das folgende Beispiel, das eine etwas einfacherer Gestalt als
Beispiel [4.6.1] hat.
0 o'
Beispiel 4.6.4. Der t-Modul E = G2 mit t = 6 + 0?0 T+ 72 ist nicht

uniformisierbar. O

Das Beispiel zeigt auferdem, dass der Fall 1}(0‘12_1 +1) < —¢*(¢*> - )M,
den wir im Abschnitt betrachtet haben, auftreten kann.

Jetzt verallgemeinern wir die Beispielserie aus Lemma [4.6.3| nach demselben
Prinzip wie in Abschnitt [£.4] Wir stellen uns die Frage, was wir in obigen Rech-
nungen aufer b1t = §9¢7° ! und v(c) < —qq_—Ql benutzt haben. Das waren die

folgenden Aussagen

(i) v(A2) = —¢*

(ii) Der Punkt (g,v(A;)) liegt oberhalb der Strecke des Newtonpolygons.
(iii) Der Punkt (¢3,v(As3)) liegt oberhalb der Strecke des Newtonpolygons.

Da wir die Bedingung b%c?” = #9¢9°~! nicht #ndern werden, ist fiir (i) folgendes

hinreichend:
v(dqach2_q) > —¢*
< o(d) +v(a) + (g —1)v(e) > —q.

Hinreichend fiir (ii) ist

und

B 4
qg*—1

Ao)(g —q*)

¢t—-1

U(ancq2_1) > il

Nach einigen Umformungen ist dies dquivalent zu

—q+(¢* = q)v(c)
®+1

—¢* + (¢ — 1)v(c)
¢>+1 ’

und

v(d) >

v(a) >
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Wegen v(c) < —q(i—zl ist dafiir hinreichend

2
q°t4q
v(d) > “Zr1 und (4.8)
2
q°+4q
. 4
(@2 - 521 (1.9)

Betrachten wir Bedingung (iii). Hinreichend ist

2y —v(Ao)(q® — ¢*)

v(a?) > pr und
gy o —U(A0)(@® —q)
16979y > )
Wir formen in einigen Rechenschritten um zu
_ 2 _
v(a) > ¢+t (g a)v(c) und
q°+1
2
- —1
o(d) > —LF gq Jule).
¢ +1

wofiir die Bedingungen (4.9) und (4.8) aus (ii) schon hinreichend sind. Da wir
die Bedingung aus (i) nicht mehr weiter vereinfachen konnen, erhalten wir den

folgenden Satz.

a

b
Satz 4.6.5. Sei E = G2 ein t-Modul mit t = 0+ ( ) 7+7% und a,b,c,d € L.

c
Wenn

gilt, dann ist E nicht uniformisierbar. O
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Anhang

In diesem Abschnitt erliutern wir die Berechnungen, die fiir die Ergebnisse
in Beispiel [3.2.6] durchgefithrt wurden. Zudem geben wir alle Ergebnisse der
Rechnung an. Wir betrachten den Koérper Fy. Er wird erzeugt iiber Fo durch
eine Nullstelle w des Polynoms X2 + X + 1. Wir untersuchen die Familie der ¢-

b
Moduln E = G2 mit t = 0+ Ar+72und A = (a d). Ein Element g € Gla(Fy)
c

operiert auf A durch g~*Ag™). Dies liefert uns eine Darstellung der Gly(F4) auf

dem Ay4. Es geniigt, die Darstellung auf den Erzeugern der Gruppe anzugeben.

. : w 0 11
Die Gly(F4) wird erzeugt von den Elementen g = 0 1 und h = Lol
Wir berechnen

-1 (1)
a9 - w 0 a b w 0 [ wa w2b
0 1 c d)\o 1 w2 d )’
-1 1)
4 - 1 1 a b 1 1 B c+d c
10 c d) \1 0 a+b+c+d ate)

Dies liefert die Darstellung

w 0 0 0 0011

0 w2 0 0 00 10
g= und h =

0 0 w? 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1010

Diese beiden Matrizen erzeugen die Untergruppe der Gly(Fy), die zu Gla(Fy)
gehort und die auf dem A* operiert. Jetzt kénnen wir mit Magma ein minimales

Erzeugendensystem der Invarianten durch folgende Eingabe berechnen:
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K<w>:=GF(4);
g:=[[w,0,0,0],[0,w"2,0,0],[0,0,w2,0],[0,0,0,111;
h:=[[0,0,1,11,[0,0,1,0],[1,1,1,1],[1,0,1,01];

G:=sub<GL(4,K) |g,h>;

R:=InvariantRing(G);

R2<a,b,c,d>:=PolynomialRing(R) ;

// Weist den Variablen in R die Bezeichnungen a,b,c und d zu.
Invarianten:=FundamentalInvariants(R);

// Berechnet ein minimales Erzeugendensystem des Invarianten-

// ringes und speichert es in "Invarianten"

Zur genaueren Erlduterung der verwendeten Befehle verweisen wir auf [JCO06].
Mittels der Eingabe Invarianten; wiirde Magma jetzt die Liste des minimalen
Erzeugendensystems der Invarianten ausgeben. Wir bezeichnen die nach Abso-
lutgrad sortierten minimalen von Magma berechneten Erzeuger des Invarian-

tenringes mit Ij, fiir i =1,...,11. Magma liefert folgendes Ergebnis:

I, =a® + b?c+ b + &2,

I = a*bd + a*ed + a3b?c + a?bc? + wadd® + a?b?d? + w?abed? + a?c2d? + ab*d +
w?ab?c2d + abd* + ac*d + acd* 4+ bPc + b*c? + wbe3 + b2t + b?ed® + be® + b2 dP,

I3 = a®d® + a®bed? + ab?*cd + b33

Iy =a° +b¥c+ b+ d°

Is = a"bd+a" cd+waSb?c+wabbc +w?abd® +aSb?d® +wa’bed? +a® 2 d? +a*bid+
a*b3cd 4 a*b*c?d + abcPd + atctd 4 a3bc 4+ w?abrc? + w?aPbicd + wradh?ct +
w?adb?ed® +a3bc® +w?adbcd® +w?adds +wabted? +w?a?b3Ed? +w?a?b?c3d? +
a??d® + wabctd? + wabed® + a*c*d® + abSed + ab’c?d + wab*c3d + ab*d* +
wab®ctd + ab®cd* + ab*cPd + ab*c?d* + abc®d + abcPd* + abd” + ac*d* + acd” +
w?bBe 4+ b7c? + bOct + bed® + bre® + wbrcd® + wrbPAd? + b + wrbctdd +
wb?ed® + w?be® + b d® + whcd®
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Is = a'%d + w?a'Vcd + ab® + w2ab?c + a®bc? + a° + aBbed? + wadPd® +
a’bed+w?ab?ctd+abAd+wa’ td+wa” cd4+a6b6—|—a6b402+aﬁb303+a6b3d3
2a5p2c* + w?aSb%cd® + wabbe® + w?abbc?d? + ac + abc3d3 + wabdd + a®bPd? +
wadbted® +a®b3d? 4+ aPb? A d? + aPb?d® +w?a’bed® +a® A d? + a’ P d® + a*bP Pd+
watb*cd + watb3ctd + a*bPed* + wratb?Pd + w?atb?crdt + atbeddt + watbd” +
a?b? + wadbde 4+ a*b’c? + w?aboc? + aPb0d® + adbdcd® + watbicd + aPbicrd? +
263038+ a3 Ad3 +aPb3d0 + aPb? " + a3t dB +w?albed® +waPbc® 4 aPbcPdd +
2a3bc2dS +a3c® +aPSdP+-a3c3d0 + a0 ed? +w?a?bO P d? + walbP B d? +a?bPd® +
2020 AP+ w?a?BP A P+ a3 dP +w?a?b? S dP +a?b? A dP +wa?b? dB +a?be’ d? +
wa?bctd®+-a?bed®4-a* P d®+-ab0d+ab’ cd+wab®c2d+ab” c3d+abS ctd+w?ab® P d+
w?ab®cd* +ab*cPd+wab*cEdt +wabtd” +ab3c’ d+wabdctd +abded” +wab?cBd+
ab’cPd* + w?ab*cd” + abc®d + abcPd” + w?abd'® + ac'®d + acd' + b'? + b+
w2b10¢? + b9¢3 + b9d3 + wbbed® + Wb + b7 2d + wbbcb + wbSc3d3 + b9d +
w?b ¢ +wb’ ¢ d® 4+wb’ cd® +w?b* 2 dS - b3 +w b3 B d3 + b2 B3 d0 b3 d° +w?b? 0+
b2 d3 + b2t d® 4 b2ed® 4 bet + wbPd® + w?bc?d® + 2 + Pd® + Edb + 3dP

I = a'%bd + wa'cd + w?a® + w?a’bc? + w23 + wa®d® + w2aPb?d® +
wabbed? + wa’bid + w?a"b3ed + w?a"b*c?d + w?a"bcPd + wa"bd* + a’ctd +
a”cd* + w?ab8 + wabtPc + abb3c? + w2abb3d® + w?ab?ct + abb2cd® + abbc® +
a%bc?d® + w?abc® + w?abcAd® + w?abd® + w?a®b3 d? + w?a’ b3 d? + wraPb Bd® +
2a°02d® + w?a’bctd? + w?aPPd? + w2a’Ad° + a*bPcPd + watbicPd + a*brdt +
wa*bdctd + w?a*b3ed* + watb?cPd + a*b?*cd* + w?atbcPdt + a*bd” + atctdt +
wated” +w?ab? +a2bdc+w?adb e +ab +w?aPbSd® +wadbd ct +w?ab ed® +
a?btc® + aPbcd® + PP + wlaPPAd® + wraPPdS + w?aPb T + aPbPctd® +
a3b2edb + a3be® +w2a3bePd + a3be2dS +w2a3c® +w2a3 S d3 4+ w2a3e3ds +waddd +
a?b8d? +w?a?b"cd? + a?bS P d? +w?a?bP 3 d? +w?a?b> d° 4 a?btc d? +w?a’bied® +
2a263c5d? + w?a?b3Rd® + a?b Sd? + w2a?b Ad® + w?a?be’d? + wabed® +
28d% + w?a?dd + w?alc?d® + w?ab'%d + w?ab’cd + wab’cPd + abSctd +
wab®c?d* + ab*cd + wab*ccd* + ab*d” + w?ab?c’d + wabdctd* + w2ab3cd” +
ab?cdd* + w?ab*cd” + w?abc’d + w?abc*d” + wabd™® + w?ac'®d + wactd” +
acd'® + w?b'? + w2bM e + wb'0c? + wbe3 + w2bd3 + whBet + bBed? + w7 +
w?b" 2 d3 + w88 +b8c3d3 +w?b8d0 4 w2b° ¢ 40 A dB + 5% cdS +wb B +wbt P d® +
W2HA2 5 4+ wh3c® + b3cBdB + b3e3d6 + w2b3d® + w220 + w2b2eTd3 + w2b2ed? +

w2bell + bABd3 + wbcPdb + w?et? + w2 d3 + w?8dS + w2e3d?
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Is = a0 +a°A+a"bid+a b ed+a"bePd+a” crd+aSh8 +abbP c+abbic? +abb3 3 +
aSv3d3 +abb%c* + abbe® + abc® + abcPd3 + aPb3d? + aPb3 P d? + aPb? 3 d? + aP P d? +
a*b*c3d + a*b3ctd + a®b° + aPb'c? + aPb0dP + aPbPed® + aPbicPd? + aPVPAd® +
a3b3d® + a2’ + aP? A dP 4+ abPdd + aPc? + a3 S B+ aPA3db 4 a?b3d? + a?b ed? +
a?®d® +a?b3cd® +a?b? A d® +a’be d? +alBd? +a’ P d® +ab0d +ab’ cd +ab®cPd+
ab’c3d+ab*c3d* 4 ab*d” + ab3c’d + ab3ctd* 4 ab3cd” + ab?cBd + abc®d + abc3d” +
acVd+ac*d”+b2 4+ e+ 023 + 3¢+ 07 + b7 dP +b5d0 + 007+ b0 cd® + b4 B+
b1c2d0 + b3c3dC + b3d° + b2 d3 + b2t dO + belt + bcPdO + 2 + Od3 + B db + 3d?

Ig = a'® + wa'3bd + a'3cd + w2a'?b® + wal?b?c + w?a'2e3 + a'2d® + allbed? +
w?acd? + av*d + w?a''b3cd + w?abd* + wa''ctd + w?a'Ocd* + w?abs +
wabc+w?a®b3c3 + a®b2ct + a®bc® + w?abPd? + w?a’c® +wa’d’ + w?aPbOd? +
2a8b3c2d? +w?aBb?d® + aBbct d? +walbed® +w?aB P d? +w?a Vo ed +wa b P d +
wa b3ctd + w?a"bPedt + a"b?dt + w?a"bd” + w?a"ctd* + w?a’ed” + w?abb® +
wabbBe + w2abb"? + a5t + wabPed® + aSvicd® + aSV ARd® + wabPAd® +
wabb?ctd® 4+ w?abbc® + w?abc® + wabd® + a®bBd? 4+ w2abSc?d? + aPb c3d® +
wab?Pd? +w?a®b3 P d® +w?ab?A3d® +waPbed® +a’ B d? +w?ad A d® +w?atb0d +
a*b?cd+w?a*bdd+w?a*b’ Ad+wa*bdctd+w?a*b cd* +w?a*b P d* 4+ a*b* P d +
2atbi3dt + watbtd” + w?atbPctdt + wath?’Bd + wiatb?Pd + a*b?Pd” +
a*bc®d + w?a*bcbd* + w2a*bEd” + w?atbd'® + w?a*c0d + w?atcd'® + w?ab? +
2a3010¢% + waPb?c + w?adbdct + wadbBed® + adb"c® + w?abdc® + waPbdcEd® +
wadb®c” + a3b3crd® + wadbtc® + aPbPd® + wadbicrds + walh3c® + waPh3Cd® +
walb3c3dS +w?a3b?c! ¥ +a3b?ctdb +w?aPb?ed® +wadbcSd3 +w?adbed dS +w?adcl? 4
a?d + w?a?b'0cd? 4 a?b? P d? + w?a?b¥ A d? + a?b3d® + wab” A d? + walbScPd? +
walb? S P +wa?b AdP+w? e’ dB+wab " P +a?bied® +w?a?bP BdP+-a*bP P do+
a?b? A > +w2a?b* S d> +w?a?b? A dS +w?a?b2dM +w?a?beld? +a?bed +a?Bd® +
2622 d® + ab'2ed+w?abt®d* +w2ab’ctd + ab’ cd* +wabBctd* +ab" S d+ab®e’d +
abbctd* + w?ab*?d + wab*cPd* + wab*cAd” + wab*d'® + w?ab3c"d* + wab3c*d” +
w?ab?cd* +abct2d+abc®d* +w?abcld” +w?abc3d'0 +abd' +w?act0d* +actd'0 +
wacd" +w?b e+ wb3c? + w223 + w2 d? + wb'0c® + w?b'0cd® +wb?cPd> +
w2b?d® + wbc” + wbc*d® + wbPed’ + wb” P + wb P d® + WS Pd® + wrbSd? +
wh®c 04057 d3 + b2 d 400 ed” +w?b Bd3 +- b1 P dS + b2 d” +wbP e Fwbidd3 +
w2 ASd? +w?b3d'? + wb? '3 +wb? Va3 +w?b? " db +w?bet* +wbc®d® +wbc® d? +

wbc?d™? + w?c2d? + w?Pdb + wSd? + w?cEd'? + d°
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Tio = ab3ed + a'?b?c + a''2d? + a'%bc3d + a'Octd + b4 c? + a?b%c* + abed +
a®bc2d? + aBbied? + aBb? 3 d? + aBbctd? + aBcrd® + abr A d + aTb3ctd + a"h P dt +
a"bc®d+a"bcAdt +a"bd” + a"c*dt + a"ed” + aSb8c+ a®b et + abbted + abbtc?d® +
av33d3 + abb%c” + a®b%cd® + abbc® + abbcP d® + abbc?d® + aPbP 3 d? + aPb3Pd® +
aPb?Pd? + aPb? Ad® + aPb2d® + a*bPPd + a*bOctd + ab P dt 4+ a*brd” + a*bPcTd +
atb3ctdt + a*b3cd” + a*b?Bd + a*b?d” + aPbBet + adb e + aPbO B d® + aPbPed® +
a?b*B+a’b3 S a3 +a3b3 S +-aPb?t dO +adb?ed® +a?b crd? +-a?b0 P do +-albtcTd? +
a?bled® + a?bPAdd + a?bPAd® + a?b?dM + a?bctd® + abc?dt + ab” Ad* + abPed” +
ab*cPd* +ab*c3d" 4+ ab d'® + abPctd” 4+ ab3cd 4+ ab?cBd* + abd'3 + b8t d® + b8 cd® +
b2+ 05T dP + 0Pt dO + b0 ed® +b* PP + b1 P dS bt 2 + b2 d? + beBdS + b d?

I11 = a'® + w?a'%bd + wa'®b?c + w?a'®be? + a3 + a*bed? + a'3b*d + a'3bd* +
w2al3ctd + al3ed + al2bc + wal2bic? + w2al2B3e3 + wal2b3d3 + w2al2h2ct +
2012p65 4 a12b2d3 + 1265 + w2a23d3 + w2al2d® + allbied? + allB3c2d? +
allp23d2 + o 12d + allbetd? + wallbedd + aPd? + wallcdd + wal®bBe2d +
alOpte3d + w2alobtdt + al9p3ctd + wal%bBedt + w2al%b2cBd + w2al0p2c2dd +
a'%c®d + a'%b3d* + w2a'bd” + w?a'ctd* + a®bBc + w2a®b5 + wa’bSd® +
26°0°c* + wab?c® + w?ab3c + wab3cEd® + w?a®b3db + a®b?c” + wa’b?cd® +
2a%bc® 4+ abc?db + 0 + wa S P +w?a’Bdb + a®d® + w?aPbBd? + waBb cd® +
a®b8c2d? +wadb? Ad? +wadb? d® 4 aPb* ct d? + walbP P d? +w?abP 2 d® + walb? d® +
2a8bc"d? + aBBd? + w?aPPd® + walc?d® + a"b¥cPd + a"bOctd + wa 0ced* +
2a"b4cbd + wa b Ad* + w?a b d" + a b cBd + aTb?2d" + w?a"bbd* + a"c'0d +
2a7ctd” 4 w?a"cd' + wa®b0c? + w2ab0c + wabh2d? + wabbBct 4 abb8cd® +
wabb” P +w2ab8 S+ w?abb B d3+w?ab8 df +waSb? P+ w?abb* B +w?abbt 2 df+
2053 + w?abv3cPd® 4 wabv3cPdb + w?abb3d® + w2abbh%c0 4 w?aSv?ctds +
a%b?cd® +aSbc™ +abbcBd® +wabbc?d® +abc'? +w?abc?d® +w?abcbdb +wac3d® +
2a5d 2 +wa’b'0cd? +a b7 2 d? +w?a’bBdP +a b8 d? +w?a b8 2 d® +w?abd B d? +
20°0°d® 4+ w?aSb?cSdd + w2aPb 3d® + waPb?dt + w?a’be’d? + walbedt +
20505 +waPBd8 + aP2d +watb 1 2d + w2atb 0B d + watb0dh + watbd crd +
watbd P d+wa*bdcd* +wadb” S d+w?a*bSed” +w?a*b’ Bd+wa*b* P d+wa*b*d'O+
2a463c19% + watb?cd” + a*bPcd'® + wratb? cttd + watb?Bdt + w?atb?cAd0 +
a*bct?d + w?a*bc®d” + watbc3d + a*bd'? + watct®dt + w2atctd + atedt® +
wadb2d3 + a3 et + @b + a3b'0cd® + wadh?d + walh'c3d® + w2adhd® +
203087 +wadbBcrd® +aPbBedd +w? a0 +waPbS S dP +w?albb 3 dd +w?albbd +
wadb*EdP+wadb* P dd+a3b3 2 +wadh P dP +w?aPbP Ed+waPbP B d? +w?aPb3d '+

a3b2c9d3 + a3v?ed'? + a3beBds + watc2d? + wal?d® + watPd? + watPdl? +
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wa?bBed? + wa?b2ctd? + a?bEd? + a?b0crd? + w?a?bVedd® + wab?Pd? +
w2a?bB S d?+-a?b3d®+-a2b" ¢’ d?+w?a?b” cd+w?abO S d? +w?a?bS P dP +wa?bd P d?+
a?b?cSd® + wa?b’c3d® + a?bPd™ + a?b*c'0d? + a?bictd® + a?bicd' 4 a?bPc d? +
wab3 A dB+a2b32d ! +wab2 2 d2+-a2b2 P db +a2b2 S dE +a2b2 A dM +walbe3d2+
wa?bc'0d® + wabc’d® + a’bctd't + a?bed' + w?a?cBd® + wab'd + wab*cPd +
ab2ctd + ab'?cd* +wab Pd 4+ wrab' c2d* + w?ab0c3d* + ab'%d” + wab’ctd* +
w?abbcdd* + ab®cd” +wab®c’d* +w?abbctd” 4 abbed'® 4 wab®c'td + wab®Sd* +
w?ab®cd'0 + ab*c?d +wab*®d* + ab*cSd” + ab*c3d'0 +w2ab*d"3 +wab?c0dt +
ab3ct*d' + wab*c'd + wab?ctd* + ab?cBdT + wab*Pd° + wac'®d + actd™ +
w?acd® +wb e+ b0 + wb e + wb et + w28 4 b12c3d3 4 b12d6 4 whbe” +
bHedd + wbloe® + w?b0c?d® + b7¢” + wb?chd® + w?be3d’ + b9d° + wvBet0 +
w?bBeAd0 +w?b¥ed” +wb” et +w?b  Bd® + b7 2d” +whbe'? +wbb P d® + w88 d8 +
w?b8c3d® + b8d'2 4-b5c10d3 + wb 7 db + wb®ctd® + w?b®cd'? + wbtc' 4 bicttd® +
wb*c®d® + w?b*cPd® + w?b*c?d'? + wh3c'® + w3V ds + w238 d? + wrbicAd'? +
b3d"? 020+ wb?c0d0 +wbcd2 +w?b? ed"® +wbc T +bcBd? +bPd 2+ wbcrd' +
q18
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