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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit harmonischen Koketten auf dem Bruhat-Tits-Gebäude
zur GL3 über dem rationalen Funktionenkörper Fq(T ) mit dem Ziel, Ergebnisse aus der
klassischen Theorie der Modulformen auf diese Funktionen zu übertragen.

Klassische Modulformen und Übertragung auf den Funktionenkörperfall
Die klassische Theorie der Modulformen wurde im 19. Jahrhundert begründet und im 20.
Jahrhundert weiterentwickelt. Insbesondere lieferte sie einen wesentlichen Beitrag zum Beweis
des letzten Satzes von Fermat, dessen Ausgangspunkt der von Frey ([Fre]) vermutete und
von Ribet ([Ri]) bewiesene Zusammenhang zur inzwischen ebenfalls bewiesenen ([BCDT])
Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung war.

Die folgende Einführung in die klassische Theorie der Modulformen ist an [KK], [Bu] und
insbesondere im Abschnitt zu Hecke-Operatoren und Petersson-Skalarprodukt an [Kn]
angelehnt. Der Übergang zur adelischen Formulierung ist inhaltlich aus [Ku] entnommen.

Sei H := {z ∈ C | Im(z) > 0} die obere Halbebene. Die Gruppe GL2(R)+ der (2 × 2)-
Matrizen mit Einträgen aus R und positiver Determinante operiert transitiv auf H mittels

Möbiustransformationen, d. h. für τ ∈ C und

(
a b
c d

)
∈ GL2(R)+ ist

(
a b
c d

)
τ :=

aτ + b

cτ + d
.

Zu N ∈ N definiert man die Hauptkongruenzgruppe

Γ(N) :=

{
M ∈ SL2(Z)

∣∣∣∣M ≡ (1 0
0 1

)
mod N

}
und nennt jede Untergruppe Λ ⊆ SL2(Z), die eine Hauptkongruenzgruppe enthält, Kon-
gruenzuntergruppe. Insbesondere ist also auch SL2(Z) = Γ(1) eine Kongruenzuntergruppe.
Eine Funktion f : H → C heißt Modulform vom Gewicht k ∈ Z zur Kongruenzuntergruppe

Λ ⊆ Γ(N), falls sie holomorph auf H ist, für alle

(
a b
c d

)
∈ Λ und alle τ ∈ H der Bedingung

f

((
a b
c d

)
τ

)
= (cτ + d)kf(τ) (1)

genügt und holomorph in den Spitzen ist. Als Spitzen bezeichnet man hierbei die
Äquivalenzklassen von Q ∪ {i∞} unter der mittels(

a b
c d

)
i∞ :=

{
i∞, falls c = 0,
a
c , falls c 6= 0
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Einleitung

fortgesetzten Aktion von Λ und nennt f holomorph in den Spitzen, falls für jede Matrix

M =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) die Funktion (cτ + d)−kf

(
aτ+b
cτ+d

)
bei i∞ holomorph ist. Dies ist

gleichbedeutend dazu, daß es zu jedem solchen M eine Reihenentwicklung

(cτ + d)−kf(Mτ) =
∞∑
n=0

α(M)
n e2πinτ/N

gibt, die für jedes ε > 0 auf {τ ∈ H | Im(τ) > ε} absolut und gleichmäßig konvergiert. Ist

zusätzlich α
(M)
0 = 0, so sagt man, f verschwinde in der Spitze M(i∞), und eine Modulform,

die in allen Spitzen verschwindet, heißt Spitzenform.

Wenn die Matrix

(
a b
c d

)
=

(
−1 0
0 −1

)
in Λ liegt, erhält man aus Gleichung (1), daß

f(τ) = (−1)kf(τ). In diesem Fall muß also jede Modulform von ungeradem Gewicht gleich 0
sein.

Auf dem Raum Sk(Λ) der Spitzenformen vom Gewicht k zur Kongruenzuntergruppe Λ kann
man sogenannte Hecke-Operatoren definieren. Dies soll im Folgenden am in der Literatur gut
untersuchten Beispiel der Hecke-Untergruppe

Λ = Γ0(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
erläutert werden. Für n ∈ N sei dazu

M(n,N) :=

{(
a b
c d

)∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ggT(a,N) = 1, c ≡ 0 mod N, ad− bc = n

}

und

{(
ai bi
ci di

)}
i∈I

ein vollständiges Repräsentantensystem der Rechtsnebenklassen von Λ

in M(n,N), so daß also

M(n,N) =
⋃̇
i∈I

Λ

(
ai bi
ci di

)
.

Dann ist der Hecke-Operator Tk(n) definiert durch

Tk(n)f(τ) = nk−1
∑
i

f

(
aiτ + bi
ciτ + di

)
(ciτ + di)

−k

für alle f ∈ Sk(Λ) und τ ∈ H, und Tk(n)f liegt ebenfalls in Sk(Λ). Die Hecke-Operatoren
erfüllen die Eigenschaften

i) Tk(p
r)Tk(p) = Tk(p

r+1) + pk−1Tk(p
r−1) für alle primen p mit p - N und alle r ∈ N,

ii) Tk(p
r) = (Tk(p))

r für alle primen p mit p | N und alle r ∈ N,

iii) Tk(m)Tk(n) = Tk(mn) für alle teilerfremden m und n.

Die Hecke-Operatoren sind somit kommutativ.

Sei RN ein Fundamentalbereich für Γ0(N) in H, dann ist durch

〈f, h〉 :=

∫
RN

f(x+ iy)h(x+ iy)yk
dxdy

y2

6



Einleitung

ein Skalarprodukt, genannt Petersson-Skalarprodukt, auf Sk(Λ) gegeben, und es läßt sich zei-
gen, daß für alle n ∈ N mit ggT(n,N) = 1 die Hecke-Operatoren Tk(n) bezüglich dieses
Skalarproduktes selbstadjungiert sind. Da die Hecke-Operatoren kommutieren, zerlegt sich
Sk(Λ) in eine orthogonale Summe von simultanen Eigenformen für diese Tk(n). In jedem Ei-

genraum gibt es eine Funktion f(τ) =
∞∑
j=1

cje
2πijτ mit c1 6= 0, die Eigenform für alle Tk(n) ist.

Man kann also ohne Beschränkung der Allgemeinheit davon ausgehen, daß f normiert ist, d. h.
daß c1 = 1 gilt. Dann ist cn gleich dem Eigenwert von f unter Tk(n), die Fourierkoeffizienten
von f genügen den Gleichungen

i) cprcp = cpr+1 + pk−1cpr−1 für alle primen p mit p - N und alle r ∈ N,

ii) cpr = (cp)
r für alle primen p mit p | N und alle r ∈ N,

iii) cmcn = cmn für alle teilerfremden m und n,

und die zugehörige L-Funktion L(s, f) =
∞∑
n=1

cn
ns

besitzt eine Eulerproduktentwicklung

L(s, f) =
∏
p prim
p|N

1

1− cpp−s
∏
p prim
p-N

1

1− cpp−s + pk−1−2s
,

die für Re(s) > k
2 +1 konvergiert. Die so entstehenden L-Reihen sind unter anderem deswegen

von Interesse, weil vermutet wird, daß sie identisch sind mit L-Reihen, die in anderen mathe-
matischen Kontexten definiert sind; dies ist ein Teil des sogenannten Langlands-Programms.
Beispielsweise besagt die bereits erwähnte und im Jahr 2001 bewiesene Vermutung von
Taniyama-Shimura-Weil, daß zu jeder über Q definierten elliptischen Kurve eine Modul-
form existiert, so daß die L-Reihen der elliptischen Kurve und der Modulform übereinstimmen.

Setzt man Λ = SL2(Z) und Γ∞ :=

{
±
(

1 n
0 1

)∣∣∣∣n ∈ Z
}
⊂ Λ, so ist für gerades k ≥ 4 und

n ∈ N die sogenannte Poincaré-Reihe Pk,n(τ) =
∑

M∈Γ∞\Λ
(cτ+d)−ke2πinMτ wohldefiniert, abso-

lut gleichmäßig konvergent in jedem Vertikalstreifen in H und eine Spitzenform vom Gewicht

k zur Kongruenzuntergruppe Λ. Für jede Spitzenform f ∈ Sk(Λ) mit f(τ) =
∞∑
j=1

αje
2πijτ gilt

(4πn)k−1

(k−2)! 〈f, Pk,n〉 = αn ([KK]), woraus insbesondere folgt, daß {Pk,n | n ∈ N} ein Erzeugenden-

system von Sk(Λ) ist, denn liegt f im orthogonalen Komplement des Erzeugnisses der Pk,n, so
folgt αn = 0 für alle n ∈ N und daher ist f selber 0. Auch für andere Kongruenzuntergruppen
ist es möglich, auf diese Weise ein Erzeugendensystem zu konstruieren ([P1], [P2], [P3]).

Die Gruppe GL2(R)+ operiert transitiv auf H, und der Stabilisator der imaginären Einheit i
ist gleich SO2(R)R∗. Somit steht H vermöge

GL2(R)+/SO2(R)R∗ → H,
(
a b
c d

)
SO2(R)R∗ 7→ ai+ b

ci+ d

in Bijektion zu GL2(R)+/SO2(R)R∗, weshalb man jedem f ∈ Sk(Λ) mittels

φ̃f

((
a b
c d

))
:= (ad− bc)k/2f

((
a b
c d

)
i

)
7
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eine Funktion auf Λ\GL2(R)+/SO2(R)R∗ zuordnen kann. Sei nun A der zu Q gehörige Adel-
ring und Qp die Vervollständigung von Q bezüglich der Stelle p. Weiter sei P die Menge der
nichtarchimedischen Stellen und Zp der Ganzheitsring von Qp für p ∈ P. Zu Λ gibt es eine
Gruppe L ⊆

∏
p∈P

GL2(Zp), so daß Λ = GL2(Q) ∩ GL2(R)+L ist, betrachtet als Untergruppe

von GL2(R)+ mittels Projektion auf die archimedische Stelle. Aus dem starken Approximati-
onssatz folgt, daß GL2(A) = GL2(Q)GL2(R)+L ist. Hiermit ist es möglich, eine Funktion φf
auf GL2(A) zu definieren, indem man g ∈ A als γg∞l mit γ ∈ GL2(Q), g∞ ∈ GL2(R)+, l ∈ L
schreibt und φf (g) = φ̃f (g∞)(ci + d)−k setzt. Dies ist wohldefiniert. Die Zuordnung f 7→ φf
liefert einen Isomorphismus zwischen Sk(Λ) und einem Raum von Funktionen φ auf GL2(A),
welche neben gewissen weiteren Eigenschaften, die die archimedische Stelle betreffen und mit
dem Gewicht k verknüpft sind, insbesondere

φ(γgla) = φ(g) für alle γ ∈ GL2(Q), g ∈ GL2(A), l ∈ L, a ∈ A∗,

und ∫
Q\A

φ

((
1 x
0 1

)
g

)
dx = 0 für alle g ∈ GL2(A)

erfüllen. Die zweite Bedingung ist hierbei das adelische Äquivalent zum Verschwinden in
den Spitzen. Die adelische Formulierung, die alle Stellen parallel betrachtet, erlaubt es, das
Konzept der klassischen Modulformen zu generalisieren und auf andere Körper zu übertragen.
Insbesondere ermöglicht sie durch die Abkehr von der Fokussierung auf die archimedische
Stelle von Q eine Formulierung der Theorie für Funktionenkörper.

Sei beispielsweise Fq[T ] der Polynomring über dem endlichen Körper Fq in der Variablen T ,
K := Fq(T ) = Quot(Fq[T ]) der rationale Funktionenkörper, N ∈ Fq[T ] ein Polynom und
AK der Adelring von K. Für eine Stelle p von K sei Kp die Vervollständigung von K bei p
mit Ganzheitsring Op und Ortsuniformisierender πp, dabei sei ∞ die zu 1

T korrespondierende
Stelle. Es sei weiter eine Untergruppe L0 :=

∏
p Stelle von K

L0,p definiert durch L0,p := GL2(Op),

falls πp - N und p 6= ∞, und L0,p :=

{(
a b
c d

)
∈ GL2(Op)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod πp

}
für πp | N oder

p =∞, dann ist nach [We] eine Spitzenform φ : GL2(AK)→ C eine stetige Funktion mit den
Eigenschaften

i) φ(γglz) = φ(g) für alle γ ∈ GL2(K), g ∈ GL2(AK), l ∈ L0, z ∈ A∗,

ii)

∫
K\AK

φ

((
1 x
0 1

)
g

)
dx = 0 für alle g ∈ GL2(AK).

Man kann nun den umgekehrten Weg beschreiten und aus der adelischen eine lokale For-
mulierung ableiten, denn aus dem starken Approximationssatz erhält man in diesem Fall

GL2(AK) = GL2(K)GL2(K∞)L0, und mit Γ0(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ GL2(Fq[T ])

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
und Γ∞ := L0,∞ gilt GL2(K)\GL2(AK)/L0A∗K ∼= Γ0(N)\GL2(K∞)/Γ∞K

∗
∞, d. h. macht

man die Adelisierung durch Projektion auf GL2(K∞) rückgängig, so erhält man unter Γ0(N)
linksinvariante komplexwertige Funktionen auf GL2(K∞)/Γ∞K

∗
∞, den gerichteten Kanten des

Bruhat-Tits-Baumes T zur GL2 über K∞. Ein Spezialfall hiervon sind die in [Rü] betrachteten

8



Einleitung

harmonischen Koketten. Hierbei handelt es sich um Funktionen f : GL2(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C,

die für alle X ∈ GL2(K∞)/Γ∞K
∗
∞ den Harmonizitätsbedingungen

f

(
X

(
0 1
π∞ 0

))
= −f(X) (2)

und ∑
β∈GL2(O∞)/Γ∞

f(Xβ) = 0 (3)

genügen, linksinvariant unter Γ0(N) sind und modulo Γ0(N) endlichen Träger besitzen, was
bedeutet, daß f auf fast allen Matrizen aus Γ0(N)\GL2(K∞)/Γ∞K

∗
∞ den Wert 0 annimmt.

Gleichung (2) besagt, daß sich der Funktionswert beim Umdrehen einer Kante um den Faktor
−1 ändert, und (3), daß die Summe der Funktionswerte über alle Kanten, die in einen Knoten
hineinlaufen, 0 ergibt. Es läßt sich zeigen, daß diese Funktionen eindeutig durch ihre Werte
auf

T + =

{(
πm∞ u
0 1

)
∈ GL2(K∞)

∣∣∣∣m ∈ Z, u ∈ K∞/πm∞O∞
}

bestimmt sind und mit einem gewissen additiven Charakter ψ∞ : K∞ → C∗ eine Fourierent-
wicklung

f

((
πm∞ u
0 1

))
=

∑
λ∈Fq [T ]

f∗(πm∞, λ)ψ∞(λu)

besitzen, bei der sich alle Fourierkoeffizienten auf solche der Gestalt f∗(π
deg(λ)+2
∞ , λ)

zurückführen lassen. Das Verschwinden des nullten Fourierkoeffizienten bei den klassischen
Spitzenformen findet hier seine Entsprechung in f∗(πm∞, 0) = 0 für alle m ∈ Z. Weiterhin
lassen sich auf dem Raum dieser Funktionen Hecke-Operatoren und ein Skalarprodukt analog
zum Petersson-Skalarprodukt definieren.

In der Arbeit [Rü] werden in Analogie zum klassischen Fall für 0 6= µ ∈ Fq[T ] Poincaré-
Reihen Pµ auf T konstruiert, welche selber harmonische Koketten sind und für jede harmoni-

sche Kokette f die Gleichung 〈f, Pµ〉 = 4
q−1f

∗(π
deg(µ)+2
∞ , µ) erfüllen. Wie im klassischen Fall

folgt, daß diese Poincaré-Reihen den gesamten Raum der harmonischen Koketten erzeugen,
denn für eine Funktion g im orthogonalen Komplement des Erzeugnisses der Pµ folgt hier

g∗(π
deg(µ)+2
∞ , µ) = 0 für alle µ 6= 0, und nach dem oben Erwähnten verschwinden damit al-

le Fourierkoeffizienten von g. Zur Konstruktion der Pµ werden zunächst gewisse elementare
Funktionen gµ definiert, die den Harmonizitätsbedingungen genügen und linksinvariant unter(

1 Fq[T ]
0 1

)
sind. Die Idee ist es nun, hieraus Γ

(1)
0 (N)-invariante Funktionen zu gewinnen,

indem über ein Vertretersystem von

(
1 Fq[T ]
0 1

)∖
Γ

(1)
0 (N) summiert wird, d. h., rein formal,

Pµ(X) =
∑

A∈
(

1 Fq [T ]
0 1

)∖
Γ

(1)
0 (N)

gµ(AX) zu definieren. Allerdings stellt sich die Frage nach der

Konvergenz dieser Reihe. Um diesem Problem zu begegnen, werden die gµ zu gµ,s mit s ∈ C
abgewandelt, so daß lim

s→1
gµ,s = gµ gilt, und Pµ,s(X) :=

∑
A∈
(

1 Fq [T ]
0 1

)∖
Γ

(1)
0 (N)

gµ,s(AX) gesetzt.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird nun gezeigt, daß die Pµ,s für Re(s) > 1 absolut konver-
gieren, daß der Grenzwert lim

s→1
Pµ,s =: Pµ existiert und daß die Pµ harmonische Koketten sind.

Es schließen sich die Beweise der bereits erwähnten Formel für 〈f, Pµ〉 an sowie daß es sich bei
der Gesamtheit der Pµ um ein Erzeugendensystem des Raumes der harmonischen Koketten
handelt.
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Problemstellung dieser Arbeit
Das Ziel dieser Arbeit war es, die Ergebnisse aus [Rü] von GL2(K∞)/Γ∞K

∗
∞ auf den GL3-Fall

zu übertragen. Die hierfür in Frage kommenden Funktionen sind harmonische Koketten auf
den gerichteten 2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebäudes zur GL3 über K∞, welche man mit
GL3(K∞)/ΓK∗∞ identifizieren kann. Dieses Gebäude ist das höherdimensionale Äquivalent
des Bruhat-Tits-Baumes und wurde bereits unter anderem von [Ge] untersucht; eine De-
finition der harmonischen Koketten auf den gerichteten 2-Simplizes des Gebäudes findet
sich in [Sh]. Es war nun zunächst notwendig nachzuweisen, daß auch diese Funktionen eine
Fourierentwicklung besitzen. Anschließend sollten analog zum Vorgehen in [Rü] Poincaré-
Reihen konstruiert und ihr Petersson-Skalarprodukt mit harmonischen Koketten ausgewertet
werden.

Aufbau und Ergebnisse der Arbeit
Vorab sei angemerkt, daß es sich hierbei um einen groben Überblick handelt; insbesondere
werden nicht alle Bezeichnungen erklärt. Details sind in den entsprechenden Kapiteln der
Arbeit zu finden.

Zu Beginn des ersten Kapitels werden zunächst die wichtigsten Tatsachen das Bruhat-
Tits-Gebäude T zur GL3 über K∞ betreffend zusammengestellt. Ein wesentliches Ergebnis
ist, daß sich die Menge der orientierten 2-Simplizes von T mit GL3(K∞)/Γ∞K

∗
∞ identifizieren

läßt und daß es in jeder Nebenklasse einen Vertreter gibt, der bis auf Spaltenvertauschungen

von der Form

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 mit m, n ∈ Z und u, v, w ∈ K∞ ist. Jede auf T definierte

Funktion läßt sich demnach als Funktion auf GL3(K∞)/Γ∞K
∗
∞ interpretieren. Damit kann

im Anschluß die Definition sogenannter harmonischer Koketten, die in [Sh] in der Sprache
der Simplizialkomplexe formuliert ist, auf Funktionen f : GL3(K∞)/Γ∞K

∗
∞ → C übertragen

werden. Es stellt sich dabei heraus, daß diese Funktionen dadurch charakterisiert sind, daß

sie invariant unter Rechtsmultiplikation des Argumentes mit R =

 0 1 0
0 0 1
π∞ 0 0

 sind und die

drei Summationsbedingungen

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

ε 1 0
1 0 0
0 0 1

 = 0, (4)

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 = 0,

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 = 0

erfüllen, die daraus resultieren, daß sich die Summe über die Funktionswerte aller 2-Simplizes,
die eine gemeinsame Kante besitzen, zu 0 aufaddieren muß. Insgesamt läßt sich daraus

ableiten, daß es genügt, das Verhalten von f auf Argumenten der Form

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1


zu untersuchen. Zuletzt wird als technische Vorbereitung für spätere Rechnungen ein Re-
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präsentantensystem der Rechtsnebenklassen von

Γ∆ :=


1 x y

0 1 z
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ Fq[T ]


in

Γ
(1)
0 (N) :=

M =

a b c
d e f
g h i

 ∈ G(Fq[T ])

∣∣∣∣∣∣ d, g, h ≡ 0 mod N, det(M) = 1


berechnet. Es stellt sich heraus, daß die Äquivalenzklasse von M =

a b c
d e f
g h i

 ∈ Γ
(1)
0 (N)

modulo Γ∆ einerseits unabhängig von der obersten Zeile ist, andererseits aber alle Matrizen
derselben Äquivalenzklasse dieselbe unterste Zeile besitzen. Bei fester unterster Zeile

(
g h i

)
kann man die Einträge der zweiten Zeile

(
d e f

)
in Abhängigkeit von g, h, i sowie von zwei

teilerfremden Polynomen α, β ∈ Fq[T ] mittels(
βy0 +Bα ga βx0 +Bαha −αA

)
beschreiben, wobei A,B, a, x0, y0 ∈ Fq[T ] Polynome sind, die nur von g, h und i abhängen.

Kapitel 2 ist der Untersuchung allgemeiner Eigenschaften Γ0(N)-invarianter harmonischer
Koketten GL3(K∞)/Γ∞K

∗
∞ → C gewidmet. Dabei werden zunächst solche Koketten, die

modulo Γ0(N) endlichen Träger besitzen, betrachtet. Wie bereits erwähnt, ist eine harmo-

nische Kokette bereits durch ihre Werte auf Matrizen der Form

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 eindeutig

bestimmt. Es wird gezeigt, daß man für den Träger solcher Funktionen Schranken für m und
n in Abhängigkeit vom Grad von N angeben kann. Genauer gesagt wird bewiesen, daß

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0 für m ≤ 1, n ≤ −m− 6 deg(N) + 4 oder n ≥ 2m+ 3 deg(N)− 2.

Der Beweis dieser Aussage benutzt unter anderem die als eigenständiges Resultat interessan-
te Aussage, welche sich durch explizite Angabe eines entsprechenden Reduktionsalgorithmus
ergibt, daß ein vollständiges Repräsentantensystem für GL3(Fq[T ])\GL3(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ ge-
geben ist durch
πm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ m,n ∈ N und m > n ≥ 1

∪

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ m,n ∈ N und m ≥ n ≥ 1

 .

Jede Γ∆-invariante Funktion f : GL3(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C kann bei festem M =

(
πm∞ u
0 πn∞

)
als

Funktion auf der kompakten abelschen Gruppe (K∞/Fq[T ])2 aufgefaßt werden, indem man

fM : (K∞/Fq[T ])2 → C, (x, y) 7→ f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1


11
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setzt. Basierend hierauf und nach Zusammenstellung einiger grundlegender Tatsachen zur
Fourieranalysis auf kompakten abelschen Gruppen wird nachgewiesen, daß f in Abhängigkeit
von M und einem additiven Charakter ψ∞ in eine Fourierreihe

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

entwickelt werden kann, und daß sich die Fourierkoeffizienten als endliche Summen über Funk-
tionswerte von f ausdrücken lassen. Die vorher bereitgestellten Ergebnisse über den Träger
von f lassen sich daher dazu benutzen, um das Verschwinden gewisser Fourierkoeffizienten

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
in Abhängigkeit vom Grad von N zu charakterisieren: Es gilt

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0 für alle m ≤ 1, n ≤ −m−6 deg(N)+4 oder n ≥ 2m+3 deg(N)−2.

Im Anschluß an diese Überlegungen wird bewiesen, daß sich die Harmonizität einer Γ0(N)-
invarianten Funktion f über Eigenschaften ihrer Fourierkoeffizienten ausdrücken läßt, nämlich
mittels

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
2f∗

((
πm+1
∞ uπ∞

0 πn+1
∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

(F1)
und

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
∑
ε∈Fq

f∗

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞(λπm∞) ≥ 2,

0 sonst.

(F2)
Aufgrund der Invarianz von f unter Γ0(N) erfüllen die Fourierkoeffizienten außerdem

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f∗

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ− γλ

)
für alle γ ∈ Fq[T ]. (IV)

Umgekehrt ist es möglich, aus einer Familie (f∗M,λ,µ)M,λ,µ ∈ C gegebener Koeffizienten, die
den Eigenschaften (F1), (F2) sowie (IV) genügen, durch Summation über λ, µ ∈ Fq[T ]

und geeignete Fortsetzung auf Matrizen der Form

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 eine harmonische Γ∆-

invariante Funktion zu konstruieren.

Dies wird in Kapitel 3 dazu benutzt, zunächst zwei Γ∆-invariante harmonische Koketten F(λ,µ)

und Ga,λ,µ zu definieren. Beispielsweise ist F(λ,µ) gegeben durch

F(λ,µ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

γ∈Fq [T ]

f(λ,µ)

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ,

F(λ,µ)

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

F(λ,µ)

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 ,

12
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wobei

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
:=

q
−2m, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

f(λ,µ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 := f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw).

Wie in [Rü] ist das Ziel, aus diesen Funktionen durch Summation über Γ∆\Γ0(N) Funktionen
zu generieren, die unter der ganzen Gruppe Γ0(N) invariant sind, weshalb in Imitation der
Vorgehensweise zunächst konvergenzerzeugende Faktoren hinzugefügt und damit für s ∈ C
Funktionen F(λ,µ),s und Ga,λ,µ,s definiert werden. Z. B. ist F(λ,µ),s definiert durch

f∗s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
:=

q
−2ms, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

f(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 := f∗s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw),

F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

γ∈Fq [T ]

f(λ,µ),s

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1


und

F(λ,µ),s

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 .

Für s = 1 erhält man aus F(λ,µ),s bzw. Ga,λ,µ,s die ursprünglichen Funktionen F(λ,µ) und Ga,λ,µ

zurück. Durch Summation über diese modifizierten Funktionen werden die Reihen

F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

F(λ,µ),s

A
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1


und

Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

Ga,λ,µ,s

A
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1


mit s ∈ C definiert. Es folgt der Nachweis, daß diese für hinreichend großen Realteil von s
absolut konvergieren und quasi-harmonisch sind, d. h. im Falle der Konvergenz bei s = 1
harmonische Funktionen darstellen. Beispielsweise genügt F(λ,µ),s einer Bedingung

F(λ,µ),s (X) +
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XXε) = (1− q2−2s) ·

 ∑
A|AX∈S

F(λ,µ),s(AX)+

∑
A|AX∈SR2

F(λ,µ),s(AX) +
∑

A|AX∈SQ

F(λ,µ),s(AXQM) +
∑

A|AX∈SQR

F(λ,µ),s(AXQM)

 ,
13
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welche im Grenzfall s→ 1 in die Harmonizitätsbedingung (4) übergeht.

In Kapitel 4 wird das Petersson-Skalarprodukt auf dem Raum der harmonischen Koketten de-
finiert und untersucht, welche Rückschlüsse man über das Skalarprodukt einer harmonischen
Kokette mit einer der Funktionen F(λ,µ),1 und Ga,λ,µ,1 auf ihre Fourierkoeffizienten ziehen kann.

Es zeigt sich hierbei, daß für jede harmonische Γ
(1)
0 (N)-invariante Kokette f das Skalarprodukt

〈f, F(λ,µ),1〉 := lim
s→1
〈f, F(λ,µ),s〉 unabhängig von der Konvergenz von lim

s→1
F(λ,µ),s existiert und im

Wesentlichen eine Summe über die Fourierkoeffizienten f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
ist.

Den Abschluß der Arbeit bildet die Betrachtung von Hecke-Operatoren, die adelisch eingeführt
und auf die ∞-Komponente GL3(K∞) projiziert werden. Anschließend werden die Fourierko-
effizienten der Hecke-Transformierten von Funktionen Γ0(N)\GL3(K∞)/Γ∞K

∗
∞ → C berech-

net.

Es stellte sich im Verlaufe der Bearbeitung heraus, daß der Übergang von GL2 zu GL3 die
Berechnungen erheblich verkomplizierte, so daß die im Vorfeld gesteckten Ziele nicht alle
erreicht werden konnten; insbesondere die Konvergenz der explizit konstruierten Reihen
F(λ,µ),s und Ga,λ,µ,s bei s = 1 konnte nicht abschließend behandelt werden, jedoch konnte
gezeigt werden, daß im Falle der Konvergenz die Funktionen F(λ,µ),1 und Ga,λ,µ,1 harmonisch
sind. Weiterhin konnte gezeigt werden, daß für jede harmonische Kokette f der Grenzwert
lims→1〈f, F(λ,µ),s〉 existiert und eine endliche Summe gewisser Fourierkoeffizienten von f ist.
Außerdem ist es gelungen, den Träger harmonischer Koketten im Falle von dessen Endlichkeit
genauer zu beschreiben.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Grundlegende Notationen

In dieser Arbeit seien mit N := {z ∈ Z | z > 0} die natürlichen Zahlen exklusive der 0
bezeichnet. Soll die 0 mit eingeschlossen sein, wird die Notation N0 := N ∪ {0} benutzt.

Es sei p eine Primzahl, q = pn für eine natürliche Zahl n und Fq der endliche Körper mit
q Elementen. Weiter sei Fq[T ] der Polynomring über Fq in der Variablen T und deg(f) der
Grad eines Polynoms f ∈ Fq[T ], wobei deg(0) = −∞ und die üblichen Konventionen für das
Rechnen mit ∞ gelten sollen. Sei

K := Fq(T )

der Quotientenkörper von Fq[T ]. Auf K ist durch

v∞ : K → Z ∪ {∞}, v∞
(
f

g

)
=

{
deg(g)− deg(f), falls f ∈ Fq[T ], g ∈ Fq[T ] \ {0},
∞, falls f = 0, g ∈ Fq[T ] \ {0}

eine Bewertung gegeben und durch

| · |∞ : K → R+
0 ,

∣∣∣∣fg
∣∣∣∣
∞

=

{
q−v∞(f/g), falls f ∈ Fq[T ], g ∈ Fq[T ] \ {0},
0, falls f = 0, g ∈ Fq[T ] \ {0}

ein (notwendigerweise nichtarchimedischer) Betrag, bezüglich dessen man K vervollständigen
kann. Setzt man

π∞ :=
1

T
,

so ist die resultierende Komplettierung der Laurentreihenring

K∞ := K ((π∞)) .

Der zu v∞ korrespondierende Bewertungsring ist der Potenzreihenring

O∞ := Fq[[π∞]]

mit maximalem Ideal π∞O∞, so daß π∞ eine normierte Ortsuniformisierende ist.

Für m ∈ Z, am, am+1, . . . ∈ Fq mit am 6= 0 und k∞ =
∞∑
i=m

aiπ
i
∞ ∈ K∞ gilt v∞(k∞) = m;

15
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insbesondere ist v∞(ε) = 0 für alle ε ∈ F∗q .

Für einen Ring R sei

G(R) := GL3(R)

die Gruppe der invertierbaren 3× 3-Matrizen mit Einträgen in R. Im Rahmen dieser Arbeit
werden dabei besonders die Ringe Fq[T ], K∞ und O∞ eine Rolle spielen.
Für die im nächsten Abschnitt folgende Beschreibung des Bruhat-Tits-Gebäudes werden die
Matrizen

R :=

 0 1 0
0 0 1
π∞ 0 0

 , Q :=

0 π−1
∞ 0

1 0 0
0 0 1

 ∈ G(K∞)

sowie drei Untergruppen von G(O∞) benötigt, nämlich die sogenannte erste Standard-
Parahorigruppe

P1 := {g = (gij) ∈ G(O∞) | g31, g32 ∈ π∞O∞},

die sogenannte zweite Standard-Parahorigruppe

P2 := {g = (gij) ∈ G(O∞) | g21, g31 ∈ π∞O∞}

und die sogenannte Standard-Iwahorigruppe

Γ∞ := {g = (gij) ∈ G(O∞) | gij ∈ π∞O∞ für alle 1 ≤ j < i ≤ 3}.

Die Matrizen

Xε :=

ε 1 0
1 0 0
0 0 1

 , Zε :=

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 ∈ G(K∞) (ε ∈ Fq)

werden bei der Beschreibung der Harmonizität von Funktionen eine Rolle spielen. Bei der
späteren Betrachtung von Fourierentwicklungen wird sich die Untergruppe

Γ∆ :=


1 x y

0 1 z
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ Fq[T ]

 ⊂ G(Fq[T ])

als nützlich erweisen.
Im weiteren Verlauf der Arbeit sei

N ∈ Fq[T ] \ {0}

ein Polynom, zu dem die Untergruppen

Γ0(N) := {g = (gij) ∈ G(Fq[T ]) | gij ≡ 0 mod N für alle 1 ≤ j < i ≤ 3} ⊆ G(Fq[T ]),

Γ
(1)
0 (N) := {g ∈ Γ0(N) | det(g) = 1} ⊂ G(Fq[T ])

definiert seien.
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Unterkapitel 1.2 Das Bruhat-Tits-Gebäude

1.2 Das Bruhat-Tits-Gebäude

Die folgende Charakterisierung des Bruhat-Tits-Gebäudes lehnt sich an die Darstellung in
[Sh] und [Ge] an.
Es sei V ein dreidimensionaler K∞-Vektorraum. Ein O∞-Modul L = b1O∞ + b2O∞ + b3O∞
heißt ein Gitter in V , wenn (b1, b2, b3) eine Vektorraumbasis von V bildet. Zwei V -Gitter L, L′

heißen äquivalent, wenn es ein λ ∈ K∗∞ gibt mit L = λL′. Die Äquivalenzklasse von L werde
mit [L] bezeichnet.
Das Bruhat-Tits-Gebäude T zu G über K∞ ist ein Simplizialkomplex, dessen Ecken aus den
Gitterklassen [L] der Gitter L in V bestehen. Die t-Simplizes Tt, 0 ≤ t ≤ 2, bestehen aus
(t+ 1)-Tupeln

{[L0], [L1], . . . , [Lt]}, wobei L0 ) L1 ) . . . ) Lt ) π∞L0.

Aufgrund des Elementarteilersatzes kann man für jeden 2-Simplex s = {[L0], [L1], [L2]} eine
Basis (b1, b2, b3) von L0 so wählen, daß

L0 = 〈b1, b2, b3〉O∞ , L1 = 〈b1, b2, π∞b3〉O∞ , L2 = 〈b1, π∞b2, π∞b3〉O∞ .

Ist t ≤ l und gilt τ ⊆ σ für τ ∈ Tt, σ ∈ Tl, so nennt man τ eine Seite von σ und schreibt
τ ≤ σ.
Gilt L0 ) L1 ) L2 ) . . . ) Lt ) π∞L0, so ist auch L1 ) L2 ) . . . ) Lt ) π∞L0 ) π∞L1.
Möchte man einen Anfangspunkt [L0] des t-Simplex {[L0], [L1], . . . , [Lt]} auszeichnen, schreibt
man daher σ = ([L0], [L1], . . . , [Lt]) als geordnetes (t+1)-Tupel und nennt σ einen gerichteten
t-Simplex. Es sei T̂t die Menge der gerichteten t-Simplizes.
Sei nun eine geordnete Basis (e1, e2, e3) von V fest gewählt, dann seien

C00 = [〈e1, e2, e3〉O∞ ], C01 = [〈e1, e2, π∞e3〉O∞ ], C02 = [〈e1, π∞e2, π∞e3〉O∞ ]

die Standardknoten oder Standardecken,

C10 = {C00, C01}, C11 = {C01, C02}, C12 = {C02, C00}

die Standardkanten und
C2 = {C00, C01, C02}

der Standard-2-Simplex.
Die durch g[L] = [gL] gegebene Operation von GL(V ) auf T0 erhält die Inklusion von Gittern
und läßt sich daher durch

g([L0], [L1], . . . , [Lt]) = ([gL0], [gL1], . . . , [gLt])

auf ganz T fortsetzen. Die Gruppe GL(V ) operiert jeweils transitiv auf den Knoten, Kanten
und 2-Simplizes von T .
Man kann nun (e1, e2, e3) mit der Standardbasis des K3

∞ identifizieren und somit auch GL(V )
mit G(K∞), d. h. insbesondere jede geordnete Basis (b1, b2, b3) von V mit der zugehörigen
Basiswechselmatrix. Im Folgenden wird daher zwischen einer geordneten Basis und ihrer zu-
gehörigen Matrix nicht unterschieden.
Wegen der Transitivität der Operation von GL(V ) auf Tt, t = 0, 1, 2, gilt:

• Zu jedem Knoten [L] ∈ T0 gibt es ein g ∈ G(K∞), so daß gC00 = [L], und der Stabilisator
von C00 in G(K∞) ist G(O∞)K∗∞. Identifiziert man [L] mit g, so erhält man folglich
eine 1-zu-1-Korrespondenz

T0 ←→ G(K∞)/G(O∞)K∗∞.
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• Zu jeder Kante k = {[L0], [L1]} ∈ T1 gibt es ein g ∈ G(K∞), so daß gC10 = k, und
der Stabilisator von C10 in G(K∞) ist P1K

∗
∞. Identifiziert man k mit g, so erhält man

folglich eine 1-zu-1-Korrespondenz

T1 ←→ G(K∞)/P1K
∗
∞.

Für die Menge der gerichteten Kanten T̂1 gibt es keine solche Beschreibung, da es keine
Matrix in G(K∞) gibt, welche die Endpunkte einer Kante vertauscht.

• Sei Ĉ2 = (C00, C01, C02) ∈ T̂2 der geordnete Standard-2-Simplex, dann gibt es zu jedem
geordneten 2-Simplex ŝ = ([L0], [L1], [L2]) ∈ T̂2 ein g ∈ G(K∞), so daß gĈ2 = ŝ, und
der Stabilisator von Ĉ2 in G(K∞) ist Γ∞K

∗
∞. Identifiziert man ŝ mit g, so erhält man

folglich eine 1-zu-1-Korrespondenz

T̂2 ←→ G(K∞)/Γ∞K
∗
∞.

Der Stabilisator des ungeordneten 2-Simplex C2 ist Γ∞〈R〉K∗∞, so daß

T2 ←→ G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

Es sollen nun Vertreter für die ungerichteten Kanten und die gerichteten sowie ungerichteten
2-Simplizes von T angegeben werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird immer wieder auf
die im folgenden Satz angegebenen Mengen als kanonische Vertreter zurückgegriffen werden.

Satz 1.2.1 Sei

S :=


πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

 ,

dann gilt

G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ =

S Γ∞K
∗
∞ ∪̇ SQΓ∞K

∗
∞ ∪̇ SQR2 Γ∞K

∗
∞ ∪̇ SR2 Γ∞K

∗
∞ ∪̇ SQRΓ∞K

∗
∞ ∪̇ SRΓ∞K

∗
∞.

Bezeichnet man für eine Menge M ⊆ G(K∞) mit VM ein vollständiges Repräsentantensystem
von M Γ∞K

∗
∞, so gilt

VS = S,

VSQ =


 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u ∈ K∞/πm+1
∞ O∞, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

 ,

VSQR2 =


πm∞ v u

0 w πn∞
0 1 0

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn+1
∞ O∞

 ,

VSR2 =


 u v πm∞
πn∞ w 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm+1
∞ O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

 ,

VSQR =


v u πm∞
w πn∞ 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm+1
∞ O∞, w ∈ K∞/πn+1

∞ O∞

 ,

VSR =


v πm∞ u
w 0 πn∞
1 0 0

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, v ∈ K∞/πm+1
∞ O∞, u ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn+1

∞ O∞

 ,
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und
VS ∪̇ VSQ ∪̇ VSQR2 ∪̇ VSR2 ∪̇ VSQR ∪̇ VSR

ist ein vollständiges Repräsentantensystem von G(K∞)/Γ∞K
∗
∞.

Beweis Sei M =

a b c
d e f
g h i

 ∈ G(K∞).

1. Falls v∞(i) < v∞(g), v∞(i) < v∞(h) und v∞(ei− fh) < v∞(di− fg), liegen 1 0 0
0 1 0

−g
i −

h
i 1

 und

 1 0 0

−di−fg
ei−fh 1 0

0 0 1


in Γ∞, so daß

M ≡M

 1 0 0
0 1 0

−g
i −

h
i 1

 1 0 0

−di−fg
ei−fh 1 0

0 0 1

 =

det(M)
ei−fh

bi−ch
i c

0 ei−fh
i f

0 0 i

 .

Da v∞(i) < v∞(g) insbesondere i 6= 0 bedingt, kann man die erhaltene Ma-

trix durch i dividieren und erhält


det(M)
i(ei−fh)

bi−ch
i2

c
i

0 ei−fh
i2

f
i

0 0 1

. Rechtsmultiplikation mit


i(ei−fh)
det(M) π

v∞(det(M))−v∞(i(ei−fh))
∞ 0 0

0 i2

ei−fhπ
v∞(ei−fh)−2v∞(i)
∞ 0

0 0 1

 ∈ Γ∞ ergibt schließlich

π
v∞(det(M))−v∞(i(ei−fh))
∞

bi−ch
ei−fhπ

v∞(ei−fh)−2v∞(i)
∞

c
i

0 π
v∞(ei−fh)−2v∞(i)
∞

f
i

0 0 1

. Da man diese Matrix noch

durch Rechtsmultiplikation mit

1 x y
0 1 z
0 0 1

 ∈ Γ∞ abändern kann, ist M zu genau einer

der Matrizen aus VS äquivalent.

2. Falls v∞(i) < v∞(g), v∞(i) < v∞(h) und v∞(di− fg) ≤ v∞(ei− fh), gilt

M ≡M

 1 0 0
0 1 0

−g
i −

h
i 1

1 − ei−fh
di−fg 0

0 1 0
0 0 1

 i−1 =

 ai−cg
i2

det(M)
i(fg−di)

c
i

di−fg
i2

0 f
i

0 0 1

 ,

und nach Normierung von di−fg
i2

und det(M)
i(fg−di) sowie gegebenenfalls Abänderung um eine

Matrix aus Γ∞ wie im vorherigen Fall sieht man, daß M äquivalent zu einer Matrix aus
VSQ ist.

3. Falls v∞(h) < v∞(g), v∞(h) ≤ v∞(i) und v∞(ei− fh) < v∞(dh− eg), ist

M ≡M

 1 0 0
− g
h 1 − i

h
0 0 1

 1 0 0
0 1 0

−dh−eg
fh−ei 0 1

h−1 =


det(M)
h(ei−fh)

b
h

ch−bi
h2

0 e
h

fh−ei
h2

0 1 0

 ,

und daher M äquivalent zu einer Matrix aus VSQR2 .

19



Kapitel 1 Grundlagen

4. Falls v∞(h) < v∞(g), v∞(h) ≤ v∞(i) und v∞(dh− eg) ≤ v∞(ei− fh), ist

M ≡M

 1 0 0
− g
h 1 − i

h
0 0 1

1 0 − fh−ei
dh−eg

0 1 0
0 0 1

h−1 =

ah−bg
h2

b
h

det(M)
h(dh−eg)

dh−eg
h2

e
h 0

0 1 0

 .

Somit ist M äquivalent zu einer Matrix aus VSR2 .

5. Falls v∞(g) ≤ v∞(h), v∞(g) ≤ v∞(i) und v∞(dh− eg) ≤ v∞(di− fg), erhält man

M ≡M

1 −h
g − i

g

0 1 0
0 0 1

1 0 0

0 1 − fg−di
eg−dh

0 0 1

 g−1 =

a
g

bg−ah
g2

det(M)
g(dh−eg)

d
g

eg−dh
g2 0

1 0 0


und folglich ist M äquivalent zu einer Matrix aus VSQR.

6. Falls v∞(g) ≤ v∞(h), v∞(g) ≤ v∞(i) und v∞(di− fg) < v∞(dh− eg), ergibt sich

M ≡M

1 −h
g − i

g

0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0

0 − eg−dh
fg−di 1

 g−1 =

a
g

det(M)
g(fg−di)

cg−ai
g2

d
g 0 fg−di

g2

1 0 0

 ,

weshalb M zu einer Matrix aus VSR äquivalent ist.

Da die Fälle disjunkt sind und alle Möglichkeiten auftauchen, ergibt sich die Aussage des
Satzes. �

Die Matrix R läßt unorientierte 2-Simplizes fest, vertauscht bei den orientierten 2-Simplizes

aber zyklisch die Anfangspunkte. Wegen R3 = π∞

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 und

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ∈ P1 folgt:

Satz 1.2.2 Mit den Bezeichnungen aus Satz 1.2.1 gilt: Durch VS ∪̇ VSQ ist ein vollständiges
Repräsentantensystem von G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ gegeben. Als Repräsentantensystem für
G(K∞)/P1K

∗
∞ erhält man VS ∪̇ VSQR2 ∪̇ VSR2.

Zusammenfassend ergibt sich:

• Zu jeder ungerichteten Kante aus T gibt es eine Matrix aus S ∪̇ SQR2 ∪̇ SR2.

• Zu jedem gerichteten 2-Simplex aus T gibt es eine Matrix aus S ∪̇ SQ ∪̇ SQR2 ∪̇ SR2 ∪̇
SQR ∪̇ SR.

• Zu jedem ungerichteten 2-Simplex aus T gibt es eine Matrix aus S ∪̇ SQ.

Geht man zu den in Satz 1.2.1 gegebenen vollständigen Repräsentantensystemen über, so
können die entsprechenden Objekte jeweils eindeutig mit einer Matrix aus G(K∞) identifiziert
werden.
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Im weiteren Verlauf der Arbeit wird oft der Fall auftreten, daß eine Matrix

X =

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ∈ G(K∞)/Γ∞K
∗
∞

von links mit einer Matrix

A =

a b c
d e f
g h i

 ∈ Γ0(N)

multipliziert wird und das Resultata b c
d e f
g h i

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 =: D

auf Standardform modulo Γ∞K
∗
∞ gebracht werden soll. Daher wird eine Charakterisierung

der hierbei auftretenden Fälle an dieser Stelle noch einmal explizit festgehalten.

Satz 1.2.3 Seien A, D und X wie vor und Dij die Determinante der Matrix, die aus D
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht. Es bezeichne

”
≡“ Äquivalenz in

G(K∞)/Γ∞K
∗
∞, dann gilt:

1. Für

• v∞(gv + hw + i) < v∞(gπm∞),

• v∞(gv + hw + i) < v∞(gu+ hπn∞),

• v∞ (D11) < v∞ (D12)

erhält man aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 ≡
π

m+n−v∞(D11)−v∞(gv+hw+i)
∞

D21
D11
· πv∞(D11)−2v∞(gv+hw+i)
∞

av+bw+c
gv+hw+i

0 π
v∞(D11)−2v∞(gv+hw+i)
∞

dv+ew+f
gv+hw+i

0 0 1

 .

2. Für

• v∞(gπm∞) ≤ v∞(gu+ hπn∞),

• v∞(gπm∞) ≤ v∞(gv + hw + i),

• v∞(D12) < v∞(D13)

erhält man aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 ≡
a
g π

n−v∞(D12)+deg(g)
∞

D22
D12
· π−2m+v∞(D12)+2 deg(g)
∞

d
g 0 π

−2m+v∞(D12)+2 deg(g)
∞

1 0 0

 ≡
21
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π
n−v∞(D12)+deg(g)+1
∞

D22
D12
· π−2m+v∞(D12)+2 deg(g)+1
∞

a
g

0 π
−2m+v∞(D12)+2 deg(g)+1
∞

d
g

0 0 1

R.

3. Für

• v∞(gu+ hπn∞) < v∞(gπm∞),

• v∞(gu+ hπn∞) ≤ v∞(gv + hw + i),

• v∞(D13) ≤ v∞(D11)

erhält man aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 ≡

D23
D13
· πv∞(D13)−2v∞(gu+hπn∞)
∞

au+bπn∞
gu+hπn∞

π
m+n−v∞(D13)−v∞(gu+hπn∞)
∞

π
v∞(D13)−2v∞(gu+hπn∞)
∞

du+eπn∞
gu+hπn∞

0

0 1 0

 ≡
π

m+n−v∞(D13)−v∞(gu+hπn∞)+1
∞

D23
D13
· πv∞(D13)−2v∞(gu+hπn∞)
∞

au+bπn∞
gu+hπn∞

0 π
v∞(D13)−2v∞(gu+hπn∞)
∞

du+eπn∞
gu+hπn∞

0 0 1

R2.

4. Für

• v∞(gv + hw + i) < v∞(gπm∞),

• v∞(gv + hw + i) < v∞(gu+ hπn∞),

• v∞(D12) ≤ v∞(D11)

erhält man aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 ≡
D22
D12
· πv∞(D12)−2v∞(gv+hw+i)
∞ π

n+m−v∞(D12)−v∞(gv+hw+i)
∞

av+bw+c
gv+hw+i

π
v∞(D12)−2v∞(gv+hw+i)
∞ 0 dv+ew+f

gv+hw+i

0 0 1

 ≡
π

n+m−v∞(D12)−v∞(gv+hw+i)+1
∞

D22
D12
· πv∞(D12)−2v∞(gv+hw+i)
∞

av+bw+c
gv+hw+i

0 π
v∞(D12)−2v∞(gv+hw+i)
∞

dv+ew+f
gv+hw+i

0 0 1

Q.

5. Für

• v∞(gπm∞) ≤ v∞(gu+ hπn∞),

• v∞(gπm∞) ≤ v∞(gv + hw + i),

• v∞(D13) ≤ v∞(D12)
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erhält man aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 ≡
a
g

D23
D13
· π−2m+v∞(D13)+2 deg(g)
∞ π

n−v∞(D13)+deg(g)
∞

d
g π

−2m+v∞(D13)+2 deg(g)
∞ 0

1 0 0

 ≡
π

n−v∞(D13)+deg(g)+2
∞

D23
D13
· π−2m+v∞(D13)+2 deg(g)+1
∞

a
g

0 π
−2m+v∞(D13)+2 deg(g)+1
∞

d
g

0 0 1

QR.

6. Für

• v∞(gu+ hπn∞) < v∞(gπm∞),

• v∞(gu+ hπn∞) ≤ v∞(gv + hw + i),

• v∞(D11) < v∞(D13)

erhält man aπm∞ au+ bπn∞ av + bw + c
dπm∞ du+ eπn∞ dv + ew + f
gπm∞ gu+ hπn∞ gv + hw + i

 ≡
π

m+n−v∞(D11)−v∞(gu+hπn∞)
∞

au+bπn∞
gu+hπn∞

D21
D11
· πv∞(D11)−2v∞(gu+hπn∞)
∞

0 du+eπn∞
gu+hπn∞

π
v∞(D11)−2v∞(gu+hπn∞)
∞

0 1 0

 ≡
π

m+n−v∞(D11)−v∞(gu+hπn∞)+1
∞

D21
D11
· πv∞(D11)−2v∞(gu+hπn∞)+1
∞

au+bπn∞
gu+hπn∞

0 π
v∞(D11)−2v∞(gu+hπn∞)+1
∞

du+eπn∞
gu+hπn∞

0 0 1

QR2.

Beweis Man erhält die angegebenen Resultate durch Rechnungen analog zum Beweis von
Satz 1.2.1. �

1.3 Harmonische Koketten

Die folgende Definition ist in Analogie zu [Sh], S. 15. Dort wird sie für allgemeines t ∈ N
getroffen, der hier interessante Fall ist der Spezialfall t = 2.

Definition 1.3.1 Eine Abbildung ϕ : T̂2 → C heißt harmonische Kokette, wenn sie den fol-
genden Bedingungen genügt:

(A) Sei ([L0], [L1], [L2]) ∈ T̂2, dann gilt ϕ(([L0], [L1], [L2])) = ϕ(([L1], [L2], [L0])).

(B) Sei σ = ([L0], [L1]) ∈ T̂1 und sei

B = B(σ) = {σ′ ∈ T̂2 | σ ≤ σ′, σ und σ′ haben denselben Anfangspunkt },

dann ist ∑
σ′∈B

ϕ(σ′) = 0.
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Es soll nun untersucht werden, welche äquivalenten Bedingungen sich ergeben, wenn man die
unter Benutzung der 1-zu-1-Korrespondenz T̂2 ↔ G(K∞)/Γ∞K

∗
∞ zu ϕ korrespondierende

Funktion f : G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C betrachtet.

Aus Bedingung (A) folgt unmittelbar, daß ϕ invariant ist unter zyklischer Vertauschung
der Anfangspunkte eines 2-Simplex und man daher ϕ als Funktion auf den unorientierten
2-Simplizes T2 anstatt auf T̂2 ansehen kann.
Ist g ∈ G(K∞)/Γ∞K

∗
∞ die zum orientierten 2-Simplex ([L0], [L1], [L2]) korrespondierende

Matrix, so korrespondiert gR zu ([L1], [L2], [L0]), d. h. Rechtsmultiplikation mit R ent-
spricht dem zyklischen Vertauschen der Anfangspunkte des zugehörigen 2-Simplex. Somit
ist f invariant unter Rechtsmultiplikation des Arguments mit R und kann als Funktion
f : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C angesehen werden.

Damit reduziert sich die Bedingung (B) auf

(B′) Sei σ = {[L0], [L1]} ∈ T1 und sei B′ = B′(σ) = {σ′ ∈ T2 | σ ≤ σ′ }, dann ist∑
σ′∈B′

ϕ(σ′) = 0,

d. h. die Summe der Funktionswerte aller 2-Simplizes, die eine gemeinsame Kante besitzen,
muß 0 sein.
Betrachtet man f anstelle von ϕ, wie kann man dann die Bedingung (B′) ausdrücken?
Sei dazu σ = {[L0], [L1]} ∈ T1 eine Kante, dann findet man Vertretergitter L0, L1 mit

L0/L1
∼= (O∞/π∞O∞)α für ein α ∈ {1, 2}.

Falls α = 2, so ist L1/π∞L0
∼= O∞/π∞O∞. Wegen σ = {[L0], [L1]} = {[π∞L0], [L1]} kann man

daher ohne Beschränkung der Allgemeinheit α = 1 annehmen. Dann existiert eine geordnete
Basis (b1, b2, b3) von L0, so daß L1 = 〈b1, b2, π∞b3〉O∞ . Um alle 2-Simplizes mit Kante σ
anzugeben, muß man alle Gitter L2 mit L0 ) L1 ) L2 ) π∞L0 bestimmen.
Da L2 := 〈c1, c2, c3〉O∞ ein Untergitter von L1 ist mit L1/L2

∼= O∞/π∞O∞, existiert nach
dem Elementarteilersatz eine obere Dreiecksmatrix g mit Einträgen in O∞ und det(g) = π∞,
so daß L1g = L2, also (b1, b2, π∞b3)g = (c1, c2, c3). Die Matrix g ist außerdem nur modulo
G(O∞) bestimmt, da Rechtsmultiplikation von (b1, b2, π∞b3)g = (c1, c2, c3) mit einer Matrix
aus G(O∞) nur einen Basiswechsel im O∞-Gitter L2 bewirkt. Deswegen kann man

g ∈


1 0 0

0 1 0
0 0 π∞

 ∪

1 0 0

0 π∞ ε
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ ε ∈ Fq

 ∪

π∞ ε δ

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ ε, δ ∈ Fq


annehmen.
Weiterhin hat man die Bedingung, daß π∞L0 = 〈π∞b1, π∞b2, π∞b3〉O∞ ein Untergitter von
L2 sein soll. Da

(b1, b2, π∞b3)

1 0 0
0 1 0
0 0 π∞

 = (b1, b2, π
2
∞b3)

und

π∞b3 /∈ 〈b1, b2, π2
∞b3〉O∞ ,
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kommt die erste Matrix nicht in Betracht. Für die Matrizen mit π∞ an zweiter Stelle der
Hauptdiagonalen ergibt sich

(b1, b2, π∞b3)

1 0 0
0 π∞ ε
0 0 1

 = (b1, π∞b2, εb2 + π∞b3).

Die Vektoren π∞b1 und π∞b2 sind offensichtlich im Erzeugnis enthalten. Gilt dies auch für
π∞b3 ? Angenommen, π∞b3 ist eine O∞-Linearkombination von b1, π∞b2 und εb2+π∞b3, dann
gibt es α, β und γ ∈ O∞, so daß

αb1 + βπ∞b2 + γ(εb2 + π∞b3) = π∞b3 bzw. αb1 + (βπ∞ + γε)b2 + γπ∞b3 = π∞b3,

woraus
α = 0, βπ∞ + γε = 0, γ = 1

folgt. Die Beziehung βπ∞ + ε = 0 kann wegen ε ∈ Fq und β ∈ O∞ nur für ε = β = 0 erfüllt
werden.
Schließlich ist

(b1, b2, π∞b3)

π∞ ε δ
0 1 0
0 0 1

 = (π∞b1, εb1 + b2, δb1 + π∞b3).

Offensichtlich ist π∞b1 im Erzeugnis enthalten. Weiterhin gilt für α, β, γ ∈ O∞, daß

απ∞b1 +β(εb1 +b2)+γ(δb1 +π∞b3) = π∞b3 bzw. (απ∞+βε+γδ)b1 +βb2 +γπ∞b3 = π∞b3,

woraus
γ = 1, β = 0, απ∞ + δ = 0

folgt. Wegen α ∈ O∞ und δ ∈ Fq muß also δ = α = 0 sein. Unter Benutzung der Beziehung
δ = 0 ist außerdem

απ∞b1 + β(εb1 + b2) + γ(δb1 + π∞b3) = π∞b2 bzw. (απ∞ + βε)b1 + βb2 + γπ∞b3 = π∞b2,

d. h.
γ = 0, β = π∞, α = −ε.

Es gilt also π∞L0 ( (b1, b2, π∞b3)

π∞ ε 0
0 1 0
0 0 1

 für jedes ε ∈ Fq.

Man erhält also, daß Rechtsmultiplikation von L1 mit

g ∈


1 0 0

0 π∞ 0
0 0 1

 ∪

π∞ ε 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ ε ∈ Fq


zu einem Gitter L2 führt, welches der Bedingung L0 ) L1 ) L2 ) π∞L0 genügt, und man
erkennt unschwer, daß die resultierenden q + 1 Untergitter untereinander nicht gleich sind.
Es existieren also zu gegebener Kante k = {L0, L1} genau q + 1 verschiedene 2-Simplizes,
welche alle die Kante k enthalten.

Hat man nun zu gegebener Kante {[L0] = [〈b1, b2, b3〉O∞ ], [L1] = [〈b1, b2, π∞b3〉O∞ ]} einen
2-Simplex s = {[L0], [L1], [L2]} gefunden, was ist dann sein Repräsentant in G(K∞)/ΓK∗∞ ?
Es wird s repräsentiert durch die Klasse der Matrix g ∈ G(K∞), für welche

gC2 = {gC00, gC01, gC02} = {[L0], [L1], [L2]}
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gilt. Ist L2 = 〈b1, π∞b2, π∞b3〉O∞ , so kann man offensichtlich g = (b1, b2, b3) wählen.
Wenn L2 = 〈π∞b1, εb1 + b2, π∞b3〉O∞ , so kann man g = (c1, c2, c3) := (εb1 + b2, b1, b3) wählen,
denn aus

(b1, b2, b3)

ε 1 0
1 0 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸
∈G(O∞)

= (b1, b2, b3)Xε = (c1, c2, c3)

und

(b1, b2, π∞b3)

ε 1 0
1 0 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸
∈G(O∞)

= (b1, b2, π∞b3)Xε = (c1, c2, π∞c3)

ersieht man, daß (c1, c2, c3) bzw. (c1, c2, π∞c3) Basen von L0 respektive L1 sind, da Rechtsmul-
tiplikation mit einer Matrix aus G(O∞) nur einem Basiswechsel des O∞-Gitters entspricht.
Die Menge der 2-Simplizes mit Kante k = {[〈b1, b2, b3〉O∞ ], [〈b1, b2, π∞b3〉O∞ ]} ist also gegeben
durch

{(b1, b2, b3)XεΓ∞〈R〉K∗∞| ε ∈ Fq} ∪ {(b1, b2, b3)Γ∞〈R〉K∗∞} .

Zusammenfassend erhält man

(B′′) Sei k = {[L], [L′]} eine Kante mit Repräsentant g ∈ G(K∞)/P1K
∗
∞, dann gilt für die

Nebenklasse g ∈ G(K∞)/Γ∞K
∗
∞

f(g) +
∑
ε∈Fq

f (gXε) = 0.

Wie in Satz 1.2.2 erwähnt, ist ein vollständiges Repräsentantensystem der Kanten gegeben
durch 

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 | m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

 ∪̇
πm∞ v u

0 w πn∞
0 1 0

 | m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn+1
∞ O∞

 ∪̇
 u v πm∞
πn∞ w 0
0 1 0

 | m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm+1
∞ O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

 .

Konkret ergeben sich somit für f folgende Harmonizitätsbedingungen:

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

επm∞ + u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 = 0,

f

πm∞ v u
0 w πn∞
0 1 0

+
∑
ε∈Fq

f

επm∞ + v πm∞ u
w 0 πn∞
1 0 0

 = 0,

f

 u v πm∞
πn∞ w 0
0 1 0

+
∑
ε∈Fq

f

 εu+ v u πm∞
επn∞ + w πn∞ 0

1 0 0

 = 0,
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Unterkapitel 1.4 Repräsentantensystem von Γ∆\Γ(1)
0 (N)

jeweils mit den entsprechenden Werten für m, n, u, v, w.
Unter Benutzung der Invarianz von f unter Rechtsmultiplikation des Argumentes mit der
Matrix R motiviert dies die folgende

Definition 1.3.2 Eine Funktion f : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C heißt harmonische Kokette,
wenn sie die folgenden Bedingungen erfüllt:

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

επm∞ + u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 = 0, (HB1)

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

πm+1
∞ u επm∞ + v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0, (HB2)

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

uπ∞ πm∞ εu+ v
πn+1
∞ 0 επn∞ + w
0 0 1

 = 0. (HB3)

Oft wird auch die folgende Notation der Harmonizitätsbedingungen benutzt werden.

Bemerkung 1.3.3 Die obigen Harmonizitätsbedingungen lassen sich schreiben als

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

Xε

 = 0, (HB1)

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

Zε

 = 0, (HB2)

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

Zε

 = 0. (HB3)

1.4 Repräsentantensystem von Γ∆\Γ(1)
0 (N)

In der Definition gewisser später auftauchender Funktionen wird von einer Summation

über den Quotienten Γ∆\Γ(1)
0 (N) Gebrauch gemacht. Daher soll nun ein vollständiges

Repräsentantensystem von Γ∆\Γ(1)
0 (N) berechnet werden.

Zunächst soll untersucht werden, wann zwei Matrizen aus Γ
(1)
0 (N) in Γ∆\Γ(1)

0 (N) äquivalent
sind.

Satz 1.4.1 Für zwei Matrizen A =

a b c
d e f
g h i

 , Ã =

ã b̃ c̃

d̃ ẽ f̃

g̃ h̃ ĩ

 ∈ Γ
(1)
0 (N) gilt Ã ∈ Γ∆A

genau dann, wenn (
d̃ ẽ f̃

)
∈

(
d e f

)
+ Fq[T ] ·

(
g h i

)
, (1.1)(

g̃ h̃ ĩ
)

=
(
g h i

)
. (1.2)
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Beweis Seien z ∈ Fq[T ] und A =

a b c
d e f
g h i

 , Ã =

 ã b̃ c̃
d+ zg e+ zh f + zi
g h i

 ∈ Γ
(1)
0 (N),

dann ist det(A) = det(Ã) = 1 und daher

ÃA−1 =1 ã(ch− bi) + b̃(ai− cg) + c̃(bg − ah) ã(bf − ce) + b̃(cd− af) + c̃(ae− bd)
0 1 z
0 0 1

 ∈ Γ∆,

also Ã ∈ Γ∆A.

Seien nun A =

a b c
d e f
g h i

 ∈ Γ
(1)
0 (N) und Ã ∈ Γ∆A, dann gibt es ein γ =

1 x y
0 1 z
0 0 1

 ∈ Γ∆

mit Ã = γA, also ist Ã =

a+ xd+ yg b+ xe+ yh c+ xf + yi
d+ zg e+ zh f + zi
g h i

, d. h. (1.1) und (1.2)

sind erfüllt.
�

Korollar 1.4.2 Seien

R :=

{(
d e f
g h i

)
∈ M2,3(Fq[T ])

∣∣∣∣d, g, h ∈ NFq[T ], ggT

(∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣) = 1

}
und

Γ′∆ :=

{(
1 z
0 1

)∣∣∣∣ z ∈ Fq[T ]

}
.

Die Abbildung

ϕ : Γ∆\Γ(1)
0 (N)→ Γ′∆\R, Γ∆ ·

a b c
d e f
g h i

 7→ Γ′∆ ·
(
d e f
g h i

)

ist eine Bijektion.

Um ein vollständiges Repräsentantensystem von Γ∆\Γ(1)
0 (N) zu bestimmen, genügt es da-

her, ein vollständiges Repräsentantensystem für Γ′∆\R anzugeben. Das Ziel ist es, die

Äquivalenzklassen Γ′∆ ·
(
d e f
g h i

)
in Abhängigkeit von g, h, i ∈ Fq[T ] zu parametrisieren.

Offensichtlich ist hierfür N | g, N | h und ggT(g, h, i) = 1 notwendig.
Seien daher g, h ∈ NFq[T ] mit

ggT(g, h) =: a (1.3)

und x0, y0 ∈ Fq[T ] mit
gx0 − hy0 = a. (1.4)

Weiterhin seien i ∈ Fq[T ] mit
ggT(g, h, i) = 1 (1.5)

und A,B ∈ Fq[T ] so gewählt, daß

Aa +Bi = Ax0g −Ay0h+Bi = 1. (1.6)
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Definiert man zu d, e, f ∈ Fq[T ] die Unterdeterminanten

x :=

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣ , y :=

∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣ , z :=

∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣ ,
so gilt

gx− hy + iz = det

g h i
d e f
g h i

 = 0.

Um alle möglichen Unterdeterminanten aufzufinden, sollen daher zunächst alle Lösungen der
Gleichung

gx− hy + iz = 0 (1.7)

bestimmt werden. Eine Basis des Lösungsraums erhält man wie folgt:
Sei zunächst (g, h) 6= (0, 0), also a 6= 0 angenommen.
Ist z = 0, so ist (1.7) äquivalent zu gx − hy = 0 bzw. g

ax = h
a y. Da g

a und h
a teilerfremd

sind, folgt g
a | y. Ein solches y mit minimalem Grad ist g

a , und man erhält x = h
a . Der erste

Basisvektor des Lösungsraums ist daher

v =

(
h

a
,
g

a
, 0

)
.

Für z 6= 0 kann man Gleichung (1.7) umformen zu a
(g
ax−

h
a y
)

= −iz und a | z folgern, da i
und a wegen (1.3) und (1.5) teilerfremd sind. Ein solches z mit minimalem Grad ist z = −a,
und Einsetzen führt auf i = g

ax−
h
a y. Wegen (1.4) kann man x = ix0 und y = iy0 wählen und

erhält als zweiten Basisvektor

w = (ix0, iy0,−a).

Damit ist

{αv + βw | α, β ∈ Fq[T ]} =

{(
α
h

a
+ βix0, α

g

a
+ βiy0,−βa

)∣∣∣∣α, β ∈ Fq[T ]

}
(1.8)

der Lösungsraum der Gleichung gx− hy+ iz = 0. Damit x, y, z als Unterdeterminanten einer
Matrix aus R in Frage kommen, muß ggT(x, y, z) = 1 gelten, d. h. es sind nur solche Lösungen
αv+βw relevant, deren Koordinaten teilerfremd sind. Hierfür ist die Teilerfremdheit von α und
β offensichtlich notwendig. Sie ist aber auch hinreichend: Sei ggT(α, β) = 1, dann existieren
k, l ∈ Fq[T ] mit kα+ lβ = 1. Mit x0, y0 aus (1.4) und A,B aus (1.6) erhält man

(
−ky0 +Bl

g

a

)(
α
h

a
+ βix0

)
+

(
kx0 −Bl

h

a

)(
α
g

a
+ βiy0

)
+ (−Al)(−βa) =

(kα+Blβi)

(
g

a
x0 −

h

a
y0

)
︸ ︷︷ ︸

=1

+Alβa = kα+ lβ (Aa +Bi)︸ ︷︷ ︸
=1

= 1,

weshalb die Koordinaten von αv + βw teilerfremd sein müssen.
Zu einer festen Lösung (x, y, z) = αv + βw =

(
αha + βix0, α

g
a + βiy0,−βa

)
mit teilerfremden

α, β berechnen sich alle zugehörigen d, e, f so daß

x =

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣ , z =

∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣
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wie folgt:
Es soll z = −βa = dh− eg, also β = ega − d

h
a gelten. Wegen (1.4) ist β = β

(
x0

g
a − y0

h
a

)
und

es ergibt sich

(βx0 − e)
g

a
= (βy0 − d)

h

a
.

Wegen ggT(ga ,
h
a ) = 1 gilt g

a | (βy0 − d), d. h. es existiert ein k ∈ Fq[T ] mit βy0 − d = k ga ,

und für g 6= 0 folgt βx0 − e = k ha . Für g = 0 erhält man dasselbe Ergebnis, indem man die

Rechnung mit h
a | (βx0 − e) beginnt, denn nach Voraussetzung verschwinden nicht sowohl g

als auch h. Es ergibt sich also

d = βy0 − k
g

a
, e = βx0 − k

h

a
mit k ∈ Fq[T ].

Durch Einsetzen in
y = di− fg = α

g

a
+ βiy0

ergibt sich (
βy0 − k

g

a

)
i− fg = α

g

a
+ βiy0,

d. h.

f = −1

a
(α+ ik)

falls g 6= 0. Für g = 0 setzt man analog in die Gleichung

x = ei− fh = α
h

a
+ βix0

ein und kommt zum selben Ergebnis. Aufgrund von f ∈ Fq[T ] erhält man also die Bedingung
α + ik ∈ a Fq[T ]. In jedem Falle rechnet man nach, daß die so gefundenen d, e, f die letzte
verbleibende Gleichung für x bzw. y erfüllen. Zusammenfassend erhält man

(d, e, f) =

(
βy0 − k

g

a
, βx0 − k

h

a
,−1

a
(α+ ik)

)
für α+ ik ∈ aFq[T ].

Tatsächlich fallen die verschiedenen Möglichkeiten für d, e, f aber in Γ′∆\R alle zusammen, da
dort der Vektor (d, e, f) nur modulo (g, h, i) bestimmt ist. Dies rechnet man wie folgt nach:
Seien k, l ∈ Fq[T ] mit α+ ik ∈ aFq[T ], α+ il ∈ aFq[T ], dann liegt auch die Differenz i(k − l)
in aFq[T ] und wegen ggT(i, a) = 1 ist dies äquivalent zu k − l ∈ aFq[T ]. Andererseits gilt(

βy0 − k
g

a
, βx0 − k

h

a
,−α+ ik

a

)
∈
(
βy0 − l

g

a
, βx0 − l

h

a
,−α+ il

a

)
+ Fq[T ] · (g, h, i)

genau dann, wenn (
(k − l)g

a
, (k − l)h

a
, (k − l) i

a

)
∈ Fq[T ] · (g, h, i),

was wegen ggT(a, i) = 1 genau dann der Fall ist, wenn k−l ∈ aFq[T ]. Wählt man beispielsweise
k = −Bα, was wegen α + ik = α(1 − iB) = αAa (vgl. (1.6)) zulässig ist, so erhält man den
Vertreter

(d, e, f) =

(
βy0 +Bα

g

a
, βx0 +Bα

h

a
,−αA

)
. (1.9)

Es bleibt noch der Fall (g, h) = (0, 0) bzw. a = 0 zu betrachten.
Wegen (1.5) muß dann i ∈ F∗q gelten, und für die Unterdeterminanten ergibt sich∣∣∣∣d e

g h

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣ = di,

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣ = ei.
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Da die Unterdeterminanten teilerfremd sein sollen, erhält man die Bedingung ggT(di, ei) = 1
und hieraus, wegen i ∈ F∗q , ggT(d, e) = 1. Für f gibt es keine einschränkenden Bedingungen.

Zwei Matrizen

(
d e f
0 0 i

)
,

(
d′ e′ f ′

0 0 i′

)
sind genau dann äquivalent in Γ′∆R, wenn es ein

z ∈ Fq[T ] gibt mit

(
d e f
0 0 i

)
=

(
1 z
0 1

)(
d′ e′ f ′

0 0 i′

)
, also wenn d = d′, e = e′, i = i′ und

f = f ′+ iz. Hieraus sieht man, daß ein vollständiges Repräsentantensystem für diese Art von
Matrizen gegeben ist durch{(

d e 0
0 0 i

)∣∣∣∣ d, e ∈ Fq[T ], i ∈ F∗q , ggT(d, e) = 1

}
.

Setzt man hier
g

a
:= 1,

h

a
:= 0, x0 := 1, y0 := 0, A := 0

(und B = i−1 wegen Aa + Bi = 1), so läßt sich {(d, e, 0) | d, e ∈ Fq[T ], ggT(d, e) = 1} in der
Form von (1.9) und die Menge der möglichen Unterdeterminanten

x =

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣ , z =

∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣
in der Form von (1.8) mit teilerfremden α, β schreiben, so daß man beide Fälle auf einen
zurückführen kann.

Bei den gefundenen Lösungen für (d, e, f) gilt in beiden Fällen, daß nicht notwendigerweise
die Bedingung N | d für die Matrizen aus R erfüllt ist. Dies muß man noch zusätzlich fordern.
Es gilt somit

Γ′∆\R =

Γ′∆·


(
βy0 +Bα ga βx0 +Bαha −αA

g h i

)
∈ M2,3(Fq[T ])

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g, h ∈ NFq[T ],
i, α, β,A,B, x0, y0 ∈ Fq[T ],
ggT(g, h) = a, ggT(g, h, i) = 1,
x0g − y0h = a, Aa +Bi = 1,
ggT(α, β) = 1, N | (βy0 +Bα ga )

 .
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Kapitel 2

Γ0(N)-invariante harmonische
Koketten

In diesem Kapitel sei f : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C eine Γ0(N)-invariante harmonische Ko-
kette∗, so daß man f in naheliegender Weise als Funktion auf Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞
auffassen kann. In den Abschnitten 2.1 und 2.2 sei zusätzlich vorausgesetzt, daß f endlichen
Träger modulo Γ0(N) besitzt, d. h. daß f(X) = 0 für fast alle X ∈ Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞

gilt.

2.1 Aussagen über endliche Träger harmonischer Koketten

Die zwei zentralen Aussagen betreffend den Träger von f , die den Kern des Unterkapitels
bilden, sind Satz 2.1.5 und Satz 2.1.23, nämlich daß

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0 für m ≤ 1,

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 = 0 für m ≤ 0

sowie

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0 für n ≤ −m− 6 deg(N) + 4 oder n ≥ 2m+ 3 deg(N)− 2,

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 = 0 für n ≤ −m− 6 deg(N) + 3 oder n ≥ 2m+ 3 deg(N).

Der Beweis dieser Aussagen benötigt jeweils einiges an technischer Vorarbeit.

∗In einigen Beweisen wird der Buchstabe f als Eintrag einer Matrix aus z. B. Γ0(N) verwendet werden. Die
Bedeutung von f wird aber immer aus dem Kontext ersichtlich sein.
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Lemma 2.1.1 Seien m, n ∈ Z mit m ≤ 0, n ≥ m sowie y ∈ K∞, dann sind die Matrizenπm∞ 0 0
0 πn∞ y
0 0 1

 und

πm∞ 0 0
0 πn∞ y
0 0 1


genau dann äquivalent in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞ , wenn m = m.

Beweis Gelte

πm∞ 0 0
0 πn∞ y
0 0 1

 ≡
πm∞ 0 0

0 πn∞ y
0 0 1

 in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞, dann existierena b c

d e f
g h i

 ∈ Γ0(N),

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 ∈ Γ∞ und k ∈ K∗∞ mit

a b c
d e f
g h i

πm∞ 0 0
0 πn∞ y
0 0 1

 =

πm∞ 0 0
0 πn∞ y
0 0 1

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 k,

also aπm∞ bπn∞ by + c
dπm∞ eπn∞ ey + f
gπm∞ hπn∞ hy + i

 =

 απm∞ βπm∞ γπm∞
δπn∞ + ηy επn∞ + θy ζπn∞ + ιy

η θ ι

 k.

Ein Vergleich der Bewertungen der Determinante von rechter und linker Seite liefert

m+ n = m + n+ 3v∞(k),

also ist

m = m + 3v∞(k). (2.1)

Weil

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 ∈ Γ∞, müssen α, ε und ι in O∗∞ liegen, da sonst die Determinante durch

π∞ teilbar wäre. Somit ist v∞(α) = 0. Aufgrund von aπm∞ = απm∞k muß a 6= 0 sein, und es
gilt

v∞(a) +m = v∞(α) + m + v∞(k).

Unter Benutzung von (2.1) folgt hieraus

v∞(a) = −2v∞(k), (2.2)

und somit also v∞(k) ≥ 0.
Wegen m ≤ 0 und g ∈ Fq[T ] ist gπm∞ ∈ Fq[T ]. Andererseits ist nach Definition von Γ∞ und
wegen v∞(k) ≥ 0 aber ηk ∈ π∞O∞, so daß aus gπm∞ = ηk direkt g = η = 0 folgt. Somit gilt
dπm∞ = δπn∞k und daher

v∞(d) +m = v∞(δ) + n+ v∞(k).

Wäre d 6= 0, so müßte auch δ 6= 0 sein. Da δ ∈ π∞O∞ nach Definition von Γ∞ und ferner
n ≥ m nach Voraussetzung, folgte hieraus

−1 ≥ v∞(d)︸ ︷︷ ︸
≤0

− v∞(δ)︸ ︷︷ ︸
≥1

= n−m︸ ︷︷ ︸
≥0

+ v∞(k)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0,
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was einen Widerspruch darstellt. Also muß d = δ = 0 sein.

Die Determinante von

a b c
d e f
g h i

 =

a b c
0 e f
0 h i

 ist gleich a · (ei−fh) und liegt in F∗q , somit

ist
0 = v∞(a) + v∞(ei− fh),

woraus wegen v∞(a) ≤ 0 und v∞(ei− fh) ≤ 0 folgt, daß v∞(a) = 0. Aus (2.2) ergibt sich nun
v∞(k) = 0 und daraus, eingesetzt in (2.1), m = m wie behauptet. �

Lemma 2.1.2 Seien m, n ∈ Z mit m, n ≤ 0, u ∈ K∞ und l ∈ N0. Die Matrizenπm∞ u 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 und

πm−l∞ uπ−l∞ 0
0 πn−l∞ 0
0 0 1


sind genau dann äquivalent in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞, wenn l = 0.

Beweis Angenommen,

πm∞ u 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 ≡

πm−l∞ uπ−l∞ 0
0 πn−l∞ 0
0 0 1

 in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞,

dann gibt es

a b c
d e f
g h i

 ∈ Γ0(N),

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 ∈ Γ∞ und k ∈ K∗∞ mit

a b c
d e f
g h i

πm∞ u 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

πm−l∞ uπ−l∞ 0
0 πn−l∞ 0
0 0 1

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 k,

d. h. aπm∞ au+ bπn∞ c
dπm∞ du+ eπn∞ f
gπm∞ gu+ hπn∞ i

 =

απm−l∞ + δuπ−l∞ βπm−l∞ + εuπ−l∞ γπm−l∞ + ζuπ−l∞
δπn−l∞ επn−l∞ ζπn−l∞
η θ ι

 k.

Die Bewertung der Determinante der linken Seite ist gleich m + n, die der rechten Seite
m+ n− 2l + 3v∞(k), woraus

l =
3

2
v∞(k) (2.3)

folgt und daher v∞(k) ≥ 0 wegen der Voraussetzung l ≥ 0. Wegen m ≤ 0 ist einerseits
gπm∞ ∈ Fq[T ], andererseits gilt aber gπm∞ = ηk ∈ π∞O∞, da η ∈ π∞O∞ und v∞(k) ≥ 0. Also
muß g = η = 0 sein, und gu+ hπn∞ = θk vereinfacht sich zu

hπn∞ = θk.

Aufgrund von hπn∞ ∈ Fq[T ] und θk ∈ π∞O∞ gilt daher h = θ = 0.

Da die Determinante von

a b c
d e f
g h i

 in F∗q liegt, muß auch i ∈ F∗q sein wegen g = h = 0.

Analog erhält man über Betrachtung der Determinante von

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 und aus η = θ = 0

die Bedingung ι ∈ O∗∞. Ein Koeffizientenvergleich liefert i = ιk und daher

0 = v∞(i) = v∞(ιk) = v∞(k),
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so daß die Behauptung aus (2.3) folgt.

�

Lemma 2.1.3 Seien m, n ∈ Z mit n ≥ m− 1, m ≤ 1 und u, v, w ∈ K∞, dann ist

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0.

Beweis Sei v = v− + v+ mit v− ∈ Fq[T ] und v+ ∈ π∞O∞, dann ist, für jedes ε ∈ Fq,

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

f


1 0 επm−1

∞ − v−
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ0(N)

πm∞ u v− + v+

0 πn∞ w
0 0 1

1 0 −π−m∞ v+

0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ∞

 =

f

πm∞ u επm−1
∞

0 πn∞ w
0 0 1


und daher

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = q−1
∑
ε∈Fq

f

πm∞ u επm−1
∞

0 πn∞ w
0 0 1

 ,

woraus sich mit der Harmonizitätsbedingung (HB2) die Gleichheit

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = −q−1f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 w
0 0 1


ergibt. Da n ≥ m− 1, ist επm−1−n

∞ ∈ Fq[T ] für jedes ε ∈ Fq und daher

f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 w
0 0 1

 = f

1 επm−1−n
∞ 0

0 1 0
0 0 1

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 w
0 0 1

 =

f

u+ επm−1
∞ πm−1

∞ wεπm−1−n
∞

πn∞ 0 w
0 0 1

 .

Schreibt man wεπm−1−n
∞ als w− + w+ mit w− ∈ Fq[T ] und w+ ∈ π∞O∞, ergibt sich

f

u+ επm−1
∞ πm−1

∞ wεπm−1−n
∞

πn∞ 0 w
0 0 1

 =
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f


1 0 −w−

0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ0(N)

u+ επm−1
∞ πm−1

∞ w− + w+

πn∞ 0 w
0 0 1

1 0 0
0 1 −w+π

1−m
∞

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ∞

 =

f

u+ επm−1
∞ πm−1

∞ 0
πn∞ 0 w
0 0 1

 ,

also ist

f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 w
0 0 1

 = q−1
∑
ε∈Fq

f

u+ επm−1
∞ πm−1

∞ 0
πn∞ 0 w
0 0 1

 ,

und mit Bedingung (HB1) folgt

−q−1f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 w
0 0 1

 = q−2f

πm−1
∞ u 0
0 πn∞ w
0 0 1

 .

Diese Schritte kann man nun beliebig oft wiederholen und erhält daraus

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = q−2kf

πm−k∞ u 0
0 πn∞ w
0 0 1


für jedes k ∈ N. Für jedes k ∈ N mit m− k ≤ v∞(u) ist ferner

f

πm−k∞ u 0
0 πn∞ w
0 0 1

 = f

πm−k∞ u 0
0 πn∞ w
0 0 1

1 −uπ−m+k
∞ 0

0 1 0
0 0 1

 =

f

πm−k∞ 0 0
0 πn∞ w
0 0 1

 .

Da nach Lemma 2.1.1 die Matrizen

πm−k∞ 0 0
0 πn∞ w
0 0 1

 und

πm−l∞ 0 0
0 πn∞ w
0 0 1

 in

Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ genau dann gleich sind, wenn k = l, und f modulo Γ0(N) endlichen

Träger besitzt, gibt es ein k0 ∈ N mit k0 ≥ m− v∞(u), so daß

f

πm−k0
∞ u 0
0 πn∞ w
0 0 1

 = f

πm−k0
∞ 0 0
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0.

Daher ist

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = q−2k0f

πm−k0
∞ 0 0
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0.

�
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Lemma 2.1.4 Für u, v, w ∈ K∞ und m, n ∈ Z mit m, n ≤ 1 ist

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0.

Beweis Schreibt man w = w− + w+ mit w− ∈ Fq[T ], w+ ∈ π∞O∞, so ist

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = f

1 0 0
0 1 −w−
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w− + w+

0 0 1

1 0 0
0 1 −π−n∞ w+

0 0 1

 =

f

πm∞ u −uw+π
−n
∞ + v

0 πn∞ 0
0 0 1

 .

Mit −uw+π
−n
∞ + v = v− + v+, v− ∈ Fq[T ], v+ ∈ π∞O∞, erhält man weiterhin

f

πm∞ u v− + v+

0 πn∞ 0
0 0 1

 =

f

1 0 −v−
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v− + v+

0 πn∞ 0
0 0 1

1 0 −π−m∞ v+

0 1 0
0 0 1

 =

f

πm∞ u 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 .

Ferner kann man durch Rechtsmultiplikation mit einer Matrix aus Γ∞ den Eintrag u modulo
πm∞O∞ reduzieren, also erreichen, daß u ∈ Fq[T ]. Wie zu Anfang des Beweises des vorherigen
Lemmas gezeigt wurde, gilt

f

πm∞ u 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 = −q−1f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 0
0 0 1


für alle m ≤ 1. Wegen π−1

∞ = T und u ∈ Fq[T ] ist außerdem, für alle ε ∈ Fq,

f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 0
0 0 1

 = f


1 0 εuπ−1

∞
0 1 επn−1

∞
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ0(N)

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 0
0 0 1


 =

f

 u πm−1
∞ εuπ−1

∞
πn∞ 0 επn−1

∞
0 0 1

 ,

und mit der Harmonizitätsbedingung (HB3) folgt

f

 u πm−1
∞ 0

πn∞ 0 0
0 0 1

 = q−1
∑
ε∈Fq

f

 u πm−1
∞ εuπ−1

∞
πn∞ 0 επn−1

∞
0 0 1

 =

− q−1f

πm−1
∞ uπ−1

∞ 0
0 πn−1

∞ 0
0 0 1

 ,
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so daß man insgesamt

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = q−2f

πm−1
∞ uπ−1

∞ 0
0 πn−1

∞ 0
0 0 1


erhält. Iteriert man dies, ergibt sich

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = q−2kf

πm−k∞ uπ−k∞ 0
0 πn−k∞ 0
0 0 1


für alle k ∈ N. Gemäß Lemma 2.1.2 gibt es unendlich viele dieser k, so daß die zugehörigen
Matrizen auf der rechten Seite nicht gleich sind in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞. Aus dem endlichen

Träger modulo Γ0(N) von f folgt, daß f für hinreichend großes k auf

πm−k∞ uπ−k∞ 0
0 πn−k∞ 0
0 0 1


verschwindet. Damit erhält man

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = 0.

�

Aus Lemma 2.1.3, Lemma 2.1.4 und der Harmonizitätsbedingung (HB2) folgt nun unmittel-
bar die erste wichtige Aussage über den Träger von f .

Satz 2.1.5 Seien X =

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 , Y =

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 ∈ Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞,

dann ist f(X) = 0, falls m ≤ 1, und f(Y ) = 0, falls m ≤ 0.

Auch für die zweite Hauptaussage sind umfangreichere technische Vorbereitungen erforderlich.

Lemma 2.1.6 Sei γ ∈ G(Fq[T ]) und M =

1 0 0
x 1 0
y z 1

 ∈ Γ0(N), dann gibt es eine Matrix

γ0 ∈ Γ0(N) mit γ0γ = γM .

Beweis Sei

γ =

a b c
d e f
g h i

 ,

dann ergeben sich die Unterdiagonaleinträge von γMγ−1 = (γ̃ij)1≤i,j≤3 zu

γ̃21 =
1

det(γ)
((−fh+ ei)(ex+ fy) + f(fg − di)z),

γ̃31 =
1

det(γ)
((−fh+ ei)(hx+ iy)− i(−fg + di)z),

γ̃32 =
1

det(γ)
((ch− bi)(hx+ iy) + i(−cg + ai)z)
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und sind somit durch N teilbar, da x, y, z ∈ NFq[T ] wegen M ∈ Γ0(N). Hieraus folgt offen-
sichtlich γMγ−1 ∈ Γ0(N) und daher die Behauptung. �

Für ε ∈ Fq sei an die Bezeichnungen

Xε =

ε 1 0
1 0 0
0 0 1

 ∈ G(K∞),

Zε =

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 ∈ G(K∞)

erinnert.

Lemma 2.1.7 Für alle γ ∈ G(Fq[T ]), m ∈ Z mit m ≥ deg(N) und alle ε ∈ F∗q , n ∈ Z gilt

γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 ≡ γ
πm+1
∞ 0 επm∞
0 πn∞ 0
0 0 1

 = γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

Zε

in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

Beweis Wegen π−1
∞ = T und m ≥ deg(N) ist Nπ

deg(N)−m
∞ ein Polynom in NFq[T ] vom Grad

m und besitzt daher eine Darstellung Nπ
deg(N)−m
∞ =

m∑
i=0

giT
i mit g0, . . . , gm−1 ∈ Fq, gm ∈ F∗q .

Aufgrund von ε ∈ F∗q liegt  1 0 0
0 1 0

− N
εgm

π
deg(N)−m
∞ 0 1


in Γ0(N). Aus v∞(− N

εgm
π

deg(N)
∞ ) = 0 und

− N
gm

πdeg(N)
∞ + 1 = − 1

gm
(gm + gm−1π∞ + . . .+ g1π

m−1
∞ + g0π

m
∞) + 1 =

−gm−1

gm
π∞ − . . .−

g1

gm
πm−1
∞ − g0

gm
πm∞ ∈ π∞O∞

ersieht man, daß 1 0 0
0 ε 1

0 − N
gm
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgm
π

deg(N)
∞

 ∈ Γ∞.

Somit ist  1 0 0
0 1 0

− N
εgm

π
deg(N)−m
∞ 0 1


πm+1
∞ 0 επm∞
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

 1 0 0
0 1 0

− N
εgm

π
deg(N)−m
∞ 0 1


 0 επm∞ πm∞
πn∞ 0 0
0 1 0

 0 1 0
0 0 1
π∞ 0 0


︸ ︷︷ ︸

=R

=
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 0 επm∞ πm∞
πn∞ 0 0

0 − N
gm
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgm
π

deg(N)
∞

R =

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1


1 0 0

0 ε 1

0 − N
gm
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgm
π

deg(N)
∞

R

und daher

γ

 1 0 0
0 1 0

− N
εgm

π
deg(N)−m
∞ 0 1


πm+1
∞ 0 επm∞
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1


1 0 0

0 ε 1

0 − N
gm
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgm
π

deg(N)
∞

R.

Nach Lemma 2.1.6 existiert ein γ0 ∈ Γ0(N) mit

γ

 1 0 0
0 1 0

− N
εgm

π
deg(N)−m
∞ 0 1

 = γ0γ.

Damit gilt

γ0γ

πm+1
∞ 0 επm∞
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

γ

 1 0 0
0 1 0

− N
εgm

π
deg(N)−m
∞ 0 1


πm+1
∞ 0 επm∞
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1


1 0 0

0 ε 1

0 − N
gm
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgm
π

deg(N)
∞

R,

weshalb γ

πm+1
∞ 0 επm∞
0 πn∞ 0
0 0 1

 ≡ γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ . �

Lemma 2.1.8 Für alle γ ∈ G(Fq[T ]), n ∈ Z mit n ≥ deg(N) und alle ε ∈ F∗q ,m ∈ Z gilt

γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 ≡ γ
 0 πm∞ 0
πn+1
∞ 0 επn∞
0 0 1

 = γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

Zε

in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

Beweis Wie im Beweis von Lemma 2.1.7 folgt aus n ≥ deg(N), daß Nπ
deg(N)−n
∞ ein Po-

lynom in NFq[T ] vom Grad n ist und daher eine Darstellung Nπ
deg(N)−n
∞ =

n∑
i=0

giT
i mit
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g0, . . . , gn−1 ∈ Fq, gn ∈ F∗q besitzt. Somit ist für alle ε ∈ F∗q auch − N
εgn

π
deg(N)−n
∞ ein Polynom

in NFq[T ] vom Grad n. Weiter folgt v∞

(
N
εgn

π
deg(N)
∞

)
= 0 und

−N
gn
πdeg(N)
∞ + 1 = −gn−1

gn
π∞ − . . .−

g1

gn
πn−1
∞ − g0

gn
πn∞ ∈ π∞O∞,

woraus man 1 0 0
0 1 0

0 − N
εgn

π
deg(N)−n
∞ 1


 0 πm∞ 0
πn+1
∞ 0 επn∞
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0

0 − N
εgn

π
deg(N)−n
∞ 1


πm∞ 0 0

0 επn∞ πn∞
0 1 0

 0 1 0
0 0 1
π∞ 0 0


︸ ︷︷ ︸

=R

=

πm∞ 0 0
0 επn∞ πn∞
0 −N

gn
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgn
π

deg(N)
∞

R =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1


1 0 0

0 ε 1

0 −N
gn
π

deg(N)
∞ + 1 − N

εgn
π

deg(N)
∞

R

erhält. Mit Lemma 2.1.6 folgt hieraus die Behauptung analog zum Beweis von Lemma 2.1.7.
�

Lemma 2.1.9 Für alle γ ∈ G(Fq[T ]), m,n ∈ Z mit m− n ≥ deg(N) und alle ε ∈ F∗q gilt

γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 ≡ γ
επm∞ πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 = γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

Xε

in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

Beweis Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 2.1.7 unter Benutzung von

Nπ
deg(N)+n−m
∞ =

m−n∑
i=0

giT
i ∈ NFq[T ], − N

εgm−n
π

deg(N)
∞ ∈ O∗∞, − N

gm−n
π

deg(N)
∞ + 1 ∈ π∞O∞

sowie  1 0 0

− N
εgm−n

π
deg(N)+n−m
∞ 1 0

0 0 1


επm∞ πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1


 ε 1 0

− N
gm−n

π
deg(N)
∞ + 1 − N

εgm−n
π

deg(N)
∞ 0

0 0 1

 .

�
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Lemma 2.1.10 Seien Z, Z ∈ G(K∞) zwei Matrizen mit Z ≡ Z mod Γ∞〈R〉K∗∞. Für jede
Funktion φ : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C gilt∑

ε∈Fq

φ(ZZε) =
∑
ε∈Fq

φ(ZZε)

sowie ∑
ε∈Fq

φ(ZXε) =
∑
ε∈Fq

φ(ZXε),

d. h. der Wert der Summe ist unabhängig von der Wahl des Vertreters der Nebenklasse von
Z in G(K∞)/Γ∞K

∗
∞.

Beweis Zunächst sei angemerkt, daß ZεR
2π−1
∞ =

1 0 0
0 ε 1
0 1 0

.

Es gilt P2/Γ∞ = {ZεR2π−1
∞ Γ∞ | ε ∈ Fq}∪{Γ∞}: Sei H =

a b c
d e f
g h i

 ∈ P2. Falls h ∈ π∞O∞,

so ist H ∈ Γ∞, also HΓ∞ = Γ∞ bzw. H liegt in der Nebenklasse der Einheitsmatrix. Sei daher
angenommen, daß h /∈ π∞O∞, d. h. h ∈ O∗∞. Dann ist v∞( gh) ≥ 1, weshalb H in derselben
Klasse liegt wie a b c

d e f
g h i

 1 0 0
− g
h 1 − i

h
0 0 1

 =

ah−bg
h b ch−bi

h
dh−eg
h e fh−ei

h
0 h 0

 .

Wegen d, g ∈ π∞O∞ liegt dh− eg in π∞O∞, und da O∗∞ 3 det(H) ≡ a(ei− fh) mod π∞O∞,
ist ei− fh ∈ O∗∞, so daß H auch äquivalent ist zur Matrixah−bg

h b ch−bi
h

dh−eg
h e fh−ei

h
0 h 0

 1 0 0
0 h−1 0

−dh−eg
fh−ei 0 1

 =

det(H)
ei−fh

b
h

ch−bi
h

0 e
h

fh−ei
h

0 1 0

 .

Da det(H)
ei−fh ∈ O

∗
∞, kann man die erste Spalte durch (1, 0, 0)T ersetzen, ohne die Äquivalenzklasse

zu ändern, und weiter äquivalent umformen mittels1 b
h

ch−bi
h

0 e
h

fh−ei
h

0 1 0

1 − b
h − ch−bi

h
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 0

0 e
h

fh−ei
h

0 1 0

 .

Wegen fh−ei
h ∈ O∗∞ ist diese Matrix äquivalent zu1 0 0

0 e
h 1

0 1 0

 .

Sei e
h =

∞∑
i=0

aiπ
i
∞ mit a0, a1, . . . ∈ Fq, so kann man weiter umformen zu

1 0 0
0 e

h 1
0 1 0

1 0 0
0 1 0
0 a0 − e

h 1

 =

1 0 0
0 a0 1
0 1 0

 ,
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d. h. es gibt ein a0 = ε ∈ Fq mit H ≡ ZεR
2π−1
∞ , wie behauptet. Ferner gilt offensichtlich

ZεR
2π−1
∞ 6≡ ZδR

2π−1
∞ für ε 6= δ. Nach Voraussetzung gibt es ein γ ∈ Γ∞ und ein k ∈ K∗∞

mit Z = Zγk. Linksmultiplikation der Nebenklassen von P2/Γ∞ mit γ ist transitiv und bildet
die Teilmenge der Vertreter {ZεR2π−1

∞ | ε ∈ Fq} in sich selber ab. Da φ rechtsinvariant unter
Γ∞〈R〉K∗∞ ist, gilt∑

ε∈Fq

φ(ZZε) =
∑
ε∈Fq

φ(ZγkZεR
2π−1
∞ ) =

∑
ε∈Fq

φ(Z(γZεR
2π−1
∞ )) =

∑
ε∈Fq

φ(ZZεR
2π−1
∞ ) =

∑
ε∈Fq

φ(ZZε).

Der Nachweis von ∑
ε∈Fq

φ(ZXε) =
∑
ε∈Fq

φ(ZXε)

erfolgt analog unter Verwendung von P1/Γ∞ = {XεΓ∞ | ε ∈ Fq} ∪ {Γ∞}. �

Lemma 2.1.11 Für alle M ∈ G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ gilt

f(M) +
∑
ε∈Fq

f(MZε) = 0 (2.4)

und
f(M) +

∑
ε∈Fq

f(MXε) = 0. (2.5)

Beweis Sei Z der kanonische Vertreter von M in G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ aus Satz 1.2.1. Weiter seien

X =

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 , Y =

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 ∈ G(K∞),

dann kann man o. B. d. A. annehmen, daß Z ∈ {X,XR,XR2, Y, Y R, Y R2}.
Nach Lemma 2.1.10 gilt für Aε = Zε bzw. Aε = Xε die Gleichheit∑

ε∈Fq

f(ZAε) =
∑
ε∈Fq

f(MAε)

und daher
f(M) +

∑
ε∈Fq

f(MAε) = f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZAε),

weshalb es offensichtlich genügt, die Gleichungen für die sechs möglichen Fälle der Gestalt
von Z zu zeigen. Hierfür wird von der in Bemerkung 1.3.3 angeführten Notation der Harmo-
nizitätsbedingungen als

f(X) +
∑
ε∈Fq

f(XXε) = 0, (HB1)

f(Y ) +
∑
ε∈Fq

f(Y Zε) = 0, (HB2)

f(X) +
∑
ε∈Fq

f(XZε) = 0 (HB3)

Gebrauch gemacht werden. Zuerst soll mittels einer Fallunterscheidung die Gleichung (2.4)
gezeigt werden.
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• Z = X: Es gilt f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) = 0 wegen (HB3).

• Z = XR: Man rechnet nach, daß

RZεR = Xεπ∞. (2.6)

Wegen der Invarianzen von f ergibt sich damit

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) = f(XR) +
∑
ε∈Fq

f(XRZε) =

f(X) +
∑
ε∈Fq

f(XXεπ∞) = f(X) +
∑
ε∈Fq

f(XXε)
(HB1)

= 0.

• Z = XR2: Sei zunächst ε ∈ F∗q . Definiert man

γε :=

−ε−1 0 0
0 1 0
π∞ 0 ε

 ∈ Γ∞,

so erhält man die Identität
R2Zε = QZε−1γεπ∞ (2.7)

und damit, unter Benutzung der Bijektion

F∗q → F∗q , ε 7→ ε−1

sowie der Invarianzen von f ,∑
ε∈F∗q

f(ZZε) =
∑
ε∈F∗q

f(XR2Zε) =
∑
ε∈F∗q

f(XQZε−1γεπ∞) =
∑
ε∈F∗q

f(XQZε),

also ist

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) =

f(XR2) +
∑
ε∈F∗q

f(XR2Zε) + f(XR2Z0) =

f(X) +
∑
ε∈F∗q

f(XQZε) + f(XR2Z0).

Benutzt man noch

QZ0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 sowie R2Z0R
2 = Qπ2

∞, (2.8)

so ergibt sich

f(X) +
∑
ε∈F∗q

f(XQZε) + f(XR2Z0) = f(XQZ0) +
∑
ε∈F∗q

f(XQZε) + f(XR2Z0R
2) =

∑
ε∈Fq

f(XQZε) + f(XQπ2
∞) =

∑
ε∈Fq

f(XQZε) + f(XQ).
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Da XQ =

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 ∈ SQ kann man darauf die Harmonizitätsbedingung

(HB2) anwenden, d. h.

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) =
∑
ε∈Fq

f(XQZε) + f(XQ) = 0.

• Z = Y : Die Gleichung f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) = 0 ist gerade die Harmonizitäts-

bedingung (HB2).

• Z = Y R: Mit

γ̃ε :=

ε 1 0
0 −ε−1 0
0 0 1

 ∈ Γ∞

für ε ∈ F∗q gilt
Y RZεR = XXε−1 γ̃επ∞

und somit

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) =f(Y R) +
∑
ε∈F∗q

f(Y RZε) + f(Y RZ0) =

f(Y ) +
∑
ε∈F∗q

f(XXε−1 γ̃επ∞) + f(Y RZ0).

Da außerdem
Y = XX0 und Y RZ0Rπ

−1
∞ = X,

gilt weiter

f(Y ) +
∑
ε∈F∗q

f(XXε−1 γ̃επ∞) + f(Y RZ0) =

f(XX0) +
∑
ε∈F∗q

f(XXε) + f(Y RZ0Rπ
−1
∞ ) =

∑
ε∈Fq

f(XXε) + f(X)
(HB1)

= 0.

• Z = Y R2: Die Gleichungen (2.7) und (2.8) liefern, analog zum Fall Z = XR2,

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) = f(Y R2) +
∑
ε∈F∗q

f(Y R2Zε) + f(Y R2Z0) =

f(Y ) +
∑
ε∈F∗q

f(Y QZε−1) + f(Y Q) =

f(Y QZ0) +
∑
ε∈F∗q

f(Y QZε) + f(Y Q) =

∑
ε∈Fq

f(Y QZε) + f(Y Q)

und diese Summe verschwindet nach (HB3), da Y Q ∈ S.
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Die Beziehung f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZZε) = 0 gilt also immer, unabhängig davon, welche Form

der kanonische Vertreter Z von M in G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ hat, und somit ist Gleichung (2.4)

gezeigt. Zum Nachweis von Gleichung (2.5) geht man analog vor. Die Darstellung der einzelnen
Umformungsschritte ist etwas kürzer gefaßt.

• Z = X: In diesem Fall ist (2.5) gleich (HB1).

• Z = XR: Wegen R3 = π∞

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ist (2.6) äquivalent zu

RXεR
2 = R2Zε. (2.9)

Hieraus und mit (2.4) erhält man

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZXε) = f(XR) +
∑
ε∈Fq

f(XRXεR
2) = f(XR2) +

∑
ε∈Fq

f(XR2Zε) = 0.

• Z = XR2: Gleichung (2.6) ist gleichbedeutend zu

R2Xε = ZεR, (2.10)

und es ergibt sich

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZXε) = f(XR2) +
∑
ε∈Fq

f(XR2Xε) = f(X) +
∑
ε∈Fq

f(XZεR)
(HB3)

= 0.

• Z = Y : Die Bedingungen (2.6) und (2.4) liefern

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZXε) = f(Y ) +
∑
ε∈Fq

f(Y Xε) = f(Y R) +
∑
ε∈Fq

f(Y RZε) = 0.

• Z = Y R: Erneute Benutzung von (2.9) und (2.4) ergibt

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZXε) = f(Y R) +
∑
ε∈Fq

f(Y RXεR
2) = f(Y R2) +

∑
ε∈Fq

f(Y R2Zε) = 0.

• Z = Y R2: Unter Anwendung von (2.10) und (HB2) erhält man

f(Z) +
∑
ε∈Fq

f(ZXε) = f(Y R2) +
∑
ε∈Fq

f(Y R2Xε) = f(Y ) +
∑
ε∈Fq

f(Y ZεR) = 0.

�

Lemma 2.1.12 Seien γ ∈ G(Fq[T ]) und m, n ∈ Z. Es gilt

f

γ
πm+1
∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

+ qf

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 = 0 für alle m ≥ deg(N), (2.11)

f

γ
 0 πm∞ 0
πn+1
∞ 0 0
0 0 1

+ qf

γ
πm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

 = 0 für alle n ≥ deg(N), (2.12)

f

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

+ qf

γ
πm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

 = 0 für alle m− n ≥ deg(N). (2.13)
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Beweis Gemäß Gleichung (2.4) ist

f

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

f

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

Zε

 = 0.

Für m ≥ deg(N), n ∈ Z und ε ∈ F∗q gilt wegen Lemma 2.1.7 ferner

γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

Zε ≡ γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 ,

woraus zusammen

qf

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

+ f

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

Z0

 = 0

und wegen 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

Z0 =

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 0 1 0
π∞ 0 0
0 0 1

 =

πm+1
∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1


Gleichung (2.11) resultiert.
Der Beweis von (2.12) und (2.13) erfolgt analog unter Verwendung der Lemmata 2.1.8 resp.
2.1.9 und von Gleichung (2.5).

�

Lemma 2.1.13 Seien m,n,m, n ∈ N. Wenn die Matrizenπm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 und

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1


in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent sind, dann gilt m = m und n = n.

Beweis Seien

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 und

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞

äquivalent, dann existieren Matrizena b c
d e f
g h i

 ∈ G(Fq[T ])

und α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 ∈ Γ∞

sowie ein k ∈ K∗∞ und ein ν ∈ {0, 1, 2} mita b c
d e f
g h i

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

Rνk,
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d. h. aπm∞ bπn∞ c
dπm∞ eπn∞ f
gπm∞ hπn∞ i

 =

απm∞ βπm∞ γπm∞
δπn∞ επn∞ ζπn∞
η θ ι

Rνk. (2.14)

Wegen v∞

det

α β γ
δ ε ζ
η θ ι

 = 0 und δ, η, θ ∈ π∞O∞ müssen α, ε und ι in O∗∞ liegen,

so daß
v∞(α) = v∞(ε) = v∞(ι) = 0.

Der Vergleich der Bewertungen der Determinanten von rechter und linker Seite liefert

m+ n = m + n + 3v∞(k) + ν, (2.15)

da det(R) = π∞.
Falls ν = 0, erhält man durch Koeffizientenvergleich

aπm∞ = απm∞k,

eπn∞ = επn∞k,

i = ιk

und hieraus

v∞(a) +m = m + v∞(k), (2.16)

v∞(e) + n = n + v∞(k), (2.17)

v∞(i) = v∞(k). (2.18)

Addition der drei Gleichungen führt auf

m+ n+ v∞(a) + v∞(e) + v∞(i) = m + n + 3v∞(k),

woraus sich mit (2.15) die Gleichung

v∞(a) + v∞(e) + v∞(i) = 0

und somit a, e, i ∈ F∗q ergibt, da a, e, i ∈ Fq[T ]. Aus (2.18) folgt daher v∞(k) = 0, so daß
m = m und n = n wegen (2.16) und (2.17) .
Die Fälle ν = 1 und ν = 2 können nicht auftreten, wie nachfolgend gezeigt wird:
Ist ν = 1, so ist (2.14) äquivalent zuaπm∞ bπn∞ c

dπm∞ eπn∞ f
gπm∞ hπn∞ i

 =

γπm+1
∞ απm∞ βπm∞

ζπn+1
∞ δπn∞ επn∞

ιπ∞ η θ

 k.

Durch Koeffizientenvergleich erhält man

v∞(b) + n = m + v∞(k), (2.19)

v∞(f) = n + v∞(k), (2.20)

v∞(g) +m = 1 + v∞(k), (2.21)

hieraus durch Addition

m+ n+ v∞(b) + v∞(f) + v∞(g) = m + n + 3v∞(k) + 1
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und mit (2.15)

v∞(b) + v∞(f) + v∞(g) = 0,

also b, f, g ∈ F∗q , und (2.20) liefert daher

−v∞(k) = n.

Da n ≥ 1 nach Voraussetzung, muß v∞(k) ≤ −1 sein. Andererseits ergibt sich v∞(k) ≥ 0
wegen (2.21) und m ≥ 1. Folglich sind die Matrizen in diesem Fall nicht äquivalent.
Wenn ν = 2, ist (2.14) gleichbedeutend mitaπm∞ bπn∞ c

dπm∞ eπn∞ f
gπm∞ hπn∞ i

 =

βπm+1
∞ γπm+1

∞ απm∞
επn+1
∞ ζπn+1

∞ δπn∞
θπ∞ ιπ∞ η

 k

und analoges Vorgehen führt zunächst auf

v∞(c) = m + v∞(k), (2.22)

v∞(d) +m = n + v∞(k) + 1,

v∞(h) + n = v∞(k) + 1, (2.23)

weiter auf c, d, h ∈ F∗q und daher auf v∞(k) ≤ −1 wegen (2.22) und v∞(k) ≥ 0 wegen (2.23),
so daß auch in diesem Fall die Matrizen nicht äquivalent sind.

�

Lemma 2.1.14 Seien γ, γ̃ ∈ G(Fq[T ]) und m,n,m, n ∈ N. Wenn die Matrizen

γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 und γ̃

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1


in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent sind, dann gilt m = m und n = n.

Beweis Seien Πm,n :=

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 und Πm,n :=

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

. Wenn γΠm,n und γ̃Πm,n

in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent sind, dann existieren γ0 ∈ Γ0(N), γ∞ ∈ Γ∞ sowie
k ∈ K∗∞ und ν ∈ {0, 1, 2} mit

γΠm,n = γ0γ̃Πm,nγ∞R
νk,

also

Πm,n = γ−1γ0γ̃Πm,nγ∞R
νk.

Dies bedeutet aber, daß Πm,n und Πm,n in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent sind, und
hieraus folgt m = m sowie n = n gemäß Lemma 2.1.13. �

Diese Vorbereitungen münden in den
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Satz 2.1.15 Seien m, n ∈ Z und γ ∈ G(Fq[T ]). Es gilt

f

γ
πm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

 = 0 für alle m,n ≥ deg(N), (2.24)

f

γ
πm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

 = 0 für alle m ≥ deg(N) + n, n ∈ N, (2.25)

f

γ
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 = 0 für alle m ≥ deg(N) + n− 1, n ∈ N. (2.26)

Beweis Es seien d := deg(N), γ ∈ Fq[T ] und

γm,n := γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 .

Wie man leicht nachrechnet, gilt

γ

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 = γm+1,nQ.

Aufgrund des endlichen Trägers von f und wegen Lemma 2.1.14 existiert ein m ∈ N mit
f(γm,n) = 0 für alle m ≥ m und alle n ≥ 1; o. E. kann man m ≥ d annehmen.
Zum Beweis von (2.24) seien m,n ≥ d. Falls m ≥ m, ist nichts zu zeigen. Sei also d ≤ m < m
angenommen, so daß ein l ≥ 1 existiert mit m+ l = m. Nach Wahl von m ist

f(γm,n+l) = f(γm+l,n+l) = 0.

Mit Gleichung (2.11) folgt daraus

f(γm+l,n+lQ) = 0

und mit Gleichung (2.12) weiter

f(γm+l−1,n+l−1) = 0.

Diese beiden Schritte kann man nun (l − 1)-mal wiederholen und erhält schließlich

f(γm,n) = 0.

Um (2.25) und (2.26) einzusehen, seien m,n ∈ N mit m ≥ d+n, also wegen n ≥ 1 insbesondere
m > d. Wie oben kann man m < m, also m + l = m für ein l ≥ 1, annehmen. Nach
Voraussetzung ist

f(γm,n) = f(γm+l,n) = 0

und somit erhält man die Implikationen

f(γm+l,n) = 0
(2.11)
=⇒ f(γm+l,nQ) = 0

(2.13)
=⇒ f(γm+l−1,n) = 0,

aus deren Iteration die Behauptungen folgen. �

Die Relevanz dieses Satzes ergibt sich aus der folgenden Aussage.
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Satz 2.1.16 Jedes X ∈ G(K∞) ist in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent zu einer Ma-
trix aus

W :=


πm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ m,n ∈ N und m > n ≥ 1

∪
 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ m,n ∈ N und m ≥ n ≥ 1

 .

Beweis Im Folgenden bezeichne
”
≡“ Äquivalenz in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ und

”
=“

Gleichheit von Matrizen in G(K∞).
Sei X ∈ G(K∞). Wie in Satz 1.2.2 beschrieben, besitzt X modulo Γ∞〈R〉K∗∞ einen kanoni-
schen Vertreter in VS oder VSQ, weshalb man o. B. d. A. davon ausgehen kann, daß

X =

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 mit u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

oder

X =

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 mit u ∈ K∞/πm+1
∞ O∞, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞.

Sei zunächst angenommen, daß X von der Gestalt u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1


mit u ∈ K∞/πm+1

∞ O∞, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞ ist, dann kann man X äquivalent
zu einer Matrix aus VS umformen: Falls u = 0, so ist

X ≡

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 0 πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 =

πn∞ 0 w
0 πm∞ v
0 0 1


und daher äquivalent zu einem Vertreter aus VS . Sei nun angenommen, daß u 6= 0, dann gibt
es ein k ∈ Z mit k ≤ m und uk ∈ F∗q , uk+1, . . . , um ∈ Fq mit

u =

m∑
j=k

ujπ
j
∞.

Wählt man α = 0 ∈ Fq[T ], falls k ≥ n, und α = −
min{m,n}∑

j=k

ujπ
j−n
∞ ∈ Fq[T ], falls k < n, so ist

X ≡

0 1 0
1 α 0
0 0 1

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 =


πn∞ 0 w

m∑
j=min{m,n}+1

ujπ
j
∞ πm∞ v + αw

0 0 1

 =:

πn∞ 0 w̃
ũ πm∞ ṽ
0 0 1
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mit v∞(ũ) = v∞

(
m∑

j=min{m,n}+1

ujπ
j
∞

)
≥ n+ 1. Falls ũ = 0, ist die gewünschte Form erreicht.

Andernfalls gilt n+ 1 ≤ l := v∞(ũ) ≤ m und

ũ =

m∑
j=l

ujπ
j
∞.

Wegen l ≥ n+ 1 liegt β = 1
ul
πn−l∞ in Fq[T ], so daß

πn∞ 0 w̃
ũ πm∞ ṽ
0 0 1

 ≡
 0 1 0
−1 β 0
0 0 1

πn∞ 0 w̃
ũ πm∞ ṽ
0 0 1

 =


ũ πm∞ ṽ

m+n−l∑
j=n+1

uj−n+l

ul
πj∞

1
ul
πm+n−l
∞ −w̃ + βṽ

0 0 1

 ,

mit v∞

(
m+n−l∑
j=n+1

uj−n+l

ul
πj∞

)
≥ n+ 1 und v∞(ũ) ≥ n+ 1. Gilt

m+n−l∑
j=n+1

uj−n+l

ul
πj∞ = 0, so ist man

fertig. Andernfalls kann man an


ũ =

m∑
j=l

ujπ
j
∞ πm∞ ṽ

m+n−l∑
j=n+1

uj−n+l

ul
πj∞

1
ul
πm+n−l
∞ −w̃ + βṽ

0 0 1

 analoge Umfor-

mungen vornehmen. Dies muß nach endlich vielen Schritten abbrechen, da u =
m∑
j=k

ujπ
j
∞ eine

endliche Summe ist und in jedem Durchlauf mindestens ein Summand wegfällt.

Man kann also ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß X von der Gestaltπm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1


mit u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞ ist. Durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz
von π∞, falls nötig, kann man weiterhin X äquivalent zu einer Matrix der Gestaltπm1

∞ a x
0 πm2

∞ y
0 0 πm3

∞

 mit m1,m2,m3 ≥ 0, a, x ∈ K∞/πm1
∞ O∞, y ∈ K∞/πm2

∞ O∞

umformen. Ferner kann man erreichen, daß y ∈ πm3+1
∞ O∞/π

m2
∞ O∞:

Sei y = πm3
∞ y− + πm3

∞ y+ mit y− ∈ Fq[T ] und y+ ∈ π∞O∞/πm2−m3
∞ O∞, dann giltπm1

∞ a x
0 πm2

∞ y
0 0 πm3

∞

 ≡
1 0 0

0 1 −y−
0 0 1

πm1
∞ a x
0 πm2

∞ y
0 0 πm3

∞


=

πm1
∞ a x
0 πm2

∞ πm3
∞ y+

0 0 πm3
∞

 =:

πm1
∞ a x̃
0 πm2

∞ ỹ
0 0 πm3

∞

 (2.27)

mit ỹ = 0 oder m3 + 1 ≤ v∞(ỹ) < m2. Sei daher im Folgenden davon ausgegangen, daß

X =

πm1
∞ a x
0 πm2

∞ y
0 0 πm3

∞

 mit m1,m2,m3 ≥ 0, a, x ∈ K∞/πm1
∞ O∞, y ∈ πm3+1

∞ O∞/π
m2
∞ O∞.
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Zuerst soll gezeigt werden, daß X äquivalent zu einer Matrix ist, deren Eintrag in der zweiten
Zeile und dritten Spalte gleich 0 ist. Falls y = 0, ist also nichts zu tun, und es sei daher y 6= 0
angenommen. Man kann nun wie folgt den Wert von m2 sukzessive reduzieren und in jedem
Schritt y um πm2

∞ O∞, bis man die behauptete Gestalt erhält. Es giltπm1
∞ a x
0 πm2

∞ y
0 0 πm3

∞

 ≡
1 0 0

0 0 1
0 1 0

πm1
∞ a x
0 πm2

∞ y
0 0 πm3

∞


≡

πm1
∞ a x
0 0 πm3

∞
0 πm2

∞ y


1 0 0

0 1 0

0 −π
m2∞
y 1


≡

πm1
∞ a− x

yπ
m2
∞ x

0 − 1
yπ

m2+m3
∞ πm3

∞
0 0 y


1 0 0

0 −yπ−v∞(y)
∞ 0

0 0 1
yπ

v∞(y)
∞



≡

π
m1
∞ xπ

m2−v∞(y)
∞ − ayπ−v∞(y)

∞
x
yπ

v∞(y)
∞

0 π
m2+m3−v∞(y)
∞

1
yπ

m3+v∞(y)
∞

0 0 π
v∞(y)
∞


=:

πm̃1
∞ ã x̃
0 πm̃2

∞ ỹ
0 0 πm̃3

∞

 .

Sei ỹ = πm̃2
∞ ỹ− + πm̃2

∞ ỹ+ mit ỹ− ∈ T Fq[T ] und ỹ+ ∈ O∞, so istπm̃1
∞ ã x̃
0 πm̃2

∞ ỹ
0 0 πm̃3

∞

 ≡
πm̃1
∞ ã x̃
0 πm̃2

∞ ỹ
0 0 πm̃3

∞

1 0 0
0 1 −ỹ+

0 0 1


=

πm̃1
∞ ã x̃− ãỹ+

0 πm̃2
∞ πm̃2

∞ ỹ−
0 0 πm̃3

∞

 (2.28)

mit πm̃2
∞ ỹ− = 0 oder v∞(πm̃2

∞ ỹ−) < m2.
Man kann nun noch Äquivalenzumformungen analog zu (2.27) anwenden, so daßπm̃1

∞ ã x̃− ãỹ+

0 πm̃2
∞ πm̃2

∞ ỹ−
0 0 πm̃3

∞

 ≡
πm̃1
∞ ã ˜̃x

0 πm̃2
∞ ˜̃y

0 0 πm̃3
∞

 .

Aus den Voraussetzungen m3 ≥ 0 und m3 + 1 ≤ v∞(y) < m2 folgt

m̃2 = m2 +m3 − v∞(y) ≥ m3 + 1 ≥ 1.

Weiter gilt

m̃1 = m1,

m̃2 = m2 +m3 − v∞(y) < m2,

m̃3 = v∞(y) > m3,

3∑
i=1

m̃i = m1 + (m2 +m3 − v∞(y)) + v∞(y) = m1 +m2 +m3
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und ˜̃y = 0 oder m̃2 > ˜̃y ≥ m̃3 +1. Im ersten Fall ist man fertig, und im zweiten Fall kann man
das Verfahren wiederholen. Da der Wert des ursprünglichen m2 bei jedem Durchgang kleiner
wird und der des ursprünglichen m3 bei jedem Schritt größer, muß das ursprüngliche y nach

höchstens m2− 1 dieser Schritte und jeweils anschließender Reduktion von 1
yπ

m3+v∞(y)
∞ gleich

0 sein, und man gelangt schließlich zu einer Matrix der Formπm1
∞ a x
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞


mit

m1 = m1,

m2 ≤ m2,

m3 ≥ m3 und

m1 +m2 +m3 = m1 +m2 +m3.

Aus Gründen der Lesbarkeit soll diese Matrix nun wieder mitπm1
∞ a x
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞


bezeichnet werden.
Als nächstes werden nun analog die Einträge a und x auf 0 gebracht, indem der Wert von m1

in jedem Schritt um mindestens 1 reduziert wird. Durch Umformungen analog zu (2.27) und
(2.28) kann man davon ausgehen, daß

0 ≤ m2 < v∞(a) < m1 oder a = 0,

0 ≤ m3 < v∞(x) < m1 oder x = 0,

und weiterhin ist

m1,m2,m3 ≥ 0.

Falls v∞(x) < v∞(a), also insbesondere x 6= 0, erhält manπm1
∞ a x
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞

 ≡
0 0 1

0 1 0
1 0 0

πm1
∞ a x
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞


≡

 0 0 πm3
∞

0 πm2
∞ 0

πm1
∞ a x

 1 0 0
0 1 0

−π
m1∞
x −a

x 1


≡

− 1
xπ

m1+m3
∞ −a

xπ
m3
∞ πm3

∞
0 πm2

∞ 0
0 0 x


−xπ−v∞(x)

∞ 0 0
0 1 0

0 0 1
xπ

v∞(x)
∞


≡

πm1+m3−v∞(x)
∞ −a

xπ
m3
∞

1
xπ

m3+v∞(x)
∞

0 πm2
∞ 0

0 0 π
v∞(x)
∞

 :=

π
m′1∞ a′ x′

0 π
m′2∞ 0

0 0 π
m′3∞
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mit

m′1 = m1 +m3 − v∞(x) < m1,

m′2 = m2,

m′3 = v∞(x) > m3.

Falls ∞ > v∞(x) ≥ v∞(a), so ist a 6= 0, und es giltπm1
∞ a x
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞

 ≡
0 1 0

1 0 0
0 0 1

πm1
∞ a x
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞


≡

 0 πm2
∞ 0

πm1
∞ a x
0 0 πm3

∞

 1 0 0

−π
m1∞
a 1 −x

a
0 0 1


≡

− 1
aπ

m1+m2
∞ πm2

∞ −x
aπ

m2
∞

0 a 0
0 0 πm3

∞


−aπ−v∞(a)

∞ 0 0

0 1
aπ

v∞(a)
∞ 0

0 0 1


≡

πm1+m2−v∞(a)
∞

1
aπ

m2+v∞(a)
∞ −x

aπ
m2
∞

0 π
v∞(a)
∞ 0

0 0 πm3
∞

 :=

π
m′1∞ a′ x′

0 π
m′2∞ 0

0 0 π
m′3∞


mit

m′1 = m1 +m2 − v∞(a) < m1,

m′2 = v∞(a) > m2,

m′3 = m3.

Da der Wert von m1 sich also in der Tat mit jedem Schritt reduziert, erhält man nach endlich
vielen Schritten eine Matrix der Formπm̃1

∞ 0 0
0 πm̃2

∞ 0
0 0 πm̃3

∞


und nach Division durch min{m̃1, m̃2, m̃3} sowie einem eventuellen Tausch von Zeilen bzw.
Multiplikation mit R oder R2 hierausπm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

 mit m > n ≥ 0 oder

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 mit m ≥ n ≥ 0.

Falls n ≥ 1, ist die gewünschte Gestalt erreicht. Ist n = 0, so giltπm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 =

πm∞ 0 0
0 1 0
0 0 1

 ≡
1 0 0

0 0 1
0 1 0

πm∞ 0 0
0 1 0
0 0 1

R ≡

 0 πm∞ 0
π∞ 0 0
0 0 1


mit m ≥ 1, und im zweiten Fall 0 πm∞ 0

πn∞ 0 0
0 0 1

 =

0 πm∞ 0
1 0 0
0 0 1

 ≡
1 0 0

0 0 1
0 1 0

0 πm∞ 0
1 0 0
0 0 1

R2 ≡

πm+1
∞ 0 0
0 π∞ 0
0 0 1

 ,

56



Unterkapitel 2.1 Aussagen über endliche Träger harmonischer Koketten

falls m+ 1 > 1, bzw. 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ≡
0 0 1

1 0 0
0 1 0

0 1 0
1 0 0
0 0 1

R2 ≡

 0 π∞ 0
π∞ 0 0
0 0 1

 ,

falls m = n = 0. �

Korollar 2.1.17 Es existiert eine 1-zu-1-Korrespondenz

G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ ←→ W.

Beweis Dies folgt aus dem vorangehenden Satz und Lemma 2.1.13. �

Korollar 2.1.18 Sei L ein vollständiges Repräsentantensystem von Γ0(N)\G(Fq[T ]). Zu je-
dem Vertreter X aus Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ gibt es ein γ ∈ L und ein W ∈ W mit
X ≡ γW in G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

Beweis Nach Satz 2.1.16 existiert eine Matrix W ∈ W, so daß X ≡ W in
G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞, d. h. es gibt γ0 ∈ G(Fq[T ]), γ∞ ∈ Γ∞, k ∈ K∗∞ und ν ∈ Z
mit

X = γ0Wγ∞R
νk.

Definitionsgemäß gibt es ferner ein γ ∈ L mit γ0 ∈ Γ0(N)γ, so daß

X ∈ Γ0(N)γWγ∞R
νk

bzw.
X ≡ γW in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

�

Um ein vollständiges Repräsentantensystem von Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ zu berech-
nen, genügt es daher, sich ein Vertretersystem L von Γ0(N)\G(Fq[T ]) zu beschaffen
und die kanonischen Vertreter von γW für γ ∈ L und W ∈ W zu bestimmen. Da der
Index von Γ0(N) in G(Fq[T ]) endlich ist, enthält auch L nur endlich viele Matrizen. Auf
die praktische Durchführung soll hier verzichtet werden, da dies im Weiteren nicht relevant ist.

Satz 2.1.19 Sei deg(N) = 0, dann ist f ≡ 0.

Beweis Nach Korollar 2.1.17 besitzt jede MatrixX ∈ G(K∞) inG(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞
einen VertreterW ∈ W, d. h. es existiert ein γ̃ ∈ G(Fq[T ]) mitX ≡ γ̃W inG(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞.

Da

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ∈ G(Fq[T ]), gibt es somit ein γ ∈ Fq[T ] und m,n ∈ N, so daß

X ≡ γ

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 in G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞,

und somit folgt die Behauptung mittels Gleichung (2.24) aus Satz 2.1.15. �

Man erhält als weitere Aussage über den Träger harmonischer Koketten:
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Satz 2.1.20 Seien deg(N) ≥ 1, m,n ∈ N und X ∈ Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞, dann ist
f(X) = 0, falls X in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent ist zuπm∞ 0 0

0 πn∞ 0
0 0 1

 mit m > n ≥ deg(N) oder m ≥ n+ deg(N)

oder  0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 mit m ≥ n ≥ deg(N) oder m ≥ n+ deg(N)− 1.

Beweis Gemäß Korollar 2.1.18 gibt es ein γ ∈ G(Fq[T ]) und ein W ∈ W mit X ≡ γW
in Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞, weshalb f(X) = f (γW ). Die Behauptung folgt daher aus
Satz 2.1.15:

Angenommen, es gilt W =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 mit

m > n ≥ 1. (2.29)

Nach (2.24) bzw. (2.25) ist f(γW ) = 0, falls

m,n ≥ deg(N) oder m ≥ deg(N) + n,

und zusammen mit (2.29) und deg(N) ≥ 1 ergibt dies die Bedingungen

m > n ≥ deg(N) oder m ≥ deg(N) + n.

Sei nun angenommen, daß W =

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 mit

m ≥ n ≥ 1. (2.30)

Da γ

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ∈ G(Fq[T ]), gilt

0 = f

γ
0 1 0

1 0 0
0 0 1

πn∞ 0 0
0 πm∞ 0
0 0 1

 = f (γW )

für alle m,n ≥ deg(N) nach (2.24), was wegen deg(N) ≥ 1 zusammen mit (2.30) äquivalent
ist zu f(γW ) = 0 für

m ≥ n ≥ deg(N).

Aus (2.30), (2.26) und deg(N) ≥ 1 erhält man schließlich f(γX) = 0 für alle

m ≥ deg(N) + n− 1.

�

Hat man eine Matrix

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ∈ Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ gegeben, so erlaubt

der letzte Satz eine Aussage darüber, wann diese zum Träger von f gehören kann, denn
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ist

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 ∈ W bzw.

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 ∈ W der kanonische Vertreter von X in

G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞, so ermöglicht der Reduktionsalgorithmus aus dem Beweis von
Satz 2.1.16 eine Abschätzung von m bzw. n. Dies liefert zusammen mit Satz 2.1.20 eine von
m abhängige Beschränkung der möglichen Werte von n. Für den Beweis sollen zuerst zwei
Lemmata bereitgestellt werden.

Lemma 2.1.21 Die Matrix X ∈ G(K∞) sei in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ äquivalent zuπm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 oder

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 aus W. Gilt m+ n ≥ 3 deg(N)− 2, so ist f(X) = 0.

Beweis Für deg(N) = 0 ist die Behauptung wegen Satz 2.1.19 trivial. Sei daher deg(N) ≥ 1.

Angenommen, der Vertreter von X in W ist

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

, d. h. insbesondere m > n ≥ 1,

und es gilt m + n ≥ 3 deg(N) − 2. Falls n ≥ deg(N), so ist f(X) = 0 nach Satz 2.1.20, und
für n < deg(N) folgt

m− n ≥ 3 deg(N)− 2− 2n ≥ 3 deg(N)− 2− 2(deg(N)− 1) ≥ deg(N),

also, wieder mit Satz 2.1.20, ebenfalls f(X) = 0.

Der Beweis für den Fall, daß X äquivalent zu

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 aus W ist, verläuft analog. �

Lemma 2.1.22 Seien m1, m2, m3 ∈ N0 und k := min{m1,m2,m3}. Ist

X =

πm1
∞ 0 0
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞

 ∈ G(K∞),

und πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 ∈ W oder

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 ∈ W
der kanonische Vertreter von X in G(Fq[T ])\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞, so gilt

m+ n ≥ m1 +m2 +m3 − 3k.

Beweis Multiplikation von X mit π−k∞ führt auf

X ′ =

π
m′1∞ 0 0

0 π
m′2∞ 0

0 0 π
m′3∞

 =:

πm1−k
∞ 0 0
0 πm2−k

∞ 0
0 0 πm3−k

∞

 ,

wobei eines der mi − k, 1 ≤ i ≤ 3, gleich 0 ist. Hierbei verringert sich die Bewertung der
Determinante um 3k. Je nach Gestalt von X ′ kann man die Matrix offensichtlich mittels
Zeilenvertauschungen und/oder Multiplikation mit R oder R2 so umformen, daß das Ergebnis
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πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 oder

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 in W liegt, wobei Zeilenvertauschungen die Bewertung

der Determinante nicht ändern; Multiplikation mit R erhöht sie um 1. Da die Bewertung der
Determinante des Vertreters in W gleich m+ n ist, erhält man somit

m1 +m2 +m3 − 3k = v∞(det(X ′)) ≤ m+ n.

�

Nun läßt sich zeigen:

Satz 2.1.23 Seien X =

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 , Y =

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 ∈ Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞,

dann ist f(X) = 0, falls n ≤ −m− 6 deg(N) + 4 oder n ≥ 2m+ 3 deg(N)− 2, und f(Y ) = 0,
falls n ≤ −m− 6 deg(N) + 3 oder n ≥ 2m+ 3 deg(N).

Beweis Für deg(N) = 0 ergibt sich die Behauptung aus Satz 2.1.19, so daß man o. B. d. A.
deg(N) ≥ 1 annehmen kann.
Sei C := 3 deg(N) − 2. Es ist bereits in Satz 2.1.5 gezeigt worden, daß f(X) = 0 ist, falls
m ≤ 1. Sei daher nun m ≥ 2.
Gelte

n ≤ −2C −m,

dann ist n negativ und man kann annehmen, daß X die Gestalt

πm∞ u v
0 πn∞ 0
0 0 1

 hat, da X

von links mit Matrizen aus Γ0(N) abgeändert werden darf. Multiplikation von X mit π−n∞
führt auf

X̃ =

πm−n∞ uπ−n∞ vπ−n∞
0 1 0
0 0 π−n∞

 =:

πm1
∞ ũ ṽ
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞


mit

m1 = m− n ≥ 0, m2 = 0, m3 = −n ≥ 0.

Wendet man hierauf den Teil des Algorithmus aus dem Beweis von Satz 2.1.16 an, der zur Re-

duktion von ũ und ṽ auf 0 dient, erhält man schließlich eine Matrix X ′ =

π
m′1∞ 0 0

0 π
m′2∞ 0

0 0 π
m′3∞


mit

m′1 ≤ m1 = m− n,
m′2 ≥ m2 = 0,

m′3 ≥ m3 = −n.

Da während der Umformungen keine weiteren Multiplikationen mit Elementen aus K∗∞ erfol-
gen, bleibt die Determinante erhalten, d. h. es gilt ferner

m′1 +m′2 +m′3 = m1 +m2 +m3 = m− 2n. (2.31)
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Sei nun k := min{m′1,m′2,m′3}, dann ist k = m′3 nicht möglich, denn ansonsten wäre

m− 2n = m′1 +m′2 +m′3 ≥ 3k ≥ −3n,

also m ≥ −n im Widerspruch zu n ≤ −2C −m < −m. Also ist k = m′1 oder k = m′2. Aus

(2.31) und m′3 ≥ −n folgt m′1 +m′2 ≤ m− n. Da 2k ≤ m′1 +m′2, ist also k ≤ m− n
2

.

Sei W der zu X ′ äquivalente Vertreter aus W, also

W =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 oder W =

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 .

Nach Lemma 2.1.22 gilt

m+ n ≥ m′1 +m′2 +m′3 − 3k = m− 2n− 3k ≥ m− 2n− 3
m− n

2
=
−m− n

2
≥ C,

also f(X) = 0 nach Lemma 2.1.21.
Sei nun

n ≥ 2m+ C.

Anwendung des Reduktionsalgorithmus aus dem Beweis von Satz 2.1.16 überführt X zuerst
in eine Matrix

X̃ =

πm∞ ũ ṽ
0 πn−l∞ 0
0 0 πl∞

 =:

πm1
∞ ũ ṽ
0 πm2

∞ 0
0 0 πm3

∞

 ,

wobei 0 ≤ l ≤ n, und schließlich in X ′ =

π
m′1∞ 0 0

0 π
m′2∞ 0

0 0 π
m′3∞

 mit

m′1 ≤ m1 = m,

m′2 ≥ m2 = n− l,
m′3 ≥ m3 = l

und
m′1 +m′2 +m′3 = m1 +m2 +m3 = m+ n. (2.32)

Sei wieder k := min{m′1,m′2,m′3} und W der zu X ′ äquivalente Vertreter aus W, also

W =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 oder W =

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 .

Lemma 2.1.22 ergibt

m+ n ≥ m′1 +m′2 +m′3 − 3k = m+ n− 3k.

Wegen k ≤ m1 ≤ m ist −3k ≥ −3m, also

m+ n ≥ m+ n− 3m = n− 2m ≥ C

und daher wieder f(X) = 0 gemäß Lemma 2.1.21. Somit ist die Behauptung für f(X) gezeigt,
aus der man mit der Harmonizitätsbedingung (HB2) die Behauptung für f(Y ) erhält. �
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2.2 Fourierentwicklung

2.2.1 Vorüberlegungen

Seien G eine kompakte abelsche Gruppe, Ĝ ihre Charaktergruppe, µ ein Haarmaß auf G und
ϕ ∈ L2(G), d. h. eine quadratintegrierbare komplexwertige Funktion auf G. Dann besitzt ϕ
eine Fourierentwicklung

ϕ(g) =
∑
χ∈Ĝ

ϕ∗(χ)χ(−g) mit ϕ∗(χ) =

∫
G

ϕ(g)χ(g)dµ(g) (2.33)

(siehe hierzu [Hi]).

Seien nun n ∈ N mit n ≥ 2, En ∈ GLn(Fq[T ]) die Einheitsmatrix,

ΓF,n :=




a1

En−1
...

an−1

0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , an−1 ∈ Fq[T ]

 ⊂ GLn(Fq[T ])

und ϕ : GLn(K∞)/Γ∞ → C eine Funktion, welche linksinvariant unter einer Gruppe Γ mit
ΓF,n ⊆ Γ ist, dann gilt für alle M ∈ GLn−1(K∞), ai ∈ K∞, λi ∈ Fq[T ], i = 1, . . . , n− 1:

ϕ




a1

M
...

an−1

0 1


 =

ϕ




1 0 λ1

. . .
...

0 1 λn−1

0 1




a1

M
...

an−1

0 1


 = ϕ




a1 + λ1

M
...

an−1 + λn−1

0 1


 .

Somit ist die Funktion

ϕM : (K∞/Fq[T ])n−1 → C, (a1, . . . , an−1) 7→ ϕ




a1

M
...

an−1

0 1




wohldefiniert.

Versieht man (K∞/Fq[T ])n−1 mit der durch die kanonische Abbildung

Kn−1
∞ → (K∞/Fq[T ])n−1, (x1, . . . , xn−1) 7→ (x1, . . . , xn−1) + Fq[T ]n−1

gegebenen Quotiententopologie, so ist (K∞/Fq[T ])n−1 als Bild der kompakten Menge
(π∞O∞)n−1 ebenfalls kompakt und somit eine kompakte abelsche Gruppe.
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Seien M1, . . . ,Mn−1 die Spalten von M und a = (a1 . . . an−1)T ∈ (K∞/Fq[T ])n−1. Aufgrund
der Rechtsinvarianz von ϕ unter Γ∞ gilt

ϕ

((
M a
0 1

))
= ϕ


(
M a
0 1

)
1 0 α1

. . .
...

0 1 αn−1

0 1


 = ϕ

M a+
n−1∑
i=1

αiMi

0 1



für alle α1, . . . , αn−1 ∈ O∞. Für alle ã ∈ a +
n−1∑
i=1

MiO∞ ist daher ϕM (a) = ϕM (ã) und ϕM

somit lokal konstant, da O∞ offen ist. Als lokal konstante Funktion auf einem Kompaktum
nimmt ϕ nur endlich viele verschiedene Werte an, und die Maße der zugehörigen Teilmengen
sind jeweils endlich. Folglich gilt ϕM ∈ L2((K∞/Fq[T ])n−1).

Durch

ψ∞ : K∞ → C∗,
∞∑

j=−∞
ujπ

j
∞ 7→ exp

(
2πi

p
TrFq/Fp(−u1)

)

ist ein additiver Charakter auf K∞ gegeben, und die Charaktergruppe K̂∞ von K∞ ist iso-
morph zu K∞ mittels

Φ: K∞ → K̂∞, x 7→ (ψ(x)
∞ : K∞ → C, y 7→ ψ∞(xy)).

Hieraus folgt, daß die Charaktergruppe Ĝ von K∞/Fq[T ] isomorph ist zu Fq[T ], denn sie

besteht aus allen Charakteren von K̂∞, die auf Fq[T ] trivial sind. Wie eine kurze Rechnung

zeigt, sind dies gerade alle Charaktere der Form ψ
(λ)
∞ mit λ ∈ Fq[T ]. Ferner ist (vgl. [Hi])

aufgrund der Kompaktheit von (K∞/Fq[T ])n−1 die Charaktergruppe Ĝn−1 von (K∞/Fq[T ])n−1

isomorph zum (n− 1)-fachen direkten Produkt der Charaktergruppe Ĝ von K∞/Fq[T ] per

Ψ: (Ĝ)n−1 → Ĝn−1,

(χ1, . . . , χn−1) 7→ (φ : (a1, . . . , an−1) 7→ φ((a1, . . . , an−1)) = χ1(a1) · · ·χn−1(an−1)).

Somit besitzt ϕM gemäß (2.33) eine Darstellung als Fourierreihe in der Form

ϕM (a1, . . . , an−1) = ϕ




a1

M
...

an−1

0 1


 =

∑
(λ1,...,λn−1)∈Fq [T ]n−1

ϕ∗(M,λ1, . . . , λn−1)
n−1∏
i=1

ψ∞(λiai) (2.34)

mit

ϕ∗(M,λ1, . . . , λn−1) =

∫
(K∞/Fq [T ])n−1

ϕM (a1, . . . , an−1)

n−1∏
i=1

ψ∞(−λiai)d(a1, . . . , an−1).
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2.2.2 Fourierentwicklung Γ0(N)-invarianter harmonischer Koketten

Die Ergebnisse des letzten Abschnittes können nun auf f übertragen werden.

Es sei ein additiver Charakter auf Fq gegeben durch

σ : Fq → C∗, a 7→ exp

(
2πi

p
TrFq/Fp(a)

)
.

Zu σ sei wie im letzten Abschnitt der additive Charakter ψ∞ auf K∞ durch

ψ∞ : K∞ → C∗,
∞∑

j=−∞
ajπ

j
∞ 7→ σ(−a1)

definiert.

Die folgenden Eigenschaften von σ bzw. ψ∞ werden häufig benutzt werden.

Lemma 2.2.1 Es gilt
∑
ε∈Fq

σ(ε) = 0.

Einen Beweis findet man in [Bö].

Lemma 2.2.2 Sei x ∈ π∞O∞, dann gilt

∑
ε∈Fq

ψ∞(εx) =

{
0, falls v∞(x) = 1,

q, falls v∞(x) ≥ 2.

Beweis Als Element von π∞O∞ besitzt x eine Darstellung als
∞∑
i=1

xiπ
i
∞ mit x1, x2, . . . ∈ Fq.

Damit gilt

∑
ε∈Fq

ψ∞(εx) =
∑
ε∈Fq

ψ∞

( ∞∑
i=1

εxiπ
i
∞

)
=
∑
ε∈Fq

σ(−εx1) =


∑
ε∈Fq

σ(ε), falls x1 6= 0,∑
ε∈Fq

σ(0), falls x1 = 0,

und die Behauptung folgt aus Lemma 2.2.1 bzw. der Definition von σ. �

Aus den Überlegungen des vorherigen Abschnittes ergibt sich unmittelbar

Satz 2.2.3 Die Funktion f besitzt eine Fourierentwicklung der Form

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

bzw.

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

u πm∞
πn∞ 0

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw),
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wobei die Fourierkoeffizienten gegeben sind durch

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy)dxdy

und

f∗
((

u πm∞
πn∞ 0

)
, λ, µ

)
=

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

 u πm∞ x
πn∞ 0 y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy)dxdy.

Das Haarmaß sei dabei so normiert, daß K∞/Fq[T ] das Maß 1 besitzt.

Um die Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten nachweisen zu können, sollen zuerst zwei Hilfs-
aussagen gezeigt werden.

Lemma 2.2.4 Sei m ∈ Z und gelte

∫
π∞O∞

dx = 1, so ist

∫
πm∞O∞

dx = q−(m−1).

Beweis Ist m ≥ 1, so folgt mit der Translationsinvarianz des Haarmaßes

1 =

∫
π∞O∞

dx =
∑

a∈π∞O∞/πm∞O∞

∫
a+πm∞O∞

dx =
∑

a∈π∞O∞/πm∞O∞

∫
πm∞O∞

dx =

|π∞O∞/πm∞O∞| ·
∫

πm∞O∞

dx = qm−1

∫
πm∞O∞

dx,

also ∫
πm∞O∞

dx = q−(m−1).

Falls m ≤ 0, so folgt ebenfalls mittels der Translationsinvarianz∫
πm∞O∞

dx =
∑

a∈πm∞O∞/π∞O∞

∫
a+π∞O∞

dx =
∑

a∈πm∞O∞/π∞O∞

∫
π∞O∞

dx =

|πm∞O∞/π∞O∞| · 1 = q−m+1.

�

Lemma 2.2.5 Seien m ∈ Z, λ ∈ Fq[T ] und gelte

∫
π∞O∞

dx = 1, dann ist

∫
πm∞O∞

ψ∞(−λx)dx =

{
q−(m−1), falls deg(λ) ≤ m− 2,

0, falls deg(λ) ≥ m− 1.
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Beweis Nach Definition von ψ∞ gilt offensichtlich ψ∞(a) = 1 für alle a ∈ π2
∞O∞.

Falls x ∈ πm∞O∞ und deg(λ) ≤ m− 2, so ist

v∞(−λx) = v∞(x)− deg(λ) ≥ m− (m− 2) = 2

und daher ψ∞(−λx) = 1, also∫
πm∞O∞

ψ∞(−λx)dx =

∫
πm∞O∞

dx = q−(m−1)

gemäß Lemma 2.2.4. Falls deg(λ) ≥ m− 1, so erhält man∫
πm∞O∞

ψ∞(−λx)dx =

∑
x∈πm∞O∞/π

deg(λ)+1
∞ O∞

∑
ε∈Fq

∫
x̃∈πdeg(λ)+2

∞ O∞

ψ∞(−λx− λεπdeg(λ)+1
∞ − λx̃)dx̃ =

∑
x∈πm∞O∞/π

deg(λ)+1
∞ O∞

ψ∞(−λx)

∫
x̃∈πdeg(λ)+2

∞ O∞

ψ∞(−λx̃)dx̃
∑
ε∈Fq

ψ∞(−λεπdeg(λ)+1
∞ ) = 0,

denn es ist v∞(−λπdeg(λ)+1
∞ ) = 1 und somit

∑
ε∈Fq

ψ∞(−λεπdeg(λ)+1
∞ ) = 0 nach Lemma 2.2.2. �

Nun läßt sich zeigen:

Satz 2.2.6 Die Fourierkoeffizienten aus Satz 2.2.3 sind eindeutig bestimmt.

Beweis Angenommen, für gegebene m,n ∈ Z, u ∈ K∞ existiert eine Familie komplexer
Zahlen (f∗λ,µ)λ, µ∈Fq [T ], so daß f für alle v, w ∈ K∞ eine Darstellung der Form

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗λ,µψ∞(λv + µw)

besitzt. Wegen K∞/Fq[T ] ∼= π∞O∞ gilt für α, β ∈ Fq[T ]:

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−αx− βy)dxdy =

∫
(π∞O∞)2

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗λ,µ ψ∞(λx+ µy)ψ∞(−αx− βy)dxdy =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗λ,µ

∫
π∞O∞

ψ∞(x(λ− α))dx

∫
π∞O∞

ψ∞(y(µ− β))dy.

Nach Lemma 2.2.5 ist∫
π∞O∞

ψ∞(x(λ− α))dx =

{
1, falls deg(λ− α) ≤ −1,

0 sonst,
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also gleich 1 genau dann, wenn λ−α = 0, und 0 sonst. Analog ist
∫

π∞O∞

ψ∞(y(µ−β))dy gleich

1, wenn µ = β, und ansonsten 0. Somit gilt∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗λ,µ

∫
π∞O∞

ψ∞(x(λ− α))dx

∫
π∞O∞

ψ∞(y(µ− β))dy = f∗α,β,

d. h.

f∗α,β =

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−αx− βy)dxdy = f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
.

Die Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten f∗
((

u πm∞
πn∞ 0

)
, λ, µ

)
läßt sich analog zeigen. �

Satz 2.2.7 Seien m, n ∈ Z, u ∈ K∞ und

k :=

{
n, falls u ≡ 0 mod πm∞O∞,

n+m− v∞(u), falls u 6≡ 0 mod πm∞O∞.

Für die Fourierkoeffizienten von f gilt:

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=



q−m−k+2
∑

x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πk∞O∞

f


π

m
∞ u x

0 πn∞ y

0 0 1


ψ∞(−λx− µy),

falls m, k ≥ 2,

deg(λ) ≤ m− 2,

deg(µ) ≤ k − 2,

q−m+1
∑

x∈π∞O∞/πm∞O∞
f


π

m
∞ u x

0 πn∞ 0

0 0 1


ψ∞(−λx),

falls m ≥ 2, k ≤ 1,

deg(λ) ≤ m− 2, µ = 0,

0 sonst.

Beweis Es ist K∞/Fq[T ] ∼= π∞O∞, so daß

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

∫
(π∞O∞)2

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy)dxdy.

Gelte u ≡ 0 mod πm∞O∞, dann ist π−m∞ u ∈ O∞ und daher

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

 = f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

1 −π−m∞ u 0
0 1 0
0 0 1

 = f

πm∞ 0 x
0 πn∞ y
0 0 1

 .

Man kann also im Folgenden o. E. u = 0 setzen.
Falls m,n ≥ 2, so ist

∫
(π∞O∞)2

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy)dxdy =
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∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πn∞O∞

∫
x̂∈πm∞O∞

∫
ŷ∈πn∞O∞

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

ψ∞(−λ(x+ x̂)− µ(y + ŷ))dx̂dŷ.

Da f rechtsinvariant unter Γ∞ ist, gilt für obige x, y, x̂, ŷ, daß

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

 = f


πm∞ 0 x

0 πn∞ y
0 0 1

1 0 π−m∞ x̂
0 1 π−n∞ ŷ
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ∞

 = f

πm∞ 0 x
0 πn∞ y
0 0 1



und somit

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πn∞O∞

∫
x̂∈πm∞O∞

∫
ŷ∈πn∞O∞

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

ψ∞(−λ(x+ x̂)− µ(y + ŷ))dx̂dŷ =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πn∞O∞

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ y
0 0 1

 ∫
x̂∈πm∞O∞

∫
ŷ∈πn∞O∞

ψ∞(−λx̂− µŷ)dx̂dŷ ψ∞(−λx− µy).

Betrachtet man nun∫
x̂∈πm∞O∞

∫
ŷ∈πn∞O∞

ψ∞(−λx̂− µŷ)dx̂dŷ =

∫
πm∞O∞

ψ∞(−λx̂)dx̂

∫
πn∞O∞

ψ∞(−µŷ)dŷ,

so ist dies gemäß Lemma 2.2.5 gleich 0, falls deg(λ) ≥ m− 1 oder deg(µ) ≥ n− 1, und gleich
q−m−n+2 sonst.

Für m ≥ 2, n ≤ 1 liegt π−n∞ y in O∞ für alle y ∈ π∞O∞, so daß

∫
(π∞O∞)2

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy)dxdy =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

∫
x̂∈πm∞O∞

∫
y∈π∞O∞

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λ(x+ x̂)− µy)dx̂dy =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

∫
x̂∈πm∞O∞
y∈π∞O∞

f


πm∞ 0 x+ x̂

0 πn∞ y
0 0 1

1 0 −π−m∞ x̂
0 1 −π−n∞ y
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ∞

ψ∞(−λ(x+x̂)−µy)dx̂dy =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ 0
0 0 1

ψ∞(−λx)

∫
πm∞O∞

ψ∞(−λx̂)dx̂

∫
π∞O∞

ψ∞(−µy)dy.
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Nach Lemma 2.2.5 ist dies 0, falls deg(λ) ≥ m − 1 oder falls µ 6= 0, und für µ = 0 und
deg(λ) ≤ m− 2 erhält man

q−m+1
∑

x∈π∞O∞/πm∞O∞

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ 0
0 0 1

ψ∞(−λx).

Falls m ≤ 1, so verschwindet f nach Satz 2.1.5 auf allen Matrizen

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 und folglich

ist

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0.

Sei nun u 6≡ 0 mod πm∞O∞. Für m ≥ 2 gilt

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

∫
(π∞O∞)2

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy)dxdy =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

∫
x̂∈πm∞O∞

∫
y∈π∞O∞

f

πm∞ u x+ x̂
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λ(x+ x̂)− µy)dx̂dy =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

∫
x̂∈πm∞O∞
y∈π∞O∞

f

πm∞ u x+ x̂
0 πn∞ y
0 0 1

1 0 −π−m∞ x̂
0 1 0
0 0 1

ψ∞(−λ(x+x̂)−µy)dx̂dy =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

ψ∞(−λx)

∫
π∞O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−µy)dy

∫
πm∞O∞

ψ∞(−λx̂)dx̂.

Das letzte Integral ist gemäß Lemma 2.2.5 gleich 0, falls deg(λ) ≥ m − 1, und gleich q−m+1

sonst. Man betrachte nun ∫
π∞O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−µy)dy. (2.35)

Da u /∈ πm∞O∞, ist v∞(u) ≤ m− 1, und daher ist, für alle ŷ aus π
n+m−v∞(u)
∞ O∞, einerseits

v∞(uπ−n−m∞ ŷ) = v∞(u) + (−n−m) + v∞(ŷ) ≥ 0,

andererseits
v∞(π−n∞ ŷ) ≥ −n+ (n+m− v∞(u)) = m− v∞(u) ≥ 0,

d. h. uπ−n−m∞ ŷ und π−n∞ ŷ liegen in O∞, so daß für alle diese ŷ gilt

f

πm∞ u x
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

 = f


πm∞ u x

0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

1 0 uπ−n−m∞ ŷ
0 1 −π−n∞ ŷ
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

∈Γ∞

 =

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

 . (2.36)
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Somit ist, falls n+m− v∞(u) ≥ 2,

∫
π∞O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−µy)dy =

∑
y∈π∞O∞/πn+m−v∞(u)

∞ O∞

∫
π
n+m−v∞(u)
∞ O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

ψ∞(−µ(y + ŷ))dŷ =

∑
y∈π∞O∞/πn+m−v∞(u)

∞ O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−µy)

∫
π
n+m−v∞(u)
∞ O∞

ψ∞(−µŷ)dŷ,

was nach Lemma 2.2.5 für deg(µ) ≥ n+m− v∞(u)− 1 den Wert 0 hat und den Wert

q−n−m+v∞(u)+1
∑

y∈π∞O∞/πn+m−v∞(u)
∞ O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−µy)

für deg(µ) ≤ n+m− v∞(u)− 2.

Im Fall n+m− v∞(u) ≤ 1 ergibt sich

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

 = f

πm∞ u x
0 πn∞ 0
0 0 1


für jedes y ∈ π∞O∞ nach einer zu (2.36) analogen Rechnung, und damit

∫
π∞O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−µy)dy = f

πm∞ u x
0 πn∞ 0
0 0 1

 ∫
π∞O∞

ψ∞(−µy)dy,

was nach Lemma 2.2.5 gleich 0 ist für µ 6= 0 und gleich

f

πm∞ u x
0 πn∞ 0
0 0 1


für µ = 0.

Für m ≤ 1 erhält man wieder direkt aus Satz 2.1.5, daß

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0.

�

Hieraus folgt unmittelbar:
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Korollar 2.2.8 Die Fourierreihe

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

ist eine endliche Summe.

Unter Berücksichtigung von Satz 2.1.23 und Satz 2.1.19 erhält man außerdem

Korollar 2.2.9 Seien m,n ∈ Z mit n ≤ −m − 6 deg(N) + 4 oder n ≥ 2m + 3 deg(N) − 2,

dann ist f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0 für alle λ, µ ∈ Fq[T ].

Man hat ferner

Satz 2.2.10 Zur Vereinfachung der Notation sei deg(0) := −1 gesetzt. Seien m,n ∈ N mit
m,n ≥ 2, λ, µ ∈ Fq[T ] und deg(λ) ≤ m− 2,deg(µ) ≤ n− 2, d. h. es gebe s, t ≥ 0 mit

m = deg(λ) + 2 + s, n = deg(µ) + 2 + t.

Dann gilt:

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q−m−n+deg(λ)+deg(µ)+4f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 π
deg(µ)+2
∞

)
, λ, µ

)
falls s = t,

q−2n+2 deg(µ)+4f∗

((
π
m−n+deg(µ)+2
∞ 0

0 π
deg(µ)+2
∞

)
, λ, µ

)
falls s > t,

q−2m+2 deg(λ)+4f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 π
n−m+deg(λ)+2
∞

)
, λ, µ

)
falls s < t.

Beweis Falls s = 0 oder t = 0, so ist die Behauptung offensichtlich wahr. Sei also angenom-
men, daß s, t ≥ 1. Seien L := deg(λ) und M := deg(µ) (es sei an die für diesen Satz getroffene
Definition deg(0) = −1 erinnert). Nach Satz 2.2.7 ist

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q−m−n+2

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πn∞O∞

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy) =

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

∑
x̂∈πL+2

∞ O∞/πm∞O∞

ŷ∈πM+2
∞ O∞/πn∞O∞

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

ψ∞(−λ(x+x̂)−µ(y+ŷ)).

Wegen v∞(λx̂) ≥ 2, v∞(µŷ) ≥ 2 und ψ∞(a) = 1 für alle a ∈ π2
∞O∞ ist

ψ∞(−λ(x+ x̂)− µ(y + ŷ)) = ψ∞(−λx− µy)ψ∞(−λx̂)ψ∞(−µŷ) = ψ∞(−λx− µy).
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Es folgt

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

ψ∞(−λx− µy)
∑

x̂∈πL+2
∞ O∞/πm∞O∞

ŷ∈πM+2
∞ O∞/πn∞O∞

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ y + ŷ
0 0 1

 =

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

ψ∞(−λx− µy)·

∑
x̂∈πL+2

∞ O∞/π
m−1
∞ O∞

ŷ∈πM+2
∞ O∞/π

n−1
∞ O∞

∑
ε∈Fq
δ∈Fq

f

πm∞ 0 x+ x̂+ επm−1
∞

0 πn∞ y + ŷ + δπn−1
∞

0 0 1

 ,

was unter Benutzung der Harmonizitätsbedingung (HB2) gleich

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

ψ∞(−λx− µy)·

∑
x̂∈πL+2

∞ O∞/π
m−1
∞ O∞

ŷ∈πM+2
∞ O∞/π

n−1
∞ O∞

∑
δ∈Fq

−f

 0 πm−1
∞ x+ x̂

πn∞ 0 y + ŷ + δπn−1
∞

0 0 1



ist, und Benutzung von Harmonizitätsbedingung (HB3) sowie m = L+ 2 + s, n = M + 2 + t
ergibt

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

ψ∞(−λx−µy)
∑

x̂∈πL+2
∞ O∞/π

L+2+(s−1)
∞ O∞

ŷ∈πM+2
∞ O∞/π

M+2+(t−1)
∞ O∞

f

πm−1
∞ 0 x+ x̂
0 πn−1

∞ y + ŷ
0 0 1

 .

Diese Schritte kann man so lange wiederholen, wie s, t ≥ 1.
Falls s = t, so führt s-maliges Ausführen schließlich auf

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

f

πL+2
∞ 0 x
0 πM+2

∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy) =

q−m−n+L+M+4f∗
((

πL+2
∞ 0
0 πM+2

∞

)
, λ, µ

)
.

Falls s > t, so kann man obige Umformung insgesamt t-mal durchführen und endet bei

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

ψ∞(−λx−µy)
∑

x̂∈πL+2
∞ O∞/π

L+2+(s−t)
∞ O∞

f

πL+2+s−t
∞ 0 x+ x̂

0 πM+2
∞ y

0 0 1

 .
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Wegen ψ∞(x) = ψ∞(x + x̂) für alle x ∈ π∞O∞/πL+2
∞ O∞, x̂ ∈ πL+2

∞ O∞/π
L+2+(s−t)
∞ O∞, und

s− t = m− n− L+M ist dies gleich

q−m−n+2
∑

x̃∈π∞O∞/πm−n+M+2
∞ O∞

y∈π∞O∞/πM+2
∞ O∞

ψ∞(−λx̃− µy)f

πm−n+M+2
∞ 0 x̃

0 πM+2
∞ y

0 0 1

 =

q−2n+2M+4f∗
((

πm−n+M+2
∞ 0

0 πM+2
∞

)
, λ, µ

)
.

Analog erhält man im Fall s < t durch s-maliges Ausführen

q−m−n+2
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

ỹ∈π∞O∞/πn−m+L+2
∞ O∞

ψ∞(−λx− µỹ)f

πL+2
∞ 0 x
0 πn−m+L+2

∞ ỹ
0 0 1

 =

q−2m+2L+4f∗
((

πL+2
∞ 0
0 πn−m+L+2

∞

)
, λ, µ

)
.

�

Satz 2.2.11 Seien m, n ∈ N mit m ≥ 2, n ≤ 1, deg(λ) ≤ m− 2 und deg(0) := −1, dann ist

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=q

−2m+2 deg(λ)+4f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 π
n−m+deg(λ)+2
∞

)
, λ, 0

)
, falls µ = 0,

0, falls µ 6= 0.

Beweis Sei L := deg(λ). Die Behauptung für µ 6= 0 folgt direkt aus Satz 2.2.7. Für µ = 0
erhält man aus Satz 2.2.7 und der Tatsache

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ 0
0 0 1

 = f


1 0 0

0 1 επn−1
∞

0 0 1


︸ ︷︷ ︸
∈Γ0(N) wegen n≤1

πm∞ 0 x
0 πn∞ 0
0 0 1


 =

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ επn−1

∞
0 0 1

 für alle ε ∈ Fq

die Gleichheit

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, 0

)
= q−m+1

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞

f

πm∞ 0 x
0 πn∞ 0
0 0 1

ψ∞(−λx) =

q−m+1
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

∑
x̂∈πL+2

∞ O∞/πm∞O∞

q−1
∑
ε∈Fq

f

πm∞ 0 x+ x̂
0 πn∞ επn−1

∞
0 0 1

ψ∞(−λ(x+ x̂)).
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Da aus v∞(λx̂) ≥ 2 folgt, daß ψ∞(−λ(x+ x̂)) = ψ∞(−λx), ist dies gleich

q−m
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

ψ∞(−λx)
∑

x̂∈πL+2
∞ O∞/π

m−1
∞ O∞

∑
ε,δ∈Fq

f

πm∞ 0 x+ x̂+ δπm−1
∞

0 πn∞ επn−1
∞

0 0 1

 .

Unter Ausnutzung der Harmonizitätsbedingungen (HB2) und (HB3) erhält man daraus wie
im Beweis des letzten Satzes

q−m
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

ψ∞(−λx)
∑

x̂∈πL+2
∞ O∞/π

m−1
∞ O∞

f

πm−1
∞ 0 x+ x̂
0 πn−1

∞ 0
0 0 1

 .

Wiederholte Anwendung derselben Prozedur liefert schließlich

q−m+1−(m−(L+2))
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

f

πL+2
∞ 0 x

0 π
n−(m−(L+2))
∞ 0

0 0 1

ψ∞(−λx) =

q−2m+L+3
∑

x∈π∞O∞/πL+2
∞ O∞

f

πL+2
∞ 0 x
0 πn−m+L+2

∞ 0
0 0 1

ψ∞(−λx);

dies ist nach Satz 2.2.7 gleich

q−2m+2 deg(λ)+4f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 π
n−m+deg(λ)+2
∞

)
, λ, 0

)
.

�

Satz 2.2.12 Seien m, n ∈ Z und u ∈ K∞. Es gilt

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, ελ, δµ

)
= f∗

((
πm∞ εδ−1u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
für alle ε, δ ∈ F∗q , λ, µ ∈ Fq[T ],

insbesondere also

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, ελ, εµ

)
= f∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
für alle ε ∈ F∗q , λ, µ ∈ Fq[T ].

Beweis Setzt man

vm(u) :=

{
m, falls u ∈ πm∞O∞,
v∞(u) sonst,

und k := m+ n− vm(u), so wurde in Satz 2.2.7 gezeigt, daß für die Fourierkoeffizienten von
f gilt:

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q−m−k+2
∑

x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πk∞O∞

f


π

m
∞ u x

0 πn∞ y

0 0 1


ψ∞(−λx− µy),

falls m, k ≥ 2,

deg(λ) ≤ m− 2,

deg(µ) ≤ k − 2,

q−m+1
∑

x∈π∞O∞/πm∞O∞
f


π

m
∞ u x

0 πn∞ 0

0 0 1


ψ∞(−λx),

falls m ≥ 2, k ≤ 1,

deg(λ) ≤ m− 2, µ = 0,

0 sonst.
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Seien zunächst m, k ≥ 2, deg(λ) ≤ m− 2 und deg(µ) ≤ k− 2. Für jedes α ∈ F∗q ist x 7→ α−1x
ein Isomorphismus von π∞O∞/π

m
∞O∞, so daß

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, ελ, δµ

)
=

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πk∞O∞

f

πm∞ u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−ελx− δµy) =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πk∞O∞

f

πm∞ u ε−1x
0 πn∞ δ−1y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy) =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πk∞O∞

f

ε 0 0
0 δ 0
0 0 1

πm∞ u ε−1x
0 πn∞ δ−1y
0 0 1

ε−1 0 0
0 δ−1 0
0 0 1

ψ∞(−λx− µy) =

∑
x∈π∞O∞/πm∞O∞
y∈π∞O∞/πk∞O∞

f

πm∞ εδ−1u x
0 πn∞ y
0 0 1

ψ∞(−λx− µy).

Zusammen mit einer analogen Rechnung für
∑

x∈π∞O∞/πm∞O∞
f

πm∞ u x
0 πn∞ 0
0 0 1

ψ∞(−ελx)

im Fall m ≥ 2, k ≤ 1, deg(λ) ≤ m− 2 und µ = 0 folgt die Behauptung. �

2.3 Charakterisierung der Harmonizität über die Fourierkoef-
fizienten

Sei
v∞((x y)) := min{v∞(x), v∞(y)} für alle (x y) ∈ K2

∞,

d. h. insbesondere

v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
= min{v∞(λπm∞), v∞(λu+ µπn∞)}

für alle λ, µ ∈ Fq[T ] sowie alle m,n ∈ Z und u ∈ K∞.

Bemerkung 2.3.1 Für alle λ, µ ∈ Fq[T ], m,n ∈ Z, u ∈ K∞ und ζ ∈ O∞ gilt

v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
= v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u+ ζπm∞
0 πn∞

))
.

Beweis Es ist

v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
= min{v∞(λπm∞), v∞(λu+ µπn∞)}

sowie

v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u+ ζπm∞
0 πn∞

))
= min{v∞(λπm∞), v∞(λu+ µπn∞ + λζπm∞)},
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und es gilt
v∞(λu+ µπn∞ + λζπm∞) ≥ min{v∞(λu+ µπn∞), v∞(λζπm∞)},

wobei
v∞(λζπm∞) ≥ v∞(λπm∞).

Falls min{v∞(λπm∞), v∞(λu+ µπn∞)} = v∞(λπm∞), so ist demnach auch

min{v∞(λπm∞), v∞(λu+ µπn∞ + λζπm∞)} = v∞(λπm∞)

und die Behauptung bewiesen.
Ist andererseits v∞(λu + µπn∞) < v∞(λπm∞), so ist auch v∞(λu + µπn∞) < v∞(λζπm∞), so daß
auch in diesem Falle die Minima gleich sind. �

Satz 2.3.2 Die Einschränkung

f̃ :


πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

→ C

von f ist linksinvariant unter Γ∆ und hat eine Fourierentwicklung

f̃

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw),

wobei die Fourierkoeffizienten für alle m,n ∈ Z, u ∈ K∞/πm∞O∞ und λ, µ ∈ Fq[T ] die folgen-
den Bedingungen erfüllen:

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f̃∗

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ− γλ

)
für alle γ ∈ Fq[T ], (IV)

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
2f̃∗

((
πm+1
∞ uπ∞

0 πn+1
∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

(F1)

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
∑
ε∈Fq

f̃∗

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞(λπm∞) ≥ 2,

0 sonst.

(F2)

Beweis Seien m, n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞ und w ∈ K∞/πn∞O∞. Die Linksinvarianz von f̃
unter Γ∆ folgt offensichtlich aus der Linksinvarianz von f unter Γ0(N). Somit besitzt f̃ eine
Fourierentwicklung

f̃

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw).
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Aus der Linksinvarianz von f̃ unter Γ∆ erhält man

f̃

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = f̃

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = f̃

πm∞ u+ γπn∞ v + wγ
0 πn∞ w
0 0 1


für alle γ ∈ Fq[T ]. Fourierentwicklung liefert nun einerseits

f̃

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw),

andererseits, unter Benutzung der Bijektion Fq[T ]→ Fq[T ], µ 7→ µ+ λγ,

f̃

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 = f̃

πm∞ u+ γπn∞ v + wγ
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f̃∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + (λγ + µ)w)

ν=µ+λγ
=

∑
λ,ν∈Fq [T ]

f̃∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, ν − λγ

)
ψ∞(λv + νw),

woraus durch Koeffizientenvergleich (IV) folgt.

Die Harmonizitätsbedingungen (HB3) und (HB2) ergeben, daß für alle λ, µ ∈ Fq[T ], alle
m, n ∈ Z und alle u, v, w ∈ K∞ gilt

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 (HB3)
= −

∑
ε∈Fq

f

uπ∞ πm∞ εu+ v
πn+1
∞ 0 επn∞ + w
0 0 1

 (HB2)
=

∑
ε∈Fq

∑
δ∈Fq

f

πm+1
∞ uπ∞ δπm∞ + εu+ v
0 πn+1

∞ επn∞ + w
0 0 1

 ,

und Fourierentwicklung beider Seiten führt auf∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
ε,δ∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(δπm∞ + εu+ v) + µ(επn∞ + w)) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗((πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

) ∑
ε,δ∈Fq

ψ∞(λ(δπm∞ + εu) + µεπn∞)

ψ∞(λv + µw).

Koeffizientenvergleich liefert

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f∗

((
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

) ∑
ε,δ∈Fq

ψ∞(λδπm∞+λεu+µεπn∞). (2.37)
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Falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≥ 2, ist

∑
ε,δ∈Fq

ψ∞(λδπm∞+λεu+µεπn∞) = q2 nach Lemma 2.2.2.

Ist v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≤ 1, so gibt es ein k ∈ N0, so daß v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

)
πk∞

)
= 1,

und durch Iteration und die Multiplikativität von ψ∞ erhält man

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

f∗
((

πm+k+1
∞ uπk+1

∞
0 πn+k+1

∞

)
, λ, µ

) k∏
i=0

∑
δi∈Fq

ψ∞(λδiπ
m+i
∞ )

∑
εi∈Fq

ψ∞((λu+ µπn∞)εiπ
i
∞)

 .

Je nachdem, ob v∞(λπm+k
∞ ) = 1 oder v∞((λu + µπn∞)πk∞) = 1, ist

∑
δk∈Fq

ψ∞(λδkπ
m+k
∞ ) = 0

oder
∑

εk∈Fq
ψ∞((λu+ µπn∞)εkπ

k
∞) = 0 nach Lemma 2.2.2. Es folgt

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0.

Insgesamt ist also

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
2f∗

((
πm+1
∞ uπ∞

0 πn+1
∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst.

Weiterhin erhält man aus den Harmonizitätsbedingungen

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 (HB1)
= −

∑
ε∈Fq

f

επm∞ + u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 (HB2)
=

∑
ε,δ∈Fq

f

πm+1
∞ επm∞ + u δπm∞ + v
0 πn∞ w
0 0 1

 .

Durch Fourierentwicklung ergibt sich hieraus die Summationsbedingung

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=
∑
ε,δ∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λδπm∞).

Wie eben erhält man daraus mit Lemma 2.2.2 und Induktion, daß

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
∑
ε∈Fq

f∗

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞(λπm∞) ≥ 2,

0 sonst.

Da offensichtlich f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f̃∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ist, ersieht man hieraus

die Gültigkeit der Bedingungen (F1) und (F2).
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�

Umgekehrt gilt die folgende Aussage.

Satz 2.3.3 Zu M = {(m,n, u, λ, µ) | m,n ∈ Z, u ∈ K∞/π
m
∞O∞, λ, µ ∈ Fq[T ]} sei eine

Familie komplexer Zahlen

(
f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

))
M

gegeben, die den Bedingungen

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f̃∗

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ− γλ

)
für alle γ ∈ Fq[T ], (IV)

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
2f̃∗

((
πm+1
∞ uπ∞

0 πn+1
∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

(F1)

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
∑
ε∈Fq

f̃∗

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞(λπm∞) ≥ 2,

0 sonst

(F2)

genügen.
Definiert man eine Funktion

f̃ :


πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

→ C

durch

f̃

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f̃∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

und setzt sie mittels

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

f̃

πm+1
∞ u επm∞ + v
0 πn∞ w
0 0 1

 (S)

zu einer Funktion f auf
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞

∪
 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u ∈ πm+1
∞ O∞, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞


fort, so kann man f als Funktion

f : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C

auffassen, und diese Funktion ist linksinvariant unter Γ∆ und harmonisch.
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Beweis Für jede Wahl von

(
πm∞ u
0 πn∞

)
sind nur endlich viele f∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ungleich

0, denn für hinreichend großen Grad von λ und µ ist sicher v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≤ 1. So-

mit konvergiert die zur Definition von f̃ benutzte Reihe in jedem Fall.
Aufgrund der Gestalt eines vollständigen Repräsentantensystems von G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞
(vgl. Satz 1.2.2) ist f wohldefiniert, und nach Voraussetzung (S) erfüllt f die Harmoni-
zitätsbedingung (HB2).
Nach Definition besitzt f eine Fourierentwicklung der Form

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

mit

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f̃∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
.

Man betrachte −
∑
ε∈Fq

f

επm∞ + u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

. Anwendung von (S) ergibt

−
∑
ε∈Fq

f

επm∞ + u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 =
∑
ε,δ∈Fq

f

πm+1
∞ επm∞ + u δπm∞ + v
0 πn∞ w
0 0 1

 ,

und die Fourierentwicklung davon ist

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
ε,δ∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ επm∞ + u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(δπm∞ + v) + µw). (2.38)

Für v∞(λπm+1
∞ ) ≤ 1 gilt f∗

((
πm+1
∞ επm∞ + u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0 nach (F2). Anwendung von

Lemma 2.2.2 ergibt ∑
δ∈Fq

ψ∞(λδπm∞) = 0

für v∞(λπm+1
∞ ) = 2 und ∑

δ∈Fq

ψ∞(λδπm∞) = q

für v∞(λπm+1
∞ ) ≥ 3. In letzterem Fall ist andererseits

∑
ε∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q−1f∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)

wegen (F2); somit ist der Ausdruck (2.38) gleich

∑
λ,µ∈Fq [T ]

v∞(λπm+1
∞ )≥3

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)
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und dies ist wegen (F2) wiederum gleich

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw) = f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ,

d. h. die Harmonizitätsbedingung (HB1) ist erfüllt.
Wieder mit (S) erhält man außerdem

−
∑
ε∈Fq

f

uπ∞ πm∞ εu+ v
πn+1
∞ 0 επn∞ + w
0 0 1

 =
∑
ε,δ∈Fq

f

πm+1
∞ uπ∞ δπm∞ + εu+ v
0 πn+1

∞ επn∞ + w
0 0 1

 ,

und dies ist gleich∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
ε,δ∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λδπm∞ + λεu+ µεπn∞)ψ∞(λv + µw).

Für v∞

(
(λ µ)

(
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

))
≤ 1 ist f∗

((
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

)
= 0.

Ist v∞

(
(λ µ)

(
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

))
= 2, also v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
= 1, so ist∑

ε,δ∈Fq

ψ∞(λδπm∞ + ε(λu+ µπn∞)) = 0,

und im Fall v∞

(
(λ µ)

(
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

))
≥ 3 ist∑

ε,δ∈Fq

ψ∞(λδπm∞ + ε(λu+ µπn∞)) = q2

nach Lemma 2.2.2. Somit folgt aus (F1), daß f auch der Bedingung (HB3) genügt.

Sei H =

1 x y
0 1 z
0 0 1

 ∈ Γ∆, dann erhält man mittels Fourierentwicklung

f

H
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

 = f

πm∞ u+ xπn∞ v + wx+ y
0 πn∞ w + z
0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u+ xπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + (λx+ µ)w)ψ∞(λy + µz)︸ ︷︷ ︸

=1

(IV)
=

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, λx+ µ

)
ψ∞(λv + (λx+ µ)w) =

∑
λ,ν∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, ν

)
ψ∞(λv + νw) = f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 .

Hieraus und aus (S) folgt die Linksinvarianz von f unter Γ∆.

�

Zum Abschluß dieses Abschnitts sollen noch zwei Eigenschaften der Fourierkoeffizienten von
f gezeigt werden, falls f endlichen Träger modulo Γ0(N) besitzt.
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Satz 2.3.4 Seien m,n ∈ Z und u ∈ K∞. Es gilt

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
= 0 für alle µ ∈ Fq[T ], m ≤ n+ 1 (2.39)

und

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, 0

)
= 0. (2.40)

Beweis Zu (2.39):
Ist m ≤ 1, so folgt die Behauptung aus Satz 2.2.7. Sei daher m ≥ 2 angenommen. Weil f
harmonisch ist, gilt gemäß (F2), daß

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
= q

∑
ε∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, 0, µ

)
,

da für λ = 0 immer v∞(λπm∞) ≥ 2 ist, unabhängig von m. Wegen der Γ0(N)-Invarianz gilt
außerdem unter Benutzung von (IV) die Beziehung

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
= f∗

((
πm∞ γπn∞ + u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
für alle γ ∈ Fq[T ]. Falls m ≤ n, so ist γ = επm−n∞ ∈ Fq[T ] für alle ε ∈ Fq, so daß (F2) und
(IV) zusammen

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
= q

∑
ε∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, 0, µ

)
=

q
∑
ε∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
= q2f∗

((
πm+1
∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)

liefern. Da f∗
((

π∞ u
0 πn∞

)
, 0, µ

)
= 0, erhält man per Induktion die Behauptung.

Zu (2.40):

Falls m ≤ 1, so ist f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, 0

)
= 0 nach Satz 2.2.7.

Sei nun m ≥ 2 angenommen. Da v∞

(
(0 0)

(
πj∞ a
0 πk∞

))
≥ 2 für alle j, k ∈ Z und alle

a ∈ K∞, liefert wiederholte Anwendung von (F1) die Beziehung

f∗

((
π∞ uπ

−(m−1)
∞

0 π
n−(m−1)
∞

)
, 0, 0

)
= q2(m−1)f∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, 0

)
,

die linke Seite verschwindet aber gemäß Satz 2.2.7. �

Bemerkung 2.3.5 Gleichung (2.40) ist das Äquivalent zum Verschwinden in den Spitzen bei
klassischen Spitzenformen.
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Wie in der Einleitung beschrieben, läßt sich das Verschwinden in den Spitzen bei klassischen
Spitzenformen adelisch formulieren als∫

Q\AQ

φ

((
1 x
0 1

)
g

)
dx = 0 für alle g ∈ GL2(AQ).

Überträgt man diese Formulierung auf G(AK), erhält man die Bedingungen

∫
(K\AK)2

f

1 x y
0 1 0
0 0 1

 g

 dxdy = 0,

∫
(K\AK)2

f

1 0 x
0 1 y
0 0 1

 g

 dxdy = 0

für alle g ∈ G(AK) (siehe z. B. [Bu], Kap. 3.3), und Projektion auf G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ mittels

des starken Approximationssatzes ergibt

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

1 x y
0 1 0
0 0 1

 g

 dxdy = 0,

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

1 0 x
0 1 y
0 0 1

 g

 dxdy = 0

für alle g ∈ G(K∞). Da sowohl

1 x y
0 1 0
0 0 1

 als auch

1 0 x
0 1 y
0 0 1

 in Γ∆ liegen, ergibt sich das

Verschwinden der Integrale aus der Linksinvarianz von f unter Γ∆, aus

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, 0, 0

)
=

∫
(K∞/Fq [T ])2

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 dvdw = 0

und der Tatsache, daß f eindeutig durch die Werte auf Matrizen der Form

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1


bestimmt ist.
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Kapitel 3

Konstruktion harmonischer
Koketten

3.1 Explizite Konstruktion zweier Γ∆-invarianter harmoni-
scher Koketten

Satz 2.3.3 stellt eine Methode bereit, um Γ∆-invariante harmonische Koketten zu konstruieren.
Dies soll im Folgenden an zwei konkreten Beispielen demonstriert werden.

Definition und Satz 3.1.1 Seien λ, µ ∈ Fq[T ], λ 6= 0. Für m, n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞
und w ∈ K∞/πn∞O∞ seien

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
:=

q
−2m, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

f(λ,µ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 := f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

und

F(λ,µ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

γ∈Fq [T ]

f(λ,µ)

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ,

F(λ,µ)

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

F(λ,µ)

πm∞ u v + επm−1
∞

0 πn∞ w
0 0 1

 (3.1)

= −
∑
ε∈Fq

F(λ,µ)

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

Zε

 ,

so ist F(λ,µ) : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C eine Γ∆-linksinvariante harmonische Funktion.

Beweis Aus

F(λ,µ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

γ∈Fq [T ]

f(λ,µ)

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
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∑
γ∈Fq [T ]

f(λ,µ)

πm∞ u+ γπn∞ v + γw
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
γ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + (λγ + µ)w)

sieht man, daß die Summe auf der rechten Seite immer endlich ist, denn für hinreichend großen

Grad von γ ist (wegen λ 6= 0) sicher v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

))
≤ 1, und daß F(λ,µ) eine

Fourierentwicklung mit den Fourierkoeffizienten

F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=


f∗

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
,

falls (α, β) = (λ, µ+ γλ)

für ein γ ∈ Fq[T ],

0 sonst

besitzt. Für α 6= λ oder β /∈ µ+ λFq[T ] erfüllt F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
offensichtlich (IV),

(F1) und (F2). Sei daher angenommen, daß ein γ ∈ Fq[T ] existiert mit (α, β) = (λ, µ+ γλ).
Für δ ∈ Fq[T ] ist

F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u+ δπn∞
0 πn∞

)
, α, β

)
= F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u+ δπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
=

f∗
((

πm∞ u+ (γ + δ)πn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ+ (γ + δ)λ

)
=

F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β + δα

)
,

also (IV) ebenfalls erfüllt.
Wegen

v∞

(
(λ µ+ γλ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
= v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

))
für alle γ ∈ Fq[T ] ist

F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
= F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
=

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0

für alle

(
πm∞ u
0 πn∞

)
mit v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≤ 1, und somit sind (F1) sowie

(F2) erfüllt. Sei daher angenommen, daß v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≥ 2. Dann ist auch

v∞

(
(α β)

(
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

))
≥ 2, und es gilt

F ∗(λ,µ)

((
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, α, β

)
= F ∗(λ,µ)

((
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ+ γλ

)
=

f∗
((

πm+1
∞ uπ∞ + γπn+1

∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q−2(m+1) = q−2f∗

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q−2F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
= q−2F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
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d. h. F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
genügt der Bedingung (F1).

Aus

v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
= v∞

(
(λ µ+ γλ)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≥ 2

folgt offensichtlich

v∞

(
(λ µ)

(
πm+1
∞ u+ επm∞ + γπn∞
0 πn∞

))
≥ 2

für alle ε ∈ Fq, und daher∑
ε∈Fq

F ∗(λ,µ)

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
=

∑
ε∈Fq

F ∗(λ,µ)

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
=

∑
ε∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u+ επm∞ + γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q · q−2(m+1) =

q−1 · f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q−1F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
=

q−1F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
.

Somit genügen die F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
auch Bedingung (F2).

Da also die Fourierkoeffizienten F ∗(λ,µ)

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
von F(λ,µ) die Bedingungen (IV),

(F1) und (F2) erfüllen, folgt die Behauptung aus Satz 2.3.3. �

Definition und Satz 3.1.2 Seien a ∈ K∞ und λ, µ ∈ Fq[T ] mit λ 6= 0. Für m, n ∈ Z,
u, v ∈ K∞/πm∞O∞ und w ∈ K∞/πn∞O∞ seien

g∗a

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
:=


q−m−n,

falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2

und u ≡ aπn∞ mod πm∞O∞,

0 sonst,

ga,λ,µ

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 := g∗a

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw)

und

Ga,λ,µ

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

γ∈Fq [T ]

ga,λ,µ

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ,

Ga,λ,µ

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ

πm∞ u v + επm−1
∞

0 πn∞ w
0 0 1


= −

∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

Zε

 ,

so ist Ga,λ,µ : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C eine Γ∆-linksinvariante harmonische Funktion.
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Beweis Wie im Beweis von Satz 3.1.1 sieht man, daß die Ga,λ,µ definierenden Summen endlich
sind. Aus der Definition von Ga,λ,µ ergibt sich

Ga,λ,µ

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

γ∈Fq [T ]

ga,λ,µ

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
γ∈Fq [T ]

ga,λ,µ

πm∞ u+ γπn∞ v + γw
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
γ∈Fq [T ]

g∗a

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + (λγ + µ)w),

d. h. Ga,λ,µ besitzt eine Fourierentwicklung mit Fourierkoeffizienten

G∗a,λ,µ

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=


g∗a

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
,

falls (α, β) = (λ, µ+ γλ)

für ein γ ∈ Fq[T ],

0 sonst.

Es ist klar, daß G∗a,λ,µ

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
für α 6= λ oder β /∈ µ + λFq[T ] die Bedingun-

gen (IV), (F1) und (F2) erfüllt. Es sei daher angenommen, daß ein γ ∈ Fq[T ] existiert
mit (α, β) = (λ, µ + γλ). Wie im Beweis von Satz 3.1.1 läßt sich zeigen, daß G∗a,λ,µ der

Bedingung (IV) genügt, und für v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≤ 1 auch den Bedingungen (F1)

und (F2). Es gelte deswegen nun zusätzlich v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≥ 2. Somit ist auch

v∞

(
(α β)

(
πm+1
∞ uπ∞
0 πn+1

∞

))
≥ 2 und v∞

(
(λ µ)

(
πm+1
∞ u+ επm∞ + γπn∞
0 πn∞

))
≥ 2 für alle

ε ∈ Fq.
Wegen u+ γπn∞ ≡ aπn∞ mod πm∞O∞ genau dann, wenn uπ∞+ γπn+1

∞ ≡ aπn+1
∞ mod πm+1

∞ O∞,
ist

g∗a

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= g∗a

((
πm+1
∞ uπ∞ + γπn+1

∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

)
= 0,

falls u+ γπn∞ 6≡ aπn∞ mod πm∞O∞, und

g∗a

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q−m−n = q2g∗a

((
πm+1
∞ uπ∞ + γπn+1

∞
0 πn+1

∞

)
, λ, µ

)
,

falls u ≡ aπn∞ mod πm∞O∞. Hieraus folgt, daß G∗a,λ,µ

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
der Bedingung (F1)

genügt.
Ist

u+ γπn∞ ≡ aπn∞ mod πm∞O∞,

so gibt es genau ein ε ∈ Fq, so daß

u+ γπn∞ + επm∞ ≡ aπn∞ mod πm+1
∞ O∞.

Gilt andererseits
u+ γπn∞ 6≡ aπn∞ mod πm∞O∞,
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so ist auch

u+ γπn∞ + επm∞ 6≡ aπn∞ mod πm+1
∞ O∞

für alle ε ∈ Fq. Damit erhält man für u+ γπn∞ 6≡ aπn∞ mod πm∞O∞ die Gleichung

∑
ε∈Fq

g∗a

((
πm+1
∞ u+ γπn∞ + επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= g∗a

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= 0,

und im Falle u+ γπn∞ ≡ aπn∞ mod πm∞O∞ ergibt sich

∑
ε∈Fq

g∗a

((
πm+1
∞ u+ γπn∞ + επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= q−m−n−1 = q−1g∗a

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
.

Hieraus folgt, daß G∗a,λ,µ

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
auch der Bedingung (F2) genügt, und die Be-

hauptung folgt aus Satz 2.3.3. �

Satz 3.1.3 Für alle δ ∈ Fq[T ] gilt F(λ,µ) = F(λ,µ+δλ) und Ga,λ,µ = Ga,λ,µ+δλ.

Beweis Sei

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ∈ G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞. Nach Definition gilt

F(λ,µ+δλ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
γ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ+ δλ

)
ψ∞(λv + (µ+ δλ+ γλ)w) =

∑
γ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u+ (δ + γ)πn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + (µ+ (δ + γ)λ)w),

und unter Verwendung der Bijektion γ 7→ γ̃ = δ + γ von Fq[T ] ist dies gleich

∑
γ̃∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ u+ γ̃πn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + (µ+ γ̃λ)w) = F(λ,µ)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 .

Zusammen mit (3.1) ist damit die Behauptung gezeigt. Der Beweis von Ga,λ,µ = Ga,λ,µ+δλ

verläuft analog. �

3.2 Erzeugung Γ0(N)-invarianter Funktionen

Seien λ und µ ∈ Fq[T ] mit λ 6= 0. Aus F(λ,µ) bzw. Ga,λ,µ sollen im Folgenden durch Summation
über gewisse Nebenklassen Γ0(N)-linksinvariante Funktionen konstruiert werden. Aufgrund
des hieraus resultierenden Problems der Konvergenz der entstehenden Summen werden zuerst
die Funktionen F(λ,µ) und Ga,λ,µ mithilfe einer komplexen Zahl s so zu F(λ,µ),s bzw. Ga,λ,µ,s

modifiziert, daß lim
s→1

F(λ,µ),s = F(λ,µ) und lim
s→1

Ga,λ,µ,s = Ga,λ,µ gilt.
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Definition und Satz 3.2.1 Für s ∈ C sei F(λ,µ),s : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C wie folgt defi-
niert: Für m, n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞ und w ∈ K∞/πn∞O∞ sei

f∗s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
:=

q
−2ms, falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

f(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 := f∗s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw),

F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

γ∈Fq [T ]

f(λ,µ),s

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1


und

F(λ,µ),s

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

πm∞ u v + επm−1
∞

0 πn∞ w
0 0 1

 (3.2)

= −
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

Zε

 .

F(λ,µ),s ist eine Γ∆-linksinvariante Funktion und besitzt eine Fourierentwicklung mit den Fou-
rierkoeffizienten

F ∗(λ,µ),s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=


f∗s

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
,

falls (α, β) = (λ, µ+ γλ)

für ein γ ∈ Fq[T ],

0 sonst,

welche der Bedingung (IV) genügen. Anstelle von (F1) und (F2) hat man die Gleichungen

F ∗(λ,µ),s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=q

2s F ∗(λ,µ),s

((
πm+1
∞ uπ∞

0 πn+1
∞

)
, α, β

)
, falls v∞

(
(α β)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

(3.3)

und

F ∗(λ,µ),s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=q

2s−1
∑
ε∈Fq

F ∗(λ,µ),s

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
, falls v∞(απm∞) ≥ 2,

0 sonst,

(3.4)

die im Fall s = 1 in (F1) bzw. (F2) übergehen.
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Unterkapitel 3.2 Erzeugung Γ0(N)-invarianter Funktionen

Definition und Satz 3.2.2 Die Funktion Ga,λ,µ,s : G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞ → C sei für s ∈ C
folgendermaßen gegeben: Seien a ∈ K∞ und λ, µ ∈ Fq[T ] mit λ 6= 0 sowie µ

λ + a 6= 0 fest
gewählt. Für m, n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞ und w ∈ K∞/πn∞O∞ sei

g∗a,s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
:=


q−(m+n)s,

falls v∞

(
(λ µ)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2

und u ≡ aπn∞ mod πm∞O∞,

0 sonst

sowie

ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 := g∗a,s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µw),

dann ist durch

Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

γ∈Fq [T ]

ga,λ,µ,s

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ,

Ga,λ,µ,s

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

 := −
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s

πm∞ u v + επm−1
∞

0 πn∞ w
0 0 1


= −

∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s

 u πm−1
∞ v

πn∞ 0 w
0 0 1

Zε


eine Γ∆-linksinvariante Funktion definiert, deren Fourierkoeffizienten

G∗a,λ,µ,s (X,α, β) =


g∗a,s

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
,

falls (α, β) = (λ, µ+ γλ)

für ein γ ∈ Fq[T ],

0 sonst

der Bedingung (IV) genügen. Anstelle von (F1) und (F2) erhält man

G∗a,λ,µ,s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=q

2s G∗a,λ,µ,s

((
πm+1
∞ uπ∞

0 πn+1
∞

)
, α, β

)
, falls v∞

(
(α β)

(
πm∞ u

0 πn∞

))
≥ 2,

0 sonst,

(3.5)

und

G∗a,λ,µ,s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
=q

s
∑
ε∈Fq

G∗a,λ,µ,s

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
, falls v∞(απm∞) ≥ 2,

0 sonst,

(3.6)

die für s = 1 wiederum in (F1) bzw. (F2) übergehen.
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Beweis Der Nachweis der Eigenschaften erfolgt für Satz 3.2.2 analog zu Satz 3.1.2 und für
Satz 3.2.1 analog zu Satz 3.1.1. �

Satz 3.2.3 Für alle δ ∈ Fq[T ] gilt F(λ,µ),s = F(λ,µ+δλ),s und Ga,λ,µ,s = Ga,λ,µ+δλ,s.

Beweis Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 3.1.3. �

Mittels F(λ,µ),s bzw. Ga,λ,µ,s sollen nun die eingangs erwähnten Γ0(N)-linksinvarianten Funk-
tionen definiert werden. Allerdings wird hier aus technischen Gründen die Gruppe Γ0(N)

durch die Untergruppe Γ
(1)
0 (N) der Matrizen mit Determinante 1 ersetzt. Rein formal lautet

die Definition

F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

F(λ,µ),s

A
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1


resp.

Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 :=
∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

Ga,λ,µ,s

A
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

 .

Nimmt man an, daß die Summen absolut konvergieren, so handelt es sich offensichtlich um

Γ
(1)
0 (N)-linksinvariante Funktionen, da eine Linksmultiplikation des Argumentes mit einer

Matrix aus Γ
(1)
0 (N) einer Umsummation entspricht.

Für die folgenden Rechnungen kann man ohne Einschränkung davon ausgehen, daß im Argu-

ment X =

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 die Einträge v und w aus π∞O∞ stammen, denn Linksmultiplika-

tion von X mit einer Matrix der Form

1 0 δ
0 1 ε
0 0 1

 ∈ Γ∆ ⊂ Γ
(1)
0 (N) mit δ, ε ∈ Fq[T ] erlaubt

es, v und w um beliebige Polynome abzuändern.

Satz 3.2.4 Die Funktionen F(λ,µ),s und Ga,λ,µ,s konvergieren absolut für hinreichend großen

Realteil von s. Dabei konvergiert F(λ,µ),s für Re(s) > 4 und Ga,λ,µ,s für Re(s) > 8
3 .

Beweis Aus Satz 2.1.16 folgt, daß es zu X =

πm′∞ u v

0 πn
′
∞ w

0 0 1

 ∈ G(K∞) ein Ã0 ∈ G(Fq[T ])

und ein W aus W, d. h. W =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 mit m > n ≥ 1 oder W =

 0 πm∞ 0
πn∞ 0 0
0 0 1

 mit

m ≥ n ≥ 1, gibt, so daß X ≡ Ã0W in G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞. Da man durch Linksmultiplikation
mit einer Matrix aus G(Fq[T ]) Zeilen vertauschen kann, gibt es daher ein

Y =

πm∞ 0 0
0 πn∞ 0
0 0 1

 mit m,n ≥ 1
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und ein A0 ∈ G(Fq[T ]) mit X ≡ A0Y modulo Γ∞〈R〉K∗∞.

Es ist

F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

F(λ,µ),s

A
πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

 .

Die Summe auf der rechten Seite läßt sich in sechs Teilsummen zerlegen, je nachdem, auf

welche Standardform modulo Γ∞K
∗
∞ man die Matrix A

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 bringen kann, denn

mit

S =


πm∞ u v

0 πn∞ w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m, n ∈ Z, u, v ∈ K∞/πm∞O∞, w ∈ K∞/πn∞O∞


liegt A

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 in genau einer der Mengen S, SR, SR2, SQ, SQR, SQR2 (vgl.

Satz 1.2.1). Analog kann man Ga,λ,µ,s in sechs Teilsummen zerlegen.

Betrachtet man die Zerlegung von F(λ,µ),s in diese Teilsummen, so sieht man, daß es aufgrund
der Definition von F(λ,µ),s genügt, den Summanden∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

AX∈S

F(λ,µ),s(AX)

zu betrachten. Hierbei ist die Notation
”
AX ∈ S“ so zu verstehen, daß es einen Vertreter der

Klasse AX gibt, der in S liegt.
Wegen AX ≡ AA0Y mod Γ∞〈R〉K∗∞ kann man obige Summation ersetzen durch Summation

über alle AA0 ∈ Γ∆\Γ(1)
0 (N)A0 mit (AA0)Y ∈ S, d. h. es gilt∑

A∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)

AX∈S

F(λ,µ),s(AX) =
∑

Ã∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)A0

ÃY ∈S

F(λ,µ),s(ÃY ).

Mit σ =Re(s) und Ã =

a b c
d e f
g h i

 erhält man

∣∣∣∣∣∣
∑

Ã|ÃY ∈S

F(λ,µ),s(ÃY )

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
Ã

∑
γ∈Fq [T ]

∣∣∣∣∣f∗s
((

π
m+deg(ei−fh)+deg(i)
∞

(
bi−ch
ei−fh + γ

)
π
n−deg(ei−fh)+2 deg(i)
∞

0 π
n−deg(ei−fh)+2 deg(i)
∞

)
, λ, µ

)∣∣∣∣∣ =

∑
Ã

∑
γ∈Fq [T ]

q−2(m+deg(ei−fh)+deg(i))σ
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mit Summation über alle Ã ∈ Γ∆\Γ(1)
0 (N)A0 und γ ∈ Fq[T ], die den Bedingungen

deg(g) < m+ deg(i), deg(h) < n+ deg(i), (3.7)

deg(di− fg) + n < deg(ei− fh) +m, (3.8)

deg(ei− fh) ≥ deg(λ)−m− deg(i) + 2, (3.9)

v∞

(
λ

(
bi− ch
ei− fh

+ γ

)
+ µ

)
+ n− deg(ei− fh) + 2 deg(i) ≥ 2 (3.10)

genügen, wobei (3.7) und (3.8) gemeinsam äquivalent sind zu ÃY ∈ S (vgl. Satz 1.2.3), und
(3.9) und (3.10) sich aus der Definition von F(λ,µ),s ergeben.
Sei im Folgenden

k := deg(i) und l := deg(ei− fh).

Aus (3.7) folgt insbesondere i 6= 0. Da man Ã von links mit Γ∆ abändern, also insbesondere
ein Vielfaches der dritten zur zweiten Zeile addieren darf, kann man

deg(f) < k (3.11)

annehmen. Wegen (3.8) ist auch ei − fh 6= 0. Der maximal mögliche Grad des Polynoms fh
ist wegen (3.7) und (3.11) gleich n+ 2k − 2, woraus für l > n+ 2k − 2 folgt, daß l = deg(ei)
bzw. deg(e) = l − k. Ist dagegen l ≤ n + 2k − 2, so muß entsprechend deg(ei) ≤ n + 2k − 2
gelten und daher deg(e) ≤ n+ k − 2. Man erhält

deg(e)

{
≤ n+ k − 2, falls l ≤ n+ 2k − 2,

= l − k, falls l > n+ 2k − 2.
(3.12)

Bedingung (3.8) ist äquivalent zu deg(di − fg) < l + m − n. Analog zu oben erhält man im
Fall deg(di) > m+ 2k− 2 ≥ deg(fg) die Abschätzung l+m−n > deg(di− fg) = deg(d) + k,
also gilt

deg(d) ≤ max{m+ k − 2, l +m− n− k − 1}. (3.13)

Mit

m+ k − 2 ≤ l +m− n− k − 1 bzw. n+ 2k − 1 ≤ l

folgt

deg(d) ≤

{
m+ k − 2, falls l ≤ n+ 2k − 2,

l +m− n− k − 1, falls l > n+ 2k − 2.
(3.14)

Durch Linksmultiplikation mit einer geeigneten Matrix aus Γ∆ kann man für jedes δ ∈ Fq[T ]
das δ-fache der dritten zur ersten Zeile von Ã addieren. Hierdurch ändert sich bi−ch

ei−fh additiv

um δ, so daß man o. B. d. A. davon ausgehen kann, daß bi−ch
ei−fh ∈ π∞O∞. Weiterhin kann man

deg(λ) > deg(µ) annehmen aufgrund von Satz 3.2.3, d. h. falls γ 6= 0, so ist

v∞

(
λ

(
bi− ch
ei− fh

+ γ

)
+ µ

)
= v∞(λγ),

und Gleichung (3.10) ist äquivalent zu

deg(γ) ≤ n+ 2k − l − deg(λ)− 2, (3.15)

woraus insbesondere

n+ 2k − l − deg(λ)− 2 ≥ 0

94



Unterkapitel 3.2 Erzeugung Γ0(N)-invarianter Funktionen

folgt, was bedeutet, daß γ 6= 0 nur möglich ist, wenn l ≤ n+2k−2−deg(λ). Andernfalls kann es
entweder gar kein γ oder ausschließlich γ = 0 geben, damit (3.10) erfüllt ist. Zusammenfassend
ergibt sich

|{γ ∈ Fq[T ] | γ erfüllt (3.10)}| ≤

{
qn+2k−l−deg(λ)−1, falls l ≤ n+ 2k − 2− deg(λ),

1, falls l > n+ 2k − 2− deg(λ).
(3.16)

Seien nun k, l ∈ N0 und

A(k, l) =
∣∣∣{Ã, γ | ÃY, γ genügen (3.7)− (3.10), deg(i) = k, deg(ei− fh) = l

}∣∣∣ . (3.17)

Es gilt offensichtlich ∣∣∣∣∣∣
∑

Ã|ÃY ∈S

F(λ,µ),s(ÃY )

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

∞∑
l=0

A(k, l)q−2(m+l+k)σ.

Aus Korollar 1.4.2 folgt, daß die Äquivalenzklasse von Ã von der ersten Zeile der Ma-
trix unabhängig ist. Es genügt daher, die Anzahl der möglichen Einträge d, . . . , i sowie die
Möglichkeiten für γ abzuschätzen.

Für l ≤ n+ 2k − 2− deg(λ) erhält man

A(k, l) ≤ qm+k−1︸ ︷︷ ︸
d

qn+k−1︸ ︷︷ ︸
e

qk︸︷︷︸
f

qm+k︸ ︷︷ ︸
g

qn+k︸︷︷︸
h

qk+1︸︷︷︸
i

qn+2k−l−deg(λ)−1︸ ︷︷ ︸
γ

= q2m+3n−deg(λ)−2+8k−l

und daraus

∞∑
k=0

n+2k−2−deg(λ)∑
l=0

A(k, l)q−2(m+l+k)σ ≤

C1

∞∑
k=0

q(8−2σ)k
∞∑
l=0

q(−1−2σ)l =

C1

1− q8−2σ

1

1− q−1−2σ

für σ > 4, mit einer nur von m, n und deg(λ) abhängigen Konstanten C1.

Ist n+ 2k − 1− deg(λ) ≤ l ≤ n+ 2k − 2 , so ergibt sich

A(k, l) ≤ qm+k−1︸ ︷︷ ︸
d

qn+k−1︸ ︷︷ ︸
e

qk︸︷︷︸
f

qm+k︸ ︷︷ ︸
g

qn+k︸︷︷︸
h

qk+1︸︷︷︸
i

q0︸︷︷︸
γ

= q2m+2n−1+6k,

also
∞∑
k=0

n+2k−2∑
l=n+2k−1−deg(λ)

A(k, l)q−2(m+l+k)σ ≤

C2

∞∑
k=0

q(6−2σ)k
∞∑

l=n+2k−1−deg(λ)

q−2σl =

C2

∞∑
k=0

q(6−2σ)kq−2σ(n+2k−1−deg(λ))
∞∑
l=0

q−2σl =

C̃2

∞∑
k=0

q(6−6σ)k 1

1− q−2σ
=

C̃2

1− q6−6σ

1

1− q−2σ
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für σ > 1, mit nur von m, n und deg(λ) abhängigen Konstanten C2 und C̃2.

Für l ≥ n+ 2k − 1 ist

A(k, l) ≤ ql+m−n−k︸ ︷︷ ︸
d

ql−k+1︸ ︷︷ ︸
e

qk︸︷︷︸
f

qm+k︸ ︷︷ ︸
g

qn+k︸︷︷︸
h

qk+1︸︷︷︸
i

q0︸︷︷︸
γ

= q2l+2k+2m+2

und daher

∞∑
k=0

∞∑
l=n+2k−1

A(k, l)q−2(m+l+k)σ ≤

C3

∞∑
k=0

q(2−2σ)k
∞∑

l=n+2k−1

q(2−2σ)l =

C3

∞∑
k=0

q(2−2σ)kq(2−2σ)(n+2k−1)
∞∑
l=0

q(2−2σ)l =

C̃3

∞∑
k=0

q(6−6σ)k 1

1− q2−2σ
=

C̃3

1− q6−6σ

1

1− q2−2σ

für σ > 1, mit nur von m und n abhängigen Konstanten C3, C̃3.
Somit konvergiert F(λ,µ),s für alle s ∈ C mit Re(s) > 4.

Analog genügt es, zum Nachweis der Konvergenz von Ga,λ,µ,s den Summanden∑
A∈Γ∆\Γ

(1)
0 (N)

AX∈S

Ga,λ,µ,s(AX) =
∑

Ã∈Γ∆\Γ
(1)
0 (N)A0

ÃY ∈S

Ga,λ,µ,s(ÃY ) zu betrachten, wobei

∣∣∣∣∣∣
∑

Ã|ÃY ∈S

Ga,λ,µ,s(ÃY )

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
Ã

∑
γ∈Fq [T ]

q−(m+n+3 deg(i))σ (3.18)

und wieder über alle Ã ∈ Γ∆\Γ(1)
0 (N)A0 und γ ∈ Fq[T ] mit

deg(g) < m+ deg(i), deg(h) < n+ deg(i), (3.7)

deg(di− fg) + n < deg(ei− fh) +m, (3.8)

deg(ei− fh) ≥ deg(λ)−m− deg(i) + 2, (3.9)

v∞

(
λ

(
bi− ch
ei− fh

+ γ

)
+ µ

)
+ n− deg(ei− fh) + 2 deg(i) ≥ 2 (3.10)

summiert wird, mit der zusätzlichen Bedingung(
bi− ch
ei− fh

+ γ

)
πn−deg(ei−fh)+2 deg(i)
∞ ∈ aπn−deg(ei−fh)+2 deg(i)

∞ + πm+deg(ei−fh)+deg(i)
∞ O∞.

(3.19)
Seien wie vor k = deg(i), l = deg(ei− fh) und A(k, l) wie in (3.17). Da auch hier die Bedin-
gungen (3.7) bis (3.10) gelten sollen, kann man wieder die oben gewonnenen Abschätzungen
für die Grade von d, e, f, g, h in Abhängigkeit von k und l benutzen. Unter Vernachlässigung
von (3.19) ergeben sich daraus die Abschätzungen
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∞∑
k=0

n+2k−2−deg(λ)∑
l=0

A(k, l)q−(m+n+3k)σ ≤

C1

∞∑
k=0

q(8−3σ)k
∞∑
l=0

q−l =

C1

1− q8−3σ

1

1− q−1

für σ > 8
3 sowie

∞∑
k=0

n+2k−2∑
l=n+2k−1−deg(λ)

A(k, l)q−(m+n+3k)σ ≤

C2

∞∑
k=0

q(6−3σ)k
n+2k−2∑

l=n+2k−1−deg(λ)

1 =

C2

∞∑
k=0

q(6−3σ)k deg(λ) =

C̃2

1− q6−3σ

für σ > 2, mit nur von m, n und deg(λ) abhängigen Konstanten C2, C̃2.

Für l ≥ n + 2k − 1 kann (3.10) höchstens von γ = 0 erfüllt werden. Bedingung (3.19)
ist in diesem Fall äquivalent zu

bi− ch
ei− fh

∈ a + πm−n−k+2l
∞ O∞. (3.20)

Es gilt
m− n− k + 2l ≥ m− n− k + 2(n+ 2k − 1) ≥ m+ n+ 3k − 2, (3.21)

und m+ n+ 3k− 2 ist wegen m,n ≥ 1 und k ≥ 0 größer oder gleich 0. Da die erste Zeile des
Vertreters Ã so gewählt sein soll, daß bi−ch

ei−fh ∈ π∞O∞, kann (3.20) nicht erfüllt werden, falls

v∞(a) < 0. Ist v∞(a) < 0, so konvergiert Ga,λ,µ,s also für σ > 8
3 .

Sei nun v∞(a) ≥ 0. Es ist λa + µ 6= 0, da Ga,λ,µ,s und somit auch Ga,λ,µ,s ansonsten nicht
definiert ist. Wegen (3.20) gilt

v∞

(
bi− ch
ei− fh

− a

)
≥ m− n− k + 2l,

und für γ = 0 ist (3.10) wegen der Voraussetzung λ 6= 0 äquivalent zu

v∞

(
bi− ch
ei− fh

+
µ

λ

)
≥ l − 2k − n+ deg(λ) + 2,

was zusammen die Abschätzung

v∞

(µ
λ

+ a
)

= v∞

((
bi− ch
ei− fh

+
µ

λ

)
−
(
bi− ch
ei− fh

− a

))
≥ min{l − 2k − n+ deg(λ) + 2,m− n− k + 2l}
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liefert. Je nachdem, wo das Minimum liegt, bedeutet dies

l ≤ v∞
(µ
λ

+ a
)

+ 2k + n− deg(λ)− 2

oder

l ≤ 1

2

(
v∞

(µ
λ

+ a
)

+ k −m+ n
)
,

so daß l also auf jeden Fall durch

v∞

(µ
λ

+ a
)

+ 2k + n− deg(λ)− 2 +
1

2

(
v∞

(µ
λ

+ a
)

+ k −m+ n
)

=

3

2

(
v∞

(µ
λ

+ a
)

+ n
)

+
5

2
k − 1

2
m− deg(λ)− 2

nach oben beschränkt ist. Falls 3
2

(
v∞
(µ
λ + a

)
+ n

)
+ 5

2k −
1
2m− deg(λ)− 2 < n+ 2k − 1, so

gibt es kein passendes l und die Summe ist gleich 0. Sei daher angenommen, daß

0 ≤ n+ 2k − 1 ≤ 3

2

(
v∞

(µ
λ

+ a
)

+ n
)

+
5

2
k − 1

2
m− deg(λ)− 2.

Mit (3.7), (3.11), (3.12) und (3.14) ergibt sich

∞∑
k=0

∞∑
l=n+2k−1

A(k, l)q−(m+n+3k)σ ≤

C3

∞∑
k=0

q(2−3σ)k

3
2(v∞(µλ+a)+n)+ 5

2
k− 1

2
m−deg(λ)−2∑

l=n+2k−1

q2l ≤

C̃3

∞∑
k=0

q(2−3σ)k

(
3

2
v∞

(µ
λ

+ a
)

+
1

2
(n+ k −m)− deg(λ)

)
q5k =

C̃3

∞∑
k=0

(
3

2
v∞

(µ
λ

+ a
)

+
1

2
(n+ k −m)− deg(λ)

)
q(7−3σ)k

mit nur von m und n abhängigen Konstanten C3, C̃3, was für σ > 7
3 konvergiert.

Insgesamt konvergiert Ga,λ,µ,s somit für alle s ∈ C mit Re(s) > 8
3 . �

Im Folgenden seien

X :=

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 ∈ G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞,

Y :=

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 ∈ G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞,

M :=

1 0 0
0 π∞ 0
0 0 1

 ∈ G(K∞),

L :=

1 0 0
0 1 0
0 0 π−1

∞

 ∈ G(K∞),
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und es sei nochmals an

Xε =

ε 1 0
1 0 0
0 0 1

 ∈ G(K∞),

Zε =

 0 1 0
π∞ 0 ε
0 0 1

 ∈ G(K∞) (ε ∈ Fq)

erinnert.

Lemma 3.2.5 Es gilt

q2−2s · F(λ,µ),s (X) +
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XXε) = 0 (3.22)

und
q2−2s · F(λ,µ),s (X) +

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XZε) = 0. (3.23)

Beweis Nach Definition von F(λ,µ),s ist

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XXε) =
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

u+ επm∞ πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

 =

−
∑
ε∈Fq

∑
δ∈Fq

F(λ,µ),s

πm+1
∞ u+ επm∞ v + δπm∞
0 πn∞ w
0 0 1

 =

−
∑
ε,δ∈Fq

∑
α,β∈Fq [T ]

F ∗(λ,µ),s

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
ψ∞(αv + βw)ψ∞(αδπm∞).

Falls v∞(απm∞) ≥ 2, so ist
∑
δ∈Fq

ψ∞(αδπm∞) = q gemäß Lemma 2.2.2, und mit (3.4) ergibt sich

−
∑
ε,δ∈Fq

F ∗(λ,µ),s

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
ψ∞(αδπm∞) =

−q2−2sF ∗(λ,µ),s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
ψ∞(αv + βw).

Wenn v∞(απm∞) = 1 ist, so ist
∑
δ∈Fq

ψ∞(αδπm∞) = 0 nach Lemma 2.2.2, und für v∞(απm∞) < 1

gilt F ∗(λ,µ),s

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
= 0 nach (3.4). Somit folgt

−
∑
ε,δ∈Fq

∑
α,β∈Fq [T ]

F ∗(λ,µ),s

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, α, β

)
ψ∞(αv + βw)ψ∞(αδπm∞) =

− q2−2s
∑

α,β∈Fq [T ]
v∞(απm∞)≥2

F ∗(λ,µ),s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
ψ∞(αv + βw),

99



Kapitel 3 Konstruktion harmonischer Koketten

und dies ist wiederum wegen (3.4) gleich

− q2−2s
∑

α,β∈Fq [T ]

F ∗(λ,µ),s

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
ψ∞(αv + βw) = F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 .

Somit ist (3.22) gezeigt. Der Nachweis von (3.23) erfolgt analog unter Verwendung von (3.3).
�

Angenommen, die Funktion F(λ,µ),s existiert, d. h. die definierende Summe konvergiert, dann
gilt:

Satz 3.2.6 Anstelle der Harmonizitätsbedingungen (HB1), (HB2) und (HB3) genügt
F(λ,µ),s den Gleichungen

F(λ,µ),s (X) +
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XXε) = (1− q2−2s) ·

 ∑
A|AX∈S

F(λ,µ),s(AX)+

∑
A|AX∈SR2

F(λ,µ),s(AX) +
∑

A|AX∈SQ

F(λ,µ),s(AXQM) +
∑

A|AX∈SQR

F(λ,µ),s(AXQM)

 , (3.24)

F(λ,µ),s (Y ) +
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (Y Zε) = (1− q2−2s) ·

 ∑
A|AY ∈S

F(λ,µ),s(AY )+

∑
A|AY ∈SR

F(λ,µ),s(AY ) +
∑

A|AY ∈SQR

F(λ,µ),s(AY QL) +
∑

A|AY ∈SQR2

F(λ,µ),s(AY QL)

 , (3.25)

fs (X) +
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XZε) = (1− q2−2s) ·

 ∑
A|AX∈S

F(λ,µ),s(AX)+

∑
A|AX∈SR

F(λ,µ),s(AX) +
∑

A|AX∈SQR

F(λ,µ),s(AXQL) +
∑

A|AX∈SQR2

F(λ,µ),s(AXQL)

 . (3.26)

Im Falle der Konvergenz ist lim
s→1

F(λ,µ),s somit eine harmonische Funktion.

Beweis Es ist∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (XXε) =

∑
A|AX∈S

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) +
∑

A|AX∈SR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) +
∑

A|AX∈SR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε)+

∑
A|AX∈SQ

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε)+
∑

A|AX∈SQR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε)+
∑

A|AX∈SQR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε).
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Gemäß Lemma 2.1.10 kann man in den einzelnen Summen AX jeweils durch einen kanonischen
Vertreter ersetzen. Nach (3.22) gilt∑

A|AX∈S

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) = −q2−2s
∑

A|AX∈S

F(λ,µ),s(AX).

Ist AX ∈ SR, so ist AX äquivalent zu einer Matrix der Form

b πk∞ a
c 0 πl∞
1 0 0

.

Für ε 6= 0 erhält man

AXXε ≡

bε+ πk∞ b a
cε c πl∞
ε 1 0

ε−1 1 0
0 −ε 0
0 0 1

 =

b+ ε−1πk∞ πk∞ a
c 0 πl∞
1 0 0

mod Γ∞,

so daß, wegen Gleichung (3.2) und der Rechtsinvarianz von F(λ,µ),s unter R,∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) = F(λ,µ),s(AXX0R) +
∑
ε∈F∗q

F(λ,µ),s(AXXεR
2) =

F(λ,µ),s

aπ∞ πk∞ b
πl+1
∞ 0 c
0 0 1

+
∑
ε∈F∗q

F(λ,µ),s

πk+1
∞ aπ∞ b+ επk∞
0 πl+1

∞ c
0 0 1

 =

F(λ,µ),s

aπ∞ πk∞ b
πl+1
∞ 0 c
0 0 1

− F(λ,µ),s

πk+1
∞ aπ∞ b
0 πl+1

∞ c
0 0 1

− F(λ,µ),s

aπ∞ πk∞ b
πl+1
∞ 0 c
0 0 1

 =

− F(λ,µ),s

πk+1
∞ aπ∞ b
0 πl+1

∞ c
0 0 1

 = −F(λ,µ),s

(
AXR2

)
= −F(λ,µ),s (AX) .

Es folgt ∑
A|AX∈SR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) = −
∑

A|AX∈SR

F(λ,µ),s(AX).

Für AX ∈ SR2 ist AX äquivalent zu einer Matrix der Form

 a b πk∞
πl∞ c 0
0 1 0

 und daher gilt,

unter Benutzung von (3.23),

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

 aε+ b a πk∞
επl∞ + c πl∞ 0

1 0 0

R2

 =

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

aπ∞ πk+1
∞ aε+ b

πl+1
∞ 0 επl∞ + c
0 0 1

 = −q2−2sF(λ,µ),s

πk+1
∞ a b
0 πl∞ c
0 0 1

 =

− q2−2sF(λ,µ),s (AXR) = −q2−2sF(λ,µ),s (AX) .

Also ist ∑
A|AX∈SR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) = −q2−2s
∑

A|AX∈SR2

F(λ,µ),s(AX).
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Falls AX ∈ SQ, so ist AX äquivalent zu einer Matrix der Form

 a πk∞ b
πl∞ 0 c
0 0 1

, so daß

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

aε+ πk∞ a b
επl∞ πl∞ c

0 0 1

 .

Für ε 6= 0 istaε+ πk∞ a b
επl∞ πl∞ c

0 0 1

 ≡
aε+ πk∞ a b

επl∞ πl∞ c
0 0 1

ε−1 1 0
0 −ε 0
0 0 1

 =

a+ ε−1πk∞ πk∞ b
πl∞ 0 c
0 0 1

mod Γ∞,

weshalb∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =

F(λ,µ),s

πk∞ a b
0 πl∞ c
0 0 1

+
∑
ε∈F∗q

F(λ,µ),s

a+ επk∞ πk∞ b
πl∞ 0 c
0 0 1

 (3.22)
=

F(λ,µ),s

πk∞ a b
0 πl∞ c
0 0 1

− F(λ,µ),s

 a πk∞ b
πl∞ 0 c
0 0 1

− q2−2sF(λ,µ),s

πk∞ a b
0 πl∞ c
0 0 1

 =

(1− q2−2s)F(λ,µ),s (AXQM)− F(λ,µ),s(AX)

und somit∑
A|AX∈SQ

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =
∑

A|AX∈SQ

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s(AXQM)− F(λ,µ),s(AX)

)
.

Für AX ∈ SQR ist AX äquivalent zu

b a πk∞
c πl∞ 0
1 0 0

, und daher

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

 bε+ a b πk∞
cε+ πl∞ c 0

ε 1 0

 .

Für ε 6= 0 ist bε+ a b πk∞
cε+ πl∞ c 0

ε 1 0

 ≡
 bε+ a b πk∞
cε+ πl∞ c 0

ε 1 0

ε−1 1 0
0 −ε 0
0 0 1

 =

 b+ ε−1a a πk∞
c+ ε−1πl∞ πl∞ 0

1 0 0

mod Γ∞,
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d. h.∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =

F(λ,µ),s

 a b πk∞
πl∞ c 0
0 1 0

+
∑
ε∈F∗q

F(λ,µ),s

 b+ εa a πk∞
c+ επl∞ πl∞ 0

1 0 0

R2

 =

F(λ,µ),s (AXQM) +
∑
ε∈F∗q

F(λ,µ),s

aπ∞ πk+1
∞ b+ εa

πl+1
∞ 0 c+ επl∞
0 0 1

 (3.23)
=

F(λ,µ),s (AXQM)− F(λ,µ),s

aπ∞ πk+1
∞ b

πl+1
∞ 0 c
0 0 1

− q2−2sF(λ,µ),s

πk+1
∞ a b
0 πl∞ c
0 0 1

 =

F(λ,µ),s(AXQM)− F(λ,µ),s(AXR
2)− q2−2sF(λ,µ),s(AXQMR) =

(1− q2−2s)F(λ,µ),s (AXQM)− F(λ,µ),s(AX),

so daß∑
A|AX∈SQR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =
∑

A|AX∈SQR

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s(AXQM)− F(λ,µ),s(AX)

)
.

Schließlich ist für AX ∈ SQR2 die Matrix AX äquivalent zu

πk∞ b a
0 c πl∞
0 1 0

, also

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) =
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

b+ επk∞ πk∞ a
c 0 πl∞
1 0 0

R2

 =

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

πk+1
∞ aπ∞ b+ επk∞
0 πl+1

∞ c
0 0 1

 (3.2)
= −F(λ,µ),s

aπ∞ πk∞ b
πl+1
∞ 0 c
0 0 1

 =

− F(λ,µ),s

aπ∞ πk∞ b
πl+1
∞ 0 c
0 0 1

R2

 = −F(λ,µ),s (AX) ,

und daher ∑
A|AX∈SQR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s(AXXε) = −
∑

A|AX∈SQR2

F(λ,µ),s(AX).

Aus diesen sechs Teilsummen erhält man die Behauptung (3.24).
Zum Nachweis von (3.25) und (3.26) sei Z = X oder Z = Y . Wegen Zε = R2XεR

2π−1
∞ ist∑

ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =
∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
,

und die Berechnung der Teilsummen läßt sich auf die vorherigen Rechnungen zurückführen,
da in den Fallunterscheidungen AX ∈ S, AX ∈ SR etc. von der speziellen Gestalt von X
kein Gebrauch gemacht wurde und man daher AX durch AY ersetzen kann. Man erhält unter
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Ausnutzung von R2XεR
2 = Zεπ∞, R2QMR2π−2

∞ = QL und obiger Gleichungen∑
A|AZ∈S

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =

∑
A|AZ∈S

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

− q2−2s
∑

A|AZR2∈SR2

F(λ,µ),s

(
AZR2

)
= −q2−2s

∑
A|AZ∈S

F(λ,µ),s (AZ) ,

∑
A|AZ∈SR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =

∑
A|AZ∈SR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈S

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

− q2−2s
∑

A|AZR2∈S

F(λ,µ),s

(
AZR2

)
= −q2−2s

∑
A|AZ∈SR

F(λ,µ),s (AZ) ,

∑
A|AZ∈SR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =

∑
A|AZ∈SR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

−
∑

A|AZR2∈SR

F(λ,µ),s

(
AZR2

)
= −

∑
A|AZ∈SR2

F(λ,µ),s (AZ) ,

∑
A|AZ∈SQ

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =

∑
A|AZ∈SQ

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SQR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

−
∑

A|AZR2∈SQR2

F(λ,µ),s

(
AZR2

)
= −

∑
A|AZ∈SQ

F(λ,µ),s (AZ) ,

∑
A|AZ∈SQR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =

∑
A|AZ∈SQR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SQ

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SQ

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s

(
AZR2QM

)
− F(λ,µ),s

(
AZR2

))
=

∑
A|AZ∈SQR

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s

(
AZR2QMR2π−2

∞
)
− F(λ,µ),s (AZ)

)
=

∑
A|AZ∈SQR

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s (AZQL)− F(λ,µ),s (AZ)

)
,
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∑
A|AZ∈SQR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s (AZZε) =

∑
A|AZ∈SQR2

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SQR

∑
ε∈Fq

F(λ,µ),s

(
AZR2Xε

)
=

∑
A|AZR2∈SQR

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s

(
AZR2QM

)
− F(λ,µ),s

(
AZR2

))
=

∑
A|AZ∈SQR2

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s

(
AZR2QMR2π−2

∞
)
− F(λ,µ),s (AZ)

)
=

∑
A|AZ∈SQR2

(
(1− q2−2s)F(λ,µ),s (AZQL)− F(λ,µ),s (AZ)

)
.

Hieraus folgen (3.25) und (3.26). �

Lemma 3.2.7 Die Funktion Ga,λ,µ,s erfüllt für alle m, n ∈ Z, u, v ∈ K∞/π
m
∞O∞ und

w ∈ K∞/π
n
∞O∞ die Gleichungen

q1−s ·Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

Xε

 = 0 (3.27)

sowie

q2−2s ·Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

Zε

 = 0. (3.28)

Beweis Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis von Lemma 3.2.5 unter Benutzung von
(3.5) und (3.6) anstelle von (3.3) und (3.4). �

Satz 3.2.8 Anstelle der Harmonizitätsbedingungen (HB1), (HB2) und (HB3) genügt
Ga,λ,µ,s den Gleichungen

Ga,λ,µ,s (X) +
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s (XXε) =

(1− q1−s) ·

 ∑
A|AX∈S

Ga,λ,µ,s(AX) +
∑

A|AX∈SQ

Ga,λ,µ,s(AXQM)

+

(1− q2−2s) ·

 ∑
A|AX∈SR2

Ga,λ,µ,s(AX) +
∑

A|AX∈SQR

Ga,λ,µ,s(AXQM)

 , (3.29)

Ga,λ,µ,s (Y ) +
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s (Y Zε) =

(1− q2−2s) ·

 ∑
A|AY ∈S

Ga,λ,µ,s(AY ) +
∑

A|AY ∈SQR2

Ga,λ,µ,s(AY QL)

+

(1− q1−s) ·

 ∑
A|AY ∈SR

Ga,λ,µ,s(AY ) +
∑

A|AY ∈SQR

Ga,λ,µ,s(AY QL)

 , (3.30)
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Ga,λ,µ,s (X) +
∑
ε∈Fq

Ga,λ,µ,s (XZε) =

(1− q2−2s) ·

 ∑
A|AX∈S

Ga,λ,µ,s(AX) +
∑

A|AX∈SQR2

Ga,λ,µ,s(AXQL)

+

(1− q1−s) ·

 ∑
A|AX∈SR

Ga,λ,µ,s(AX) +
∑

A|AX∈SQR

Ga,λ,µ,s(AXQL)

 . (3.31)

Falls der Limes existiert, ist die Funktion lim
s→1

Ga,λ,µ,s somit harmonisch.

Beweis Unter Verwendung von (3.27) und (3.28) verlaufen die Rechnungen analog zum Beweis
von Satz 3.2.6. �

Die Frage, ob die Grenzwerte lim
s→1

F(λ,µ),s bzw. lim
s→1

Ga,λ,µ,s tatsächlich existieren, konnte im

Rahmen dieser Arbeit nicht beantwortet werden und ist daher ein offenes Problem.
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Kapitel 4

Petersson-Skalarprodukt und
Hecke-Operatoren

4.1 Das Petersson-Skalarprodukt

Definition und Satz 4.1.1 Es sei dY ein Maß auf Γ
(1)
0 (N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞ mit der Nor-

mierung

vol(Y ) =
1∣∣∣Γ(1)

0 (N)X

∣∣∣ ,
wobei X ∈ G(K∞)/Γ∞K

∗
∞ ein Vertreter der Klasse von Y mit Stabilisator Γ

(1)
0 (N)X sei.

Für zwei unter Γ
(1)
0 (N) linksinvariante harmonische Koketten f, g : G(K∞)/Γ∞K

∗
∞ → C,

von denen eine endlichen Träger modulo Γ
(1)
0 (N) besitzt, ist durch

〈f, g〉 :=

∫
Γ

(1)
0 (N)\G(K∞)/Γ∞K∗∞

f(Y )g(Y )dY (4.1)

eine hermitesche Sesquilinearform definiert. Auf dem Raum der unter Γ
(1)
0 (N) linksinvari-

anten harmonischen Koketten auf G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ mit endlichem Träger definiert (4.1) ein

Skalarprodukt, welches Petersson-Skalarprodukt heißt.

Beweis Die Endlichkeit des Trägers einer der Funktionen stellt die Konvergenz des Integrals
sicher. Die Eigenschaften einer hermiteschen Sesquilinearform sowie die positive Definitheit
bei endlichem Träger sind offensichtlich erfüllt. �

Satz 4.1.2 Seien f : G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C eine unter Γ

(1)
0 (N) linksinvariante harmonische

Kokette mit endlichem Träger modulo Γ
(1)
0 (N) und

K := −6 deg(N)− deg(λ) + 3, L := 3 deg(N) + 2 deg(λ) + 1,

dann gilt
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〈f, F(λ,µ),1〉 := lim
s→1
〈f, F(λ,µ),s〉 =

3 qdeg(λ)+2

q−2 deg(λ)−5(1 + q−1)
1

1 + q−2

∑
K≤n≤1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
+

q−2(1 + q−1)

 ∑
deg(λ)+2≤m≤L+1

q−2m
∑

2≤n≤m−1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
qn +

q−2(L+2) 1

1− q−2

∑
2≤n≤L

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
qn

+

q−1(1 + q−2)
∑

deg(λ)+2≤m≤L

q−3m
∑

m≤n≤L
f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q2n


unabhängig von der Existenz von lim

s→1
F(λ,µ),s.

Beweis Der Übersichtlichkeit halber sei im Folgenden M := Γ
(1)
0 (N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞, und

für k, l ∈ Z sei πk∞/π
l
∞ := πk∞O∞/π

l
∞O∞.

Sei XY ∈ G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ ein Vertreter von Y ∈M, dann ist

〈f, F(λ,µ),1〉 = lim
s→1

∫
M

f(Y )F(λ,µ),s(Y )dY =

lim
s→1

∑
Y ∈M

vol(Y ) ·

 ∑
A|AXY ∈S

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) +
∑

A|AXY ∈SR

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY )+

∑
A|AXY ∈SR2

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) +
∑

A|AXY ∈SQ

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY )+

∑
A|AXY ∈SQR

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) +
∑

A|AXY ∈SQR2

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY )

 =

lim
s→1

∑
Y ∈M

vol(Y )·

 ∑
A|AXY ∈S

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) +
∑

A|AXY R2∈S

f(AXYR
2)F(λ,µ),s(AXYR2)+

∑
A|AXY R∈S

f(AXYR)F(λ,µ),s(AXYR) +
∑

A|AXY ∈SQ

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY )+

∑
A|AXY R2∈SQ

f(AXYR
2)F(λ,µ),s(AXYR2) +

∑
A|AXY R∈SQ

f(AXYR)F(λ,µ),s(AXYR)

 ,

wobei jeweils über A ∈ Γ∆\Γ(1)
0 (N) mit den entsprechenden Einschränkungen summiert wird.

Wegen XYR = XY R, vol(Y ) = vol(Y R) aufgrund der Translationsinvarianz des Maßes und
weil mit Y auch Y R ganzM durchläuft (analog für R2 statt R), vereinfacht sich diese Summe
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zu

3 lim
s→1

∑
Y ∈M

vol(Y ) ·

 ∑
A|AXY ∈S

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) +
∑

A|AXY ∈SQ

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY )

 .

Man betrachte nun zunächst lim
s→1

∑
A|AXY ∈S

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ). Modulo Γ
(1)
0 (N) sind alle der

AXY gleich Y , da A ∈ Γ∆\Γ(1)
0 (N). Unter Benutzung der kanonischen surjektiven Abbildung

Φ:

1 Fq[T ] Fq[T ]
0 1 Fq[T ]
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=Γ∆

∖K∗∞ K∞ K∞
0 K∗∞ K∞
0 0 1

/O∗∞ O∞ O∞
0 O∗∞ O∞
0 0 1

→ Γ
(1)
0 (N)\S/Γ∞K∗∞

ergibt sich daher

lim
s→1

∑
A|AXY ∈S

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) =
∣∣∣Γ(1)

0 (N)XY

∣∣∣ lim
s→1

∑
X̃∈Φ−1(Y )

f(X̃)F(λ,µ),s(X̃),

d. h.
lim
s→1

∑
Y ∈M

vol(Y ) ·
∑

A|AXY ∈S

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) =

lim
s→1

∑
X̃∈
(

1 Fq [T ] Fq [T ]
0 1 Fq [T ]
0 0 1

)∖(
K∗∞ K∞ K∞

0 K∗∞ K∞
0 0 1

)/(
O∗∞ O∞ O∞

0 O∗∞ O∞
0 0 1

) f(X̃)F(λ,µ),s(X̃).

Da ein vollständiges Vertretersystem von1 Fq[T ] Fq[T ]
0 1 Fq[T ]
0 0 1

∖K∗∞ K∞ K∞
0 K∗∞ K∞
0 0 1

/O∗∞ O∞ O∞
0 O∗∞ O∞
0 0 1


gegeben ist durch

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u ∈ πn+1
∞ /πm∞, v ∈ π∞/πm∞, w ∈ π∞/πn∞

 ,

ist dies gleich

lim
s→1

∑
m,n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

f

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

F(λ,µ),s

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

.
Einsetzen der Fourierentwicklung von f und der Definition von F(λ,µ),s führt auf

lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞
v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

∑
α,β,γ∈Fq [T ]

v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≥2

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
·

q−2msψ∞((α− λ)v + (β − µ− γλ)w).
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Aufgrund der Multiplikativität von ψ∞ gilt

∑
v∈π∞/πm∞

ψ∞((α− λ)v) =
∑

v1,...,vm−1∈Fq

ψ∞((α− λ)
m−1∑
i=1

viπ
i
∞) =

m−1∏
i=1

∑
vi∈Fq

ψ∞((α− λ)viπ
i
∞).

Es ist deg(α − λ) ≤ m − 2. Gilt α − λ 6= 0, so gibt es ein i ∈ N mit 1 ≤ i ≤ m − 1 und
v∞((α− λ)πi∞) = 1, und es folgt

∑
vi∈Fq

ψ∞((α− λ)viπ
i
∞) = 0 nach Lemma 2.2.2. Daher ist

∑
v∈π∞/πm∞

ψ∞((α− λ)v) =

{
qm−1, falls α = λ,

0, falls α 6= λ.

Somit erhält man v∞(λu+ βπn∞) ≥ 2 als Bedingung an β und damit

v∞((β − (µ+ γλ))πn∞) = v∞((λu+ βπn∞)− (λu+ (µ+ γλ)πn∞) ≥
min{v∞(λu+ βπn∞), v∞(λu+ (µ+ γλ)πn∞)} ≥ 2,

d. h. es muß

βπn∞ ≡ (µ+ γλ)πn∞ mod π2
∞O∞ bzw. β ≡ µ+ γλ mod π2−n

∞ O∞

gelten. Für n ≥ 2 folgt, daß β − µ− γλ ein Polynom vom Grad höchstens n− 2 ist, und für
n ≤ 1 ergibt sich β = µ+ γλ wegen β, µ+ γλ ∈ Fq[T ]. Mit

ν := max{1, n}

und Lemma 2.2.2 erhält man wie oben

∑
w∈π∞/πn∞

ψ∞((β − µ− γλ)w) =

{
qν−1, falls β = µ+ γλ,

0, falls β 6= µ+ γλ.

Außerdem gilt für u ∈ πn+1
∞ /πm∞ und alle γ ∈ Fq[T ] die Implikation

v∞(λu+ (µ+ γλ)πn∞) ≥ 2⇒ v∞(λu+ µπn∞) ≥ 2 :

Für γ = 0 ist dies klar. Sei also γ 6= 0 angenommen, dann ist v∞(γλπn∞) ≤ n− deg(λ).
Wegen Satz 3.2.3 kann man ohne Einschränkung annehmen, daß deg(λ) > deg(µ). Hieraus
folgt

v∞(λu+ µπn∞) ≥ min{v∞(u)− deg(λ), n− deg(µ)} ≥ n− deg(λ) + 1,

so daß v∞(λu+ µπn∞) 6= v∞(γλπn∞). Daher ist

v∞(λu+ (µ+ γλ)πn∞) = min{v∞(λu+ µπn∞), v∞(γλπn∞)} ≥ 2.

Insgesamt ergibt sich

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞
v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

∑
α,β,γ∈Fq [T ]

v∞

(
(α β)

(
πm∞ u
0 πn∞

))
≥2

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
·

q−2msψ∞((α− λ)v + (β − µ− γλ)w) =
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∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
q−2msqm+ν−2.

Da f als harmonische Kokette der Beziehung

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
= f∗

((
πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ− γλ

)
für alle γ ∈ Fq[T ] (IV)

genügt, ist dies gleich

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2.

Falls γ 6= 0, so gilt

v∞(λu+ (µ+ γλ)πn∞) = v∞(u+ γπn∞)− deg(λ) = n− deg(λ)− deg(γ). (4.2)

Für n ≤ deg(λ) + 1 kann die Bedingung v∞(λu+ (µ+ γλ)πn∞) ≥ 2 daher nur für γ = 0 erfüllt
sein und ist äquivalent zu

v∞(u+
µ

λ
πn∞) ≥ deg(λ) + 2

bzw.
u ≡ −µ

λ
πn∞ mod πdeg(λ)+2

∞ O∞,

so daß Benutzung von

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ

)
=

q
∑
ε∈Fq

f∗

((
πm+1
∞ u+ επm∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
, falls v∞(λπm∞) ≥ 2,

0 sonst

(F2)
auf

∑
m≥deg(λ)+2
n≤deg(λ)+1

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2 =

∑
m≥deg(λ)+2
n≤deg(λ)+1

∑
ũ∈πdeg(λ)+2

∞ /πm∞

f∗

((
πm∞ −µ

λ
πn∞ + ũ

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2 =

∑
m≥deg(λ)+2
n≤deg(λ)+1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2qdeg(λ)+2−m

führt.

Gilt deg(λ) + 2 ≤ n ≤ m− 1, so ist die Ungleichung v∞(λu+ (µ+ γλ)πn∞) ≥ 2 für γ = 0 und

u ∈ πn+1
∞ O∞/π

m
∞O∞ immer erfüllt, da

v∞(λu) ≥ n+ 1− deg(λ) ≥ 2
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und

v∞(µπn∞) ≥ deg(λ) + 2− (deg(λ)− 1) ≥ 2.

Für γ 6= 0 ist v∞(λu + (µ + γλ)πn∞) ≥ 2 nach (4.2) äquivalent zu deg(γ) ≤ n − deg(λ) − 2,
unabhängig von u. Somit ist, wieder mit (F2),

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m−1

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2 =

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m−1

∑
ũ∈πdeg(λ)+2

∞ /πm∞

f∗
((

πm∞ ũ
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2 =

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m−1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2qdeg(λ)+2−m.

Für n ≥ m ist u ∈ πn+1
∞ /πm∞ äquivalent zu u = 0, und man erhält n − deg(µ + γλ) ≥ 2 als

Bedingung an γ. Für γ = 0 ist dies wegen der Voraussetzungen n ≥ m ≥ deg(λ) + 2 und
deg(µ) < deg(λ) immer erfüllt, und für γ 6= 0 ergibt sich wieder deg(γ) ≤ n−deg(λ)− 2, also
ist

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2 =

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

∑
γ∈Fq [T ]

deg(γ)≤n−deg(λ)−2

f∗
((

πm∞ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2.

Da der Wert von γπn∞ nur modulo πm∞ relevant ist, ist dies gleich

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

∑
γ∈Fq [T ]

γπn∞∈π
deg(λ)+2
∞ /πm∞

f∗
((

πm∞ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2qn+1−m,

was man unter Benutzung von (F2) zu

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2qn+1−mqdeg(λ)+2−m

umformen kann.

Zusammenfassend ergibt sich
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∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
, λ, µ+ γλ

)
q−2msqm+ν−2 =

∑
m≥deg(λ)+2
n≤deg(λ)+1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+ν−2qdeg(λ)+2−m+

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m−1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+n−2qdeg(λ)+2−m+

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q(1−2s)m+n−2qdeg(λ)+2−mqn+1−m,

wobei man in der ersten Zeile und zweiten Spalte der Matrix des Fourierkoeffizienten auch

jedesmal −µ
λ
πn∞ (anstelle von 0) schreiben könnte.

Für lim
s→1

∑
A|AXY ∈SQ

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) ergibt sich analog unter Benutzung der kanonischen

surjektiven Abbildung

Ψ:

1 Fq[T ] Fq[T ]
0 1 Fq[T ]
0 0 1

∖K∞ K∗∞ K∞
K∗∞ 0 K∞

0 0 1

/ O∗∞ 0 O∞
π∞O∞ O∗∞ O∞

0 0 1

→ Γ
(1)
0 (N)\SQ/Γ∞K∗∞,

daß

lim
s→1

∑
A|AXY ∈SQ

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) =
∣∣∣Γ(1)

0 (N)XY

∣∣∣ lim
s→1

∑
X̃∈Ψ−1(Y )

f(X̃)F(λ,µ),s(X̃),

also

lim
s→1

∑
Y ∈M

vol(Y ) ·
∑

A|AXY ∈SQ

f(AXY )F(λ,µ),s(AXY ) =

lim
s→1

∑
X̃∈
(

1 Fq [T ] Fq [T ]
0 1 Fq [T ]
0 0 1

)∖(
K∞ K∗∞ K∞
K∗∞ 0 K∞

0 0 1

)/(
O∗∞ 0 O∞

π∞O∞ O∗∞ O∞
0 0 1

) f(X̃)F(λ,µ),s(X̃).

Benutzt man, daß für1 Fq[T ] Fq[T ]
0 1 Fq[T ]
0 0 1

∖K∞ K∗∞ K∞
K∗∞ 0 K∞

0 0 1

/ O∗∞ 0 O∞
π∞O∞ O∗∞ O∞

0 0 1


ein vollständiges Vertretersystem gegeben ist durch

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

∣∣∣∣∣∣m,n ∈ Z, u ∈ πn+1
∞ /πm+1

∞ , v ∈ π∞/πm∞, w ∈ π∞/πn∞

 ,
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führt dies auf

lim
s→1

∑
m,n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

∑
v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

f

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

F(λ,µ),s

 u πm∞ v
πn∞ 0 w
0 0 1

,

was wegen (HB2) und (3.2) gleich

lim
s→1

∑
m,n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

∑
v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

∑
ε,δ∈Fq

f

πm+1
∞ u v + επm∞
0 πn∞ w
0 0 1

 ·

F(λ,µ),s

πm+1
∞ u v + δπm∞
0 πn∞ w
0 0 1


ist. Einsetzen der Definition von F(λ,µ),s und der Fourierentwicklung von f ergibt

lim
s→1

∑
m+1≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

∑
α,β,γ∈Fq [T ]

v∞

(
(α β)

(
πm+1
∞ u
0 πn∞

))
≥2

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

∑
ε,δ∈Fq

f∗
((

πm+1
∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
·

q−2(m+1)sψ∞((α− λ)v + (β − µ− γλ)w + αεπm∞ − λδπm∞),

woraus man mittels Lemma 2.2.2 weiter

lim
s→1

∑
m+1≥deg(λ)+3

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

∑
α,β,γ∈Fq [T ]

deg(α)+3≤m+1
v∞(αu+βπn∞)≥2

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm+1
∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
·

q−2(m+1)sψ∞((α− λ)v + (β − µ− γλ)w) q2

erhält. Analog zum ersten Fall gilt

∑
m+1≥deg(λ)+3

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

v∈π∞/πm∞
w∈π∞/πn∞

∑
α,β,γ∈Fq [T ]

deg(α)+3≤m+1
v∞(αu+βπn∞)≥2

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm+1
∞ u
0 πn∞

)
, α, β

)
·

q−2(m+1)sψ∞((α− λ)v + (β − µ− γλ)w) q2 =
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∑
m+1≥deg(λ)+3

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2

f∗
((

πm+1
∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−2(m+1)sqm+ν =

∑
m≥deg(λ)+2
n≤deg(λ)+1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−2(m+1)s+ν+deg(λ)+1+

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−2(m+1)s+n+deg(λ)+1+

∑
m≥deg(λ)+2
n≥m+1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−2(m+1)s−m+2n+deg(λ)+1.

Insgesamt erhält man

〈f, F(λ,µ),1〉 =

3 qdeg(λ)+2 lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−2ms·

 (q−1 + q−2s)
∑
n≤1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
+

q−1(q−1 + q−2s)
∑

2≤n≤m−1

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
qn+

q−(m+1)(1 + q−2s)
∑
n≥m

f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q2n

 .
Seien

K := −6 deg(N)− deg(λ) + 3, L := 3 deg(N) + 2 deg(λ) + 1

und f∗(n) := f∗

((
π

deg(λ)+2
∞ −µ

λ
πn∞

0 πn∞

)
, λ, µ

)
. Gemäß Korollar 2.2.9 ist f∗(n) = 0, falls

n < K oder n > L, und es ergibt sich

〈f, F(λ,µ),1〉 =

3 qdeg(λ)+2 lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−2ms·

 (q−1 + q−2s)
∑

K≤n≤1

f∗(n)+

q−1(q−1 + q−2s)
∑

2≤n≤min{m−1,L}

f∗(n)qn + q−(m+1)(1 + q−2s)
∑

m≤n≤L
f∗(n)q2n

 .
Offensichtlich konvergiert diese Summe absolut für alle s ∈ C mit Re(s) > 0. Daher ist

lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−2ms(q−1 + q−2s)
∑

K≤n≤1

f∗(n) =

q−2(deg(λ)+2)(q−1 + q−2)
∑
m≥0

q−2m
∑

K≤n≤1

f∗(n) =

q−2(deg(λ)+2)−1(1 + q−1)
1

1− q−2

∑
K≤n≤1

f∗(n);
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für den mittleren Summanden ergibt sich

lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−2msq−1(q−1 + q−2s)
∑

2≤n≤min{m−1,L}

f∗(n)qn =

q−2(1 + q−1)

 ∑
deg(λ)+2≤m≤L+1

q−2m
∑

2≤n≤m−1

f∗(n)qn +
∑

m≥L+2

q−2m
∑

2≤n≤L
f∗(n)qn

 =

q−2(1 + q−1)

 ∑
deg(λ)+2≤m≤L+1

q−2m
∑

2≤n≤m−1

f∗(n)qn + q−2(L+2) 1

1− q−2

∑
2≤n≤L

f∗(n)qn

 ,

und für den letzten Summanden

lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−2msq−(m+1)(1 + q−2s)
∑

m≤n≤L
f∗(n)q2n =

q−1(1 + q−2)
∑

deg(λ)+2≤m≤L

q−3m
∑

m≤n≤L
f∗(n)q2n.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz 4.1.3 Sei f : G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C eine unter Γ

(1)
0 (N) linksinvariante harmonische Ko-

kette mit endlichem Träger modulo Γ
(1)
0 (N), dann gilt

〈f,Ga,λ,µ,1〉 := lim
s→1
〈f,Ga,λ,µ,s〉 =

3 · lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−ms

 ∑
deg(λ)+2−v∞(a)≤n≤m−1

f∗
((

πm∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−ns+m+n−2+

∑
max{deg(λ)+2−v∞(a),m}≤n≤2m+3 deg(N)−3

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−ns+2n−1+

∑
deg(λ)+2−v∞(a)≤n≤m

f∗
((

πm+1
∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(n+1)s+m+n+

∑
max{deg(λ)+2−v∞(a),m+1}≤n≤2m+3 deg(N)−1

f∗
((

πm+1
∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(n+1)s+2n


für v∞(a) ≤ 0
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bzw.

〈f,Ga,λ,µ,1〉 := lim
s→1
〈f,Ga,λ,µ,s〉 =

3 · lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

q−ms

 ∑
deg(λ)+2−v∞(a+µ

λ)≤n≤m−1

f∗
((

πm∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−ns+m+ν−2+

∑
m≤n≤2m+3 deg(N)−3

f∗
((

πm∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−ns+2n−1+

∑
deg(λ)+2−v∞(a+µ

λ)≤n≤m

f∗
((

πm+1
∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(n+1)s+m+ν+

∑
m+1≤n≤2m+3 deg(N)−1

f∗
((

πm+1
∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(n+1)s+2n

 für v∞(a) ≥ 1,

wobei ν := max{1, n}.

Beweis Wie im Beweis des letzten Satzes sei im Folgenden M := Γ
(1)
0 (N)\G(K∞)/Γ∞K

∗
∞,

und für k, l ∈ Z sei πk∞/π
l
∞ := πk∞O∞/π

l
∞O∞.

Sei XY ∈ G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ ein Vertreter von Y ∈M, dann erhält man analog zum Beweis von

Satz 4.1.2 zunächst einmal die Gleichungen

〈f,Ga,λ,µ,1〉 = lim
s→1
〈f,Ga,λ,µ,s〉 =

lim
s→1

3 ·
∑
Y ∈M

vol(Y ) ·

 ∑
A|AXY ∈S

f(AXY )Ga,λ,µ,s(AXY ) +
∑

A|AXY ∈SQ

f(AXY )Ga,λ,µ,s(AXY )


und weiterhin

lim
s→1

∑
A|AXY ∈S

f(AXY )Ga,λ,µ,s(AXY ) =

lim
s→1

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+ν−2

sowie

lim
s→1

∑
A|AXY ∈SQ

f(AXY )Ga,λ,µ,s(AXY ) =

lim
s→1

∑
m+1≥deg(λ)+3

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m+1

f∗
((

πm+1
∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
·

q−(m+1+n)sqm+ν
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mit ν := max{1, n}. Zuerst soll

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+ν−2

näher betrachtet werden. Wegen Satz 3.2.3 kann man im Folgenden davon ausgehen, daß
deg(λ) > deg(µ).

Für n ≤ deg(λ) + 1 kann v∞(λu + (µ + γλ)πn∞) ≥ 2 nur gelten, wenn γ = 0 (vgl. hierzu den
Beweis von Satz 4.1.2), und als Bedingungen an u ergeben sich daraus

v∞(λu+ µπn∞) ≥ 2 sowie v∞(u− aπn∞) ≥ m.

Ist v∞(a) ≤ 0, so kann die zweite Bedingung wegen v∞(u) ≥ n + 1 und n ≤ deg(λ) + 1 < m
nicht erfüllt werden.
Sei nun v∞(a) ≥ 1 angenommen. Beide Ungleichungen zusammen ergeben

v∞

(µ
λ
πn∞ + aπn∞

)
= v∞

(
u+

µ

λ
πn∞ − (u− aπn∞)

)
≥ min{deg(λ) + 2,m} = deg(λ) + 2,

d. h. für n < deg(λ) + 2− v∞(µλ + a) können nicht beide Ungleichungen zugleich gelten. Für
n ≥ deg(λ) + 2− v∞(µλ + a) gibt es wegen u, aπn∞ ∈ πn+1

∞ O∞ genau ein u ∈ πn+1
∞ /πm∞, welches

beiden Bedingungen genügt, nämlich das mit u ≡ aπn∞ mod πm∞O∞. Daher ist

∑
m≥deg(λ)+2
n≤deg(λ)+1

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+ν−2 =


0, falls v∞(a) ≤ 0,∑

m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2−v∞(µλ+a)≤n≤deg(λ)+1

f∗

((
πm∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+ν−2, falls v∞(a) ≥ 1.

Gilt deg(λ) + 2 ≤ n ≤ m− 1, so ist v∞(u + γπn∞ − aπn∞) ≥ m im Fall v∞(a) ≤ 0 nur für
γ 6= 0 möglich. Wegen deg(λ) > deg(µ) ist dann v∞(λu + (µ + γλ)πn∞) ≥ 2 äquivalent zu
deg(γ) ≤ n − deg(λ) − 2. Da außerdem v∞(u + γπn∞ − aπn∞) ≥ m nur für v∞(γ) = v∞(a)
gelten kann, folgt insbesondere n ≥ deg(λ) + 2− v∞(a).
Wenn v∞(a) ≥ 1 ist, kann v∞(u+ γπn∞ − aπn∞) ≥ m nur für γ = 0 erfüllt werden.
Wegen u ∈ πn+1

∞ /πm∞ und v∞(γπn∞) ≤ n für γ 6= 0 sind in beiden Fällen γ und u eindeutig
bestimmt durch γπn∞ + u ≡ aπn∞ mod πm∞, und somit ist

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m−1

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+ν−2 =



∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2−v∞(a)≤n≤m−1

f∗

((
πm∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+n−2, falls v∞(a) ≤ 0,

∑
m≥deg(λ)+2

deg(λ)+2≤n≤m−1

f∗

((
πm∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+n−2, falls v∞(a) ≥ 1.

118



Unterkapitel 4.1 Das Petersson-Skalarprodukt

Für n ≥ m ergibt sich deg(γ) ≤ n− deg(λ)− 2 sowie u = 0 und hieraus v∞(γ − a) ≥ m− n.
Falls v∞(a) ≤ 0, muß daher insbesondere v∞(a) ≥ deg(λ)+2−n gelten, und die Bedingungen
sind genau dann erfüllt, wenn die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklungen in π∞ von γ

und a bei π
deg(λ)+2−n
∞ , . . . , πm−n−1

∞ übereinstimmen.
Falls v∞(a) ≥ 1, so gilt für γ = 0 sicher v∞(γ−a) ≥ m−n, und für γ 6= 0 ist v∞(γ−a) ≥ m−n
äquivalent zu deg(γ) ≤ n−m, d. h. man erhält

deg(γ) ≤ min{n− deg(λ)− 2, n−m} = n−m.

In beiden Fällen gibt es also qn−m+1 Möglichkeiten für γ, weshalb

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

∑
u∈πn+1

∞ /πm∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m

f∗
((

πm∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sqm+ν−2 =



∑
m≥deg(λ)+2

n≥max{deg(λ)+2−v∞(a),m}

f∗

((
πm∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sq2n−1, falls v∞(a) ≤ 0,

∑
m≥deg(λ)+2

n≥m

f∗

((
πm∞ 0

0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+n)sq2n−1, falls v∞(a) ≥ 1.

Analoge Betrachtungen liefern

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m+1

f∗
((

πm+1
∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+1+n)sqm+ν =

∑
m≥deg(λ)+2

 ∑
deg(λ)+2−v∞(a)≤n≤m

f∗
((

πm+1
∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+1+n)sqm+n+

∑
n≥max{deg(λ)+2−v∞(a),m+1}

f∗
((

πm+1
∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+1+n)sq2n


für v∞(a) ≤ 0 bzw.

∑
m≥deg(λ)+2

n∈Z

∑
u∈πn+1

∞ /πm+1
∞

∑
γ∈Fq [T ]

v∞(λu+(µ+γλ)πn∞)≥2
v∞(u+γπn∞−aπn∞)≥m+1

f∗
((

πm+1
∞ u+ γπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+1+n)sqm+ν =

∑
m≥deg(λ)+2

 ∑
deg(λ)+2−v∞(a+µ

λ)≤n≤m

f∗
((

πm+1
∞ aπn∞
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+1+n)sqm+ν+

∑
n≥m+1

f∗
((

πm+1
∞ 0
0 πn∞

)
, λ, µ

)
q−(m+1+n)sq2n

 ,

falls v∞(a) ≥ 1. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 2.2.9. �

119



Kapitel 4 Petersson-Skalarprodukt und Hecke-Operatoren

4.2 Hecke-Operatoren

4.2.1 Definition der Hecke-Operatoren

Wie in der Einleitung beschrieben, lassen sich viele Konzepte klassischer Modulformen durch
Adelisierung auf andere Körper und Gruppen übertragen. Hier soll die verallgemeinerte ade-
lische Formulierung von Hecke-Operatoren auf harmonische Koketten auf G(K∞)/Γ∞〈R〉K∗∞
übertragen werden.

Es sei A der Adelring von K = Fq(T ) und S die Menge seiner Stellen. Zu einer Stelle p ∈ S
bezeichne Kp die Komplettierung bei p mit Ganzheitsring Op, Ortsuniformisierender πp und
Bewertung vp. Zu jedem p ∈ S ist die sogenannte p-Iwahorigruppe Ip definiert als

Ip := {(gij)1≤i,j≤3 ∈ G(Kp) | gij ∈ πpOp für alle i < j }.

Es sei

Γp :=

{
G(Op), falls p 6=∞ und vp(N) = 0,

Ip, falls p =∞ oder vp(N) > 0,

und
Γ(A) =

∏
p∈S

Γp.

Damit gilt G(A) = G(K)G(K∞)Γ(A), und man kann einer Funktion

f : Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C

eine Funktion
ϕ : G(K)\G(A)/Γ(A)A∗ → C

zuordnen, indem man zu x ∈ G(A) einen Vertreter der Form


1 0 0

0 1 0
0 0 1


p∈S\{∞}

, x∞

 in

G(K)xΓ(A)A∗ wählt und
ϕ(x) := f(x∞)

setzt. Dies ist wohldefiniert (siehe hierzu z. B. [Bu], Kap. 3.3, oder [De], Kap. 7.2).

Für p ∈ S mit p 6=∞ und vp(N) = 0 seien

D1 :=

πp 0 0
0 1 0
0 0 1

 , D2 :=

πp 0 0
0 πp 0
0 0 1

 , D3 :=

πp 0 0
0 πp 0
0 0 πp


und Hi,p = 1G(Op)DiG(Op) die charakteristische Funktion von G(Op)DiG(Op) für 1 ≤ i ≤ 3.

Die sphärische Hecke-Algebra H
G(Op)
p der G(Op)-biinvarianten Funktionen auf G(Kp) mit

kompaktem Träger wird erzeugt von H1,p, H2,p, H3,p =: H+1
3,p sowie H−1

3,p := 1G(Op)D−1
3 G(Op)

(siehe [Fr], S. 30). Bettet man g ∈ G(Kp) in G(A) ein, indem man an allen Stellen q ∈ S
mit q 6= p die Einheitsmatrix setzt, so operieren die Hi,p auf der Menge aller Funktionen
ϕ : G(K)\G(A)/Γ(A)A∗ → C durch

(Hi,pϕ)(x) =

∫
G(Kp)

Hi,p(g)ϕ(xg)dg,

wobei das Haarmaß so normiert sei, daß G(Op) das Maß 1 hat. Analoges gilt für H−1
3,p . Dieses

Integral läßt sich wie folgt als endliche Summe schreiben.
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Satz 4.2.1 Sei ϕ : G(K)\G(A)/Γ(A)A∗ → C eine Funktion. Mit der kanonischen Einbettung
von G(Kp) in G(A) gilt:

(H1,pϕ)(x) =
∑

a,b∈Op/πpOp

ϕ

x
πp a b

0 1 0
0 0 1

+
∑

c∈Op/πpOp

ϕ

x
1 0 0

0 πp c
0 0 1

+

ϕ

x
1 0 0

0 1 0
0 0 πp

 ,

(H2,pϕ)(x) =
∑

a,b,c∈Op/πpOp

ϕ

x
πp a b

0 πp c
0 0 1

+
∑

a,b∈Op/πpOp

ϕ

x
πp a b

0 1 0
0 0 πp

+

∑
a∈Op/πpOp

ϕ

x
1 0 0

0 πp a
0 0 πp

 ,

(H3,pϕ)±1(x) =ϕ(x).

Beweis Aufgrund von

G(Op)

πp 0 0
0 1 0
0 0 1

G(Op) =

⋃
a,b∈Op/πpOp

πp a b
0 1 0
0 0 1

G(Op) ∪
⋃

c∈Op/πpOp

1 0 0
0 πp c
0 0 1

G(Op) ∪

1 0 0
0 1 0
0 0 πp

G(Op)

und der Rechts-G(Op)-Invarianz von ϕ erhält man

(H1,pϕ)(x) =

∫
G(Kp)

Hi,p(g)ϕ(xg)dg =

∫
G(Op)D1G(Op)

ϕ(xg)dg =

∑
a,b∈Op/πpOp

∫
G(Op)

ϕ

x
πp a b

0 1 0
0 0 1

 g

 dg +
∑

c∈Op/πpOp

∫
G(Op)

ϕ

x
1 0 0

0 πp c
0 0 1

 g

 dg+

∫
G(Op)

ϕ

x
1 0 0

0 1 0
0 0 πp

 g

 dg =

∑
a,b∈Op/πpOp

∫
G(Op)

ϕ

x
πp a b

0 1 0
0 0 1

 dg +
∑

c∈Op/πpOp

∫
G(Op)

ϕ

x
1 0 0

0 πp c
0 0 1

 dg+

∫
G(Op)

ϕ

x
1 0 0

0 1 0
0 0 πp

 dg

und hieraus die Behauptung für H1,pϕ wegen
∫

G(Op)

dg = 1.

Die Formel für H2,pϕ beweist man analog unter Benutzung von

G(Op)

πp 0 0
0 πp 0
0 0 1

G(Op) =
⋃

a,b,c∈Op/πpOp

πp a b
0 πp c
0 0 1

G(Op)∪
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⋃
a,b∈Op/πpOp

πp a b
0 1 0
0 0 πp

G(Op) ∪
⋃

a∈Op/πpOp

1 0 0
0 πp a
0 0 πp

G(Op).

Ferner folgt aus

G(Op)

πp 0 0
0 πp 0
0 0 πp

G(Op) =

πp 0 0
0 πp 0
0 0 πp

G(Op),

daß

(H+1
3,pϕ)(x) = ϕ

x
πp 0 0

0 πp 0
0 0 πp

 ,

und die Invarianz von ϕ unter dem Zentrum A∗ liefert die Behauptung für H+1
3,pϕ. Für H−1

3,pϕ
argumentiert man analog. �

Satz 4.2.2 Seien ϕ : G(K)\G(A)/Γ(A)A∗ → C die zu f : Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C korre-

spondierende Funktion und Ti,pf : Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C die Projektion von Hi,pϕ auf

∞. Ferner sei
R := {r ∈ Fq[T ] | deg(r) < deg(πp)} .

Es gilt:

(T1,pf)(x) =
∑
a,b∈R

f

1 a b
0 πp 0
0 0 πp

x

+
∑
c∈R

f

πp 0 0
0 1 c
0 0 πp

x

+ f

πp 0 0
0 πp 0
0 0 1

x

 ,

(T2,pf)(x) =
∑

a,b,c∈R
f

πp a ac− bπp
0 πp cπp
0 0 π2

p

x

+
∑
a,b∈R

f

πp aπp b
0 π2

p 0

0 0 πp

x

+

∑
a∈R

f

π2
p 0 0

0 πp a
0 0 πp

x

 ,

(T±1
3,p f)(x) =f(x).

Beweis Die Aussage für T±1
3,p f ist klar.

Sei ξ = (ξq)q∈S ∈ G(A) mit ξq =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∈ G(Kq) für q 6= ∞ und ξ∞ ∈ G(K∞). Weiter

sei ϕ die zu f gehörige Funktion auf G(K)\G(A)/Γ(A)A∗. Es ist

(H1,pϕ)(ξ) =

∑
a,b∈Op/πpOp

ϕ

ξ
πp a b

0 1 0
0 0 1

+
∑

c∈Op/πpOp

ϕ

ξ
1 0 0

0 πp c
0 0 1

+ ϕ

ξ
1 0 0

0 1 0
0 0 πp

 .

Man betrachte zunächst ϕ

ξ
πp a b

0 1 0
0 0 1

. Wegen der Invarianzen von ϕ kann man das

Argument von ϕ von links mit

πp a b
0 1 0
0 0 1

−1

∈ G(K) multiplizieren, ohne den Funktionswert
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zu ändern. Im Produkt
πp a b

0 1 0
0 0 1

−1


q∈S

(ξq)q∈S


1 0 0

0 1 0
0 0 1


q∈S\{p}

,

πp a b
0 1 0
0 0 1


p



steht dann an allen Stellen, die von p und∞ verschieden sind, der Eintrag

πp a b
0 1 0
0 0 1

−1

, bei

p steht die Einheitsmatrix und bei∞ steht

πp a b
0 1 0
0 0 1

−1

ξ∞. Für alle Stellen q ungleich p,∞

ist

πp a b
0 1 0
0 0 1

 ∈ Γq. Daher liegt die Matrix, die den Eintrag

πp a b
0 1 0
0 0 1

 bei q 6= p,∞ hat

und die Einheitsmatrix bei p und∞, in Γ(A), und Rechtsmultiplikation des neuen Arguments
hiermit liefert eine Matrix, die an allen Stellen außer ∞ die Einheitsmatrix als Eintrag hat

und bei ∞ den Eintrag

1/πp −a/πp −b/πp
0 1 0
0 0 1

 ξ∞, so daß man

ϕ

ξ
πp a b

0 1 0
0 0 1

 = f

1/πp −a/πp −b/πp
0 1 0
0 0 1

 ξ∞


erhält. Wenn man nun noch mit πp ∈ K∗∞ durchmultipliziert, berücksichtigt, daß es kein
Unterschied ist, ob man über a, b ∈ Op/πpOp oder über −a,−b ∈ Op/πpOp summiert und
Op/πpOp

∼= R benutzt, so erhält man den ersten Summanden von T1,pf . Die restlichen beiden
Summanden sowie die Formel für T2,pf erhält man durch analoge Überlegungen. �

4.2.2 Fourierentwicklung der Hecke-Transformierten

Für ein Primpolynom πp ∈ Fq[T ] gelte für alle m,n ∈ Z, u ∈ K∞/πm∞O∞, λ, µ ∈ Fq[T ] die
Konvention

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
,
λ

πp
,
µ

πp

)
:= 0, falls πp - λ oder πp - µ.

Analog seien

f∗
((

πm∞ u
0 πn∞

)
,
λ

πp
, µ

)
:= 0 =: f∗

((
πm∞ u
0 πn∞

)
, λ,

µ

πp

)
,

falls nicht jeweils sowohl λ als auch µ durch πp teilbar ist.

Satz 4.2.3 Sei πp ∈ Fq[T ] prim vom Grad d und sei wie vor

R := {r ∈ Fq[T ] | deg(r) < deg(πp)} .

Für die Hecke-Transformierte T1,pf einer Funktion f : Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C gilt

(T1,pf)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

[
qd

(∑
r∈R

f∗
((

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p

0 πn∞

)
, πpλ, µ− λr

))
+

qdf∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, πpµ

)
+ f∗

((
πm−d∞ uπ−d∞

0 πn−d∞

)
,
λ

πp
,
µ

πp

)]
ψ∞(λv + µw).
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Beweis Gemäß Satz 4.2.2 ist

(T1,pf)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =
∑
r,s∈R

f

1 r s
0 πp 0
0 0 πp

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+

∑
t∈R

f

πp 0 0
0 1 t
0 0 πp

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+ f

πp 0 0
0 πp 0
0 0 1

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
r,s∈R

f

πm∞ u+ rπn∞ v + rw + s
0 πpπ

n
∞ πpw

0 0 πp

+

∑
t∈R

f

πpπm∞ πpu πpv
0 πn∞ w + t
0 0 πp

+ f

πpπm∞ πpu πpv
0 πpπ

n
∞ πpw

0 0 1

 ,

und dies ist wegen der Invarianz von f unter K∗∞ gleich

∑
r,s∈R

f

πm∞π−1
p (u+ rπn∞)π−1

p (v + rw + s)π−1
p

0 πn∞ w
0 0 1

+

∑
t∈R

f

πm∞ u v

0 πn∞π
−1
p (w + t)π−1

p

0 0 1

+ f

πpπm∞ πpu πpv
0 πpπ

n
∞ πpw

0 0 1

 .

Da f außerdem rechtsinvariant unter Γ∞ ist, kann man das Argument spaltenweise mit einer
Einheit aus O∞ durchmultiplizieren. Wegen πp = π−d∞ (πd∞πp)︸ ︷︷ ︸

∈O∗∞

ist Obiges gleich

∑
r,s∈R

f

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p (v + rw + s)π−1
p

0 πn∞ w
0 0 1

+

∑
t∈R

f

πm∞ uπpπ
d
∞ v

0 πn+d
∞ (w + t)π−1

p

0 0 1

+ f

πm−d∞ uπ−d∞ πpv
0 πn−d∞ πpw
0 0 1

 .

Setzt man jeweils die Fourierentwicklung von f ein, ist der letzte Summand gemäß der Kon-
vention

f∗
((

πm−d∞ uπ−d∞
0 πn−d∞

)
,
λ

πp
,
µ

πp

)
= 0,

falls nicht sowohl λ als auch µ durch πp teilbar sind, gleich

f

πm−d∞ uπ−d∞ πpv
0 πn−d∞ πpw
0 0 1

 =
∑

λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm−d∞ uπ−d∞
0 πn−d∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λvπp + µwπp) =

∑
λ,µ∈πpFq [T ]

f∗
((

πm−d∞ uπ−d∞
0 πn−d∞

)
,
λ

πp
,
µ

πp

)
ψ∞(λv + µw) =
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∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm−d∞ uπ−d∞
0 πn−d∞

)
,
λ

πp
,
µ

πp

)
ψ∞(λv + µw).

Für den zweiten Summanden erhält man

∑
t∈R

f

πm∞ uπpπ
d
∞ v

0 πn+d
∞ (w + t)π−1

p

0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
t∈R

f∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µ(w + t)π−1

p ) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µwπ−1

p )
∑
t∈R

ψ∞(µtπ−1
p ).

Falls πp ein Teiler von µ ist, so ist µtπ−1
p ∈ Fq[T ] und daher ψ∞(µtπ−1

p ) = 1 für alle t ∈ R,
d. h.

f∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µwπ−1

p )
∑
t∈R

ψ∞(µtπ−1
p ) =

qdf∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µwπ−1

p ) für πp | µ.

Wenn πp - µ, teile man µ mit Rest durch πp:

µ = kπp + r mit k, r ∈ Fq[T ], 0 ≤ deg(r) ≤ d− 1.

Man erhält ψ∞(µtπ−1
p ) = ψ∞((kπp + r)tπ−1

p ) = ψ∞(rtπ−1
p ), da ψ∞(kt) = 1 wegen kt ∈ Fq[T ].

Es gilt∑
t∈R

ψ∞(µtπ−1
p ) =

∑
t∈R

ψ∞(trπ−1
p ) =

∑
ε0,ε1,...,εd−1∈Fq

ψ∞((ε0 + ε1T + . . .+ εd−1T
d−1)rπ−1

p ) =

∑
ε0∈Fq

ψ∞(ε0rπ
−1
p )

∑
ε1∈Fq

ψ∞(ε1Trπ
−1
p ) . . .

∑
εd−1∈Fq

ψ∞(εd−1T
d−1rπ−1

p ).

Sei e := d − deg(r) − 1, dann ist 0 ≤ e ≤ d − 1, und in dem Produkt auf der rechten Seite
kommt der Faktor ∑

εe∈Fq

ψ∞(εeT
erπ−1

p )

vor. Nach Wahl von e ist

v∞(T erπ−1
p ) = −e− deg(r) + d = −(d− deg(r)− 1)− deg(r) + d = 1,

also

T erπ−1
p =

∞∑
i=1

aiπ
i
∞ mit ai ∈ Fq, a1 6= 0.

Da nur der Koeffizient vor π∞ in der Potenzreihenentwicklung von εeT
erπ−1

p den Wert von
ψ∞(εeT

erπ−1
p ) bestimmt, ist∑

εe∈Fq

ψ∞(εeT
erπ−1

p ) =
∑
εe∈Fq

ψ∞(εea1π∞) =
∑
ε̃∈Fq

ψ∞(ε̃π∞).

125



Kapitel 4 Petersson-Skalarprodukt und Hecke-Operatoren

Mittels Lemma 2.2.2 folgt ∑
ε̃∈Fq

ψ∞(ε̃π∞) = 0,

und deswegen ist ∑
t∈R

ψ∞(µtπ−1
p ) = 0,

so daß

f∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv + µwπ−1

p )
∑
t∈R

ψ∞(µtπ−1
p ) = 0 für πp - µ.

Zusammenfassend erhält man

∑
t∈R

f

πm∞ uπpπ
d
∞ v

0 πn+d
∞ (w + t)π−1

p

0 0 1

 =

∑
λ∈Fq [T ]
µ∈πpFq [T ]

qdf∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λv +

µ

πp
w) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

qdf∗
((

πm∞ uπpπ
d
∞

0 πn+d
∞

)
, λ, πpµ

)
ψ∞(λv + µw).

Abschließend bleibt

∑
r,s∈R

f

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p (v + rw + s)π−1
p

0 πn∞ w
0 0 1


zu betrachten. Fourierentwicklung von f führt auf

∑
r,s∈R

f

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p (v + rw + s)π−1
p

0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r,s∈R

f∗
((

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p

0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw + s)π−1

p + µw) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r∈R

f∗
((

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p

0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw)π−1

p + µw)
∑
s∈R

ψ∞(λsπ−1
p ).

Die Betrachtung von
∑
s∈R

ψ∞(λsπ−1
p ) ergibt analog zu obigen Überlegungen für

∑
t∈R

ψ∞(µtπ−1
p ),

daß ∑
s∈R

ψ∞(λsπ−1
p ) =

{
qd, falls πp | λ,
0, falls πp - λ.

Daher ist ∑
r,s∈R

f

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p (v + rw + s)π−1
p

0 πn∞ w
0 0 1

 =
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∑
λ∈πpFq [T ]
µ∈Fq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p

0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw)π−1

p + µw) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p

0 πn∞

)
, πpλ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw) + µw︸ ︷︷ ︸

=λv+(λr+µ)w

).

Die Abbildung µ 7→ µ̃ := λr + µ ist ein Isomorphismus von Fq[T ], so daß man den Ausdruck
auf der rechten Seite schreiben kann als∑

λ,µ̃∈Fq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm+d
∞ (u+ rπn∞)π−1

p

0 πn∞

)
, πpλ, µ̃− λr

)
ψ∞(λv + µ̃w).

�

Satz 4.2.4 Sei πp ∈ Fq[T ] prim vom Grad d und

R := {r ∈ Fq[T ] | deg(r) < deg(πp)} .

Für die Hecke-Transformierte T2,pf einer Funktion f : Γ0(N)\G(K∞)/Γ∞K
∗
∞ → C gilt

(T2,pf)

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

[ ∑
r∈R

q2df∗
((

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p

0 πn+d
∞

)
, πpλ, πpµ− λr

)
+

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ,

µ− λr
πp

)
+ qdf∗

((
πm−d∞ πpu

0 πn∞

)
,
λ

πp
, µ

)]
ψ∞(λv + µw).

Beweis Nach Satz 4.2.2 ist

(T2,pf)(x) =
∑

r,s,t∈R
f

πp r rt− sπp
0 πp tπp
0 0 π2

p

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+

∑
r,s∈R

f

πp rπp s
0 π2

p 0

0 0 πp

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

+
∑
r∈R

f

π2
p 0 0

0 πp r
0 0 πp

πm∞ u v
0 πn∞ w
0 0 1

 =

∑
r,s,t∈R

f

πpπm∞ uπp + rπn∞ πpv + rw + rt− sπp
0 πpπ

n
∞ πpw + πpt

0 0 π2
p

+

∑
r,s∈R

f

πpπm∞ πpu+ rπpπ
n
∞ πpv + πprw + s

0 π2
pπ

n
∞ π2

pw

0 0 πp

+
∑
r∈R

f

π2
pπ

m
∞ π2

pu π2
pv

0 πpπ
n
∞ πpw + r

0 0 πp

 .

Umformungen wie zu Beginn im Beweis des letzten Satzes ergeben, daß dies gleich ist zu

∑
r,s,t∈R

f

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p π−2

p (πpv + rw + rt− πps)
0 πn+d

∞ π−1
p (w + t)

0 0 1

+
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∑
r,s∈R

f

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞) v + rw + sπ−1

p

0 πn−d∞ πpw
0 0 1

+
∑
r∈R

f

πm−d∞ πpu πpv

0 πn∞ w + π−1
p r

0 0 1

 .

Wie im vorherigen Beweis setzt man in die einzelnen Summanden die Fourierentwicklung von
f ein. Für den letzten Summanden erhält man

∑
r∈R

f

πm−d∞ πpu πpv

0 πn∞ w + π−1
p r

0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r∈R

f∗
((

πm−d∞ πpu
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λπpv + µ(w + π−1

p r)) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

f∗
((

πm−d∞ πpu
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λπpv + µw)

∑
r∈R

ψ∞(µπ−1
p r).

Im Beweis des letzten Satzes wurde gezeigt, daß
∑
r∈R

ψ∞(µπ−1
p r) gleich qd ist, falls µ von πp

geteilt wird, und daß die Summe andernfalls verschwindet. Daher ist obiger Ausdruck gleich∑
λ∈Fq [T ]
µ∈πpFq [T ]

qdf∗
((

πm−d∞ πpu
0 πn∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λπpv + µw) =

∑
λ,µ∈πpFq [T ]

qdf∗
((

πm−d∞ πpu
0 πn∞

)
,
λ

πp
, µ

)
ψ∞(λv + µw) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

qdf∗
((

πm−d∞ πpu
0 πn∞

)
,
λ

πp
, µ

)
ψ∞(λv + µw)

gemäß der Konvention, daß f∗
((

πm−d∞ πpu
0 πn∞

)
, λπp , µ

)
= 0 falls nicht sowohl λ als auch µ

von πp geteilt werden.

Für den mittleren Summanden ergibt sich

∑
r,s∈R

f

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞) v + rw + sπ−1

p

0 πn−d∞ πpw
0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r,s∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw + sπ−1

p ) + µwπp) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw) + µwπp)

∑
s∈R

ψ∞(λsπ−1
p ).

Auch hier ist wieder
∑
s∈R

ψ∞(λsπ−1
p ) = 0, falls πp - λ, und

∑
s∈R

ψ∞(λsπ−1
p ) = qd sonst, so daß

man daraus∑
λ∈πpFq [T ]
µ∈Fq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λ(v + rw) + µwπp) =
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∑
λ,µ∈πpFq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ,

µ

πp

)
ψ∞(λ(v + rw) + µw) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ,

µ

πp

)
ψ∞(λv + (λr + µ)w)

erhält (es sei wieder an f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ, µπp

)
= 0, falls nicht λ, µ ∈ πpFq[T ],

erinnert). Mittels der Substitution µ̃ = µ+ λr ergibt sich∑
λ,µ̃∈Fq [T ]

qd
∑
r∈R

f∗
((

πm∞ π−1
p π−d∞ (u+ rπn∞)

0 πn−d∞

)
, λ,

µ̃− λr
πp

)
ψ∞(λv + µ̃w).

Abschließend betrachte man

∑
r,s,t∈R

f

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p π−2

p (πpv + rw + rt− πps)
0 πn+d

∞ π−1
p (w + t)

0 0 1

 =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r,s,t∈R

f∗
((

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
·

ψ∞(λπ−2
p (πpv + rw + rt− πps) + µπ−1

p (w + t)) =

∑
λ,µ∈Fq [T ]

∑
r∈R

f∗
((

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p

0 πn+d
∞

)
, λ, µ

)
ψ∞(λπ−2

p (πpv + rw) + µπ−1
p w)·

∑
s∈R

ψ∞(−λπ−1
p s)

∑
t∈R

ψ∞(π−1
p t(λrπ−1

p + µ)).

Wie vor verschwindet die Summe
∑
s∈R

ψ∞(−λπ−1
p s), falls πp - λ, und ist andernfalls gleich qd.

Dies führt auf∑
r∈R

∑
λ,µ∈Fq [T ]

qdf∗
((

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p

0 πn+d
∞

)
, πpλ, µ

)
ψ∞(λπ−1

p (πpv + rw) + µπ−1
p w)·

∑
t∈R

ψ∞(π−1
p t(λr + µ)).

Für jedes feste r ∈ R ist die Abbildung µ 7→ µ̃ := λr + µ ein Isomorphismus von Fq[T ], und
Substitution führt auf∑
r∈R

∑
λ,µ̃∈Fq [T ]

qdf∗
((

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p

0 πn+d
∞

)
, πpλ, µ̃− λr

)
ψ∞(λv+µ̃wπ−1

p )
∑
t∈R

ψ∞(π−1
p tµ̃).

Behandelt man die Summe
∑
t∈R

ψ∞(π−1
p tµ̃) wie gehabt, erhält man

∑
λ,µ̃∈Fq [T ]

∑
r∈R

q2df∗
((

πm+d
∞ uπd∞ + rπn+d

∞ π−1
p

0 πn+d
∞

)
, πpλ, πpµ̃− λr

)
ψ∞(λv + µ̃w).

�
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Darstellung durch eine neue Art Poincaréscher Reihen, Mathematische Annalen 103,
S. 369 - 436 (1939)

[P2] Petersson, Hans: Darstellung der eigentlich-automorphen Formen (-2)-ter Dimension
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