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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit entwickeln wir eine explizite Potentialtheorie fiir die Oseen-
Gleichungen und l6sen das innere und das duflere Dirichlet-Problem sowie das inne-
re und das duflere adjungierte Neumann-Problem mit einer modifizierten Neumann-
Randbedingung. Dariiber hinaus betrachten wir eine Randwertaufgabe fiir die Oseen-
Gleichungen in Gebieten mit Rissen, wobei hier die Dirichlet-Bedingung auf dem Rand
des Gebietes und Spriinge der Geschwindigkeit und der Normalkomponenten des Oseen-
Spannungstensors auf dem Riss vorgeschrieben werden.

Carl Wilhelm Oseen (x17. April 1879 in Lund,
+7. November 1944 in Uppsala) war ein schwe-
discher Mathematiker und Physiker. Er studierte
in Lund und Gottingen. Nach seiner Tétigkeit als
Lektor fiir Physik in Lund erhielt er 1909 einen
Ruf auf den Lehrstuhl fiir Mathematische Physik
an der Universitat Uppsala. 1921 wurde er Mitglied
der Koniglich Schwedischen Akademie der Wissen-
schaften sowie 1933 Vorstand des Nobel-Institutes,
das vorher unter Arrhenius seinen Schwerpunkt in
physikalischer Chemie hatte und sich mit Oseen
auf theoretische Physik ausrichtete. 1921 schlug er
vor, Einstein den Physik-Nobelpreis fiir seine Ar-
beiten iiber den photoelektrischen Effekt zu ver-
leihen. Oseen formulierte die Grundziige der Ela-
stizitétstheorie fliissiger Kristalle. Er war einer der
ersten schwedischen Physiker, die die Atomtheorie
von Niels Bohr akzeptierten.

Im Allgemeinen wird die Stréomung einer zédhen inkompressiblen Fliissigkeit durch die
nichtlinearen instationéiren Navier-Stokes-Gleichungen

ou—vAu+ (u-V)u+Vp=f in (0,7) x G, (0.1)
V-u=0 in(0,7) x G,
wu=0 auf (0,7)x G,
u=uy in{0}xG

beschrieben, wobei das Stromungsgebiet G C R? und T' € (0, oo] vorgegeben sind. Das
Geschwindigkeitsfeld u : (0,7) x G — R? und der zugehorige Druck p: (0,7) x G — R
der Fliissigkeit sind die gesuchten Funktionen. Die kinematische Viskositit v > 0, die
Anfangsgeschwindigkeit ug : G — R? und die auf die Fliissigkeit wirkende #uBere Kraft
f:(0,T) x G — R3 sind gegeben. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen gel-
ten fiir viele wichtige Fluide, z.B. fiir Wasser und fiir fliilssige Metalle. Im vorliegen-
den Fall eines dreidimensionalen Strémungsgebiets konnten diese Gleichungen bis heute
nicht gelost werden, d.h., die Existenz einer zeitlich globalen glatten Losung von (0.1)
konnte fiir beliebige glatte Daten v, f,uq bisher nicht nachgewiesen werden. Dieses Pro-
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blem gehort zu den sieben Millenniumsproblemen, fiir deren Losung das renommierte
Clay Mathematics Institute je eine Million Dollar ausgelobt hat.

Durch Linearisierung der zugehorigen stationdren Navier-Stokes-Gleichungen um einen
von Null verschiedenen konstanten Vektor u = wu., (um die Konvektion nicht vollig
aufzugeben wie bei den Stokes-Gleichungen) erhélt man im Falle o, = (,0,0)7 mit
k> 0 aus (0.1) die so genannten Oseen-Gleichungen

NI S (0.2)
al’l
V-u=0 inG,
w=0 aufdG.

Diese wurden 1927 von C. W. Oseen [Ose27] vorgestellt und bisher hauptséchlich in
Auflengebieten mit Dirichlet-Randbedingung behandelt. Wichtige Beitréige in zwei und
drei Raumdimensionen gehen auf Finn [Fin61], [Fin65] zuriick. Farwig [Far92], Far-
wig, Sohr [FS98], Kra¢mar, Novotny, Pokorny [KNPO01] l6sen das Auengebiet-Problem
fiir die Oseen-Gleichungen in gewichteten Sobolev-Raumen. Galdi [Galll] betrachtet
das Oseen-System in W,’-Raumen, und Bemelmans [Bem78] sowie Enomoto, Shi-
bata [ES05] die zugehorige Oseen-Halbgruppe im instationdren Fall. Kracmar, Med-
kovd, Necasovd, Varnhorn [KMNV13] beweisen die so genannte Maximum-Modulus-
Abschétzung fiir das Oseen-Problem. Faxén beschéftigt sich in [Fax29] mit der Poten-
tialtheorie der Oseen-Gleichungen und untersucht die zugehorigen RIGL’en (Randin-
tegralgleichungen) auf Losbarkeit. Beziiglich der skalaren Oseen-Gleichung gehen die
wichtigsten Resultate in gewichteten Sobolev-Raumen auf Amrouche, Bouzit [AB08b],
[AB08a] und Amrouche, Razafison [AR07] zuriick. Skopin [Sko10] und Medkova, Sko-
pin, Varnhorn [MSV12] entwickeln eine explizite Potentialtheorie fiir die skalare Oseen-
Gleichung und 16sen in [MSV13] das zugehdorige Robin-Problem. Das instationére Oseen-
System wird von Kobayashi, Shibata [KKXS98] und kiirzlich von Deuring [Deu06], [Deu08],
[Deu09] untersucht.

Im Einzelnen gliedert sich die vorliegende Arbeit wie folgt:

Nachdem wir im ersten Kapitel die notwendigen mathematischen Grundlagen und Be-
zeichnungen eingefiihrt haben, stellen wir im zweiten Kapitel die Potentialtheorie der
skalaren Oseen-Gleichung

—vAu+ kOju =0 in Q bzw. in QF

mit vorgegebenen Randbedingungen vor. Dabei ist 2 C R? ein beschriinktes C2-Gebiet
mit zusammenhingendem Rand 0%, so dass Q* := R®\ Q ein AuBengebiet ist. Ne-
ben dem Dirichlet-Problem betrachten wir hier auch nicht-konventionelle Neumann-
Probleme, d.h., wir ersetzen die aus der klassischen Potentialtheorie bekannte Neumann-
Bedingung 0,u = b auf 092 durch

—vo,u + gunl =0b auf 0N.

Hierzu formulieren wir zunéchst Greensche Formeln und definieren die Grundlésung der
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skalaren Oseen-Gleichung durch

1
- —Ks/2v
ex(r) := ———e , x#0.
(z) Ay x| 7
Dabei ist die Funktion s : R* — [0, 00) mit s(z) := |z| — z; auf jedem Strahl mit Start
im Ursprung, der nicht mit der positiven x;-Achse zusammenfillt, proportional zu |z|,
wéhrend s in dem Paraboloiden

Pyi={x = (r1,2") €R? x, >0, |z")> < bz}, b>0

beschrankt ist (vgl. Abbildung 1 fir b = 1). Nun leiten wir mit Hilfe der Greenschen
Formeln und der Grundlésung eine Darstellungsformel her, die eine in 2 hinreichend
glatte Funktion représentiert als Summe eines

Einfachschichtpotentials, eines Doppelschichtpo- x

tentials und eines Volumenpotentials fiir den ska- 0
laren Oseen-Operator. Als Néchstes befassen wir
uns mit den Flachenpotentialen stetiger Belegun-
gen und listen deren Figenschaften auf. Schlie3-
lich zeigen wir die Eindeutigkeit der Losungen
der zu untersuchenden RWA’'n (Randwertaufga-
ben) und beweisen deren Existenz mit Hilfe ei-
ner RIGL-Methode (Randintegralgleichungsme-
thode). Durch eine spezielle Wahl der Poten- P,
tialansétze gelingt uns der Nachweis, dass alle
acht RIGL’en (Randintegralgleichungen) eindeu-
tige Losungen begitzen .und. folglich die hier ver- Abbildung 1: Paraboloid P, im R2.
wendeten Potentiale die eindeutigen Losungen

der RWA'n darstellen. Wir gehen dabei analog

zur klassischen Potentialtheorie fiir die Laplace-Gleichung vor, wie sie in zahlreichen
Biichern, z.B. in [Giin57], [Wal71], behandelt wird. Im Fall der skalaren Oseen-Gleichung
erweist es sich allerdings als aufwendiger die Einfachschicht- und Doppelschichtpoten-
tiale explizit auszurechnen, da die Grundlosung durch die Funktion s ihre Homogenitét
verloren hat und eine kompliziertere Gestalt besitzt. Aulerdem ist der skalare Oseen-
Operator im Gegensatz zum Laplace-Operator kein selbstadjungierter Operator mehr,
so dass auch der adjungierte Oseen-Operator mit vier weiteren RWA'n zu untersuchen
ist.

= X1

In Kapitel 3 stellen wir bekannte Ergebnisse der hydrodynamischen Potentialtheorie
(k =01in (0.2)) zusammen, die zur Untersuchung des Oseen-Systems benotigt werden.
Hier konnen wir insbesondere auf Odqvist [Odq30], Ladyzhenskaya [Lad69], Deuring,
von Wahl, Weidemaier [DvWW88], Deuring, von Wahl [DvW89] und Varnhorn [Var94],
[Var04] zuriickgreifen.

In den Kapiteln 4 bis 6 formulieren wir das innere Dirichlet-Problem (ID) und das
duBere Dirichlet-Problem (AD) sowie das innere Neumann-Problem (IN) und das dufere

Neumann-Problem (AN) fiir das Oseen-System und das adjungierte Oseen-System (mit
analogen Abkiirzungen (ID*), (AD*), (IN*), (AN*). Dabei ersetzen wir hier, analog
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zum skalaren Fall, die aus der hydrodynamischen Potentialtheorie bekannte Neumann-
Bedingung
(-Vu — (Vu)" +pl3)n=>b auf 90

durch
(—Vu — (Vu)” +pl3) n+ gunl —b auf 9,

wobei n := (ny,n9,n3)7 stets die ins AuBere von  weisende Einheitsnormale und I3
die 3 x 3-Einheitsmatrix bezeichnen. Die RWA'n iiberfithren wir mit Hilfe geeigneter
Potentialansétze in eindeutig l6sbare RIGL-Systeme (Randintegralgleichungssysteme)
und konstruieren somit Losungen der RWA'n. Dabei beschrianken wir uns auf die Pro-
bleme (ID) und (AD) sowie (IN*) und (AN*)). Die anderen vier RWA’n lassen sich
analog behandeln. Im Einzelnen gehen wir dabei wie folgt vor:

In Kapitel 4 fiihren wir die Oseen-Operatoren @ und O* sowie die Oseen-Span-
nungstensoren 7" und 7"* ein und entwickeln entsprechende Greensche Formeln. Im
Anschluss stellen wir die Herleitung des im Jahre 1910 von Oseen gefundenen Funda-
mentaltensors mit der Methode der Fouriertransformation in &'(R*) vor und untersu-
chen dessen Eingenschaften. Fiir das Stokes-System (x = 0 in (0.2)) findet man eine
analoge Herleitung in [Lad69]. Dariiber hinaus stellen wir den Oseen-Tensor als Summe
des Stokes-Tensors und eines Resttensors dar, der fiir || — 0 beschrénkt bleibt. Damit
besitzt der Oseen-Tensor die gleiche Singularitéit wie der Stokes-Tensor. Wir werden se-
hen, dass aufgrund dieser Tatsache die Regularititseigenschaften der Oseen-Potentiale,
die wir in Kapitel 5 betrachten, im Wesentlichen identisch sind mit den Eigenschaften
der hydrodynamischen Potentiale (siche Kapitel 3). Auflerdem leiten wir in Kapitel 4
eine Darstellung fiir eine Losung des Oseen-Systems als Summe eines Einfachschicht-,
eines Doppelschicht- und eines Volumenpotentials her. In Kapitel 5 befassen wir uns mit
den Oseen-Flichenpotentialen. Es zeigt sich, dass diese in die entsprechenden Stokes-
Potentiale und stetige Restterme zerlegt werden kénnen. Diese Zerlegung erleichtert die
Untersuchung des Verhaltens der Potentiale beim Durchgang durch den Rand. Dariiber
hinaus formulieren wir das Abklingverhalten der Flidchenpotentiale fiir |x| — oo mit
Hilfe nichthomogener Gewichtsfunktionen. Wir stellen fest, dass diese in alle Richtun-
gen aufer der positiven x1-Achse quadratisch abklingen, da s hier proportional zu r
ist, und in dem Nachlaufgebiet P, (b > 0) jedoch nur wie r~!', da s hier beschrinkt
ist. In Kapitel 6 priasentieren wir die zu untersuchenden RWA’n und iiberpriifen diese
auf Eindeutigkeit der Losungen. Aufgrund der Divergenzfreiheit liegt bei dem Problem
(ID) fiir den Randwert b die Bedingung

/b-ndo=0 (0.3)

o0N

vor. Wir zeigen nun, wie sich die RWA’'n mit Hilfe spezieller Potentialanséitze auf
Fredholmsche RIGL-Systeme reduzieren lassen, die wir im Anschluss daran untersu-
chen. Dabei betrachten wir als Erstes die RIGL-Systeme fiir die Probleme (ID) und
(AN*), die sich als zueinander adjungiert erweisen. Wir stellen fest, dass Potential-
ansétze aus reinem Doppelschicht- bzw. reinem Einfachschichtpotential keine eindeutig
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losbaren RIGL-Systeme liefern und hiermit der zweite Fall der Fredholmschen Alter-
native vorliegt. Dariiber hinaus kénnen wir hier beweisen, dass der Nullraum des zu
(AN*) gehorenden RIGL-Systems von der Einheitsnormalen erzeugt wird, d.h., das zu
(ID) gehorende RIGL-System ist genau dann lésbar, wenn seine rechte Seite b der Be-
dingung (0.3) geniigt. Wir erhalten also im Fall (ID) keine zusétzlichen Bedingungen
an den Randwert b. Bei dem zu (AN*) gehorenden RIGL-System entsteht jedoch ei-
ne , kiinstliche“ Kompatibilitdtsbedingung an die rechte Seite. D.h., der hier gewéhlte
Potentialansatz fithrt uns auf ein RIGL-System, das einerseits nicht eindeutig losbar
ist und andererseits nur fiir bestimmte rechte Seiten gelost werden kann. Da wir aber
bereits zeigen konnten, dass das Problem (AN*) eine eindeutige Losung fiir beliebi-
ge Randwerte besitzt, falls diese existiert, modifizieren wir den Potentialansatz und
erhalten ein eindeutig l6sbares RIGL-System, dessen rechte Seite die vorliegende Kom-
patibilitdtsbedingung automatisch erfiillt. Mit diesem neuen Potentialansatz gelingt es
uns also, eine eindeutige Losung von (AN*) fiir beliebige Randwerte zu konstruieren.

Bei dem anderen Paar von RWA’n, ndmlich dem Problem (AD) und dem Problem
(AN*), liegt bei den resultierenden RIGL-Systemen der erste Fall der Fredholmschen
Alternative vor, so dass hier das reine Einfachschichtpotential bzw. das reine Doppel-
schichtpotential eine eindeutige Losung von (IN*) bzw. (AD) darstellt.

In Kapitel 7 betrachten wir schliellich eine RWA fiir die Oseen-Gleichungen in einem
beschrinkten Gebiet mit Rissen, die durch vorgeschriebene Spriinge der Geschwindig-
keit und der Normalspannungen modelliert wird (siche [MV08] im Fall x = 0). Konkret
betrachten wir das Problem (IDR), gegeben durch

(’)g:O in €,
v=f auf dQ\ S,

v —v' =g aufs,

<T”gn>i _ (T“gn>a —h auf SNG.

Dabei ist Q2 := G \ S und G ein beschrinktes Gebiet mit Rand G € C?. Der Riss S
ist eine nichtleere kompakte Teilmenge der Ober-
fliche eines beschrinkten C?-Gebietes V' C R3
und darf bis zum Rand von G reichen. Wir schlie-
Ben allerdings aus, dass der Riss auf dem Rand
verlduft, d.h., wir fordern GNS = S (vgl. Abbil-
dung 2). Mit den Indizes ¢ und a bezeichnen wir
die beiden einseitigen Grenzwerte auf dem Riss.
Die Dirichlet-Bedingung wird auf dem Rand von
G vorgegeben. Den Sprung g der Geschwindig-
keit sowie den Sprung h der Normalkomponen-
ten des Oseen-Spannungstensors schreiben wir auf
dem Riss S vor. Analog zum Problem (ID) ergibt Abbildung 2: Gebiet G’ mit Riss S.
sich auch hier eine notwendigen Bedingung fiir die
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Losbarkeit von (IDR), ndmlich

f-ndo+ [ g-ndo=0. (0.4)
[ £nes |

IO\S S

Wir zeigen zunéchst, dass eine Losung (v, ¢) von (IDR) mit g = h = 0 zu einer Losung
des Oseen-Systems in G fortgesetzt werden kann. Wir fithren dann das Problem (IDR)
auf das Problem (ID) zuriick, indem wir eine Losung von (IDR) als Summe eines iiber
0V definierten Einfachschichtpotentials mit Belegung h, eines iiber 0V definierten Dop-
pelschichtpotentials mit Belegung g sowie einer Losung des Problems (ID) in G zum
Randwert b auf 0G konstruieren. Hierfiir verwenden wir die in den obigen Kapiteln
erarbeiteten Eigenschaften der Potentiale fiir das Oseen-System.



1 Grundlagen

1.1 Bezeichnungen

Fiir zwei Vektoren z, y € R (n € N) bezeichnen wir mit

Ty = inyi bzw. |x|=+z x

i=1
das Skalarprodukt von z und y bzw. den Betrag von x.

Fiir eine m x n-Matrix A = (a;)i=1, myj1, . ist AT = (aij)j=1... niz1,..m die zugehdri-
ge transponierte Matrix. Mit

definieren wir den Betrag der Matrix A und mit

B:C:= i bl-jcij

i,j=1

die skalare Multiplikation zweier n x n-Matrizen B = (b;;)i j=1,..n, C = (¢ij)ij=1,. n. Fir
eine m x n-Matrix A bezeichnen wir mit AZ bzw. mit A% die durch das Streichen der
letzten Zeile entstandene (m — 1) x n-Matrix bzw. die durch das Streichen der letzten
Spalte entstandene m x (n — 1)-Matrix.

Fiir eine differenzierbare skalare Funktion w : R® — R definieren wir den Gradienten
von u durch den Spaltenvektor

Vu = (0w, ..., 00u)",

wobei Opu mit k € {1,...,n} die partielle Ableitung von u nach der k-ten Variablen
bezeichnet, sowie den Laplace-Operator A durch

Au = z": 0;0;u.
i=1

Fiir eine differenzierbare Vektorfunktion v = (v, ...,v,)T : R* — R™ bezeichnet Ojv;
mit ¢ € {1,...,m} und k € {1,...,n} die partielle Ableitung der i-ten Komponente v;
nach der k-ten Variablen. Den Gradienten Vv der Vektorfunktion v setzen wir durch
die m x n-Matrix

(Vo))"
Vv = (8kvi)i:l,...,m;k:l,...,n =
(Vo)
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fest. Die Divergenz von v definieren wir im Fall m = n durch

V-v:= Z aﬂ)i
i=1
sowie den Laplace-Operator A angewandt auf v durch
Av = (Avy, ..., Avy,)T.

Im Fall m = n = 3 definieren wir die Rotation von v durch

82'113 — 63’02
V xv:= 831}1 — 81’03
@11}2 — 821}1

Ist A(z) = (a;j(x))ij=1,.m eine in x € R" definierte Matrixfunktion mit differenzier-
baren Komponenten a;;, so bezeichnet 0ya;; mit k € {1,...,n} die partielle Ableitung
der Komponente a;; nach der k-ten Variablen. Wir schreiben

fiir den m x m x n-Tensor der ersten Ableitungen der Matrix A. Wir wenden also den
Gradienten auf jede Spalte der Matrix A an und erhalten somit einen m x m X n-
Tensor. Die Divergenz von A berechnen wir im Falle m = n ebenso spaltenweise, d.h.,
wir erhalten den Zeilenvektor

=1

Den Laplace-Operator angewandt auf eine Matrix definieren wir schliefflich komponen-
tenweise, d.h., es gilt

Seien Q C R3 ein Gebiet, d.h. eine nichtleere offene zusammenhéngende Menge, 02 der
Rand von € und € := Q U 02 der Abschluss von ).

Sei k € Ny. Mit C*¥(Q) bezeichnen wir den Raum der in Q definierten und k-mal
stetig partiell differenzierbaren Funktionen u : €2 — R. Im Fall von Vektorfunktionen
u:Q — R" (n € N) schreiben wir C*(2)". Den Raum der stetigen Funktionen nennen
wir C'(Q) bzw. C(Q)" anstatt C°(Q) bzw. C°(Q)".

Sei z € R?, 2’ € R? und € > 0. Mit
K.(z) ={yeR’ |z —y|<e} bzw. K.(2):={yeR® |2 —y|l <e}

bezeichnen wir die offene Kugel mit Radius € um z im R? bzw. um 2’ im R2. Sei 2 ¢ R?
ein Gebiet mit 92 # (). Fiir zq € 99 fithren wir durch Verschiebung und Drehung des
urspriinglichen Koordinatensystems ein so genanntes lokales Koordinatensystem mit
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Ursprung in zg ein. Die neuen Koordinaten von x = (xy, 19, 73) € R3 bezeichnen wir
mit £ = (£1,&,&3) =: (£, &3) und nennen diese lokale Koordinaten von z. Sei m € N.
Ein Gebiet € heifit C™-Gebiet, oder wir sagen auch €2 ist ein Gebiet mit Rand der
Klasse C™, geschrieben 002 € C™, falls fiir jedes xg € 02 Konstanten € > 0, § > 0 und
eine Funktion g € C™(K.(0)) existieren, so dass

U&ﬁag(‘ro) noQ = {(§*7€3)7 53 - g(f*>’ |§*| < 5}7
Uepg(o) N2 ={(£",83),  9(&7) = B < & <g(&),[€7] < e}
gilt. Dabei bezeichnet U, g 4(¢) die offene Menge

Uspg(wo) = {(£7,63) €R®, [g(&7) — & < B,1¢7| < e}

In dieser Arbeit betrachten wir beschrinkte und unbeschrinkte C2-Gebiete mit kom-
paktem Rand, so dass die Konstanten ¢, § unabhéngig von xq € 0f) gewahlt werden
konnen. In diesem Fall existiert eine Konstante v = «(£2) mit

||9||c2(M) <7
fur jedes xy € 052 (vgl. [Soh01]).

Ist © ein beschrinktes C*-Gebiet und y € 99, so existiert genau ein duferer Einheits-
normalenvektor n(y) in y. Ist 2 C R3 ein beschrinktes C%-Gebiet, so existiert fiir z,
y € 0f) eine Konstante C' > 0 mit

[z —y) - n(y)| < C |z —yl”. (1.1)

Einen Beweis dieser hilfreichen Ungleichung findet man z.B. in [Sko10].

Satz 1.1 (GauBlscher Integralsatz) Sei Q@ C R3 ein beschrinktes C'-Gebiet. Sei
n: 00 — R3 der dufere Einheitsnormalenvektor. Sei F € CY(Q), V - F integrierbar
in Q und F -n definiert auf 0X2. Dann gilt

[V-Fw s = [F@)-n() do. (1.2
Q o0

Beweis: Vgl. [DL00] Proposition 4, S. 229. O

Satz 1.2 Sei Q C R? ein beschrinktes C-Gebiet. Sei
k(R x 0\ {(y,y), y €99} - R
eine stetige Funktion und seien C' > 0 und « € [0,2) mit
k(z,y)| <Clz =yl fir |z —y[ = 0. (1.3)
Dann ist die Funktion
K:R* =R, K(r)= /k(x,y) do,
B)

stetig.
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Beweis: Siche [Hac97], s. 290. O

In dieser Arbeit betrachten wir ein beschrinktes C2-Gebiet 0 C R® mit zusammenhingen-
dem Rand, so dass Q* := R?\Q ein AuBengebiet ist, d.h. ein Gebiet, dessen Komplement
kompakt ist. Mit n bezeichnen wir stets den ins AuBere von € weisenden Einheitsnor-
malenvektor. Ist u :  — R bzw. u : Q* — R gegeben, so bezeichnen wir mit u’ bzw.
u® den Grenzwert von Innen bzw. von Auflen, d.h., fiir x € 9€) gilt

u'(z) = lim  u(z) bzw. wu%x)= lim u(z). (1.4)

052700 0 522edQ

Mit o, O bezeichnen wir die Landau-Symbole: Fiir eine Funktion f schreiben wir
f(x) =0(z|™) fiir |z| —»

bzw.
f(@) =0(z|™") fiir [z] =0,

falls eine Konstante C' € R existiert, so dass |f(z)| |z|* < C fiir |x] = oo bzw. || — 0
gilt. Wir schreiben
f(x) = o(lz|™®) fiir |z] — oo

bzw.
f(x) =o(|z[™*) fiir [z] =0,

falls limyg| o0 | f(2)] |2|* = 0 bzw. limyg o | f(2z)]|2z]|* = 0 gilt.

1.2 Funktionalanalysis

In diesem Kapitel wollen wir die Grundlagen zu den so genannten Fredholmschen Inte-
gralgleichungen zweiter Art zusammenstellen. Seien X, Y R-Vektorrdume. Wir bezeich-
nen die Menge aller beschrénkten linearen Operatoren von X nach Y mit £(X,Y), den
Wertebereich eines Operators 7' : X — Y mit R(T") := {T'z, + € X} und den Nullraum
von T mit N(T) :={zx € X, Tx =0} .

Satz 1.3 (Banach) Seien X,Y Banach-Raume. Ist T € L(X,Y) bijektiv, so folgt
T-'eL(Y,X).

Beweis: Einen Beweis findet man in [AV05]. O

Definition 1.4 Seien X,Y R-Vektorrdiume.

(i) Eine Abbildung (-,-) : X XY — R heifst Bilinearform, wenn fira € R, x,z1,2o € X
und y,y1,y2 € Y gilt

i <I1 + 172,y> = <l’1,y> + <$2,y>
o (v,y1+y2) = (z,y1) + (¥, 42)
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o (ax,y) = a(z,y) = (r,ay).

(i) Fine Bilinearform heifit nicht entartet, wenn sowohl zu jedem x € X \ {0} ein
y € Y mit (x,y) # 0 existiert, als auch zu jedem y € Y \ {0} ein € X mit
(x,y) # 0 ezistiert.

(iii) Ein Tripel (X,Y,(-,-)) heifst Dualsystem, wenn (-,-) eine nicht entartete Biline-
arform auf X xY ist.

Definition 1.5 Seien (X1,Y1, (-, )1) und (Xa, Y2, (-, )2) zwei Dualsysteme. Zwei Ope-
ratoren T € L(X1,X5) und S € L(Y2,Y1) heiffen duale oder zueinander adjungierte
Operatoren, wenn fir alle v € X1, y € Yy qult

(T,y), = (x,5y), -
In diesem Fall bezeichnen wir den zu T adjungierten Operator S mit T*.

Satz 1.6 (Satz von Schauder) Seien X und Y Banach-Rédume und T € L(X,Y).
Dann ist T' genau dann kompakt, wenn T* kompakt ist.

Beweis: Vgl. [Alt06], Satz 10.6, S. 387. O

Satz 1.7 FirT : X —Y gilt
R(T)=N(T%),.

Dabei bezeichnet
NI ={yeY, (y.y") =0Vy" e N(T")}
den Annihilator von N(T*) in X.
Beweis: Vgl. [Wer(00], Satz I11.4.5, S. 112. O

Satz 1.8 (Satz von Riesz-Schauder) Sei X ein normierter Raum. SeiT € L(X, X)
ein kompakter Operator und I : X — X der identische Operator auf X . Sei X # 0. Dann
gilt

(1)) NOM =T) < 0,
(i1)) R(M —T) C X abgeschlossen,
(111) dim N(A\I — T') = codim R(A\ — T')

Dabei ist die Kodimension codim R(A — T') des Bildes von \XI — T als die Dimension
des Quotientenraumes X /(R(M —T)) definiert, d.h.,

codim R(A —T) :=dim X/(R(A —T)).
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Beweis: Einen Beweis deises Satzes findet man z.B. in ([Wer00]) oder ([Alt06]). O

Der Satz von Riesz-Schauder besagt also, dass ein Operator der Form A\ — T (A # 0)
mit einem kompakten Operator T' genau dann injektiv (dim N (Al —T') = 0) ist, wenn
er surjektiv (codim R(A — T') = 0) ist. Dies bedeutet, dass die folgende so genannte
Fredholmsche Alternative auf 7" anwendbar ist.

Satz 1.9 (Fredholmsche Alternative) Seien X,Y Banach-Rdiume, (X,Y,(-,-)) ein
Dualsystem. Sei T € L(X,X) ein kompakter Operator und T* € L(Y,Y) der zu T ad-
gungierte Operator. Sei A # 0. Dann gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

Fall 1: Die homogenen Gleichungen
AMp—Tp=0 bzw. Mp—T"P=0 (1.5)

besitzen nur die triviale Losung. In diesem Fall besitzen die inhomogenen Glei-
chungen

AMo—To=0b bzw. Mp—T"P=0>" (1.6)
fiir jedes b € X bzw. jedes b* € Y genau eine Liosung p € X bzw. ) € Y.

Fall 2: FEs existieren n = dim N (M —T) = dim N (A —T*) linear unabhingige Lisungen
der homogenen Gleichungen (1.5). In diesem Fall sind die inhomogenen Gleichun-
gen (1.6) genau dann losbar, wenn

b,y =0 Ve N(AI -T7),

bzw.
(b, 0) =0 Yoe NN -T)
gilt.
Beweis: Dies folgt aus Satz 1.8 von Riesz-Schauder und Satz 1.7. U

Sei nun Q C R3 ein beschriinktes C*'-Gebiet. Eine Gleichung der Form

Mp(x) — /k(x,y)so(y) dy = b(z), = €09 (1.7)

o0
heiflit Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art. Dabei sind die Konstante A € R\ {0}
sowie die Funktionen b : 92 — R und £ : 90 x 02 — R gegeben, wahrend ¢ : 002 — R

die gesuchte Funktion ist. Die Funktion £ nennen wir Kernfunktion. Diese erzeugt einen
Integraloperator der Form

Kolz) = / Kz, v)e(y) dy. (18)
o0
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Dabei setzen wir ¢ € C(92) voraus. Der Funktionen-Raum C'(052) ist ein Banach-Raum
bzgl. der Supremumsnorm | - ||«. Das Tripel (C(992), C(09), (-, -)) ist ein Dualsystem
mit der nicht entarteten Bilinearform (-, -), definiert durch

() = / f(@)g(x) dz, f,g € C(09).
o0

Die Fredholmsche Alternative (Satz 1.9) ist somit auf (1.7) anwendbar, wenn wir zeigen
konnen, dass der Integraloperator K ein kompakter Operator ist, der C'(9f2) in sich
abbildet. Nun stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen an die Funktion &
der Integraloperator K kompakt ist. Dieses Problem wurde z.B. in [Kre89] ausfiihrlich
behandelt. Hier sind die wichtigsten Resultate:

Definition 1.10 Sei Q C R3 ein beschrinktes C1-Gebiet. Eine stetige Funktion
ko (0Qx 0\ {(y,y), y €90} = R

heifst schwach singulir, falls Konstanten C > 0, o € [0,2) existieren, so dass die
Ungleichung
k(z,y)| < Clo—yl™  fir |z —y[—0

gilt.

Satz 1.11 Sei Q C R3 ein beschrinktes C'-Gebiet. Dann ist der Integraloperator
K : C(0Q2) — C(09) definiert durch

Kolx) = / Kz, y)e(y) do, (1.9)

o0

mit einem stetigen oder einem schwach singuldren Kern k ein kompakter Operator.

Beweis: Einen Beweis findet man z.B. in [Kre89). O
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2 Skalare Oseen-Gleichung im R?

2.1 Zur Potentialtheorie der skalaren Oseen-Gleichung

Sei Q C R3_ein beschrinktes C2-Gebiet mit zusammenhingendem Rand 992, so dass
O* :=R3\ Q ein AuBengebiet ist. Das Ziel dieses Kapitels ist es, die homogene skalare
Oseen-Gleichung

—vAu+ kOu =0 (2.1)

in Q (in diesem Fall sprechen wir von einem inneren Problem) und in 2* (in diesem Fall
sprechen wir von einem #ufleren Problem) unter gegebenen Randbedingungen zu lésen.
In (2.1) ist u eine gesuchte skalare Funktion und v, x gegebene positive Konstanten.
Wir betrachten das Dirichlet-Problem fiir die skalare Oseen-Gleichung (2.1), bei dem
die gesuchte Funktion v auf dem Rand vorgeschrieben ist, d.h.,

u=>b auf 09, (2.2)

sowie das Neumann-Problem, bei dem die klassische Neumann-Randbedingung d,u = b
auf 0) durch die so genannte Oseen-Neumann-Randbedingung

—v0pu + gunl =b auf 00 (2.3)

ersetzt wird. Dabei bezeichnet d,u die Richtungsableitung von w in Richtung der
ins AuBere von Q weisenden Einheitsnormalen n = (ny,ny,n3)" € R3. Die Funkti-
on b € C(09) ist der vorgegebene Randwert. Beim Dirichlet-Problem verlangen wir
u € C2(Q2) N C(Q) und beim Neumann-Problem v € C%(Q) N C(Q), so dass auBerdem
Opu(z) fiir jedes z € 0N) existiert und dpu(r — hn(x)) gleichmaBig fiir alle x € 09 fiir
h — 04 gegen Oyu(x) konvergiert (siche [V1a88]).

Setzen wir £ = 0 in (2.1) und (2.3), so erhalten wir die klassischen Randwertprobleme
fiir die Laplace-Gleichung —Awu = 0, die mit Hilfe der Potentialtheorie und der RIGL-
Methode gelost werden konnen (siehe [Giin57], [Mar68], [Wal71]).

Wir definieren nun die Oseen-Operatoren

O = —vA + k0, (2.4)

O == —vA — k01, (2.5)

die bzgl. der Bilinearform (-, ), definiert durch (u,v) := [wuv dy, zueinander adjungiert
Q

sind. Dariiber hinaus benétigen wir die Differentialoperatoren

u
V5w Vi = — oV + g 0, (2.6)
0
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Vs V= — oV — g 0 (2.7)
0

Diese nennen wir Oseen-Gradienten.
Wir fassen die zu betrachteten RWA’n zusammen:
(id) Ou=0 in Q, w=0>b auf 00, (2.8)
(ad) Ou=0 in Q, uwu=»>b auf 090, (2.9)
(in) Ou=0 in Q, Vu-n=>b auf 09, (2.10)
(an) Ou=0 in QY Viu-n=>b auf 00 (2.11)
sowie
(¢d) O'u=0 in Q, w=10>b auf 09, (2.12)
(ad™) O'w=0 in Q) wu=10>b auf 09, (2.13)
(in*) O'u=0 in Q, V™u-n=»>b auf 090, (2.14)
(an®) O'u=0 in Q°, V™u.-n=0>b auf 0. (2.15)

Wie in der klassischen Potentialtheorie formulieren wir als Erstes die zugehorigen Green-
schen Formeln. Es seien dazu u, v : {2 — R hinreichend glatte Funktionen in einem be-
schrinkten C'- Gebiet Q C R? mit Rand 9. Dann gelten die ersten beiden Greenschen
Formeln

/u(’)v dy = /uV”v-nd0+/uVu-Vv dy—l—/%u@lv dy—/guvnl do, (2.16)

Q oN Q Q [2/9]

/v@*u dy = /vV”*u-n do + /qu-Vu dy — /mvalu dy—l—/guvnl do, (2.17)

Q oN Q Q o0

und die zweite Greensche Formel

/ (uOv —vO*u) dy = / (uV* -n —oV™u -n) do. (2.18)

Q o0

Diese Formeln konnen mit Hilfe des Satzes von Gaufl und der Greenschen Formeln fiir
den Laplace-Operator bewiesen werden (siche [Skol0]).

Die Fundamentalldsungen e,, e der skalaren Oseen-Operatoren O, O* im R?® sind
definiert fiir « # 0 durch

ex(x) := exp <——V) , (2.19)

er(x): ! exp (—%) : (2.20)
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mit r = r(x) == |z|, s = s(z) :=r —x, und p = p(x) := r + z; (siche [AB08a|, [Galll]).

Wir schauen uns die Funktion s genauer an. Mit Hilfe von Kugelkoordinaten l&sst sich
zeigen (siehe [Sko10]), dass fiir z = (z1,2*) € R? die folgenden Abschéitzungen gelten:

1|z (2) < |2*|? i >0
= < s(x) < tir 21 > 0,
2 x| ]

lz| < s(x) < 2|z fir z, <0.

Ist 7 = ta € R® mit t > 0 und 0 # a € R? ein Strahl, der im Nullpunkt startet, so gilt
mit r(x) = t|a| die Beziehung

5(2) = ta] - ar) = L2

lal

d.h., s ist auf jedem Strahl, der nicht mit der positiven x;-Achse zusammenfillt, pro-

X2
} X
— Y
I J
n .
A%

s=2r

> X

Abbildung 3:

portional zu r. Sei nun z = (z1,7*) € R® mit z; > 0 und |z*|*> < bz mit b > 0, so
erhalten wir aus den obigen Ungleichungen
" _ by

< <,
[z ]

d.h., s ist in dem Paraboloiden

Pb = {.Z': ('Ilax*) ERga T 207 ’.17*‘2 bel}a b>0
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beschrinkt. In Abbildung 3 werden einige Strahlen im R? dargestellt und das Verhalten
der Funktion s auf diesen Strahlen angegeben (vgl. [Far92]). Dariiber hinaus ist in dieser
Abbildung der Paraboloid

P ={x = (z1,22) ER? 21 > 0,25 < 21}

im R? zu sehen, in dem die Funktion s durch 1 beschriinkt ist. Die Abbildungen 4 und
5 zeigen die Funktion s als Funktion im R? aus verschiedenen Perspektiven.

Die obige Funktion p erhélt man durch Spiegelung der Funktion s an der zsx3-Ebene.

Abbildung 5: Funktion s im R?
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Wir wollen im Folgenden Aussagen iiber das Abklingverhalten der Grundlésungen e (z),
eX(x) fir |x| — oo machen. Mit

s(x x
o s(x) = %, Vs(z) = i (1,0,0)
und
p(x
Oupte) = H o) = T (10,0
erhalten wir zunéachst
2s(x)
Vs(x \/ 7 IVp(z) |x
Auflerdem gilt
s(r) = p(—x)
und
ex(r) = e (—x),
sowie

Oe(z) = O%el(z) = 0.

Wir benotigen die folgenden Gewichtsfunktionen, um das Abklingverhalten der Funda-
mentallosungen und deren Ableitungen zu beschreiben:

Definition 2.1 Sei x = (71,29, 73) € R?, r = r(z) = |2| sowie s = s(x) = r — x; und
p = p(z) = r+ z1. Die Funktionen ny bzw. pf, definiert durch

ny(x) = (1+r)*(1+s)", abeR,

bzw.
pp(x) = (1+7r)*(1+p)° abeR,

heiffen Gewichtsfunktionen.

Damit gelten fiir || — oo die folgenden Abklingbedingungen:

O(-1(x)), Veu(z) = O(nTy)5()), 0enlz) = O(n=3(x)),
O(uZi(2), Veilx) = O(uTy5(@)), decx(x) = O(uT5(x)).

Einen Beweis dieser Aussage findet man in [Skol0].

D
=
—~

&
~

Il

(2.21)

@
*
—

8
SN—

|

Wir benétigen auflerdem das folgende Lemma, auf das wir im Beweis des Satzes 6.2
zuriickgreifen.
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Lemma 2.2 FEs gilt

1
gﬁR’I < / n=5(z) do <2rR™'  fiir R — oo (2.22)
0K R(0)
bzw.
1
gﬂR’l < / p3(x) do < 2nR™  fiir R — oo. (2.23)
O0KR(0)

Beweis: Wir zeigen, dass die Abschétzungen (2.22) gelten. Mit Kugelkoordinaten folgt

zunachst
™

/ n-2(z) do = 27r/ (14 R)%(1 + s(R,0)) *R?sin 6 df

K R (0) 0

= 27r/ (14 R)™2(1+ R(1 — cosf))*R*sin @ db.

0

Wir substituieren t = R — Rcosf, dt/df = Rsin6 und erhalten

2R

/ n=3(z) do = 27T/ (14+R)>(1+t) *Radt

OK (0) 0
2R

— 27?(1+R)_2R/(1+t)_2 dt

0

1

2R
=2m(1 “2R|-——
m(1+ R) R[ 1+tL
RQ

(1+ R)2(1+2R)’

=47

0O.B.d.A. sei R > 1. Dann gilt
R? R? 1 Rl

"M+ R2(1+2R) = T4R?3R 3

sowie B2 e
4 <A4r——— =27R L.
"M+ R21+2R) = "RP2R "

Damit haben wir gezeigt, dass

1
§7TR_1 < / n 5(x) do < 2T R
0K Rr(0)
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fir R — oo gilt. Die Abschétzungen (2.23) werden analog bewiesen. O

Mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel (2.18) fiir den skalaren Oseen-Operator und
der Fundamentallosung e, erhalten wir nun die folgende Darstellungsformel fiir eine
hinreichend glatte Funktion v in einem beschrinkten C?-Gebiet Q C R3: In x € Q gilt

v(r) = —/en(w—y)(V“v-n)(y) doy + /v(y)VZ*en(x—y) -n(y) do,  (2.24)

o0 o0

+ /eﬁ(l‘ —y)Ou(y) dy.

Genau wie in der klassischen Potentialtheorie stellen die drei Integrale auf der rechten
Seite das Einfachschichtpotential, das Doppelschichtpotential und das Volumenpoten-
tial fiir den skalaren Oseen-Operator dar.

Im néchsten Satz beweisen wir Eindeutigkeitsaussagen fiir die oben definierten RWA'n
der skalaren Oseen-Gleichung.

Satz 2.3 Die RWA'n (id) (vgl. (2.8)), (id*) (vgl. (2.12)), (in) (vgl. (2.10)) und (in*)
(vgl. (2.14)) besitzen hochstens eine Losung. Die RWA’n (ad) (vgl. (2.9)) und (ad*)
(vgl. (2.13)) besitzen héchstens eine Lisung, wenn die gesuchte Funktion u die Abkling-
bedingung

u(z) =o(1) fir |x| — oo (2.25)

erfillt. Das Problem (an) (vgl. (2.11)) besitzt hiochstens eine Losung, wenn die gesuchte
Funktion u die Abklingbedingungen

u(z) = 0(n71(x)), Vulx)=0n_s() firlz] — oo (2.26)

erfillt. Das Problem (an*) (vgl. (2.15)) besitzt hichstens eine Losung, wenn die gesuchte
Funktion u die Abklingbedingungen

u(z) = O(u=}(x)), Vu(z) = O(u () fir |z] — oo (2.27)
erfullt (vgl. Definition 2.1).

Beweis: Ist u die Differenz zweier Losungen von (id) oder (ad), wobei wir im Falle von
(ad) die Giiltigkeit der Abklingbedingungen (2.25) voraussetzen, so folgt die Eindeutig-
keit mit Hilfe des Maximumprinzips fiir elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung
(siehe [Eva98] Theorem 1, Theorem 3, S 327 ff). Fiir die adjungierte Oseen-Gleichung
erfolgt der Beweis analog. Um die Eindeutigkeit der Losungen fiir das Problem (in) zu
beweisen, wenden wir die erste Greensche Formel (2.16) mit u = v auf die Differenz u
zweier Losungen an und erhalten mit udyu = £8;(u?) aus dem Satz von GauB

O:/u(V”u-n) do—i—/u!Vu]Q dy+/fé?1(u2) dy—/fu%l do.
~—— 2 2

[2/9] =0 Q Q o2

. S

~~

=0
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Es folgt u = ¢ in €2, wobei die Konstante ¢ wegen der Randbedingung
V“u-n:Vu-nngunl =0

auf 0 verschwindet. Dies impliziert die Eindeutigkeit fiir (in), im Gegensatz zur
Laplace-Gleichung. Bei (an) wenden wir die erste Greensche Formel (2.16) mit u = v
auf die Differenz u zweier Losungen in QF, := Q" N Kx(0) an. Hier ist K(0) die offene
Kugel um den Ursprung mit Radius R > 0 so, dass Q C Kz(0) gilt. Wir erhalten dann

0= / uV”“u-nclo—l—/z/\Vu\2 dy,

0K R(0) QR

wobei das Fldachenintegral fiir R — oo verschwindet, wenn u den Abklingbedingun-
gen (2.26) geniigt (siehe [Skol0]). Die Eindeutigkeit fiir (in*) und (an*) wird analog
bewiesen. Dabei benutzen wir die erste Greensche Formel (2.17) fiir den adjungierten
Oseen-Operator. O

Wie wir aus der Darstellungsformel (2.24) gesehen haben, konnen auch Losungen v der
skalaren Oseen-Gleichung als Summe dreier Potentiale dargestellt werden, ndmlich eines
Einfachschichtpotentials mit der Belegung V*v-n, eines Doppelschichtpotentials mit der
Belegung v und eines Volumenpotentials mit der Belegung Ov. Im Folgenden wollen
wir daher die Eigenschaften solcher Potentiale mit allgemeinen stetigen Belegungen
untersuchen. Die Einfachschichtpotentiale mit Belegungen ¢,9 € C(0f2) sind dabei
definiert durch

ola) i= [ enla =~ )ply) doy, w00 (2.28)
o0

o) = [ exle —p)ot) doy, w00 (2.20)
o0

und die Doppelschichtpotentiale mit Belegungen ¢, € C'(9€2) durch

d*p(x) := /VZ*en(fL“ —y) -n(y)e(y) doy =: /d”(%y)ﬂp(y) doy, ¢ 0%, (2.30)

[%9] [2}9]

me:/wﬁ@ﬂmmwmw%:/wwWW@@wxem.@m)
o0

o0

Die explizite Darstellung der Kerne d"(z,y) und d**(z,y) mit z # y haben wir im
Anhang (siehe Kapitel 8.1) hergeleitet. Die Potentiale e"p, d"p € C=(R3\ 992) 15sen
die skalare Oseen-Gleichung, d.h., es gilt

Ocp(x) = Odp(z) =0 in R*\ 0Q.
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Analog 16sen die Potentiale e®*1), d™*1 € C®(R3 \ 99) die adjungierte skalare Oseen-
Gleichung, d.h., es gilt

O*e™Y(z) = O* d™P(x) =0 in R\ 9Q.

Neben den obigen Potentialen benétigen wir die so genannten Oseen-Normalableitungen
der Einfachschichtpotentiale e und e*) , die in einer Umgebung U C R3 von 05
durch

ho(z) := Ve p(z) -n(z') =: /h“(:c,y)go(y) doy, x €U\ 0, (2.32)

R (z) == Ve () -n(2') =: /h”*(x,y)w(y) doy, ze€U\OQ (2.33)

definiert sind. Dabei ist 2’ € 9Q € C? die eindeutig bestimmte Projektion von o € U auf
0. Die explizite Darstellung von A", h** findet man ebenso im Anhang (siche Kapitel
8.1).

Die Kerne d*, h*, d** und h** erfiillen auf 02 die folgenden Identitéiten:
Lemma 2.4 Fiir z,y € 02 mit x # y gilt

Wi (w,y) = d™(y, x), W™ (z,y) = d*(y, ). (2.34)

Beweis: Fiir z,y € 002 mit x # y errechnen wir mit Hilfe der expliziten Darstellung
(siche Kapitel 8.1) von A" und d"*:

B (2, y) = ((ﬂf—y)-n(m)Jj(ﬂf—y)-n(m)) exp (_H|$—y|—($1—y1))

47r3 Smur? 2v
_ (y—z)-n(z)  kKy—=z) n(z) £ly — x|+ (1 — 1)
( 473 + 8mrvr? P 2v
= d"(y,z).
Die zweite Identitét folgt analog. O

Wir stellen nun die Fundamentallosung e, der Oseen-Gleichung als Summe der Fun-
damentallésung e der Laplace-Gleichung und eines Restterms é, dar. Damit lassen
sich auch die Flachenpotentiale des Oseen-Operators mit Hilfe der entsprechenden
Flachenpotentiale des Laplace-Operators darstellen, wobei sich die verbleibenden Rest-
terme als stetige Funktionen erweisen. Dies bedeutet, dass alle Flachenpotentiale des
Oseen-Operators die gleiche Singularitdt wie die entsprechenden Flachenpotentiale des
Laplace-Operators besitzen.

Sei im Folgenden 0.B.d.A. v = 1. Fiir 0 # = € R? gilt dann
1 1

B 47 || T 47| x|

(72 — 1) =t e(x) + éx(2). (2.35)

ex(x)
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Die Funktion e ist dabei die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung. Fiir die Funk-
tion e, gilt

1 1
()] € —— o Kla| = -
A7

2 < 2.36
T Arlz| 2 T 4wz (2:36)

KS
fiir alle 0 # x € R3. Denn mit dem Mittelwertsatz existiert zu s > 0 ein & € (0, 7) mit

e—ns/Q — 1= E ie—ns/Q _ _E 6—/@5/27
ds o=t 2

also

le7rs/2 1] < i
2

fur alle s > 0. Nun setzen wir die Darstellung (2.35) in die oben definierten Potentiale
ein und erhalten fiir ¢ € C(9Q) und = € R?\ 99

e"po(x) = ep(z) + "¢ () (2.37)

mit dem Einfachschichtpotential

cola) = [ il do,

dnfe —y]”
9]

des Laplace-Operators, sowie dem Potential

SK 1 —ks(z—y)/2
e"p(x) = /m (e7™ @2 —1) p(y) do, (2.38)
o0 ~~ 4
::éﬁ("r:y)

mit beschriinktem Kern €, wegen (2.36). Somit ist é%¢ stetig im R®. Fiir das Doppel-
schichtpotential d*¢ erhalten wir fiir p € C'(92) und z € R?\ 992

d*p(x) = dp(z) + d*o(z) (2.39)

mit dem Doppelschichtpotential

o) = [ TP otw) doy (2.40)

des Laplace-Operators, sowie dem Potential

o (K D) )y @ )ml) s )
& >—8g (- ) () ) ) doy. (241
=:d"(z,y)
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Dabei erfiillt der Kern d* die Bedingung (1.3), denn es gilt

1 +/~i 1 _35 1
lz—y| Adr|r—y| Ar|z -y

K
()] < 2=
s

fiir alle z # y. D.h., d*p ist mit Satz 1.2 stetig im R3. Fiir die Oseen-Normalableitung
h*¢ des Einfachschichtpotentials erhalten wir fiir p € C'(92) und z € U \ 992

h*p(z) = he(x) + h¥p(x) (2.42)

mit der Normalableitung des Einfachschichtpotentials

hp(z) = —Vep(z) -n(z') = /%gp(y) do, (2.43)

des Laplace-Operators, sowie dem Potential

o) = [ (F@ =) nY) e, (2—y) -nly)
h@()éé( S _© " P

(ers/? — 1)) o(y) do,. (2.44)

= ()

Dabei erfiillt der Kern h* die Bedingung (1.3), denn es gilt wie oben

3k 1

h* <2
W% (2, y)| < yrap—

fiir alle  # y. D.h., h*y ist mit Satz 1.2 stetig in U. Damit lisst sich der niichste Satz
beweisen:

Satz 2.5 Sei U C R? eine Umgebung von 0S2. Sei p € C(99Q). Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

(i) Fir jedes x € 0 existieren die so genannten direkten Werte e"p(x), d"p(x),
hep(z) der durch (2.28), (2.30) und (2.32) definierten Funktionen.

(ii) e"p € C(R?).
(iii) d*p € C(Q)NC(R3\ Q) mit

(d'0) — d'p = S = d'p — (d"g)" (245
(iv) g € C(UNT) N CU N (R3\ Q) mit

1
(h"p)' —h"p = 5P = h*p — (h"p)*. (2.46)
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Beweis: Alle Aussagen erhilt man mit den Darstellungen (2.37), (2.39), (2.42) und
mit Satz 1.2 sowie den entsprechenden Aussagen fiir die Laplace-Gleichung (siehe z.B.
[Wal71]). O

Analog erhalten wir fiir den adjungierten Oseen-Operator:

Satz 2.6 Sei U C R? eine Umgebung von 0S). Seip € C(9Q). Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

(i) Fir jedes x € 0 existieren die so genannten direkten Werte e"*(x), d"™i(x),
¥ (z) der durch (2.29), (2.81) und (2.33) definierten Funktionen.

(ii) e € C(R3).
(iii) d*p € C(Q) NC(R3\ Q) mit

(@) — Ay = s =y — (dv)" (247

(iv) b € C(UNQ)NCU N (R?\ Q) mit

(") — W =~ = B — ()" (2.48)

Aus dem Abklingverhalten der Fundamentallosungen e, € lassen sich Aussagen iiber
das Abklingverhalten der entsprechenden Potentiale angeben:

Lemma 2.7

(i) Die Einfachschichtpotentiale e®p und e erfillen fir |x| — oo die folgenden

Abklingbedingungen.:
¢“p(z) = O(n=i(x)), Ve'ola) = O 35 (x)), (2.49)
e p(x) = O(u"i(x)), Ve i(x) = O(uy (). (2.50)
(ii) Die Doppelschichtpotentiale d*p und d* erfillen fir |x| — oo die folgenden
Abklingbedingungen:
d*p(x) = O(n71 (), Vdp(x) = O(n_;(z)), (2.51)
& (x) = O(u=i(x),  Vd™i(x) = O(uya(x)). (2.52)

Beweis: Alle Aussagen erhilt man wegen des kompakten Randes 02 und (2.21). O
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2.2

Randintegralgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir nun die RWA’n (2.8) - (2.15) mit Hilfe der RIGL-Methode
l6sen. Dazu wéhlen wir als Ansatz fiir die Losungen Doppel- bzw. Einfachschichtpo-
tentiale mit unbekannten Belegungen. Diese ermitteln wir, indem wir die zugehorigen
RIGL’en 16sen. Wir werden sehen, dass alle acht RIGL’en, die wir mit den Sprungrela-
tionen aus Satz 2.5 und Satz 2.6 erhalten, eindeutige Losungen besitzen.

Satz 2.8

(i)

(i)

Das Doppelschichtpotential d*p mit ¢ € C(02) bzw. das Doppelschichtpotential
d"™ o mit ¢ € C(0Q) ist genau dann eine Lisung des Problems (id) (siehe (2.8))
bzw. (id*) (siehe (2.12)) zum Randwert b € C(0N2), wenn ¢ bzw. ¢ eine Losung
der RIGL

1

St d"o =0 auf 09 (2.53)

bzw.
%@D +d¥Yp =0 auf 0N (2.54)

darstellt.

Das Doppelschichtpotential d*¢ mit ¢ € C(0Q) bzw. das Doppelschichtpotential
d™*p mit ¢ € C(00) ist genau dann eine Losung des Problems (ad) (siehe (2.9))
bzw. (ad*) (siehe (2.13)) zum Randwert b € C(02), wenn ¢ bzw. 1) eine Lisung
der RIGL

—%(p +d"o =b auf O (2.55)
bzw.

_%w +d™p=b auf O (2.56)
darstellt.

Beweis: ,, = “ Ist u = d"p die Losung von (id) bzw. (ad), so gilt

b= (d"¢0)" bzw. b= (d"p)",

was mit Satz 2.5 die Beziehung (2.53) bzw. (2.55) impliziert.

¢
77<:

‘ Geniigt andererseits ¢ der RIGL (2.53) bzw. (2.55), so nimmt die Funktion d*¢

wiederum mit Satz 2.5 auf 02 den Randwert b stetig an. Wegen Od*¢ = 0 auflerhalb
des Randes 0f2 folgt die Behauptung.

Die Aussagen fiir die adjungierte skalare Oseen-Gleichung beweist man analog. O
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Satz 2.9

(i) Das Einfachschichtpotential e®p mit p € C(0) bzw. das Einfachschichtpotential
e mit ¢ € C(0NQ) ist genau dann eine Lisung des Problems (in) (siehe (2.10))
bzw. (in*) (siehe (2.14)) zum Randwert b € C(0S2), wenn ¢ bzw. ¢ eine Lisung

der RIGL

—%gp +hp =0 auf o (2.57)
bzw.

_%@y + R =b  auf 90 (2.58)
darstellt.

(ii) Das Finfachschichtpotential e"p mit p € C(0N) bzw. das Einfachschichtpotential
e mit ¢ € C(0NQ) ist genau dann eine Losung des Problems (an) (siehe (2.11))
bzw. (an*) (siehe (2.15)) zum Randwert b € C(0R2), wenn ¢ bzw. 1 eine Lisung

der RIGL

%gp YRR =b  auf 09 (2.59)
bzw.

%w + A" =b  auf 0N (2.60)
darstellt.

Beweis: ,, = ¢ Ist e"p die Losung von (in) bzw. (an), so gilt
b= (h"p)" bzw. b= (h"p)",

was mit Satz 2.5 die Beziechung (2.57) bzw. (2.59) impliziert.

, < “ Geniligt andererseits ¢ der RIGL (2.57) bzw. (2.59), so gilt wiederum mit Satz
2.5

(h"p)' =b bzw. (h")*=b auf 0,
d.h., e®p geniigt der Neumann-Bedingung auf 0¢2. Wegen Oe“p = 0 auBerhalb des
Randes 0f) folgt die Behauptung. Die Aussagen fiir die adjungierte skalare Oseen-
Gleichung beweist man analog. O

Bei den RIGL’en (2.53) - (2.60) handelt es sich um Fredholmsche Integralgleichungen
zweiter Art in C'(0€2). Im néchsten Satz zeigen wir ndmlich, dass die Operatoren d” und
h" schwach singulédre Kerne besitzen und deswegen mit Satz 1.11 kompakt auf C'(0€)
sind.
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Satz 2.10 Die Operatoren d*, d**, h* und h"™ : C(0Q2) — 0(Q) sind kompakt.

Beweis: Mit den expliziten Darstellungen von d”(-,-) und A"(-,-) (siche Anhang, Ka-
pitel 8.1) und mit (1.1) gibt es ein C' > 0, so dass fiir z,y € 9, x # y gilt

1| (z—y)nly k@—y n@yl|, e 1
K KRS 14 < _
|d ($,y)| At 73 2 r2 |€ | — C,,ﬂ

sowie analog
. 1
()| < O

mit r = |x — y|, s = r — (1 — y1). Mit Definition 1.10 besitzen die Operatoren d* und
h* schwach singulére Kerne und sind somit nach Satz 1.11 kompakt. Analog wird die
Aussage fiir d"* und h"* bewiesen. O

Satz 2.11 Fir die Operatoren d*, h**, d*, h* : C(0Q) — C(0R) gilt
(@, ) = (@, h™Y)  und  (d™¢,p) = (¥, h7p)

fiir alle @, € C(0Q) mit der Bilinearform (f,g) == [ fg do.
09
Beweis: Mit (2.34) folgt

o) = [ ele)vte) do, = [ [ d(e)et) doy vio) do,

o0 00

oN
://wmmmww@@ﬁ@ww,

o2 0N

vgl. (2.30) und (2.33). Die zweite Identitét wird analog bewiesen. O

Wir kénnen nun die Fredholmsche Alternative (Satz 1.9) auf die RIGL’en (2.53) - (2.60)
anwenden.

Satz 2.12 Fir die Nullrdume der Operatoren
1 1 1 1
j:§I+ dr, j:§I+ h", j:§] +d¥ + 5] + A" C(002) — C(09)
gilt
1 K 1 K%

N (%I + h”) _N (%1 + d”*) — {0}, N (—%1 4 h”) _N (—%1 4 d“*) — {0}

N (%IJrh”*) = {0}, N(—%]—i—d“)
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Beweis: Wir beweisen die Eigenschaft nur fiir das erste Paar der Operatoren. Der Rest

1
wird analog bewiesen. Sei ¢ € C'(92) eine Losung von §¢ + h"*) = 0. Dann gilt

(2.48) . (233

d.h., das Einfachschichtpotential e"*1) geniigt der homogenen Neumann-Randbedingung
(vgl. (2.15)). AuBerdem besitzt e**¢ die fiir Neumann-Probleme geforderte Regularitét
(siehe Seite 15 und Satz 2.6), d.h., das Einfachschichtpotential e"*v 16st das Problem
(an*) (siche (2.15)) zum Randwert 0. Dariiber hinaus erfiillt das Einfachschichtpotential
ey die Abklingbedingungen (2.27) (siehe (2.50)), d.h., e"*1) ist die eindeutige Losung
von (an*) zum Randwert 0, also gilt e = 0 in Q*. Aufgrund der Stetigkeit des
Einfachschichtpotentials e"*v gilt

()i = () =0 auf HQ,

d.h., e®*¢ 16st das Problem (id*) zum Randwert 0, also gilt e®*¢) = 0 im R3. Ferner
liefern die Sprungrelationen (2.48) fiir die Oseen-Normalableitung des Einfachschicht-
potentials e"*1)

0= (h"¢)" — (K™Y)* = —¢p auf 09,

d.h., N(31 + h*) = {0}. Mit der Fredholmschen Alternative und Satz 2.11 gilt auch
N (%I + d”) = {0}. Die restlichen Aussagen werden analog bewiesen. U

Der Satz 2.12 besagt also, dass die zu (2.53) - (2.60) zugehorigen homogenen RIGL’en
alle nur triviale Losungen besitzen. Mit Satz 1.9 (Fredholmsche Alternative) folgt somit
die eindeutige Losbarkeit der inhomogenen RIGL’en (2.53) - (2.60) fiir jeden Randwert
be C(090).

Satz 2.13 Das Problem (id)(siehe (2.8)) ist durch das Doppelschichtpotential d*p fiir
jedes b € C(09) eindeutig losbar, wobei p € C(0N) die eindeutig bestimmte Losung der

1
RIGL 2% + d"p = b auf 0N ist.
Das Problem (an*) (siehe (2.15)) ist durch das Einfachschichtpotential ") fiir jedes
b e C(00N) eindeutig losbar, wobei p € C(0N) die eindeutig bestimmte Lisung der RIGL
1
§w + A" = b auf O ist.
Das Problem (id*) (siehe (2.12)) ist durch das Doppelschichtpotential d**1 fiir jedes
b € C(09) eindeutig losbar, wobeip € C(0N) die eindeutig bestimmte Losung der RIGL
1
§w + d"™ = b auf 09 ist.
Das Problem (an) (siehe (2.11)) fir die skalare Oseen-Gleichung ist durch das Fin-
fachschichtpotential e fir jedes b € C(0Q) eindeutig losbar, wobei p € C(0NQ) die

1

eindeutig bestimmte Losung der RIGL 2% + hp = b auf 0N ist.
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Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.3. Bei den dufleren Neumann-Problemen
kénnen wir Satz 2.3 anwenden, da ey und e"*¢) das erforderliche Abklingverhalten
besitzen (vgl. (2.49) und (2.50)). Die Existenz der Losungen folgt aus Satz 2.8(i) bzw.
aus Satz 2.9 (ii) und Satz 2.12. O

Satz 2.14 Das Problem (ad) (siehe (2.9)) ist durch das Doppelschichtpotential d* fiir
jedes b € C(0R) eindeutig losbar, wobei p € C(9N) die eindeutig bestimmte Losung der

1
RIGL —5¢ + d%p = b auf 0€) ist.
Das Problem (in*) (siehe (2.14)) ist durch das Einfachschichtpotential e fiir jedes
b € C(0R) eindeutig losbar, wobei ) € C(0N) die eindeutig bestimmte Losung der RIGL
1
—57,0 + ) = b auf OS2 ist.
Das Problem (ad*) (siehe (2.13)) ist durch das Doppelschichtpotential d**) fur jedes
b € C(00N) eindeutig losbar, wobeip € C(0N) die eindeutig bestimmte Lisung der RIGL
1
—§¢ + d"y = b auf 0f) ist.
Das Problem (in) (siehe (2.10)) fiir die skalare Oseen-Gleichung ist durch das Fin-
fachschichtpotential e fir jedes b € C(09) eindeutig losbar, wobei p € C(0NQ) die
1
eindeutig bestimmte Losung der RIGL —5¥ + hp = b auf 0S) ist.

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.3. Bei den dufleren Dirichlet-Problemen
konnen wir Satz 2.3 anwenden, da d"¢ und d**v¢ das erforderliche Abklingverhalten
besitzen (vgl. (2.51) und (2.52)). Die Existenz der Losungen folgt aus Satz 2.8(ii) bzw.
aus Satz 2.9 (i) und Satz 2.12. O
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3 Hydrodynamische Potentialtheorie

In diesem Kapitel stellen wir die wichtigsten Resultate aus der hydrodynamischen Po-
tentialtheorie zur Losung der stationdren Stokes-Gleichungen in dreidimensionalen Ge-
bieten zusammen, die wir fiir unsere Zwecke benétigen. Die hydrodynamischen Potentia-
le wurden 1929 von Lichtenstein [Lic68] und Odqvist [Odq30] unabhéingig voneinander
konstruiert und deren Eigenschaften untersucht. Wichtige Ergebnisse zu den Stokes-
Gleichungen findet man auBerdem in [Lad69], [DvWWS88], [DvW89], [Var94], [Var04].

Sei ) C R3 ein beschrinktes Gebiet mit Rand 99 der Klasse C?. Wir betrachten die
Stokes-Gleichungen

—Au+Vp=f inQQ,
Vu=0 in Q.

Dabei sind das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit w : © — R3 und der zugehérige
Druck p : 2 — R die gesuchten Funktionen. Das auf die Fliissigkeit wirkende duflere
Kraftfeld f : Q — R3 ist gegeben.

Wir definieren die folgenden formalen Differentialoperatoren:

S (’;) s SY = (‘Aé‘ ZVP> | (3.1)
e (%)
T (’;) — T4 = —2Du + pl,, (3.3)
T <’;) — T = —2Du — pI. (3.4)

Dabei ist

Du := % (Vu + (Vu)")

der so genannte Deformationstensor und /5 die 3 x 3-Einheitsmatrix.

Im Folgenden bezeichnet n = n(y) stets die ins AuBere von 2 weisende Einheitsnormale
in y € 09). Es gelten die folgenden hydrodynamischen Greenschen Formeln:

Satz 3.1 (Erste Greensche Formeln fiir die Stokes-Operatoren) Es seif) C R3
ein beschrinktes Gebiet mit Rand 02 € C'. Seien u,v € C*(Q)? und p,q € C*(Q), so
dass Tgn und T*gn stetig fortsetzbar auf OS2 sowie S'}U‘ und S*g integrierbar in 2 sind.
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Dann gelten die ersten hydrodynamischen Greenschen Formeln

/Sg.(’q’) dy:/Tgn-vdo+2/Du:Dvdy (3.5)
Q o0 Q
= AWV w)) -0 - p(V-0) + (V- u)a} dy

sowre

u . .
/(p)-Sgdy:/u~Tgndo+2/Du:Dvdy (3.6)
Q

Q

o0
+/{u-<V<V-v>>+<V-u>q—p<V-v>} dy.
Q

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen w und v entfdllt jeweils das letzte Integral.

Die ersten hydrodynamischen Greenschen Formeln (3.5) und (3.6) liefern durch Sub-
traktion die zweite hydrodynamische Greensche Formel:

Satz 3.2 (Zweite Greensche Formel fiir die Stokes-Operatoren) Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 3.1 gilt die zweite hydrodynamische Greensche Formel

[(5#:()- () s8) =] (ttm-v-w ) 57)
+/{(V<V~u)) v —u-(V(V-v))} dy.

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen u und v entfdllt das letzte Integral.

Einen Beweis der Greenschen Formeln fiir die Stokes-Gleichungen findet man z.B. in
[Var91]. Mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel kénnen wir den néchsten Satz bewei-
sen.

Satz 3.3 Die Stokes-Operatoren S und S* sind bzgl. der Bilinearform (-,-), definiert
durch ((w,p)*, (v,¢)7) := [ (w,p)" - (v,q)" dy, fiir geniigend glatte divergenzfreie Funk-

Q
tionen u, v mitu = v = 0 auf 02 zueinander adjungiert.

Beweis: Wegen V-4 =0 und V - v = 0 sowie u = v = 0 auf 092 folgt aus der zweiten
Greenschen Formel (3.7)

@0 (C) 0= [ (8 (G)- () o3) o

wie behauptet. 0
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Satz 3.4 (Dritte Greensche Formeln fiir die Stokes-Operatoren) Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 3.1 gelten die dritten hydrodynamischen Greenschen Formeln

/Sg(g) dy:/(( Vun)-v+pw-n) do+/Vu Vo dy (3.8)

/ +(V-u)q) dy

sowte

/(1;) 57 dy:/(u-(—V” n) + (u-n)q) do+Q/Vu:Vv dy (3.9)

Q o0

+ [ w0 =0 -0) dy

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen u und v entfillt jeweils das letzte Integral.

Beweis: Es gilt zunéchst

/S};- (Z) dy—/(—Au)-v+Vp-v+(V-u)q) dy.

Wegen
(Au) - v = (0;0;u;)v; = %i((Oiuy)v;) — (D) (Oivy) = V - (Vu)' v) — Vu : Vo
Vp v = (9;p)v; = 9;(pv;) — p(Ojv;) =V - (pv) — pV -v

folgt mit dem Satz von Gauf}

/(—Au)-vdy:/((Vu)T'v)-ndo—/Vu:Vv dy

Q o

/(Vun) vdo—/Vu Vo dy

o0

/Vp-vdy—/p(v'n) do—/p(V~v) dy
Q o0

Q

sowie

und somit die Gleichung (3.8). Die Gleichung (3.9) wird analog gezeigt. O
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Satz 3.5 (Vierte Greensche Formel fiir die Stokes-Operatoren) Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 3.1 gilt die vierte hydrodynamische Greensche Formel

/(3};- (’;) - (Z) -s*g) dy :/(((—VU+p13)n) v —u-((=Vv - ql3)n)) do.
Q 50

Wir definieren nun den Fundamentaltensor der Stokes-Gleichungen, dessen Eigenschaf-
ten in [DvWW88], [DvW89] ausfiihrlich untersucht werden.

Definition 3.6 Der Fundamentaltensor E der Stokes-Gleichungen im R? ist eine Losung
des Systems SE = 61, in S’ (R®)* und stellt eine 4 x 4-Matrixz dar, die fir x # 0 defi-
niert ist durch

1 [z _ .
Ej (.CL') = _7'(' (L;‘T + 5j]g|l" 1> fUT],k = 1,2,3,
X
Eu(z) = Epa(z) := ﬁ fiirk =1,2,3, (3.10)

E44(£I§') = 5(1’)

Dabei bezeichnet &, das Kronecker-Symbol und § die Delta-Distribution im R3.

Fiir den Fundamentaltensor E* der adjungierten Stokes-Gleichungen im R?, d.h., fiir
eine Losung des Systems S*E* = §1; in S'(R3)*, gilt

E]*k(m) = E(z) firj,k=1,2,3,
Ey(z) = Epy(z) = —Ey(z) firk=1,2,3, (3.11)

Eu(r) = Eu(z).

Sei nun (u,p) eine Losung der Stokes-Gleichungen in einem beschriinkten C2-Gebiet

Q C R?, d.h., in Q gilt S}g = <£> mit f : Q0 — R3. Sei x € Q. Setze fiir k =1,2,3

v = jk(ﬂi' - ) fiir j = 1,2,3
q = Egy(x — ).

Wenden wir nun die zweite Greensche Formel (3.7) auf (u,p) und (v,q) in Q\ K.(z)
mit geniigend kleinem € > 0 an, d.h., wir schneiden um die Singularitédt = eine hinrei-
chend kleine Kugel aus, so erhalten wir fiir (u,p)” (z) = (u1,us, uz, p)’ (z) die folgende
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Darstellung fiir x € Q und £k =1, 2, 3:

ui(z) = / ) - (B3x),y 55 (2 — 9) dy
Q

a / (T%’n) (¥) - (Ejk)jz105 (2 = y) doy (3.12)
80

+ /U<y) : (T* (Ejk)j:1,27374) (z —y) n(y) do,,

o0
p(x) :/f(y) : (Ej4)j:172,3 (z—y) dy

- / (Tn) W)+ (Bia)jy (7~ 9) doy (3.13)
BIy)

+ /u(y) . (T* (Ej4>j:172’374> (z —y) n(y) do,.
o)

Fiir x ¢ Q erhalten wir in (3.12) und (3.13) Null auf der linken Seite. Einen Beweis der
Darstellungsformeln (3.12) und (3.13) findet man z.B. in [Lad69].

Wie in der klassischen Potentialtheorie kann eine Losung (u, p) des Stokes-Systems als
Summe dreier Potentiale dargestellt werden, ndmlich eines hydrodynamischen Einfach-
schichtpotentials mit Belegungsdichte Tgn, eines hydrodynamischen Doppelschichtpo-
tentials mit Belegungsdichte u und eines hydrodynamischen Volumenpotentials mit
Belegungsdichte —Awu + Vp.

Als Néachstes definieren wir die hydrodynamischen Einfach- bzw. Doppelschichtpoten-
tiale mit einer allgemeinen Belegungsdichte ¥ € C'(99Q)% und betrachten ihre Eigen-
schaften.

Das Einfachschichtpotential fiir den Stokes-Operator mit Belegungsdichte ¥ € C'(9Q)?
ist definiert fur z ¢ 9 durch die vierdimensionale Vektorfunktion

E¥(z):= /Es(x —y)¥(y) do,. (3.14)
o0N

Seinen Geschwindigkeitsanteil bezeichnen wir mit E*W¥, d.h., es gilt

E*V(z) = /ESZ(:IJ —y)¥(y) doy. (3.15)

Das Einfachschichtpotential fiir den adjungierten Stokes-Operator mit Belegungsdichte
U e C(00)3 ist definiert fiir ¢ 9 durch

E*V(z):= /E*S(x —y)¥(y) doy, (3.16)
o0
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sowie sein Geschwindigkeitsanteil durch

E**¥(x) := /E*Sz(x —y)¥(y) do,. (3.17)

o0
Wegen (3.11) gilt fur « ¢ 02

E*¥(z) = E*¥(x),
(E"W)s(z) = —(E¥)4(2).

Das Doppelschichtpotential fiir den Stokes-Operator und sein Geschwindigkeitsanteil
bzw. das Doppelschichtpotential fiir den adjungierten Stokes-Operator und sein Ge-
schwindigkeitsanteil mit Belegungsdichte ¥ € C'(992)? sind definiert fiir x ¢ 9Q durch

/ D, y)¥(y) doy, (3.18)
/ DZ(z,y)¥(y) do,, (3.19)
/ D*(x,y)¥(y) doy, (3.20)

D**¥(z) := /D*Z(x,y)\ll(y) doy, (3.21)
&0

mit den 4 x 3-Matrizen

Dabei gilt fiir k =1,2,3,4, j = 1,2,3

Dyj(z,y) = Op Eji(x — y)1i(y) + Oy B (x — y)ni(y) (3.22)
- E4k(33 - y)5ignz(y)7

Dyi(@,y) = 0p, By (x — y)ni(y) + O, By (x — y)ni(y) (3.23)
+ B — y)dini(y)

Fiir die explizite Darstellung der Matrix D gilt (vgl. [Var94])

3 (r — Ty —yi)r—y)n ,

1 (3(x; —yj)(x—y) ny n; .
Dyj(z,y) :——< (z; |]:E—y|5 W _ z —]y|3 fir j =1,2,3. (3.25)
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Fiir die 4 x 3-Matrix D* gilt mit (3.11) fiir k£, = 1,2,3
Dii(z,y) = —Dyj(, y). (3.27)

Fiir das Doppelschichtpotential D®a mit einer konstanten Belegung a € R? gilt speziell
(vgl. [Var94] )

0 furaxeQr,
Da(z) = 1a firz e o9, (3.28)

a furx e

Wir benétigen auBerdem die Normalspannungen der Einfachschichtpotentiale. Diese
sind in einer Umgebung U C R? von 0 definiert und haben die Gestalt

H*W(z) = T,(BY(2))n(') = / T, (ES(zx — y)¥(y)) n(z') do, (3.29)
o0
/H z,y)¥(y) doy,
H*U(z) = T (B0 (2))n(s) / T* (E*S(x — y)¥(y) n(z’) do, (3.30)
o0

/H*xy y) do,.

Dabei gilt fiir k,7=1,2,3

Hyi(x,y) = — O, Epi(x — y)n;(2') — 05, Eji(x — y)n;(2) (3.31)
+ Eyi(x — y)djm;(2),

Hy(z,y) = — 0y Bri(z — y)ny(2') — 0, Eji(x — y)ny(2') (3.32)
— Ey(x — y)dmm (2).

Hier ist 2’ € 9 die eindeutig bestimmte Projektion von x € U auf 090 € C2. Die
explizite Darstellung der 3 x 3-Matrix H besitzt die folgende Gestalt:

3 (zx — yi) (2 — y5) (@ — y) -n(z’)

Hy; = fir k,j =1,2,3. 3.33
k:j(‘ray) A |$_y|5 ur s, J ) &y ( )

Fiir die 3 x 3-Matrix H* gilt mit (3.11) die Identitét
H*(z,y) = H(z,y). (3.34)

Die beiden expliziten Darstellungen (3.24) und (3.33) sowie (3.26) und (3.34) implizieren
fir x,y € 00, x # vy

H'(a,y) = H(z,y) = D”(y.2) = D7 (y, ). (3.35)
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Satz 3.7 Sei U C R?® eine Umgebung von 052. Sei W € C(9Q)3 und seien E*¥, D*W,
H*V wie in (3.15), (3.19) und (3.29) definiert. Dann existieren die so genannten di-
rekten Werte E*¥(x), D*W(x), H*¥(x) fir x € 02 und fir die Grenzwerte von Innen
und von Aufen gelten die folgenden Relationen (vgl. (1.4)):

(E*W)' = E*V = (E*V)°, (3.36)

(D*¥) — D*W — %\If — D*¥ — (D*¥)°, (3.37)

(H*W) — H¥ = —%‘IJ =H*Y — (H*¥)". (3.38)

Beweis: Einen Beweis findet man z.B. in [Lad69]. O

Die Potentiale D*W, D**W H*W¥ und H**W¥ besitzen auf 02 je einen schwach singuléren
Kern. Dies folgt mit (1.1) aus den expliziten Darstellungen der Kerne (3.24) und (3.33).

Wir sehen also, dass sich die hydrodynamischen Potentiale beim Durchgang durch den
Rand &hnlich verhalten wie die klassischen Potentiale der skalaren Laplace-Gleichung:
Der Geschwindigkeitsanteil des Einfachschichtpotentials ist stetig im ganzen Raum R?,
wihrend der Geschwindigkeitsanteil des Doppelschichtpotentials sowie die Normalspan-
nungen des Einfachschichtpotentials beim Durchgang durch den Rand springen.
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4 Oseen-System im R?

4.1 Einfiihrung

Sei ) C R3 ein beschrinktes Gebiet mit Rand 99 der Klasse C?. Wir betrachten die
Oseen-Gleichungen

—vAu+ kOu+Vp=f in Q, (4.1)
V.u=0 in Q.

Dabei sind das Geschwindigkeitsfeld u = (u1, us, u3)” : @ — R® und der zugehérige
Druck p :  — R der Stromung die gesuchten Funktionen. Die kinematische Viskositét
v > 0, das auf die Fliissigkeit wirkende #uBere Kraftfeld f : Q — R? und die positive
reelle Konstante x sind gegeben. Die erste Gleichung in (4.1) stellt ein System von
3 Gleichungen dar. Die vierte Gleichung V - u = 0 fordert die Divergenzfreiheit der
Vektorfunktion u.

O.B.d.A setzen wir v = 1 und definieren die so genannten Oseen-Operatoren O, O*

durch
(u uw [—Au+ rkOu+Vp
0 (1) 0= (“Suighur Y, »”
. [u a [ —Au—kOu—Vp
01 (1) oy -~ "

Satz 4.1 Die Oseen-Operatoren O und O sind zueinander adjungiert bzgl. der Bili-

nearform (-,-), definiert durch <<’;> , (’;>> - {{ (Z) . (’;) dy, d.h., es gilt
CANRBES)

fiir gentigend glatte divergenzfreie Funktionen w, v mit u = v = 0 auf 0S2.

Beweis: Wegen der Darstellungen

U _ ol KkO1U AU oxll kO1U
Op—Sp+( 0 ) und Op—Sp—< 0 )

und der Adjungiertheit der Operatoren S und S* (vgl. Satz 3.3) gilt zunéchst

(@ ()= () 1)+ {(57)-)

Wegen u = v = 0 auf 092 folgt mit Hilfe des Satzes von Gaufl

()G =(6)- (7))
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und somit die Behauptung. 0

Mit Hilfe von (3.3) und (3.4) definieren wir folgende Differentialoperatoren:

K u K K
T :(p)HTg:T%—i—i(u,0,0), (4.4)
K* u K* * R
T (p>b—>T g:Tg—g(u,0,0) (4.5)
mit
Uq 0 0
(U,0,0) = us 0 0
us 0 0

Die Operatoren 7% und T"* nennen wir Oseen-Spannungstensoren.

4.2 Greenschen Formeln fiir die Oseen-Operatoren

Mit Hilfe der oben eingefiihrten Differentialoperatoren formulieren wir nun die Green-
schen Formeln fiir die Oseen-Operatoren.

Satz 4.2 (Erste Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren) Es sei  C R3
ein beschrinktes Gebiet mit Rand 092 € C'. Seien w,v € C?*(Q)* und p,q € C*(Q), so
dass T”gn und T“*gn stetig fortsetzbar auf OS2 sowie Og und (’)*g integrierbar in §2
sind. Dann gelten die ersten Greenschen Formeln fiir die Oseen-Operatoren:

v K
/Og'(q) dy:/T%n.vdo+2/Du:Dvdy (4.6)
Q o Q
_/,{u.ﬁlv dy+/g(uv)n1 do
Q oN

AV w) o= p(V )+ (V) dy,

“Y.oUay=[u-T"ndo+2 | Du: Dvdy 47
P q q

Q o9 Q
+/81u-m)dy—/g(u-fv)n1 do
Q o0

+/{u-<V<V-v>>+q<v~u>—p<v-v>} dy.

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen u und v entfallen die jeweils letzten Integrale.
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Beweis: Der Oseen-Operator O besitzt die Darstellung

U U /i@lu
o s+ (19

mit dem Stokes-Operator S (siehe (3.1)). So folgt zundchst mit der ersten Greenschen
Formel (3.5) fiir den Stokes-Operator

for- @) w=for-G) e [(5%)G)

:/Tgn-'vdo—i—Q/Du:Dvdy

o0
+/{<V<V-u>>-v—p<V-v>+q<V-u>} dy

Q
+ //s(?lu-'v dy.

Q

Mit dem Satz von Gauf gilt fiir das letzte Integral

/m@lu-'vdy:/(/{al(u-v)—/—fu-al'v) dy

Q Q
:/Fa(u-v)nl do—/mu-@lvdy
G) Q

und somit folgt wegen (u,0,0)n = nju die Beziehung

Tgn-v—f—g(u-'v) (Tu—i— (uOO))n 'v—T""p‘n v

2
und damit die Behauptung.
Analog lasst sich auch die erste Greensche Formel (4.7) fiir den adjungierten Oseen-

Operator herleiten. 0

Satz 4.3 (Zweite Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren) Unter den glei-
chen Voraussetzung wie im Satz 4.2 gilt die zweite Greensche Formel fiir die Oseen-
Operatoren:

/ (Og- (Z) - (Z) -0*’3) dy = / (T"‘gn-v —u- T“*’q’n) do (4.8)
Q 50

+/{<V(V u))-v—u-(V(V-v)} dy.

Q

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen u und v entfillt das letzte Integral.
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Beweis: Subtrahiert man die Gleichung (4.7) von der Gleichung (4.6), so ergibt sich
die Behauptung aufgrund von

—/ﬁu'(‘?lvdy—l—/g(um)nl do—/81u~/<mdy+/g(u~v)n1 do
Q

Q o0N o0N

:—/n@l(u-v) dy+//<;(u-v)n1 do = 0.

Q o0

0

Mit Hilfe anderer Greenschen Formeln lassen sich weitere RWA'n fiir das Oseen-System
untersuchen. Im Folgenden geben wir einige Beispiele fiir solche Formeln an. Dazu
fithren wir nun die folgenden Differentialoperatoren ein:

u K
K : (p) — Kj = — Vu+pls + E(u,o,O), (4.9)
K (%) = K% = — v — ply — 2(u.0.0 4.10
. P = p*_ ’U,—p3—§(’Uz, ) ) ( )

Satz 4.4 (Dritte Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren) Unter den glei-
chen Voraussetzung wie im Satz 4.2 gilt die dritte Greensche Formel fiir die Oseen-
Operatoren:

/0}0‘<Z> dy:/Kgn-vd0+/Vu:Vvdy (4.11)
o0 Q

Q
—l—/g(u-v)nl do—/mu-alvdy

o0 Q

+/(—p(V-v)+(V-U)Q) dy,

Q

/(Z) .O*g dy:/u.K*gndo—i-/Vu:Vv dy (4.12)
Q

Q o0

—/g(u-v)nl d0+/01u-m)dy

o0 Q

n / (V -w)g - p(V-v)) dy.

Q

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen u und v entfallen die jeweils letzten Integrale.
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Beweis: Die dritte Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren folgt sofort aus der
dritten hydrodynamischen Greenschen Formel (vlg. Satz 3.4). O

Satz 4.5 (Vierte Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren) Unter den glei-
chen Voraussetzung wie im Satz 4.2 qilt die vierte Greensche Formel fir die Oseen-

Operatoren:
ot (V) (") 0Y) dy= [ K¥n-v— KUn-udo (4.13)
P \q » q) W= ["p q ‘
o0

Q

Beweis: Die vierte Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren wird durch die Sub-
traktion der Gleichung (4.12) von der Gleichung (4.11) bewiesen. O

Satz 4.6 (Fiinfte Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren) Unter den glei-
chen Voraussetzung wie im Satz 4.2 qilt die fiinfte Greensche Formel fiir die Oseen-
Operatoren:

/og.@) dy:/(nx(qu))~v+p(v~n)d0 (4.14)

o0N

+/(V><u)-(V><v)+/<a81u-'v dy

+ [ —(V-u)(v-n)do

/

+/<v-u><v-v>+<v-u>q—<V-v>pdy,
Q

/(Z) O dy= [u-(nx (¥ xv) - (um)q do (4.15)
Q

o0

_|_/(V><'u,)~(V><'v)—u-/i(91’U dy

+/—(u-n)(V-v)do
89
+/(V-u)(v-v)—p(V-v)+(V-u)qdy.

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen w und v entfallen die jeweils letzten beiden
Integrale.
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Beweis: Fiir die Herleitung dieser Formeln benotigen wir die folgenden Identitéten
aus der Vektoranalysis:

Au=V(V.-u) -V x (V xu), (4.16)
V-(uxv)=(Vxu)-v—u-(Vxv), (4.17)
u-(vxw)=(uxv)- w. (4.18)

Mit der ersten Identitét (4.16) gilt zunéichst

/ oY (Z) d
( Au + m“)lu + Vp> (Z)

< (V-u)+V x(V xu)+m‘91u+Vp> (v) J
: Y
V-u q

(-V(V-u) v+ (Vx(Vxu)) - v+rou-v+Vp v+ (V-u)g) dy.

Nun vereinfachen wir die einzelnen Summanden. Mit Summenkonvention erhalten wir
V(V -u) v = 0;(0ui)v; = 9;(v;0iu;) — (9;v;)(Opui) =V - (v(V -u)) — (V- v)(V - u),
und der Satz von Gauf3 liefert dann

/vv w)- vdy—/('v n)(V - u)do—/(V 0)(V - u) dy

o0 Q

Ebenso erhalten wir mit dem Satz von Gaufl aus (4.17) und (4.18) die Beziehung

/(Vxu)-vdy:/u-(vxv)dy+Q/V-(u><v)dy

Q

u-(va)dy+/n-(u><v)do

o0

u-(va)dy+/(n><u)-vdo,
G)

und ersetzt man hier u durch V x u, so folgt

/(Vx(qu))~vdy—/(qu)~(Vxv)dy—l—/(nx(qu))-'vdo.

Q Q o0N

AuBlerdem erhélt man wegen

Vp-v=V.()-pV-v
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aus dem Satz von Gauf} die Beziehung

/Vp-vdy:/p('v-n)do—/pV~vdy.
Q

o0 Q

Fasst man diese Umformungen zusammen, so folgt (4.14). Die Gleichung (4.15) wird
analog bewiesen. (l

Satz 4.7 (Sechste Greensche Formel fiir die Oseen-Operatoren) Unter den glei-
chen Voraussetzung wie im Satz 4.2 gilt die sechste Greensche Formel fir die Oseen-
Operatoren:

Q/og- (Z) _ (’;) 0 dyzaz(nx(qu))-'v—(nx (Vxv)-udo (4.19)

+/p(v'n)+(u~n)qdo

0

+ [ k(u-v)ny do
!

—|—/(u~n)(V-v) — (V- u)(v-n) do.
0

Im Fall divergenzfreier Vektorfunktionen u und v entfdllt das letzte Integral.

4.3 Fundamentaltensor

Als Néchstes beschéftigen wir uns mit dem Fundamentaltensor der Oseen-Gleichungen,
der in [Ose27] von Oseen hergeleitet wurde. Wir stellen in dieser Arbeit die Herleitung
des Fundamentaltensors mit der Methode der Fouriertransformation in &’(R?)* vor (im
Fall k = 0 siehe [Lad69]). Dazu verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

Wir definieren den so genannten Schwartzschen Raum (Raum der schnell fallenden
Funktionen) S(R?) durch

S(R?) :={p € C*(R?), sup|z’0%p(z)| < 0o Va, B € N3} (4.20)

Ein stetiges, lineares Funktional f auf S(R?) heiit temperierte Distribution. Die Menge
der temperierten Distributionen bildet den topologischen Dualraum von S(R?). Dieser
wird mit §’'(R?) bezeichnet. Aufgrund dieser Dualitéit spricht man auch von den langsam
wachsenden Distributionen im Gegensatz zu den schnell fallenden Funktionen.

Fiir u € S(R?) verwenden wir die folgenden Bezeichnungen fiir die Fouriertransforma-
tion (FT) im R?: Sei
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mit ¢ = (27)~%2. Fiir die FT gelten bekanntlich die folgenden Eigenschaften:

Oju = iayu,

d;u = —/i:cj\-u,
F_l(aj’&) = —lij_lﬁ,
0;(F~'0) = F~ ! (ioya)

Fiir eine temperierte Distribution 7' € &’(R?) definieren wir
T(p) = T(9).
FY(T(¢) =T(F ')
fir ¢ € S(R?). Die obigen Eigenschaften gelten analog fiir die Fouriertransformation
der temperierten Distributionen.

Handelt es sich um eine reguldre Distribution, d.h., diese wird durch eine lokal integrier-
bare Funktion f erzeugt, so bezeichnen wir sowohl die Funktion als auch die zugehorige
regulére Distribution mit f.

Satz 4.8 Die Lisung E* = (Ef;)jr=1234 von

OE" =41, (4.21)
in 8'(R3)? besitzt die folgende Gestalt:
B (x) == (0,A — 0;0,) ®(s(x)) fir j, k =1,2,3 (4.22)
mat
Kks/2 :
1 1—e"
06 = o [ T de s(o)=lal -~ (4.23)
0
und
sowie
Ejy(x) = 0(x) — kETy(x). (4.25)

Wir nennen die 4 X 4-Matrix E* den Fundamentaltensor der Oseen-Gleichungen.
Beweis: Sei k = 1,2,3. Dann gilt fiir die k-te Spalte £ := (E},)j=1.234

F (-AFEY OEs, + O, Ef
O e A e O
ik

2[5, + kian B, + i B,
= ( (‘Oé‘ gk R ﬂf+1a] ) =123 ) () (4.26)

= C(5j )j:1,2,3,4-
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Dabei benutzen wir hier die Summenkonvention. Die letzte Gleichheit folgt aus
Fé=c.
Skalare Multiplikation der ersten drei Gleichungen in (4.26) mit a ergibt nun
\&\ZQjE’fk + nialajﬁfk +iajo; B, = cay,
und wegen der vierten Gleichung in (4.26) (beachte k& < 4) folgt
i|a?EL, = cay,
also
icoy,

Efk(a) = —W'

Dieses Ergebnis setzen wir in (4.26) ein und erhalten fir j = 1,2,3

clal? cajau,

Ef (a) =6, - .
() FlalP(al +ikar)  |al2(jof? + ko)

Sei nun k£ = 4. Mit der gleichen Vorgehensweise erhalten wir wegen
i(lilizz =C
die Gleichung

—ila|?c —iikagc + i|aPEY, = 0,

also
~ c(|al? + ikaq)
1244( ) = |(y|2 )
% B ICCIj .
lEj4((1) Tz;rz, 17 2, 3

Nun bestimmen wir £% aus E7 durch inverse Fouriertransformation. Aus Kapitel 2

ist bekannt, dass die Funktion e,(z) = #Irl exp (—%(|z| — 1)) Grundlosung fiir den

skalaren Oseen-Operator —A + xd; darstellt, d.h., es gilt in S’(R?)

Wir definieren nun eine Funktion ® : [0,00) — R durch

KS/2

—e¢
O(s) := 4;{ / ! ge ¢, s(z) = x| — .
0
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Man rechnet leicht nach (vgl. Beweis von Lemma 4.9)

AD(r) = d*®(s)

V@ + 22 As(a)

ds?
1 (ks/2)e™rs/2 4 e7rs/2 1 N 1 — ers/?
 A4nlx| ks?/2 KS/2
1
_ —r(le]—w1)/2
dn)a] © '
Damit gilt
(—A+ k01)(AP) = 4.
Es folgt
c=F=F((=A+ rd)(AD)) = (—i%|af® + wiay) 2a]? @ = —[al*(|a]? + Kiay) D,
also
. c
Q) = —
(@) =~ aE (P + mio)
und

Cc
F (- =X 3
( Ia!2(|a!2+m1)>

Somit gilt fiir j,k=1,2,3
(@) = F (El) (1) = F7* (=0lal*®(a) + ajarb(a)) (2)
= 03 AF 7 (B(a))(2) — RO (B(a))(2) = (362 — 0,0) D(x),

1

wie behauptet. Mit der Grundlosung e(z) = 4—H der Laplace-Gleichung, d.h., mit
7|x

—Ae(z) = d(x), gilt

9.0 oy C
lalé(a) =c & é(a) Tof
Damit erhalten wir fiir j =4,k =1,2,3
K K - ol _ iCOék _ c
Bie) = B (o) = £ (B3(@) (0 = £ (-5 ) (0) = —aur (55
1
— -l _ _
= —0pF (é(e)) Oke(x) 8k—47T|:E|.

Schlieflich gilt

Eiy(@) = F (Biy(e) (0) = F (e = kEfy(a)) (2) = 8(2) — KEf ().
0

Wir zerlegen nun den Oseen-Fundamentaltensor in den Stokes-Fundamentaltensor und
einen Restterm, der fiir |z| — 0 beschrénkt ist (sieche Lemma 4.9 und Lemma 4.13 sowie
Pokorny in [Pok99]).
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Lemma 4.9 Fir j . k=1,2,3,4 gilt

Bl (@) = Ep(a) + () (4.27)
mit
~. d*®(s) 25 x:xp 01Tk + 01k
E]k($) = 152 <5_]]€7 — ;2 + = . ] 51j51k (4.28)
dd(s) 1 1 xjoy .
I k=123
+( dS 87T) (]kr+ 7"3 ) fU/f’], ) Sy Yy
Ef(x) = Efj(x) =0 fir j = 1,2,3,
= T

Dabei bezeichnet Ej, mit j, k = 1,2, 3,4 den Fundamentaltensor der Stokes-Gleichungen
(vgl. (3.10)),  die in (4.23) definierte Funktion und r = |x|.

Beweis: Mit
_ d*P(s) ,  dd(s)
und
d*®(s) dd(s)
0;0,®(x) = Fﬁjs(:c) Oks(x) + Tﬁjﬁks(x) (4.30)
sowie
@-s(x) = % — 51]’7 (431)
1 .
O0hs(x) = djp— — L5, (4.32)
r r
Vs(n)P = =2, (4.33)
As(z) = % (4.34)

folgt aus (4.22), (4.24) sowie (4.25) die Behauptung, wobei der Fundamentaltensor FE
der Stokes-Gleichungen dazu addiert und wieder abgezogen wird. U

Wir werden im Laufe dieser Arbeit hauptséichlich die Darstellung aus Lemma 4.9 ver-
wenden, unter anderem bei der Betrachtung des asymptotischen Verhaltens des Funda-
mentaltensors bzw. zur Darstellung der Oberflichenpotentiale und Untersuchung ihrer
Eigenschaften, weil es sich damit einfacher rechnen lédsst und uns die bekannten Eigen-
schaften des Fundamentaltensors der Stokes-Gleichungen zur Verfiigung stehen.

Als Néchstes beweisen wir einige Eigenschaften der oben verwendeten Funktion ®.
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Lemma 4.10 Die in Satz 4.8 definierte Funktion

Ks/2
$:[0,00) 3R, B(s)= — / L= e
F15 00 ’ %=tk £
0
ist eine C*°-Funktion und erfillt die Abschdtzungen
d"®(s) Ch
4.35
ds | — (1+s)" nel, (4.35)
fir s € [0, 00).
Beweis: Siche [Fax29] S. 5. O

Mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion erhalten wir

dP(s) 1 —e /2
8 = 4.36
" ds KS/2 (4:36)

2 2 & ks\m 1 2 > ks\n—1 1
e ) w2 (5)
_i( ms)n—l 1 _i(_lis)n 1
=\ 2 nl 4=\ 2/ (n+1)

KS\™ 1
:”;(_?) (n+ 1)
sowie
P*P(s) KS\"" 1/ K n
sm ds? _;<_7 (_§> (n+1)! (437)
KK Ks\" n+1
:_Z_§Z<_7> (n+2)!

Damit konnen wir das nachste Lemma beweisen.

Lemma 4.11 Der Tensor E° stimmt mit dem Fundamentaltensor E der Stokes-Gleichungen
tiberein.

Beweis: Mit den obigen Reihendarstellungen (4.36) und (4.37) der Ableitungen der
Funktion ¢ gilt

0D(s, k)
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sowie
D*®(s, k) _0
0s? k=0
Es folgt
E%(z) =0
fiir alle z € R3\ {0} und j,k = 1,2,3,4. Mit (4.28) gilt somit die Behauptung. O

Lemma 4.12 Fir die Funktion ®© existiert eine Konstante C > 0 mit

9 _ L
ds 8T

<Cs (4.38)

fiir alle s > 0.

Beweis: Es gilt

ds 8_7T:8_7T

Seien f,g: (0,00) — R definiert durch f(s) :=1 — as — e sowie g(s) := as®, a > 0.
Sei s € (0,00). Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert ein & € (0, s) mit

de(s) 1 1 [1—ers/? .
Ks/2 '

l—as—e™@  (e7 —1)

as? 2¢
Weiterhin existiert mit dem Mittelwertsatz ein n € (0, &) mit
e —1=—ake ™™,

Also gilt fiir s > 0
e ¢ —1

26

Folglich erhalten wir fiir s > 0 mit @ = g die Abschéitzung

‘1—045—6_0‘5

E

| e

as?

K K
=gra”

do(s) 1
ds 81

Fiir s = 0 gilt diese Abschétzung ebenso, denn sowohl die linke als auch die rechte Seite
sind gleich Null. Alternativ kann man das Lemma auch mit Hilfe der Reihendarstellung
(4.36) beweisen. O

Lemma 4.13 Fiir die in Lemma 4.9 definierte Matriz E* gilt
Ef(z)=0(Q)  fir o] =0 (4.39)

und alle 7,k = 1,2, 3.
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Beweis: Fiir die Funktion s : R® — R, s(z) = |z| — z; aus Satz 4.8 gilt s(z) > 0 sowie
s(z) < 2|z fiir alle z € R3. Mit (4.35) und Lemma 4.12 folgt dann fiir z € R?\ {0}

fiir j,k =1,2,3. Es gibt also ein C' € R mit
‘E;k(x)) <C fir |z 0.

O

Mit Lemma 4.13 und aufgrund der Tatsache, dass der Druck EY; fir j = 1,2,3 mit
dem Druck E,; iibereinstimmt (siche (3.10) und (4.24)) haben wir gezeigt, dass der
Fundamentaltensor £* der Oseen-Gleichungen bis auf die Komponente EY, bei x = 0
die gleiche Singularitdt wie der Fundamentaltensor E der Stokes-Gleichungen besitzt
(vgl. [Lad69]). Nun betrachten wir das asymptotische Verhalten des Fundamentaltensors
E" fiir r — o0o0. Dazu benétigen wir die in Definition 2.1 definierten Gewichtsfunktionen

Ny bzw. ug.

Lemma 4.14 Der Fundamentaltensor E* erfillt fir |x| — oo die folgenden Abkling-
bedingungen.:

E"5(x) = O(nZ; (),

0E"5(w) = O(n s (x)), i=1,2,3,

0, E* 7% (x) = O(n~3(x)), i,j=1,2,3,
ONES(z) = O(|z|~™), i,j=1,2,3,n€N.

Beweis: Wir zeigen lediglich die ersten zwei Identitéten, die anderen werden analog
bewiesen. Aus (4.22), (4.29) und (4.30) folgt zunéchst fiir j, k = 1,2,3 die Darstellung

() = T3 (V5@ — 5(r)s(w) + o (Bs(e) ~ ,ds(x) . (4.40)

Mit den Identitiaten (4.32) - (4.35) erhalten wir dann fiir alle  # 0

S 1
E% <(Cj—M -
| Jk(x)} _Cl(l—l—s)27“+O2(1+s)7‘7
also
" s 147 1+r 1+
|ES ()| (1 +7)(1+5) < Cy Oy <C <20

1+s r ro T
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fir r = |z| > 1, d.h., die erste Behauptung gilt. Fiir die zweite Identitdt berechnen wir
O EY, fir 4,7,k = 1,2,3 und erhalten mit (4.32) bis (4.34) fiir x # 0 die Darstellung

@gwwzggwm@mme—%@mwm
.+%g§(@M@?%ﬁﬁ-@awxxy%4x>—éM%4xﬁ%s@ﬁ)
+ 20 5(a) (Asla) - D,015(2)
A CGRUUEEES)
>
= =S 0s(@) (5/Vs(@) = 9;5(2)ks ()
657(1; (6j 20;8(x) ijS(f?))xi — 0,0s(x)9; () — 8i8js(:1:)3k8($)>
_F%ggag@g(As@ﬁ——aﬁ%%$»

Hieraus folgt mit (4.32) - (4.34) fiir « # 0 die Abschétzung

§3/2 5172 s 1

e +C +C

O, E" <C :
0:E5 ()] < 2(1 + 5)2r3/2 T(1 4 5)%r? Y1+ )2

Damit gilt wie oben
53/2 (1 4 7")3/2 81/2 (1 +7,)3/2
A1 sp2 PR g2 pn

sY2 (14 7)3/2 5172 . (14 8)V/2 (1 +1)3/?
(1+s)1/2  r32 r1/2+ 4T r3/2

|Ef(2)| (14721 + )Y < 4

+Cs

<C

fiir r > 1. Dabei haben wir hier die Abschétzung s(z) < 2r fiir alle x € R® verwendet.
U

Analog leiten wir nun den Fundamentaltensor E** der adjungierten Oseen-Gleichungen
her, stellen diesen in Abhéngigkeit des Fundamentaltensors E* der Stokes-Gleichungen
dar (vgl. (3.11)) und geben dessen asymptotisches Verhalten fiir r — oo an.
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Satz 4.15 Die Losung E™ = (Ef)jk=1234 vOn
O*E™ =01,
in 8'(R*)?* besitzt die folgende Gestalt:

mit

Kkp/2

0= o [ pw) = el

0

und
- ok 1 .
E4k(x) = Ek4($) = akm fU?” k= 172737

sowre

B (r) = 0(2) — nEY (7).

Wir nennen E** den Fundamentaltensor der adjungierten Oseen-Gleichungen.

Beweis: Analog zum Satz 4.8.

Mit den Ableitungen der in (4.43) definierten Funktion p, ndmlich

'I.
Ojp(r) = 7] + 01,

1 zjmy

0;0kp(w) = Ojp- — = 5= = 0;0hs(x),
2

Vp(x))* = L,
T

Ap(e) = 2 = As(a),
T

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

lasst sich eine zu (4.28) analoge Darstellung fiir den Fundamentaltensor der adjungierten

Oseen-Gleichungen herleiten:
Lemma 4.16 Fir j,k=1,2,3,4 qlt

By (x) = Ejy(2) + Eji (z)

(4.46)
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mat
() = d2;1;(2p) (@'k% B Z‘;fk Oy j: oy 51j51k> (4.47)
(5 ) 2 ) st
Ef;(x) = Eff(z) =0 fir j =1,2,3,
Ef(z) = ﬂ47xr;3'

Dabei bezeichnet £y mit j, k = 1,2,3,4 den Fundamentaltensor der adjungierten Stokes-
Gleichungen (vgl. (3.11)), ® die in (4.43) definierte Funktion, p =r + x1 und r = |x|.

Lemma 4.17 Der Fundamentaltensor E** erfillt fir |x| — oo die folgenden Abkling-
bedingungen.:

E®75(x) = O(u=y(x)),

HEP(x) = O(p"3a(@)), i=1,2,3,

0 B8 () = O(p=5(x)), i,j=1,2,3,
OrES; (z) = O(|z|~"), i,j=1,2,3,neN.

Dabei ist die Gewichtsfunktion p in Definition 2.1 definiert.

Fiir die Fundamentaltensoren E*, E** der Oseen-Gleichungen gelten die folgenden Ei-
genschaften:

Satz 4.18 Fiir z,y € R? gilt

O.E%(x —y) =6(x — y)1u, (4.48)
O E" (x —y) = 6(z — y) 1y, (4.49)
Ef(x —y)=E"(y—x), z#y, (4.50)
O,E" (v —y) = d(z — y)la, (4.51)
O,E"(x —y) =d(x —y)ls. (4.52)

Dabei werden die Operatoren O und O* auf die Spalten der Matrizen E® und E**
angewandt.

Beweis: Die Identitéiten (4.48) und (4.49) folgen aus Satz 4.8 und Satz 4.15. Die
Identitdten (4.51) und (4.52) folgen aus (4.50) und (4.49) bzw. (4.48). Wegen

s(r —y) =ply — )
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fiir alle z,y € R? gilt fiir die Restterme E* und E** in (4.28) und (4.47) die Bezichung
B8z —y) = E™%S(y —x) fiirz #£y.

Mit (3.11) folgt
ErfS(x —y) = B™S(y —a) fiir o # .

Auflerdem erhalten wir fiir j =1,2,3

o (3.11)
2y — )+E34(y—9€) = —Euly—2)+0

Eif(y—x)=E;
= Eju(z —y) = Efy(x — y)

sowie
K * Y — 1
Ei(y —a) = Eyuly —2) +0(y — ) + k= —5=
1 — U K K
=0(r—y)—kK A3 = Eu(r —y) + Efy(z —y) = Efy(z — y).

4.4 Darstellungsformel

Mit Hilfe des Fundamentaltensors E* der Oseen-Gleichungen, der zweiten Greenschen
Formel (4.8) fiir die Oseen-Operatoren und den zu den Stokes-Gleichungen gehorenden
Darstellungsformeln (3.12), (3.13) kénnen wir eine Darstellungsformel fiir die Losungen
der Oseen-Gleichungen herleiten.

Satz 4.19 (Darstellungsformel) Sei Q@ C R? ein beschrinktes C*-Gebiet und sei

(u,p) eine hinreichend glatte Losung der inhomogenen Oseen-Gleichungen O% = ({;) mn

Q mit einer in Q integrierbaren Vektorfunktion f, so gilt fir das Geschwindigkeitsfeld
u = (uy,us,u3)’ die folgende Darstellung in x € Q (k=1,2,3):

/f Efk j=1,2,3 ('ZE - y) dy

_ / <Tﬁgn> (y) - (Efk)jzl,l?) (z —y) do, (4.53)

o0N

+ / u(y) - (T;* ( E;k)jzmm) (z — y)nly) do,.

o0



4.4  Darstellungsformel 29

Fiir den Druck p erhalten wir analog die Darstellung

o) = [ £+ (BR) Ly (o= 0)

_ / (Tﬁ%ﬂ) (y) - (Ef4>j=1,2,3 (x —y) do, (4.54)

o0

+ /u(y) . (T;* (E}:‘4)j:1’27374) (x —y)n(y) doy.

G9)
Bemerkung 4.20 Die Darstellungsformeln (4.53) und (4.54) lassen sich auch in der

folgenden Vektorform schreiben:

(4) @)= [ £ =) o) do (455)
Q

p

- [ESw—y) (1) @) do+ [ (17 E @~ 9)n(v)” uly) do,

o0 o0

Dabei bezeichnet E®° die durch Streichen der letzten Spalte in der Matriz E* entstande-
ne 4 x 3-Matriz. Den 4-dimensionalen Spaltenvektor (T"* E* n)T u erhalten wir, indem
wir zuerst den Operator T auf E* spaltenweise anwenden, dann die entstandenen
vier 3 X 3-Matrizen mit dem Vektor n multiplizieren und anschlieffend die so erhaltene
3 X 4-Matrix transponieren und mit dem Spaltenvektor u multiplizieren.

Beweis: [von Satz 4.19] Wir leiten zuerst die Darstellungsformel fiir die Geschwindigkeit
her. Sei dazu = € 2 beliebig und K. := K.(z) eine Kugel um z mit Radius € > 0, so
dass K. C Q gilt. Sei Q. := Q\ K. (vgl. Abbildung 6). Wir wenden in €. die zweite

Qe

Abbildung 6:
Greensche Formel (4.8) an. Dabei setzen wir

v(y) = (Bf)j=123(x —y), qly) = Ef(z —y)
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fiir jedes k = 1,2,3. In Q. erfiillen v und ¢ die benétigten Vorassetzungen (v € C2(€.)?,
q € CHQ.), da x —y # 0 fiir alle y € Q. gilt). Somit erhiilt man

[(C)- (B)e -0 (o) w

£

=~ [ 1) ERa = 0) doy + [ ) T = ) do,
0K 0K,
- [ R ) B - ) ml) do,
0K,
[ (13m0 By =) - ) T - i) ) o,
[2)9]

wobei hier die Definition der Operatoren 7% und T"* eingesetzt wurde (siche (4.4)
und (4.5)). Die Vorzeichen der Integrale Iy, I5, I3 ergeben sich daraus, dass die duflere

Einheitsnormale ins Innere der Kugel zeigt. Der zweite Term im linken Integral ver-

schwindet wegen (4.51). Wir zeigen nun, dass Iy 800, 5 =3 0 und I =8 ug(z)

gilt. Da der Fundamentaltensor E* das gleiche asymptotische Verhalten fiir |z —y| — 0
wie der Fundamentaltensor der Stokes-Gleichungen besitzt, wie wir am Ende des Ka-
pitels 4.3 bereits gezeigt haben, gilt analog zum Beweis der Darstellungsformel fiir die

Stokes-Gleichungen I; =23 u(z) (vgl. [Odq30] S.336). Fiir das Integral I3 gilt

L] < / 5] (u(y) - ()5 — v)) m(y)] do,

0K

< [ w1 Btz - )] do,

0K

< _ >d
<k mae maxu(y |/ Bz — )| + Bl do,

K.
a—)O
=Ce+Ce? =5

Wegen u € C*(Q)? folgt analog I, =3 0. Somit ist die Darstellungsformel fiir die
Geschwindigkeit bewiesen. Wir benutzen diese nun um die Darstellungsformel (4.54)
fiir den Druck herzuleiten. Dazu 16sen wir die Gleichung

o%) = (1))

fiir x € 2 nach Vp auf und erhalten
Vp(z) = f(x) — (—A + k) )u(z).
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Verwenden wir fiir u die Darstellung (4.53), so folgt

(V)" (2) = () — (—A + KDy / FT () B S (x — ) dy

4 (—A + xDy,) / (T%n()) E#5(x —y) do,

— (—=A + kOy,) /uT(y) (T™E") (x — y)n(y) doy.

o0

Dabei benutzen wir hier die Schreibweise aus Bemerkung (4.20). Als Néchstes wollen
wir die rechte Seite umformen und gehen dabei wie folgt vor: Wir falten die Gleichung

(—A + KOy, B3 (2) + V(B he103(1) = I36(zx)  fiir z € 0,

die den ersten drei Gleichungen der Identitéit (4.21) entspricht, mit f7 und erhalten

Z/fT( — A, + KOy, ) B (x dy+/fT By )k=123(x —y) dy,

(4.56)
wobei hier die Faltung spaltenweise erfolgt. Wegen
" Tr — Yk (zj —yi)(xr —y) | 1
O, Efp(x — y) = 0y, 5 =3 ] ]T5 + 305 (4.57)
= Oy, ’ 3 T = aﬂckEzlj(x )
fiir alle j,k = 1,2,3 und alle z # y gilt
Fr VB i=r23(x = y) = ()00, E(x = ), 25
= (fj (y)awk E;L(I‘ - y))k:1,2,3
= kafT(y) (Efk)k:1,2,3 (z —y),
also
fT(if) — (A + KOy,) /fT(y)EHZS( y) dy = VT /fT Ef k=123 —y) dy.

Q

Analog folgt durch die Faltung der obigen Gleichung mit der Funktion T’ ’“‘%n fir x € Q

0 / (T”%n)T (1) (=D + K00, E¥S (2 — y) do,

- / (T“%n)T(y)Vx(Efk)k17273@ _y) do,,

o0
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also

(=A, + #Oy,) / (T“gn)T () E7S(x — y) do,

o0

T
V! [ (1) )(Emraale ~ o) do,
o0

wobei die linke Seite gleich Null ist wegen x # y fiir alle x € Q und y € 9. Somit
konnen wir die drei ersten Summanden in der gewiinschten Form schreiben. Schlieflich
betrachten wir den letzten Summanden. Wegen (4.21), (4.57) und wegen der Symmetrie
des Fundamentaltensors gilt

(—As + K0y ) E™ (x — y) = =V (Ef r=1234( — y)
und somit

N / W (y) (T ES(z — yaly)) do,

o0

= — /uT(y) (T“*(—A + KOy, ) B (z — y)n(y)) do,

o0N

=V? /uT(y) (T”*E”S(x —y)n(y)) doy.

Zusammenfassend ergibt sich

vp( VT</f E}ZJ 123(w—y)dy

_ / (T“"é’n) (y) - (EJ’Z)J 123 (x —y) doy,

o0
Ejy i=1,2,3
+ fun: (T“*gazi L"’)(m—y)n@) doy
o0

O

Korollar 4.21 Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Satz 4.19 gilt fiir v ¢ Q
0 K K K
(0) = [ Bt dy~ [ £y (T40) @ do, (159
Q o0

+ / (T E™(x — y)n(y))" uly) do,.

o0N

Beweis: Fiir z ¢ Q diirfen wir die zweite Greensche Formel auf die Funktionen (u, p)
sowie (v,q) = E" anwenden, da in diesem Fall keine Singularititen auftreten. Dies
impliziert mit 0;E”5 (x —y) =0 fir z # y die Behauptung,. O
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5 Flachenpotentiale

In Analogie zur hydrodynamischen Potentialtheorie definieren wir in diesem Kapitel
das Einfach- bzw. das Doppelschichtpotential sowie die Oseen-Normalspannungen des
Einfachschichtpotentials fiir die beiden Oseen-Operatoren und betrachten deren Eigen-
schaften.

5.1 Definition und Eigenschaften

Definition 5.1 Sei ¥ € C(9Q)3. Dann heift die Vektorfunktion
E"W :R*\ 02 - R, E"¥(r):= /E“S(x —y)¥(y) do, (5.1)
o9
Einfachschichtpotential fiir den Oseen-Operator mit Belegung ¥. Mit
E™U  R*\ 00 - R E™¥(z) = /E"SZ(I —y)¥(y) doy,
9

bezeichnen wir seinen Geschwindigkeitsanteil. Die Vektorfunktion

D" R*\ 9Q — R, D"U(x):= /D“(az,y)\Il(y) do, (5.2)
o0

mat der 4 x 3-Matrix
D™(x,y) == (T,;* E"(xz — y)n(y))"

heifst Doppelschichtpotential fiir den Oseen-Operator mit Belegung W. Den Spannungs-
tensor T"* haben wir in (4.5) definiert. Mit

D™ :R*\ 00 — R®, D*¥(zx):= / D" (x,y)¥(y) do,

o

bezeichnen wir den Geschwindigkeitsanteil von D"W.
Lemma 5.2 Fiir die Matriz D* aus Definition 5.1 gilt fir x € R®, y € 0Q, x #y
D"(x,y) = (Dg;(7,y))r=1234; j=123
mat
Dii(,y) = 0o, Ef(x — y)ni(y) + O, Ejj.(z — y)ni(y) (5.3)
- By = y)dyni(y) = 5 Ejilx = 9)ani(y).
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Beweis: Fiir x € R3, y € 9Q, x # y gilt zunichst

* K * K K K
Ty Bz —y) = T;Ex —y) — 5 (E"(x — y),0,0)
K K T K
=—V,E Z(l’ —y) - (VyE Z(JU - y)) — (Eg(z — 1/)13)k:1,2,3
K K
-5 (B"(x = ),0,0)
= V. E"(x —y) + (Vo B (2 — y))" — (Elfip(v — y)I3)5_ 25

- g (E“Z($ — y),0,0) )

Dabei wird der Differentialoperator T spaltenweise auf den Fundamentaltensor ange-
wandt, wobei wir bei dem letzten Summanden jede der vier Spalten von E*Z zu einer
3 x 3-Matrix mit Nullen ergénzen, d.h., der letzte Summand stellt die folgenden vier
3 x 3-Matrizen dar:

(E"(z —y),0,0) = [( E%)i=123,0, O}k 1,234

Multiplikation der oben erhaltenen vier 3 x 3-Matrizen mit der &ufleren Einheitsnorma-
len n ergibt nun die folgende 3 x 4-Matrix:

Ty B2 = yin(y) = (0 Bjie — y)ni(y) + 00, Biw = y)mi(y)

— B (z —y)oiniy) — gEfk(iU - y)5i1ni(y)>

§=1,2,3: k=1,2,34

Das Vertauschen der Zeilen und Spalten liefert dann die gesuchte 4 x 3-Matrix D*. [

Definition 5.3 Sei U C R?® eine Umgebung von 02 und ¥ € C(9Q)3. Dann heifit
HrW . U\ 0Q — R3, definiert durch

H™W(s) = THE W) = [ T (B - )W) n(a) do, ()

o0
/H"‘ z,y)¥(y) doy,

Oseen-Normalspannungen des Einfachschichtpotentials. Dabei ist x' die eindeutig be-
stimmte Projektion von x € U auf 0Q und n(z’) die ins Aufere von 2 weisende Fin-
heitsnormale in x' € 0S).

Lemma 5.4 Fir die Matriz H® aus der Definition 5.3 gilt fir x € U, y € 0Q mit
x # y die Darstellung

H"(x,y) = (Hp(x, y))k,i:1,2,3
mit
Hi(2,y) = — Ou, By (w — y)ny(a') — f%kEﬁ( y)n;(z') (5.5)

+ By — y)den;(2) + §Eki(x — y)djumn ().
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Beweis: Seix € U, y € 02 mit x # y und k = 1,2, 3. Dann gilt
(2B (2 = y)¥(y)n(a)),
= (LB = ¥ )n() + 5 (B (x = y)¥(y)) .0,0) n()
— (= 00, (Bl = 9)Wily))ny (@) — 0n, (Bl — y)Waly))ns(a)
+Ef (z — y)Wi(y)drmy () + §E;§i($ - y)‘Ifi(y)fsjl“j(ﬂ?'))k
(= 00, Brile = )ny (@) Wily) = O (0 = )y (@) Wily)
+ B = y)dnn; (¢)Waly) + 5 Bz — ) (2 Wily) )
= (HE (2, 9)Wi(y)),

K
2 k
) —

k

mit
Hii(2,y) = — 0, Ejy(x — y)n (') — al'kE;z( y)n;(a')
+ Eji(z — y)dpn,(2') + §E1§~($ = y)d;1n;(2)
fiir i = 1,2, 3, wie behauptet. O

Die Potentiale E*W¥ und D*W¥ l6sen die Oseen-Gleichungen, wie der néchste Satz zeigt.
Satz 5.5 Die Potentiale E*WV und D™V sind aus C*°(R3\ 0Q)* und es gilt

OE"¥(z) =0D"¥(x) =0
in jedem Punkt x € R\ 0.

Beweis: Da die Funktion ® o s (vgl. (4.23)) fiir x # y eine C* -Funktion ist, diirfen
wir Differentiation und Integration vertauschen, d.h., es gilt

4.48)

OE"¥(x / O.E*(z — y)¥(y )doy =0,

448

OD" () = [ (T 0.E"(x ~ yin(y)) ¥(y) do, "= 0.
o0

0

Um die Untersuchung des Verhaltens der Potentiale E**W  D"**W  H"*W beim Durch-
gang durch den Rand zu erleichtern, stellen wir diese analog zum skalaren Fall (siehe
Kapitel 2) mit Hilfe von Lemma 4.9 als Summe der entsprechenden Potentiale E*W,
D*¥, H*V¥ des Stokes-Systems (siche Kapitel 3) und eines Restterms dar. Dabei werden
wir sehen, dass die Restterme wie auch im skalaren Fall stetige Funktionen sind.
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Satz 5.6

(i) Fir den Geschwindigkeitsanteil E**¥ des Einfachschichtpotentials gilt die Dar-
stellung

E™U = E*V + E™¥ (5.6)

mit der stetigen Funktion ErW . R3 — R3, definiert durch

E™U(z) = / E"™S% (2 — y)U(y) doy. (5.7)

Dabei bezeichnet die Funktion E*W den Geschwindigkeitsanteil des Einfachschicht-
potentials der Stokes-Gleichungen (siehe (3.15)).

(ii) Der Druckanteil (E"W), des Einfachschichtpotentials der Oseen-Gleichungen stimmt
mit dem Druckanteil (EW), des Einfachschichtpotentials der Stokes-Gleichungen
tberein.

Beweis:

(i) Mit der oben hergeleiteten Darstellung (4.28) des Fundamentaltensors E* erhalten
wir fiir x € R3\ 99

E*U(z) = [ E*%(z — y)¥(y) do,.
/

Mit Lemma 4.13 und da W eine stetige Funktion auf einem Kompaktum ist, gibt
es eine Konstante C' > 0 mit

B4 (n — y)W(y)| < C fiww £y,

d.h., der Integrand ist beschrénkt. Mit Satz 1.2 ist die Stetigkeit der Funktion
E"*W¥ somit gezeigt.

(ii) Folgt direkt aus der Definition des Einfachschichtpotentials (5.1) sowie der Dar-
stellung (4.28) des Fundamentaltensors E* .

O

Um das Doppelschichtpotential D**W¥ bzw. die Oseen-Normalspannungen H**W¥ des
Einfachschichtpotentials analog mit Hilfe des Doppelschichtpotentials D*W¥ bzw. der
Normalspannungen H*W¥ des Einfachschichtpotentials der Stokes-Gleichungen darzu-
stellen, zerlegen wir den Kern D* bzw. H" in die Kerne der entsprechenden Stokes-
Potentiale und in Restterme, die sich wie O(|z — y|™) fiir | — y| — 0 verhalten.
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Lemma 5.7 Es gelten folgende Darstellungen:

(i) Fiir die Funktion D7 : R3 x 0Q\ {(y,v), y € 00} — R3*3 qus Definition 5.1 gilt
die Darstellung

D™ (x,y) = D?(z,y) + D" (x,y)
mit
Digj(w,y) = Ou, Ef(x — y)ni(y) + s, Ef(x — y)na(y)
=5 (e —y) + Ejla =) ) damily)
fiir k,j =1,2,3. Dabei ist DZ in (3.22) definiert.

(i1) Fir die Funktion Df; : R* x 0Q\ {(y,y), y € 00} — R fir j = 1,2,3 aus
Definition 5.1 qilt die Darstellung

Dji(x,y) = Dy(x,y) + Dij(x,y)
mat
ﬁﬁfj (x,y) = —EL(J: —y)oini(y) — gEj4(x — )0 (y).
(iii) Fiir die Funktion H* : (U x Q) \ {(y,v), y € 900} — R3*3 aus Definition 5.3
qilt die Darstellung
H"(x,y) = H(z,y) + H"(z,y)
mat
Hi(x.y) = axyE,m( y)ny(a') = 0a, B (2 — y)ny (')
+ 5 (Bl —y) + Bi(a =) ) dnn (@)
fir k,i=1,2,3. Dabei ist H in (3.31) definiert.
Beweis:
(i) Mit Lemma 5.2 gilt fiir j,k=1,2,3, r € R3 y € 00 mit z # y
Dij(x,y) = 0, Ejy(x — y)ni(y) + O, Efj.(z — y)ni(y)
— Eji(w = y)dymily) — 5 Ejile — y)duni(y).
Einsetzen des Fundamentaltensors E* in der Darstellung (4.28) liefert fir j, k = 1,2, 3
Dyi(x,y) = Ou Ejr(x — y)ni(y) + O, Ex(z — y)ni(y) — Eax(x — y)0ins(y)
+ O, (@ — y)ni(y) + O, Ef (x — y)ni(y)
= (Birle = 9) + Bjila —y) ) dumi(y)

=: Dyj(z,y) + D};(2,y)
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mit
Dt (0,y) = (00 Bjue = y) + 00, Bi(w — y) (5.8)
—g (Ejk(x —y) + Ef(z — y)) 511> ni(y)

(vgl. (3.22)).

(ii) Mit Lemma 5.2, Lemma 4.9 sowie (3.22) folgt die Behauptung, denn fiir j = 1,2, 3,
r € R3, y € 00 mit z # y gilt

DZj(xay) - 8$1Ef4 r—=ym
— By

(x = y)ni(y) + O, Efy (v — y)ni(y)
(z —y)oiyni(y) — §Ef4(5€ —y)duni(y)
= O, Eja(x — y)ni(y) + Ou; Esa(z — y)ni(y)

(¢ = 9)3yni(y) = Bii(w = 9)5ymi(y) = 5 B = y)dani(y)

= D4j(‘r7y) + ng(xvy)

E%

—E44 Xr —

mit

. j4(£U - y)5i1ni(y)-

Dji(x,y) = —Ef(z — y)dynily) — 5

(iii) Einsetzen der Darstellung (4.28) in (5.5) liefert fiir k,i = 1,2,3, z € U, y € 09
mit x #£ y
Hiy(2,y) = — Op, Bri(z — y)n;(2') — O0n, Eji(x — y)n;(2') + Eyi(x — y)dm;(2’)
= Os, B = y)n;(2') = 00, By (o — w)ny(2')
+5 (Bule =) + Bl =) dams (o)
=: Hyi(x,y) + Hy,(z,y)

mit
His(w,y) = (=0u, Biylw — y) = 0, E(w — )
K
+5 <Ekz‘(l‘ —y) + Efy(e - y)) 5j1> n;(x')
(vgl. (3.31)). Damit ist das Lemma bewiesen. O

Lemma 5.8 Fir alle k,j = 1,2,3 existieren C; > 0 (i = 1,2,3,4), so dass fir alle
rE€R3, yec N, x#y gilt

1 1 1 1 1 1
D C C Comr—---+Cp—m.
b(my) < O yﬁ‘Qm—m<u+sY*a+@J*‘3a+@f*4u+$3
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Beweis: Mit der expliziten Darstellung von 5',; (siehe Lemma 8.1 im Anhang) sowie
mit (4.35) und (4.38) folgt die Behauptung. O

Satz 5.9 Fir den Geschwindigkeitsanteil D**W des Doppelschichtpotentials gilt die
Darstellung

D"V = D*U + D**¥ (5.9)
mit der stetigen Funktion D**W : R3 — R3, definiert durch
D™ ¥(z) = /IN)”Z(:E,y)\II(y) doy. (5.10)
o9

Dabei ist die Matriz D* in Lemma 5.7 definiert, und D*V¥ bezeichnet den Geschwindig-
keitsanteil des Stokes-Doppelschichtpotentials (siehe (3.19)).

Beweis: Die Darstellung (5.9) erhdlt man direkt aus Lemma 5.7(i). Mit Lemma 5.8
folgt fiir k, 7 =1,2,3

Dji(x,y) < C>0 (5.11)

1
C———:
|z — y|

fir |x —y| — 0. Somit geniigt der Kern von D**¥ der Bedingung (1.3) und die Funktion
DV ist mit Satz 1.2 stetig. 0

Satz 5.10 Fir die in Definition 5.3 definierteen Oseen-Normalspannungen H"*WU des
Einfachschichtpotentials gilt die Darstellung

H™WU = H*U + H™V (5.12)

mit der stetigen Funktion HV : U — R3, definiert durch

H™U(z) := /]:l“(x,y)‘ll(y) doy. (5.13)
oN

Dabei ist die Matriz H* in Lemma 5.7 definiert, und H*W¥ bezeichnet die Normalspan-
nungen des Stokes-Einfachschichtpotentials (siehe (3.29)).

Beweis: Die Darstellung (5.12) folgt direkt aus Lemma 5.7(iii). Analog zum Beweis
von Satz 5.9 wird

H(x,y) = O(lx — ™) fiir |2 —y| =0 (5.14)

bewiesen. Somit geniigt der Kern von H"™W ebenso der Bedingung (1.3) und H™W ist
daher mit Satz 1.2 stetig. O

Satz (5.6), Satz (5.9) und Satz (5.10) implizieren das gleiche Verhalten der Fldchenpo-
tentiale der Oseen-Gleichungen beim Durchgang durch den Rand wie die entsprechen-
den Flachenpotentiale der Stokes-Gleichungen.



70 5 FLACHENPOTENTIALE

Satz 5.11 Sei U C R3 eine Umgebung von 99Q. Sei ¥ € C(0Q)>. Dann gilt

(i) Fir jedes x € 0N) existieren die so genannten direkten Werte E**WU(z), D"V (z)
und H*W (z).

(ii) E=*¥ c C(R3)3,
(iii) D**W € C(Q)* N C(R3\ Q)3 mit
(D**W)' = %\If + D™V, (5.15)

(D"*W)* = —%\I: + D"*V.

(iv) H*¥ € C(UNQ)PNCUN R\ Q))? mit
(H™W®)" = —%qz + H™V, (5.16)
(H™W)" = %\IJ + H™W.

Beweis: Alle Aussagen folgen aus der Darstellung (4.28), Satz 5.6, Satz 5.9, Satz 5.10
sowie Satz 3.7. O

5.2 Fliachenpotentiale fiir den adjungierten Oseen-Operator
Definition 5.12 Sei ¥ € C(99)3. Dann heifit die Vektorfunktion

EMU R\ 00 5 RY, ER(z) = / ES(x— y)U(y) do,  (5.17)
o0

FEinfachschichtpotential fiir den adjungierten Oseen-Operator mit Belegung ¥. Dabei
bezeichnet

E™ 0 :R¥\ 90 - R®,  E™*U(z) := / E (1 — y)W(y) doy
o0

seinen Geschwindigkeitsanteil. Die Vektorfunktion

DM RP\ 90 - R, DMU(x) = / D" (2, y)W(y) do, (5.18)
o0

mat der 4 x 3-Matrix
D™ (z,y) == (T E™(z — y)n(y)"

heifst Doppelschichtpotential fiir den adjungierten Oseen-Operator mit Belequng W. Da-
bei bezeichnet

D0 R\ 00 — R®,  D**W(z) = / D (x,y)¥(y) do,
o0

seinen Geschwindigkeitsanteil.
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Lemma 5.13 Fiir die Matriz D** aus Definition 5.12 gilt fir v € R3, y € 0Q mit
T#y
D¥(z,y) = (D (2, Y) )k=1,2,34; j=1,2,3

mat
D5 (@, y) = 00, B (x — y)niy) + 0o, B (z — y)na(y) (5.19)
* K K*
+ i (@ = 9)oinaly) + 5 Eji (x = y)dani(y).
Beweis: Durch Nachrechnen, analog zum Beweis von Lemma 5.2. U

Definition 5.14 Sei U C R?® eine Umgebung von 92 und ¥ € C(9Q)3. Dann heifst
H=*W . U\ 0Q — R3, definiert durch

H™¥(x) =T (E™V(z))n(z") = /Tg’f* (E™5(z — y)¥(y)) n(z') do, (5.20)

o0N

=: /H"‘*(x,y)\If(y) do,

o0
Oseen-Normalspannungen des adjungierten Einfachschichtpotentials. Dabei ist x' die

eindeutig bestimmte Projektion von x € U auf 02 und n(z') die ins Aufere von
weisende Einheitsnormale in x’ € 0S).

Lemma 5.15 Fiir die Matriz H* aus der Definition 5.1} gilt fiir v € R3, y € 0Q mit
T 7Y
H™(z,y) = (Hg; (z, y))k,i:1,2,3

Hii (z,y) = — Ou, B (v — y)ny () — 0p, ES (v — y)n;(z) (5.21)
K
— By (v —y)ojen,(z) — §E1§£k($ —y)oj1n;(z).

Lemma 5.16 Fir x,y € 02 mit x # y gilt
D™ (x,y) = (H™(y,x))" (5.22)

bzw.

D (2,y) = (H"(y,2))". (5.23)
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Beweis: Durch Nachrechnen erhalten wir fiir k£, =1,2,3, x,y € 00, x # y

H (y, w) = = 0y, By (y — 2)n;(y) — 0y, By (y — 2)n;(y)

— B (y — )djin;(y) — §E5€*(y — )01 (y)

2 9, Bz — y)n;(y) — 0y, Ef(x = y)ns(y)
— By (v —y)d;m;(y) — §Eﬁ;(1’ — y)ojin;(y)
= Oy, By (v — y)ni(y) + O, B (x — y)ny(y)

K I{/ K
— B (z —y)ojn,y) — §Ezk(37 —y)dm;(y)

= DII:z(xv y)>
also
(H™(y,2))" = D" (z.,y).
Die zweite Gleichheit wird analog gezeigt. 0

Die néchsten Resultate fiir E**W¥, D"*W  H"**¥ werden analog zu den entsprechenden
Eigenschaften von E*W, D"W¥ H"*W bewiesen.

Satz 5.17 Die Potentiale EF*W und D™V sind aus C*(R3\ 9Q)* und es gilt
O"E*U(z) = O"D*U(z) = 0
in jedem Punkt x € R\ 0.

Satz 5.18

(i) Fiir den Geschwindigkeitsanteil E"**W des Einfachschichtpotentials des adjungier-
ten Oseen-Operators gilt die Darstellung

E™*U = E*U + E™*¥ (5.24)
mit der stetigen Funktion E**W : R — R3, definiert durch

E™*W(z) = / ESZ(z — y)W(y) do,. (5.25)

o

Dabei bezeichnet die Funktion E*¥ den Geschwindigkeitsanteil des Finfachschicht-
potentials der Stokes-Gleichungen (siehe (3.15)).

(i) Der Druckanteil (E"™W), des adjungierten Einfachschichtpotentials der Oseen-
Gleichungen stimmt mit dem Druckanteil (E*W), des adjungierten Einfachschicht-
potentials der Stokes-Gleichungen tiberein.
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Lemma 5.19 FEs gelten folgende Darstellungen:
(i) Fiir die Funktion D% : R3 x 0Q\ {(y,y), y € 00} — R3>*3 gilt
D™ (z,y) = D (2,y) + D" (z,y)
mat
Diis?(x,y) = Ou B (@ — y)n(y) + 0o, B (@ — y)na(y)
+ g (Ej (w —y) + Ejji (v - y)) dini(y)
fiir k,j =1,2,3. Dabei ist D*? in (3.23) definiert.
(i) Fir die Funktion Dy : R* x 0Q\ {(y,y), y € 90Q} = R fir j =1,2,3 gilt

Dfs(w,y) = Diy(x,y) + D55 (2, y)
mit
T Tk K
Dii (v, y) = gy (x — y)dini(y) + §Ej4($ —y)dini(y).

(iii) Fiir die Funktion H*™ : U x 0Q\ {(y,y), y € 00} — R**3 aqus Definition 5.1
gilt die Darstellung

H™ (2,y) = H*(x,y) + H™ (2, )
mit
i (2,y) = = On, Efif (x = y)ny(2') — 05, B (2 — y)ny (')
=% (B —y) + B (@ = 9)) o (@)
fir k,i=1,2,3. Dabei ist H* in (3.30) definiert.

Lemma 5.20 Fir alle k,i = 1,2,3 ezistieren C; > 0 (j = 1,2,3,4}), so dass fir alle
relU,yed, x#y gilt

1
1+p)3

_ 1 1 1 1 !
HE <C C. G ¢
ryy) < 1|x—y|+ 2|x—y|<(1—|—p)+(1+p)2>+ 3<1+p)2+ 4(

Beweis: Mit der expliziten Darstellung von H 5* (siehe Lemma 8.2 im Anhang) sowie
mit (4.35) und (4.38) folgt sofort die Behauptung. O

Satz 5.21 Fiir den Geschwindigkeitsanteil D"**W des Doppelschichtpotentials des ad-
jungierten Oseen-Operators gilt die Darstellung

D¥*W = D**¥ + D***¥ (5.26)
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mit der stetigen Funktion D**W0 : R3 — R3, definiert durch

D (z) = / D™ (x,y)¥(y) doy. (5.27)
o0

Dabei ist die Matriz D™ in Lemma 5.19 definiert, und D**W bezeichnet den Geschwin-
digkeitsanteil des adjungierten Stokes-Doppelschichtpotentials (siehe Kapitel 3).

Satz 5.22 Fir die in Definition 5.14 definierten Oseen-Normalspannungen H"**W¥ des
Einfachschichtpotentials des adjungierten Oseen-Operators gilt die Darstellung

H¥*U = H*U + H™*¥ (5.28)

mit der stetigen Funktion H**W : U — R3, definiert durch

H™*W(z) := / H™(,y)¥(y) do,. (5.29)

o

Dabei ist die Matriz H* in Lemma 5.19 definiert, und H*WU bezeichnet die Normal-
spannungen des adjungierten Stokes-FEinfachschichtpotentials (siehe Kapitel 3).

Satz 5.23 Sei U C R? eine Umgebung von 99). Sei W € C(9Q)3. Dann gilt:
(i) Fir jedes v € OS) existieren die so genannten direkten Werte E***WU(z), D"V (z)
und H"*WU(x).
(ii) E**¥ € C(R?)3.
(iii) D™*¥ € C(Q)°> N C(R*\ Q)® mit

o1
(D***¥)' = W+ D™¥, (5.30)

(D™*W)" = —%\I: + D™,

(iv) H™*W¥ € C(UNQ)PNCUN R\ Q) mit

1
(H™0) = — ¥ + H™*V, (5.31)

(HR*Q‘II)CL — %\Il + HI{*.\II‘

5.3 Abklingverhalten der Flichenpotentiale fiir |x| — oo

In diesem Kapitel untersuchen wir die Einfachschichtpotentiale E*W¥(x), E**W¥(x), die
Doppelschichtpotentiale D*"W(z), D**W¥(x) sowie deren Ableitungen in Bezug auf ihr
Abklingverhalten fiir |z| — oo. Aufgrund des kompakten Randes entspricht das Ab-
klingverhalten der Potentiale dem Abklingverhalten der entsprechenden Oseen-Tensoren.
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Lemma 5.24 Fir die Einfachschichtpotentiale E*Y und E™W gilt fir || — oo:

E™%¥(z) = O(n_{(z)),
VE™¥(z) = O(_22(x)),
OME"W)y(x) = O(|z| ")), neN,
E"™*0(x) = O(u=1(x)),
VE™¥(z) = O(j_3)3(x)),
0" (E™W)4(z) = O(jx|~"), neN,

Beweis: Es gilt fiir alle z € R?

E¥(@)] < ¥ [ B - y)] do,
)9)

bzw.

VEU@)| < [ [ VB0~ y)] do,
o0
Mit Lemma 4.14 verhélt sich daher E**WU(z) bzw. VE**¥(z) fiir |z| — oo genau wie
der Fundamentaltensor E* bzw. dessen Gradient. Wegen (E"WU), = (EW¥), besitzt der

Druck (E*W), das gleiche Abklingverhalten wie der Druck (EW¥), (sieche 3.10). Das
Abklingverhalten fiir das adjungierte Einfachschichtpotential zeigt man analog. U

Lemma 5.25 Fiir die Doppelschichtpotentiale D*¥(x) und D" (x) gilt fir |x| — oo:

D™ (z) = O(n—{(x)),
VD™ ¥(z) = O(n_y)a(x)),
(D) () = O(|z|~ "), neN,
D (z) = O(u~1(x)),
VDU (x) = O(u_y)5(2)),
(D), (z) = O(|z|~"*), n eN.
Beweis: Mit

D" (,y)| < VB (2 = y)| + [(Efp)emr25(x = )| + B (z — y)]
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folgt fiir 2 € R®\ 90
D8] < e [ (9B )]+ (B — )] + B = ) doy
o0
Fiir |z| > 1 gilt

(1 + (L + s(x))
| ]?

(1 + [a]) (1 + 2J()

< 6.
] ]

<

Mit Lemma 4.14 ergibt sich daher

|ID**W(2)|(1+ |2])(1 + s(z)) < H\IIHOO/ (Cl (1 :—1|_}x_||)§/|38 i 222333/2

< O[] ¥]]o |09
fir |z| — oo. Mit
VD" (2, y)| < |0ZE"5 (2 — y)| + [Va (Bl im125(2 — y)| + [V E*5 (2 — y))|
erhalten wir mit Lemma 4.14 fiir den Gradienten

VD @1+ o)1+ s(a))?? <[+ o)1+ s [ 1V, D 0,3)] do,
o0N

(14 )01 + 5(2)"
S"‘I’““’a{ G e e

(L + 2?2 (1 + s(x))*®
|z f?

+ Cg + Cg) dOy
<|[¥|| |00 C
fir |z| — oo. Wegen

| D3(2,y)| < [Daj,y)| + [EfL(x — y)| + [Eju(z — y)|

und wegen der expliziten Darstellung (3.25) von Dj; sowie Lemma 4.14 und der expli-
ziten Darstellung (3.10) des Stokes-Fundamentaltensors existiert ein C' > 0 mit

K 1 .
|Dy;(z,y)| < Cm fir x # y.

Somit folgt das Abklingverhalten fiir den Druck (D*W),. Das Abklingverhalten seiner
n-ten partiellen Ableitungen (n € N) zeigt man analog. ([l
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6 Randwertaufgaben zum Oseen-System

6.1 Definition der Randwertaufgaben

Sei 0 C R? ein beschréinktes Gebiet mit zusammenhingendem Rand 092 € C? und
O* :=R3\ Q ein AuBlengebiet mit 9Q* = 9Q. Wir definieren die folgenden RWA'n fiir
das Oseen-System: Sei b € C(92)? ein vorgegebener Randwert.

Inneres Dirichlet-Problem (ID)
Gesucht ist ein Vektorfeld u € C?(Q)* N C(Q)? und eine Funktion p € C*(2) mit
05 =0 in Q, (6.1)
u=> auf 90.

Inneres Neumann-Problem (IN)

Gesucht ist ein Vektorfeld u € C?(Q)% N C(Q)? und eine Funktion p € C1(Q) , so dass
T"‘%n(w) fiir jedes © € 09 existiert und T”"p‘n(x — tn(z)) gleichméBig fiir alle x € 02
gegen T"””%n(x) fir t — 04 konvergiert (siche [V1a88] ), mit

05 =0 in Q, (6.2)

T"‘gn —b auf 9.

AuBeres Dirichlet-Problem (AD)
Gesucht ist ein Vektorfeld u € C?(Q2*)? N C(Q2*)? und eine Funkiton p € C*(Q*) mit
O =0 in (6.3)
u=>b auf 00.

AuBeres Neumann-Problem (AN)

Gesucht ist ein Vektorfeld u € C%(Q*)>NC(Q*)3 und eine Funktion p € C1(2*) , so dass
T’“p‘n(:c) fiir jedes = € 00 existiert und T’ "gn(x + tn(z)) gleichméBig fiir alle x € 00

gegen T"‘gn(:c) fiir t — 0, konvergiert, mit
O =0 in (6.4)

T“gn =b auf 9.
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Analog definieren wir die RWA'n fiir das adjungierte Oseen-System: Sei b € C'(9f2)? ein
vorgegebener Randwert.

Adjungiertes inneres Dirichlet-Problem (ID¥*)
Gesucht ist ein Vektorfeld u € C?(Q)%* N C(Q)? und eine Funktion p € C1() mit
O} =0 in Q (6.5)
u=> auf 0Q.

Adjungiertes inneres Neumann-Problem (IN¥*)

Gesucht ist ein Vektorfeld u € C?(Q)% N C(Q)? und eine Funktion p € C*(Q) , so dass
T“*%n(x) fiir jedes x € 0N existiert und T “*%n(x —tn(x)) gleichmafig fiir alle z € 9

gegen T”*%n(x) fiir t — 0, konvergiert, mit
O} =0 in Q, (6.6)

T"*%’n =b auf 0.

Adjungiertes dufleres Dirichlet-Problem (AD%*)
Gesucht ist ein Vektorfeld u € C?(2*)* N C(2*)% und eine Funkiton p € C*(Q*) mit
Oy =0 in (6.7)
u=> auf 00.

Adjungiertes dufleres Neumann-Problem (AN¥*)

Gesucht ist ein Vektorfeld u € C%(Q2*)3 N C(Q*)® und eine Funktion p € C(2*) |, so
dass T"‘*"p‘n(a:) fir jedes x € 0N existiert und T"‘*Qp‘n(x + tn(x)) gleichméBig fiir alle
x € 0N) gegen T' "*%n(x) fiir t — 0, konvergiert, mit

O =0 in O, (6.8)

T”gn::b auf 09.

6.2 Eindeutigkeitssitze

Wir untersuchen nun die vorliegenden RWA’'n auf Eindeutigkeit der Losungen. Dabei
werden zunéchst keine Aussagen iiber die Existenz der Losungen gemacht. Fiir diese
Untersuchungen benétigen wir das folgende Lemma (siehe [Lad69] S. 60):
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Lemma 6.1 Sei Q C R? ein Gebiet und u € C'(Q)? mat

fir alle i,7 = 1,2,3. Dann ist u stets eine Linearkombination der folgenden sechs linear
unabhdngigen Lisungen von (6.9):

1 0 0 T3 T2 0
vu=1|0 , U = 1 ,V3 = 0 , Vg = 0 U = | —&1 | ,V¢ = T3 . (610)
0 0 1 —X1 0 —X2

Wir nennen das Vektorfeld w eine Starrkérperbewegung in ).

Satz 6.2 Der Geschwindigkeitsanteil w der Losung von (ID) (vgl. (6.1)) ist eindeutig
und der Druck p ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. Die Liosung von (ID)
kann nur ezistieren, falls der Randwert b die Bedingung

/b-ndo:O (6.11)

o0
erfillt. Die Losung (u,p) von (IN) (vgl. (6.2)) ist eindeutig. Die Losung (u,p) von (AD)
(vgl. (6.3)) bzw. von (AN) (vgl. (6.4)) ist eindeutig, falls (u,p) die Abklingbedingungen
u(z) = 017, (w)),
Vu(z) = O )5(x)) (6.12)
p(x) = O(|z]7%)

fir |z| — oo erfillt. Dabei wurde die Gewichtsfunktion n in Definition 2.1 eingefiihrt.

Beweis: Lost (u,p) das Problem (ID), so gilt wegen V -4 = 0 in © mit dem Satz von

Gaufl
O:/V-udy:/u-ndo:/b-ndo,
Q o0

oN
d.h., (6.11) ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Losung von (ID).

Nun nehmen wir an, (v,¢) und (w,r) seien zwei Losungen von (ID) bzw. (IN). Dann
geniigt (u,p) = (v,q) — (w,r) den Oseen-Gleichungen Og =0 in © und der Dirichlet-
Randbedingung u = 0 auf 012 bzw. der Neumann-Randbedingung T’f%n = 0 auf 9Q2. Im
Falle (ID) folgt aus der Regularitétstheorie von Cattabriga (siche [Cat61]) sowie wegen
des Sobolevschen Einbettungssatzes (siehe [AF03], S. 85)

(u,p) € C1(Q)* x C(Q).

Wir diirfen also die erste Greensche Formel (4.6) auf (u, p) anwenden und erhalten mit
den obigen Randbedingungen

O:2/|Du|2dy—/rm-@ludy—l—/g(u-u)nl do.
Q

Q o0
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1
Mit u - Oyu = 581 (#?) und dem Satz von Gauf folgt dann

—/mu.aludy+/g(u-u)nldo:—/g'zfm do—l—/gu?nl do=10

Q o o0 o0

und somit

/ Dup dy = 0,

Q

also Du = 0 in 2, d.h., u ist eine Starrkérperbewegung in Q (vgl. Lemma 6.1). Laut
Lemma 6.1 ist u stets eine Linearkombination der sechs linear unabhéngigen Vektorfel-
der aus (6.10). Bei (ID) mit Randwert b = 0 muss u jedoch identisch Null auf dem Rand
sein, was « = 0 in  impliziert. Mit (’)g =0 in € folgt Vp =0 in Q, d.h., p = const in
Q). Dies beweist die Eindeutigkeitsaussage fiir die Losungen von (ID).

6
Bei (IN) setzen wir u = ) A\jv; mit v; aus (6.10) und erhalten
i=1

0=0%= _Au+rdu+Vp=rdu+Vp inQ,

b=
also
0
Vp =K /\5 in Q,
A4
d.h.,

p=C+ KAs22 + KM\gx3  in Q)

mit C' € R. Aulerdem erfiillt (u,p) die Bedingung

0= T“gn = —2(Du)n + pn + gunl =pn + gunl auf 0f). (6.13)
Aus der ersten Gleichung von (6.13) folgt

C + kX529 + KA a3 + g()\l + Ax3 + Asx2) =0 auf 09,
also
M=XA5=0, M\ = —%C’, p = const.
Die zweite Gleichung von (6.13) liefert fiir z € Q2 mit n(z) = (1,0,0) die Bedingung
L,

up = 0 und somit \y = A\¢ = 0. Fiir z € 9Q mit n(z) = (0,1,0) folgt p = 0, also
auch \; = 0. Analog folgt aus der dritten Gleichung A3 = 0, denn fiir z € 0 mit
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n(zr) = (1,0,0) gilt u3 = 0. Wir haben dabei die Surjektivitdt der GauBabbildung
benutzt: Ist 9Q € C? geschlossen, so existiert ein x € 9Q mit n(x) = ¢; fiir i = 1,2, 3.

Fiir die &uleren RWA'n wenden wir die erste Greensche Formel (4.6) auf die Differenz
zweier Losungen (u,p) = (v,q) — (w,r) in Qf := Q* N Kx(0) an. Dabei ist Kz(0) C R?
die offene Kugel um den Ursprung, wobei deren Radius R > 0 so grofl gewéhlt wird,
dass 092 C Kg(0) gilt. Mit Og = 0 in Q}, sowie u = 0 auf 09 im Falle von (AD*) und

T "% = 0 auf 02 im Falle von (AN*) erhalten wir

ozn/YF%n-udo+2/WDude (6.14)

o0, a5
= / T”‘gn -u do + 2/ | Dul|? dy.
OKR(0) o
Gentigen die Losungen (v,q) und (w,r) den Abklingbedingungen (6.12), so auch ihre
Differenz (u,p), und wir erhalten
. K
/ T gn ~u do < / 2|Vu| [u| + |p||u| + §|u|2 do
0K R(0) 9KR(0)

= max (O(()"2) + Ow) O ) [ 1do
0K R(0)

e / n(y)2 do,

(2.22) R? 1 1 Rooo
>~ <1+R)5/2+021+R+03EH0.

Grenziibergang in (6.14) fiir R — oo liefert somit

OZQ/MMP@,
Q*

d.h., Du = 0in 2*. Also ist u eine Starrkérperbewegung in €2*. Die Abklingbedingungen
(6.12) implizieren u = 0 in Q*. Wegen (’)g =0in Q* folgt Vp =0in Q*, d.h., p = const
in Q*. Mit den Abklingbedingungen (6.12) folgt dann, dass die Konstante gleich Null
sein muss. Somit sind die Eindeutigkeitsaussagen fiir die &ufleren RWA'n bewiesen. [J

Fiir die adjungierten RWA’n existieren analoge Findeutigkeitsaussagen:

Satz 6.3 Der Geschwindigkeitsanteil w der Lisung von (ID*) (vgl. (6.5)) ist eindeutig
und der Druck p ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. Die Lisung von (ID*)
kann nur ezistieren, falls der Randwert b die Bedingung

/bwuw:O (6.15)

o
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erfillt. Die Lisung (uw,p) von (IN*) (vgl. (6.6)) ist eindeutig. Die Lisung (u,p) von
(AD*) (vgl. (6.7)) bzw. von (AN*) (vgl. (6.8)) ist eindeutig, falls (u,p) die Abklingbe-
dingungen

u(z) = O~} (x)),
Vau(z) = O(u_y/a(x)), (6.16)
p(x) = O(|x|™)

fiir |xz| — oo erfillen. Dabei wurde die Gewichtsfunktion p in Definition 2.1 eingefiihrt.

6.3 Existenz der Losungen

Im Folgenden beschrinken wir uns auf (ID)(vgl. (6.1)) bzw. (AD) (vgl. (6.3)) sowie auf
(IN*) (vgl. (6.6)) bzw. (AN*) (vgl. (6.8)). Um die Existenz der Losungen der obigen
RWA'n zu zeigen, benutzen wir die Methode der Randintegralgleichungen in C(92)3.
Dazu wéhlen wir fiir die Dirichlet-Probleme als Ansatz das Doppelschichtpotential D*W¥
und fiir die adjungierten Neumann-Probleme das Einfachschichtpotential E**W¥. Aus
den vorliegenden Randbedingungen resultieren dann die entsprechenden RIGL-Systeme
(Randintegralgleichungssysteme).

Satz 6.4

(1) Das Doppelschichtpotential D*U mit ¥ € C'(0Q)3 ist genau dann eine Lisung von
(ID) (vgl. (6.3)) mit gegebenem Randwert b € C(9Q)3, wenn ¥ eine Lisung des
RIGL-Systems

%\IJ + DU =b auf O (6.17)

darstellt.

(ii) Das Doppelschichtpotential D*U mit W € C(9Q)? ist genau dann eine Lisung von
(AD) (vgl.(6.3)) mit gegebenem Randwert b € C(0)3, wenn ¥ eine Lisung des
RIGL-Systems

—%\Il +D"W =b auf 09 (6.18)
darstellt.
Beweis: Ist (u,p) = D*W¥ eine Losung von (ID) bzw. (AD), so gilt
b= (D"W¥)" bzw. b= (D"¥)".

Die Sprungrelationen (5.15) des Doppelschichtpotentials implizieren dann das RIGL-
System (6.17) bzw. (6.18).

Geniigt andererseits ¥ dem RIGL-System (6.17) bzw. (6.18), so stimmt das Vektorfeld
D"*¥ wiederum wegen (5.15) mit b auf 99 iiberein. Aulerdem gilt OD*¥ = 0 in R*\ 90
und D*¥ € C®(R3\ 9Q)* sowie D**W¥ € C(Q)> N C(R3\ Q)3 (vgl. Satz 5.5 und Satz
5.11), d.h., das Doppelschichtpotential D*W¥ 16st (ID) bzw. (AD). O
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Satz 6.5

(i) Das Einfachschichtpotential E**W mit ¥ € C(00Q)® ist genau dann eine Lisung
von (IN*) (vgl. (6.6)) mit gegebenem Randwert b € C(0Q)?, wenn ¥ eine Lisung
des RIGL-Systems

—%‘I‘ + H™ W =b auf 00 (6.19)

darstellt.

(ii) Das Einfachschichtpotential E**U mit ¥ € C(00Q)® ist genau dann eine Lisung
von (AN*)(vgl. (6.8)) mit gegebenem Randwert b € C(9Q)3, wenn ¥ eine Lisung
des RIGL-Systems

%\If +H™ W =b  auf 99 (6.20)

darstellt.
Beweis: Ist (u,p) = E™W eine Losung von (IN*) bzw. (AN*), so gilt
b= (T (E~W)n)" baw. b= (T" (E"¥)n)".

Definition 5.14 der Oseen-Normalspannungen des adjungierten Einfachschichtpotenti-
als sowie ihre Sprungrelationen (5.31) implizieren dann das RIGL-System (6.19) bzw.
(6.20).

Geniigt andererseits ¥ dem RIGL-System (6.19) bzw. (6.20), so gilt wegen der Sprun-
grelationen (5.31)

. . 1
(T™ (B W)n)' = (H™*W)' = W + H"¥ =b auf 0

bzw.

1
(T™ (™))" = (H™W)" = ¥+ H™*¥ =b auf 00,

d.h., E"*W¥ geniigt der Neumann-Bedingung auf dem Rand. Auflerdem gilt O*E"*W¥ = (
auBerhalb des Randes 9Q und E**W¥ € C=(R3\ 90Q)* sowie H***¥ ist von innen und
auflen auf 0f stetig fortsetzbar (vgl. Satz 5.17 und Satz 5.23). Damit 16st das adjungierte
Einfachschichtpotential E**W¥ das Problem (IN*) bzw. (AN*). O

Satz 6.6 Die Operatoren D" H"** : C(0Q)) — C(0N) sind zueinander adjungiert
bzgl. der Bilinearform

3
<fvg> = fngZ Zfzgl d07
aé aé =1

d.h., es gilt
(D"*W A) = (¥, H"A)

fiir alle U, A € C(09Q)3.
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Beweis: Seien ¥, A € C'(9Q)3. Wir rechnen nach:

(D= A) = / D**U(z) - A(z) do,

=d7 / (D" (z,y)®(y)) - A(x) doy do,

o0 0N

~ [ [ D uin)re) do, do,

o0 00

_ / / Hi5 (y, 2)Ai(2) Wi (y) do, do,

o0 00

— / / H (y, )\ (z) doy, | Wi(y) do,

o0
— [ %) H"AW) do, = (. H*A)
o0
Dabei haben wir den Satz von Fubini und die Eigenschaft (5.22) verwendet. U

Nun zeigen wir die Kompaktheit des Operators D** : C(9Q)* — C(99Q)3. Der Operator
Hr** . C(09)% — C(0N2)? ist dann ebenso kompakt als der zu D** adjungierte Operator
(vgl. Satz 1.6).

Satz 6.7 Der Integraloperator D : C(0Q)% — C(02)3 ist kompakt.

Beweis: Der Integraloperator D** = D*® + D~ (siche Satz 5.9) besitzt einen schwach
singuliren Kern DZ + D% (vgl. S. 40, Lemma 5.7 und Lemma 5.8 bzw. Beweis von
Satz 5.9). Mit Satz 1.11 folgt dann die Behauptung. 0J

Wir haben gezeigt, dass die Operatoren D** und H*** auf C(99)3 kompakt und zu
einander adjungiert sind. D.h., die Fredholmsche Alternative (Satz 1.9) gilt fiir die
RIGL-Systeme (6.17) - (6.20). Wir betrachten zuerst das zueinander adjungierte Paar
(6.17) und (6.20), d.h., die zu (ID) und (AN*) gehorenden RIGL-Systeme.

Lemma 6.8 Die Nullrdume der Operatoren

%13 + D" C(00) — C(00)°

1

Sla+ H™: C(09)° - C(00)°

sind eindimensional. Insbesondere gilt

N (%13 + H) _{an|acR}. (6.21)
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Dabei ist n die ins Auflere von Q weisende Einheitsnormale.

Beweis: Als Erstes zeigen wir, dass die Normale n eine Losung des Systems (6.20)
zum Randwert b = 0 ist. Wir rechnen fiir x € 02 nach:

yn(o) + (H"*n) (0) = gn(o) + [ H (. in(y) do,

o9
(5.22) 1

(@) + / DT (y, z)n(y) doy,

+ [ D" (y, 2)n(y) do, + [ D" (y,z)n(y) do,.
/ /

Hier haben wir im letzten Schritt Lemma 5.7 benutzt. Mit D bezeichnen wir den Kern
des Doppelschichtpotentials fiir die Stokes-Gleichungen (siehe (3.19)). Wegen

DTy, x)n(y) = —D?(x,y)n(x)

sowie mit Hilfe des Stokes-Doppelschichtpotentials konstanter Belegung (3.28) folgt

§m+wwm>=%<—m /mﬂ% (v) do,

Dabei folgt die vorletzte Gleichheit aus dem Satz von Gaufl angewandt auf eine stetig
differenzierbare 3 x 3-Matrix A: [,, A" (y)n(y) do, = [,(V - A(y))" dy . Die letate
Gleichheit gilt wegen V - E* = 0 sowie V - E = 0. Dies impliziert

neN<&+HW>
Nun zeigen wir, dass jede Losung ¥ € C'(09)% des homogenen Systems

(%]3 + H”*') ¥ =0 aufdf2 (6.22)

in der Form ¥ = an mit a € R dargestellt werden kann. Sei dazu ¥ € C(99Q)? eine
Losung von (6.22). Dann 16st das adjungierte Einfachschichtpotential E**¥ das Problem
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(AN*) zum Randwert b = 0, denn E**W 16st das adjungierte Oseen-System und erfiillt
die homogene Neumann-Randbedingung wegen

T (B U)n = (H™*¥)" = %\If +H™ W =0 auf 09.

AuBerdem erfiillt E**¥ wegen Lemma 5.24 die Abklingbedingungen (6.16) und fallt
somit in die Eindeutigkeitsklasse der Losungen von (AN*). Da dieses aber auch durch
0 € R* gelost wird, gilt E**W = 0 in *. Wegen der Stetigkeit von E®**W¥ im R? folgt

E™*W¥ =0 in Q.
Dariiber hinaus 16st E**¥ das Problem (ID*) zum Randwert b =0, da

O*(E™V¥) =0 in Q,
EF*U =0 auf 02

gilt. Wegen der Eindeutigkeitsaussage (siehe Satz 6.3) fiir (ID*) gilt dann

E™0U = (0) in Q
c

(Hn*o\p)a _ 0,
(HH*.\II)i _ (Tn*<En*‘Il)n)z - —cn.

mit ¢ € R. Es folgt nun

Mit den Sprungrelationen (5.31) erhalten wir schlielich
—n = (Hmolp)a . (HH*.\I’)Z — .

Somit haben wir das Lemma bewiesen. O

Lemma 6.8 besagt also, dass bei den RIGL-Systemen (6.17) und (6.20) der zweite Fall
der Fredholmschen Alternative (siehe Satz 1.9) auftritt und somit diese nicht eindeu-
tig losbar sind. AuBerdem ist das RIGL-System (6.17) genau dann losbar, wenn die

Bedingung
/ b-ndo=0
9

erfiillt ist. Diese ist auch notwendig fiir die Existenz einer Losung fiir (ID), d.h., wir
erhalten hier keine zusétzliche Kompatibilitdtsbedingung an den Randwert b. Im Fall
des RIGL-Systems (6.20) liegt jedoch eine andere Situation vor, denn die Fredholmsche
Alternative besagt, dass eine Losung von (6.20) genau dann existiert, wenn die rechte
Seite b der Orthogonalitatsbedingung

1
/ b-Uy=0 YN (513 + Dm) (6.23)

o0
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geniigt. Dies bedeutet, dass wir mit dem verwendeten Potentialansatz E**W¥ das Pro-
blem (AN*) nur fiir solche Randwerte b 16sen kénnen, die der Orthogonalitétsbedingung
(6.23) gentigen. Da wir aber die Existenz einer eindeutigen Losung von (AN*) fiir be-
liebige Randwerte b € C(99)® sichern wollen, werden wir einen gemischten Ansatz
aus Einfach- und Doppelschichtpotential fiir die Losungen wéhlen, der fiir beliebige
Randwerte eine Losung von (AN*) liefert. Hierzu bendtigen wir das néachste Lemma.

~ 1
Lemma 6.9 Fiir0+# %, e N <§[3 + D"“*') gilt stets

/n Wy do # 0. (6.24)

o0

Beweis: Analog zu Lemma 6.8 konnen wir zeigen, dass

dim N (%[3 ~|—D”*') =1

~ 1 ~
gilt. Sei nun 0 # ¥, € N (513 +D“*'). Dann 1ost D**W¥, das Problem (ID*) zum
Randwert b = 0, denn es gilt mit (5.30)

(D*%0) = S + DT, =0
Mit dem Eindeutigkeitssatz 6.3 gilt die Darstellung
D, = <g) inQ, ack. (6.25)
Wegen
(T”* (D”*{flo)ny = —an

16st D**¥, das Problem (IN*) zum Randwert b = —an. Mit den Regularisierungsei-

genschaften des Doppelschichtpotentials D"**W, (vgl. Faxén [Fax29] im Fall k = 0)
~ 1~ ~

folgt aus D"**W¥, = —§\I'0 auf 0O schlieflich ¥y € C?(99) und somit die Stetigkeit der

Normalableitungen des Doppelschichtpotentials beim Durchgang durch den Rand:

<Tm ( D“*\Tl@n)i _ <Tm ( Dn*;f,o)n)

(vgl. [Lei67] im Fall der Laplace-Gleichung). Damit 16st D, auch (AN*) zum Rand-
wert b = —am. Wir zeigen nun a # 0: Andernfalls 16st D**¥, sowohl (IN*) als auch
(AN*) zum Randwert b = 0. Mit Satz 6.3 folgt dann D, =0 in  und in Q. Die
Sprungrelationen (5.30) liefern dann

0= (DH*.Elo)i _ (Dn*oii;o)a — :I;(),
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was der Annahme \io # 0 widerspricht. Also wir haben gezeigt:
(T"*(D"‘*\Tlo)n> — —an, 0#£ackR. (6.26)

AuBerdem gilt wegen (D”*‘E'o)i = 0 mit den Sprungrelationen (5.30) die Beziehung
(D"**Wy)* = —U,. (6.27)

Nun wenden wir die erste Greensche Formel (4.7) auf

()-()-r

in Q= Q"N Kz(0) an und erhalten wie im Eindeutigkeitssatz 6.2

0=— / (T"‘*gn> - (u)® do + / T 5m - u do+ 2/ | Du|? dy
o0%, 9K R(0) 7

—|—//<;u~81u dy — / g(uu)nl doy.
s, o0,

Die beiden letzten Integrale verschwinden wie im Beweis des Eindeutigkeitssatzes 6.2.
Fiir R — oo verschwindet auch das Integral iiber 0 Kg(0) und wir erhalten

2/|Du|2 dy:/om-\ﬂl;o do.
o o0

Das Integral links ist ungleich Null, woraus die Behauptung des Lemmas folgt: Andern-
falls ist w eine Starrkérperbewegung in Q* (vgl. Lemma 6.1). Die Abklingbedingungen

des Doppelschichtpotentials D***W (vgl. Lemma 5.25) implizieren dann u = 0 in Q*,
also

0=u® = (Dn*o\io)a _ _@07
und dies ist ein Widerspruch zur Annahme ;I;g #0. U

Analog gilt das folgende Lemma, das wir im Beweis von Satz 6.11 bené6tigen.

1
Lemma 6.10 Fiir 0 # ¥, € N/ <§Ig + D’“) gilt

/n W, do # 0. (6.28)

o0N

Beweis: Analog zu Lemma 6.9 U
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1
Seien nun 0 # ¥y € N (513 + D’“) normiert in der Form

/n-\Ilod0:1

o0

~ 1
und 0 # ¥, e N (51'3 + D“*‘) . Zur Losung von (AN*) verwenden wir einen gemischten

Ansatz der Form

(']j) (z) = E*U(z) — BD"y(z), z €, (6.29)
mit der Konstanten
1
6 = — /b : \II() do
o
a0

und «a € R aus (6.26). Es folgt

Tm*(En*‘I,)n)a o B(Tm (Dn*{io)n)a
=(H™*¥)" — B(—an)

(Tm*’lﬁl,n)a

\D+H”*'\Il+n/b-\l'o do.

o0

1
2
D.h., (u, p) ist genau dann eine Losung von (AN*), wenn ¥ € C(99)3 das RIGL-System

1 ~
§\II+H”*'\II :b—n/b~\II0 do=:b auf 0 (6.30)
B

16st. Die rechte Seite b geniigt jedoch der Orthogonalitdtsbedingung (6.23):

/Z.wodo:/b.qfodo—/n.qzodo/b-xpodo:o.
o0 o0 o0

oN
=1

Damit existiert fiir beliebige b € C(99Q)? eine Losung ¥ € C(92)? des RIGL-Systems
(6.30).

Wir haben somit gezeigt, dass die RIGL-Systeme (6.17) fiir (ID) und (6.30) fur (AN*)
in C(0Q)3 gelost werden kinnen, deren Losungen jedoch nicht eindeutig sind. Unser
Ziel im Folgenden ist es, die hier vorliegenden RIGL-Systeme derart zu modifizieren,
dass sie einerseits eindeutig gelost werden konnen und andererseits Losungen fiir die
urspriinglichen RIGL-Systeme (6.17) und (6.30) liefern. Hierzu gilt
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Satz 6.11 Seib e C(9Q)3. Sei

P C00)7 - C(00), PW(z) — n<m>® / U(y) - nly) do,. (6.31)

Fiir 0 # X € R emistiert genau eine Losung W € C(9Q) des RIGL-Systems

(%13 + D" + AP) U=>b aufof (6.32)
bzw.

(%Ig + H™ + )\P) U=>b aufdfd. (6.33)
Erfiillt die rechte Seite b € C(9Q)3 von (6.32) zusitzlich die Bedingung

/ b-ndo—0, (6.34)

o0

so lost die eindeutige Lisung ¥ von (6.32) auch das nicht modifizierte RIGL-System
(6.17). Erfillt die rechte Seite b € C(0Q)% von (6.33) zusitzlich die Bedingung

1
/b . \IIQ do =0 V‘I’O S ./\/ (513 + DH.) , (635)
o0

so lost die eindeutige Lisung W von (6.33) auch das nicht modifizierte RIGL-System
(6.20).

Beweis: Es gilt fiir alle ¥, A € C(99Q)?

(PU,A) = / PU(z) - A(x) do, (6.36)

o

/( i [0 doy) Ao
= [ 26 nw) @ / fogy ) e don

zang(y). ( Vs /A dox) do,

~ [wt)-PAw) do,

o0
= (¥, PA),
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d.h., P ist selbstadjungiert. Mit Satz 6.6 sind die Operatoren

1 1

51—3 + D" + AP und 5[3 + H"™* + \P
somit zueinander adjungiert. Um zu zeigen, dass die RIGL-Systeme (6.32) und (6.33)
eindeutig losbar sind, geniigt es nach der Fredholmschen Alternative zu beweisen, dass

eines der zugehorigen homogenen RIGL-Syseme nur durch die triviale Losung gelost
wird. Dies zeigen wir durch einen Widerspruchsbeweis.

Sei also 0 # ¥ € C(99Q)3 eine Losung des homogenen Systems
1
(51'3 + D" + )\P) ¥ =0 aufoQ. (6.37)
Mit Satz 6.6 und Lemma 6.8 folgt
1 1
0= <<§Ig + D" + AP) ¥ n) = <<§Ig + D“') ¥ n) + \(P¥,n)
2

— (v, (113 + H) n) + A(PW,n) = 0+ \(P¥,n),
also
ANP¥,n) = 0.
Andererseits gilt

AP, n) :A/P\Il(x) -n(z) do, :A/ IaQl/ y) do, | -n(z) do,
[2)9]

oN

[ () n doy|m|/ dom—A/mwn(y)doy,

o o0

/\Il-ndO:O,

o0

also

1
da A # 0. Folglich gilt P¥ = 0 und somit ¥ € N <§Ig —i—D"“). Lemma 6.10 liefert

dann einen Widerspruch, d.h., das homogene RIGL-System (6.37) besitzt nur die triviale
Losung und das RIGL-System (6.32) ist eindeutig l6sbar.

Ist nun ¥ € C'(99Q)* die eindeutige Lésung von (6.32) und gilt zusétzlich [, b-n do =0,
so erhalten wir |, oo ¥ -n do =0, denn es gilt wie oben

= (b,n) = \(P¥ n) = )\/\Il -n do.

o0
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Somit 16st ¥ auch das RIGL-System (6.17).
Ist nun ¥ € C(99)? die eindeutige Lésung von (6.33) und gilt zusétzlich [, b-W, do = 0

1
fiir alle Wg € N/ (513 + D’“) , so erhalten wir fm ¥ -n do = 0, denn es gilt mit Lemma
6.10

1
0=(b,¥) = <(§I3 +HH*°) ¥, ¥,) + (AP, W)
1
_ (513 " Dm) Wo) + APV, ;)

1
=MNPU. ¥y) =\ [ ¥-ndo n-Wydo.
o0
N——
#0

Somit gilt P¥ =0 und ¥ 16st auch das RIGL-System (6.30).

o0

Wir fassen nun die obigen Resultate im folgenden Satz zusammen.

Satz 6.12 Das Doppelschichtpotential D"V mat der eindeutig bestimmten Losung
¥ e C(00)% des RIGL-Systems

1
(513 + D"* + AP) U=>b aufofd (6.38)

repraisentiert die eindeutige Losung (wobei der Druck bis auf eine additive Konstante

eindeutig ist) von (ID) (vgl. (6.1)), falls b € C(9Q)3 der Bedingung

/b~ndo=0

o0
genigt.
Das Potential

E™W — 3D, (6.39)

~ 1
mit 0 # Wy e N (513 + D”*') und

621 /b\IlodO
(87
o0

mat .
07&\1’06/\/’(513+DH.), /‘n'\I’OdOzl,

o0
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sowie

a = (D"Wy)y, (vgl. (6.25)),
und mit der eindeutig bestimmten Lisung ¥ € C(9Q)* des RIGL-Systems

(%13 + H >\P> U=b— n/b Wy auf 00 (6.40)
[o9)

reprasentiert die eindeutige Lisung von (AN*) (vgl. (6.8))  fir beliebige Randwerte
be C(0N)3.

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt sofort aus Satz 6.2, Satz 6.4 sowie Satz 6.11.
Nun zum zweiten Teil. Zunéchst 16st der Potentialansatz (6.39) das Oseen-System. Die
rechte Seite des RIGL-Systems (6.40) erfiillt die Bedingung (6.35), denn es gilt

/ b—n/b\I'O '\I’()dO:/b'\podO—/’n'\Il()dO/b'\IIodOZO.
o0 o0 o0
—_——

[2}9] [%9]

=1

Mit Satz 6.11 16st ¥ dann das RIGL-System

%@+H“*‘\If:b—n/b~\110do auf 0f).
o9

Somit folgt dann

TK]* (EK*\p . 6DK*§O) n)a — (T}i* (Eﬁ*w)n)a . /6(TK*<DK]*§O)n)a
(6.26)

= (H™*0)" — B(—on)

161
(5:16)§x1: L H™ U +n / b, do

oN

:b7

d.h., der gewahlte Potentialansatz geniigt der Neumann-Bedingung und 16st somit das
Problem (AN*). O

Fiir elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist das so genannte
Maximum-Prinzip wohlbekannt. Hiermit lasst sich beispielsweise die Eindeutigkeit der
Losungen des inneren Dirichlet-Problems zeigen (siehe [Eva98] im Fall der Laplace-
Gleichung und [MSV12] im Fall der skalaren Oseen-Gleichung). Bei Differentialglei-
chungssystemen ist es allerdings nicht moglich ein Maximum-Prinzip zu beweisen, es
besteht jedoch Hoffnung auf eine so genannte Maximum-Modulus-Abschétzung, mit der
man auch die Eindeutigkeit der Losungen des inneren Dirichlet-Problems zeigen kann.
Das folgende Resultat ist daher von Interesse.
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Satz 6.13 (Max-Modulus-Abschiitzung) Sei Q C R?® ein beschrinktes C*-Gebiet
mit zusammenhdngendem Rand. Sei (w,p) eine Lisung von (ID) (siehe 6.1) mit dem
Randwert b € C(9)3. Dann gibt es ein C' > 0 mit

max fu(z)] < C'max [b(z)]. (6.41)

Beweis: Mit Satz 6.4 und Satz 6.11 gilt (u,p) = D"W¥ mit der eindeutig bestimmten
Losung ¥ € C(09Q)? des RIGL-Systems

1
(513 + D+ )\P) U=b aufdQ. (6.42)

Dabei ist 0 # A € R? und der Operator P in (6.31) definiert. Da das RIGL-System
(6.42) nach Satz 6.11 eindeutig 16sbar ist, ist der Operator

AL C(09) = C(09Q), A= %Ig + D™ 4 \P

bijektiv. Mit Satz 1.3 ist A~! somit beschrinkt und es gilt
U=A" mit [T <A bl

Mit der Darstellung des Kerns von D**W¥ aus Lemma 5.7 gilt fiir alle v € R?
[ 10wyl do, < [ 107wy do,+ [ 15 (o) do,
o9 o9 o9

Wir werden sehen, dass die beiden Integrale auf der rechten Seite durch eine von =z
unabhéngige Konstante abgeschitzt werden kénnen. Fiir das erste Integral gilt ndmlich
mit (3.24) die Abschétzung

3 |(z—y) -n() )

/|Dz(x,y)| do, = / Ve —E do, < C) fiir alle v € R?
o0 o0

mit einer Konstanten C1, die die letzte Abschitzung erfiillt (vgl. [Fol01] (S. 125-126)).

Fiir das zweite Integral machen wir eine Fallunterscheidung. Gilt x € {z € R3, dist(z,00) > 1},

so folgt mit Lemma 5.8

/ |D*? (2, y)| do, < /c do, = C|09)).
o0 o0
Andererseits ist das Integral nach Satz 1.2 stetig, da sein Kern wegen Lemma 5.8 der Be-

dingung (1.3) geniigt. Das Integral nimmt deswegen in U := {z € R, dist(z,00) < 1}
sein Maximum an. Es folgt

~ ~ 1 ~ ~ 1 ~
D (x,y)| do S/C’ + C do SmaX/C’ do, + C|092|.
a{| ooy < [ Oy € oy < | Oy do Ol
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Setzt man .
Cy = maX{C|8Q|,maX/C’— do, + C|0Q|},
=i |z —y|
so folgt
[ 10l do, < €1+ €
o0
wobei die beiden Konstanten unabhéngig von x sind.
Zusammenfassend folgt
max |u(z)| = max|[D™*¥(z)| = max|D™*Ab(x)|
e z€Q €
= max /D”Z(x,y)Alb(y) do,
€ 5
< max [ 1D (z,)] A7) max )] do,
z€Q yEeIN
o9
< AT (C1 + Cs) max [b(y)].
yeo
O
Anschliefend untersuchen wir nun (AD) (vgl. (6.3)) und (IN*) (vgl. (6.6)).
Lemma 6.14 Fir die Nullrdume der Operatoren
1
—5ls+ D" C(09)* — C(00),
1
- 513 + H™ . 0(0Q)* — C(09Q)*
gilt
1 Kre 1 K*x®
Beweis: Sei ¥ € C(902)? eine Losung von
1
(—51'3 + H”*‘) ¥ =0 aufof. (6.44)

Dann 16st das adjungierte Einfachschichtpotential E**W¥ das Problem (IN*) zum Rand-
wert b = 0, denn mit Satz 5.17 ist E®*W eine Losung des adjungierten Oseen-Systems

und wegen

T (E*W)n = (H*w) 2V <—%13 + H) U=0 aufdQ
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erfiilllt E**W¥ die homogene Neumann-Randbedingung. Mit dem Eindeutigkeitssatz 6.3
gilt dann E®W¥ = 0 in Q und die Stetigkeit von E*¥ liefert E*¥ = 0 in Q . D.h.,
E™W 16st auch (AN*) mit Randwert b = 0, und da E**W¥ auch den Abklingbedingungen
(6.16) geniigt (siche Lemma 5.24), fallt E**W in die Eindeutigkeitsklasse von (AN*).
Dies impliziert E**W¥ =0 in Q* und somit

(H™*W)* =0 auf 09.
Mit den Sprungrelationen (5.31) erhalten wir schlieBlich

\I’ — (HR*.\II)a o (HH*.III)l _ 07

1
d.h, N (—513 +H “*') = {0}. Mit der Fredholmschen Alternative besitzt dann das
zu (6.44) adjungierte RIGL-System

(—%Ig + D’“) ¥ =0 aufof2

(vgl. Satz 6.6) ebenso nur die triviale Losung. Damit ist das Lemma bewiesen. U

Satz 6.15 Das Doppelschichtpotential D"W mit der eindeutig bestimmten Ldésung
U e C(00)% des RIGL-Systems

Céh+Dﬂ)¢:baW&? (6.45)

reprasentiert die eindeutige Losung von (AD) (vgl. (6.3))  fiir beliebige Randwerte
be C(00)°.

Das adjungierte Finfachschichtpotential E™*WV mit der eindeutig bestimmten Losung
U e C(00)* des RIGL-Systems

Céh+HW)W:baﬁ&2 (6.46)

reprdisentiert die eindeutige Losung von (IN*) (vgl. (6.6))  fir beliebige Randwerte
be C(00)3.

Beweis: Die Aussage folgt mit Satz 6.2, Satz 6.3, Satz 6.4, Satz 6.5, Lemma 6.14 sowie
der Fredholmschen Alternative (vgl. Satz 1.9). O
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7 Randwertaufgaben in Gebieten mit Rissen

In diesem Kapitel betrachten wir eine Randwertaufgabe fiir das Oseen-System in einem
beschréankten Gebiet G mit einem Riss S, indem wir die Dirichlet-Bedingung auf dem
Rand OG des Gebietes ohne den Riss und Spriinge der Geschwindigkeit, sowie der
Normalkomponenten des Oseen-Spannungstensors auf dem Riss vorschreiben.

Sei also G C R3 ein beschrinktes C?-
Gebiet mit zusammenhédngendem Rand
0G, das einen Riss S C R3 enthiilt. Den
Riss S definieren wir als eine nichtleere
kompakte Teilmenge der Oberfliche eines
beschrinkten C2-Gebietes V' C R? mit
zusammenhdngendem Rand 0V. Wir las-
sen zu, dass der Riss S bis zum Rand
0G des Gebietes reicht, d.h., wir set-
zen S C OV NG, und wir schlieBen auf
dem Rand des Gebietes verlaufende ,,Ris-
se“ aus, d.h., wir fordern G NS = S. Das
zu V' gehorende AuBengebiet bezeichnen
wir mit V*, also V* := R3\ V, und das
Gebiet GG ohne den Riss bezeichnen wir
mit , also 2 := G\ S (vgl. Abbildung

Abbildung 7: Gebiet G mit Riss S.

7). Damit definieren wir die folgende Randwertaufgabe:

Inneres Dirichlet-Problem mit Riss (IDR)

Gesucht ist ein Vektorfeld v € C*(Q)* N C(2\ S)?, das auf VN Q und V*NQ und
dessen Gradient Vv auf V' N G und V* N G stetig fortsetzbar ist, sowie eine Funktion
q € CY(Q), die auf VNG und V* N G stetig fortsetzbar ist, mit

OY=0 inQ,
v=f aufoQ\ S,
v'—v' =g aufs§,

(T“E}n)i — (T”‘Zn)a = auf SNG.

Dabei sind f € C(0Q\ S)3, g € C(S)? und h € C(S N G)? vorgegeben.

Mit den Indizes 7 bzw. a bezeichnen wir wieder den Grenzwert der betreffenden Funktion
von VNG bzw. V*N G auf den Riss S, d.h., es gilt

u'(z) =

u’(z) =

1m
VNG3z—zeS

i
V*NG3z—x€S

u(2),

u(z).
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Zunéchst einmal existiert eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (IDR):

Satz 7.1 Eine Lisung des Problems (IDR) kann nur existieren, wenn die Kompatibi-
litdtsbedingung

/f-ndo—l—/g-ndo—() (7.5)
o0\S s

erfiillt ist. Dabei bezeichnet n die ins Auflere von Q bzw. von V weisende Einheitsnor-
male.

Beweis: Sei (v, q) eine Losung des Problems (IDR). Mit dem Satz von Gauf§ folgt dann

/V vdy—/Vvdy+/Vvdy

vna Vi G
:/'v-ndo—i—/'vi-ndo—i— / v-ndo—+ / v®-n do
VNnoag oVNG V*Nn oG oV NG
:/v-ndo—l—/vi~nd0—/va~ndo

IO\S S S

—/f-nd0+/g-ndo.

IS S

O

Der folgende Satz gibt Auskunft {iber den Zusammenhang der Losungen von (ID) und
(IDR), wenn die auf dem Riss vorgegebenen Spriinge verschwinden.

Satz 7.2 Sei (v, q) eine Losung des Problems (IDR) mitg =0, h = 0. Dann kann (v, q)
auf G fortgesetzt werden, so dass (v,q) eine Lisung des Oseen-Systems in G darstellt.
Gilt zusdtzlich f =0, dann ist v =0 und q konstant.

Beweis: Sei x € SN G ein Punkt im Inneren des Risses. Wir wéhlen r» > 0 so klein,
dass |z — y| > r fir alle y € 0G gilt. Dann trennt 0V die Kugel K,(x) = {y €
R3, |z —y| < r} in zwei Komponenten K := K,.(z)NV und K* := K,(z) N V*, so dass
OKNOK* = 0VNK,(z) gilt. Sei z € K beliebig und sei p > 0 so klein, dass K,(z) C K
gilt (vgl. Abbildung 8). Dann 16st nach Konstruktion (v, ¢) das Oseen-System in K,(z),
und die Darstellungsformel (4.55) liefert

<Z> (2) = - / E™(2 —y) (T“gn) (y) do, (7.6)

K, (2)

s [ @E - nne) o) do,

aKp(z)
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Abbildung 8:

Wegen z ¢ K\ K,(z) und 0(K \ K,(z)) = 0K,(z) UOK liefert Korollar 4.21

(g) _ / EB5(z — y) (T%n) (v) do, (7.7)

oK

+ / (T E* (> — y)n(y))" v(y) do,
oK

+ / ErS(z — 1) <T”'lq)n> (y) doy
0K (%)

- / (Ty Bz = y)n(y) " v(y) do,.

0K ,(2)

Dabei resultiert der Vorzeichenwechsel in den beiden letzten Integralen aus der Rich-
tungsinderung der Normalen n, die hier die duflere Normale bzgl. K,(z) bezeichnet.
Analog erhélt man wegen z ¢ K* die Darstellung

(g) - Z 29z —y) (T"Yn) (4) do, (7.8)

T

4 / (T B (= — y)n(y))

OK*

v(y) do,.

Durch Addition von (7.6), (7.7) und (7.8) verschwinden die Integrale iiber 0K ,(2).
Dariiber hinaus verschwinden die Integrale iiber den Randanteil 0K N 0K* wegen des
Vorzeichenwechsels der Normalen und wegen der Bedingungen

vi—v*=0 auf 0K NOK*,
(T"Zn)i _ (T"‘E’n)a —0 auf 0K NIK™,
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nach Voraussetzung. Man erhélt folglich in 2z € K

@ (2) == / B (z = y) (T"4n) () do, (7.9)

OKr(x)
[ = pnt)” v do
0K (x)
— —E} (T"“”n>( ) + Dl v (2),

wobei wir mit B (m)\Il das Einfachschichtpotential und mit D’;(T(x)\lf das Doppelschicht-
potential mit Belegung ¥ bzgl. K,.(z) bezeichnen.

Analog erhalten wir fiir 2 € K* die Beziehung

(Z) (2) =— / Ens(z —y) (Tﬁgn) (y) do, (7.10)
OKr(x)
s [ @G- nnw)” o) do,
0K, (x)

== B (T4n) (2) + D o0 ().

Fiir den Grenzwert K 5 z — s € SN K,.(z) folgt dann
vy’ (s) = lim v (z) = —E¥ (T”vn> (s) + D% v(s)
q K>z—seSNKr(z) \ 4 K () q K (@) ’
und fiir den Grenzwert K* 3 z — s € SN K, (x) folgt ebenso

(Z)a (s) = K*Bz—}siglgﬂKr(x) (Z) (2) = —El, (Twn> (s) + D, yv(s).

Beide Potentiale rechts sind stetig in K,.(x), da das Einfachschichtpotential im R? stetig
ist und das Doppelschichtpotential bzgl. K,(x) in K,(z) ebenso stetig ist. D.h., wir
erhalten fiir alle z € K, (x) die Darstellung

(Z) (2) = —Ef% <T“vn> (2) + D, (v(2).
Also gilt (v,q) € C°(K,(x)), da bei den Potentialen die Integration tiber 0K, (z) erfolgt
und daher keine Singularitéiten auftreten. Auflerdem 16st (v,q) das Oseen-System in
K, (z) und somit in G. Der erste Teil des Satzes ist hiermit bewiesen.

Ist nun zusétzlich f =0in 9N\ S, so gilt wegen v* —v® = 0 auf S die Randbedingung
v=f =0 auf 0G. D.h., (v,q) 16st das Problem (ID) (siehe 6.1) in G zum Randwert
b =0, und der Eindeutigkeitssatz 6.2 impliziert dann v = 0 und ¢ = const. 0
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Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, dass Rissproblem (IDR) fiir das
Oseen-System auf das Dirichlet-Problem (ID) zuriickzufiihren:

Satz 7.3 Seien g € C*(0OV)? und h € C*(OV)®> mit ¢ = h = 0 auf OV \ S. Sei
f e CO0\S)? stetig fortsetzbar auf VN OG und V*NOG mit f' — f* = g auf SNIG.

Es gelte auflerdem
/ f-ndo+/g-ndo:0,

NS S

mit n als ins Aufere von Q bzw. V weisende Einheitsnormale. Definiere fiir x € Q

(%) @ =~ Bthio) + Digw

r

_ / E*S(z — y)h(y) do, + / (T Bz — y)n(y))" g(y) do,,
ov oV

Seib:=f —w auf 02\ S. Dann gilt: Die Funktion

(0-6)+()

ist genau dann eine Lisung des Problems (IDR), d.h., es gilt
Og =0 1inQQ,
v=Ff aufoQ\ S,
v'—v =g aufS,
(T”&’n)z _ (T“Zn)a —h afSNG,
wenn (u,p) eine Lisung des Problems (ID) ist, d.h., es gilt

Og =0 indG,
u=>b aufdG.

Beweis: Da das Einfachschichtpotential Ef*h stetig im R® und das Doppelschicht-
potential D7*g stetig fortsetzbar auf V' N G und V* N G ist, gilt fiir den Geschwindig-
keitsanteil w € C(V N G)>*NC(V* N G)3. Der Druck r und der Gradient Vw sind stetig
fortsetzbar auf VNG und V*NG (vgl. [Lei67] im Fall der Laplace-Gleichung). Auerdem
gilt mit den Sprungrelationen (5.15) fiir x € S

(' —w')(r) = — Bi?h(x) + Jg(r) + Di%g(s) (711)

- (_E;'h(x) — g@) + D@'9($)>

=9g(z).

\)
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Dariiber hinaus folgt mit den Sprungrelationen (5.16) fiir z € SN G die Beziehung
(T"%n)" (2)— (T"¥n)* (z) (7.12)

Dabei haben wir im letzten Schritt die Stetigkeit der Oseen-Spannungen des Doppel-
schichtpotentials D%.g mit g € C?(0V) beim Durchgang durch den Rand 0V benutzt
(vgl. [Lei67] im Fall der Laplace-Gleichung), also

geC*dv) = (I"(Dijgn) (x) = (I"(Dign)’ (x). (7.13)

Dariiber hinaus 16st (w,r) das Oseen-System in €. Zusammenfassend gilt also: (w, )
16st das Problem (IDR) zum Randwert w auf 02\ S.

Sei nun zunéchst (v, ¢) eine Losung des Problems (IDR). Dann 16st (u, p) = (v, ¢)—(w, 1)
wegen f —w = b auf 002 \ S das Problem

(’)g =0 in €,
u=>b aufodQ\S,
' —u*=0 auf S,
~U ‘ U “
(7%n) — (T"%n) =0 auf SNG.
Mit Satz 7.2 16st dann (u,p) das Oseen-System in G. Wegen (7.11) und da f nach

Voraussetzungen stetig fortsetzbar ist auf V N 0G und V* N OG mit fi — f¢ = g auf
S N OG, kann die Funktion b zu einer stetigen Funktion auf 0G fortgesetzt werden:

b —b"=f —f"—(w —w")=g—g=0 auf SNIG.

Also gilt u = b auf G und (u, p) 16st somit das Problem (ID).

Sei nun umgekehrt (u,p) eine Losung von (ID) und (v, q) = (u,p) + (w,r). Dann gilt
(v,9) €C*Q), veCQ\SNCVNG?>*NCV*NG)>

sowie

Vu,qe CVNG)NCOWV*NG).
Auflerdem 16st (v, q) das Oseen-System in 2 und erfiillt
v=b+w=f aufoQ\Ss.
Dariiber hinaus gelten die Spriinge
v'—v'=g aufS
sowie , '
(T”gny — (T"Z’n)a = (T"¥n) — (T"¥n)" =h auf SNG.
D.h., (v, q) 16st das Problem (IDR). O
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8 Anhang

8.1 Berechnungen zur skalaren Oseen-Gleichung

Die Fundamentallésungen e, bzw. e} der skalaren Oseen-Gleichung bzw. der adjungier-
ten skalaren Oseen-Gleichung sind gegeben durch

1 1

— —Kks/2v * - —kp/2v
ex() : dmvr © - eul) dAmvr ©
mit r := |z|, s :=r — xy und p := r 4+ 1. Fir den Gradienten von e, bzw. e’ erhalten
wir
1 x k
Ve (2)= — [ -—= - —V —hs/
ex(2) Ay ( r3  2vur s(:p)) ‘
1 x k
Ve(p) = — (-2 - 2V —Kp/2V
() ATy ( r3  2ur p($)) ¢
mit

Vs(a) = = = (1,0,0), Vp(z) = =+ (1,0,0)".

Hieraus berechnen wir die Kerne d® und d"* der Doppelschichtpotentiale, definiert in
(2.30) und (2.31):

d*(z,y) ::VZ*en(x —vy) -n(y) = —vVye.(r—vy) -n(y) — geﬂ(x —y)ni(y)

:i <47T (z — i)g-Zw N QIZTZ(W (z — yg -n(y)) N k?;;iy) B kg;;) —;»
1/ @y nly) k@—y ny)\ .o
T dn ( = w12 ) ©

d* (2,y) =Viera =) -nly) = —0V,ei(a = y) -nly) + Serle — ym(y)
L[ @@=y nly k@-y ny)\ oo
:E(_T_ET> e

Analog berechnen wir den Kern h” der Oseen-Normalableitung des Einfachschichtpoten-
tials e,;, definiert in (2.32), bzw. den Kern h"* der adjungierten Oseen-Normalableitung
des adjungierten Einfachschichtpotentials e, definiert in (2.33):

h(z,y) :=Vie(r —y) n(2') = —vV,e.(z —y) n(2') + Ee,i(x —y)ni ()

2
_ 1 (‘T B y) i n(x’) k / —ks/2v knl (‘T/) —Ks/2v
T < r3 2w’vx8(x y)-n(@) ) e * Srur
1=y n@)  k ((z—y)-n@)) ku@)  kul)\ e
= + - + e
47 r3 2ur r 2ur 2ur

1 (=g @) | k@) @)
( ‘ )

r3 v r2
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bzw.
W (x,y) =Vien(r —y) -n(r)) = —vVeel(x —y) -n(a’) - gei(x —y)m (2
L ((—y)-n@) k@—y n@)) _,m
g (e g ) e

Dabei bezeichnet =’ € 0f) die eindeutig bestimmte Projektion von z € U auf den Rand
o0 € C2.
8.2 Berechnungen zum Oseen-System

Lemma 8.1 Fir die in Lemma 5.7 definierte Matriz D~ gilt

. B
ij(z7y):d83 < r3
2s

2
— — (01015 + 0ir015) — = (0101625 + 61,015 + 01,01:7%) | M
r r

22,77 2 2s
- J + T—2<51jl’il’k + (51kxixj + 51inIk) + ﬁ(éjkxz + 6zk$])

RLS 6x,x:x, 258 2
d32 (— TZ F — ﬁ((sjsz + 51/65(:]) — 7‘—3(51]‘1‘,'1% + 51k$i$]‘ + 61ixjxk)

2 2
+ T_Q((Sjkxi + Oirj — Oijx) — ;(51]'5@% + 0130k — 5ij51k)) n

KidQCI) 2s Ty 51jxk + 51k.CCj

_ 522 — 5.5
2 ds? (]k r r2 + r 101k | Th
kd® (i xRx;

 2ds < r * s )

dd 1 25UZE]€ GJZ}CJZjJZi
* (ds a 87T> ( r3 P "
firk,5€{1,2,3} und x := z — y.

Beweis: Fiir k,j € {1, 2,3} gilt

~ B sz, 25  xix 01:Tk + 01125
8’LE;}C(I) = (— - 51i> (5j o o + L : H _51j51k)

T ds3 \r r2 r
d2q> 25jkl‘, 25]‘19512‘ ST; 5ijxk + 5ikl‘j 2$i{L‘jZL‘k
+ ds? 2 3 r2 + r4
010k + 0160:5 015 Trx; + 0142525 i 1 ;
+ 150ik 7 018035 e il 4; L + (x_ — 51¢> <5jk_ + mjo?))
r r r r r
dd 1 T 0%k + 0ipki  3XTRTiT;
ar - sk ij iklj jLi
+(d3 87r) ( jkr3+ r3 o

=:57" 4+ 57" + 577,
sowie

0,5 (x) = S{" + 54" + 54"
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Summiert man 0;E%, und 9;Ej;, so erhélt man fiir die einzelnen Summanden

_d*d ( 2wy 2

Sljk + S{ k = ds’ + ﬁ(dljwimk + 61kl'il‘j + (Sli.l'j.%’k) + 7”_2(5]ka + (Szkfﬂj)

r3

25 2
- 7(§jk61i + 6ik015) — ;(51j51k117i + 0101525 + 51j51i$k))

und

g y 2
ijk ik
St + 85 = 7o G F(éjkxi + ;) — ﬁ(éljxixk + 015225 + 01502

_d*d ( 6z,xjr; 28

2 2
+ ﬁ(éjkxi + Oirj — 04jTk) — ;(513'51'1@ + 011051 — 5ij51k))

sowie

i » dd 1 20, OxLTix;
o) ()

ds 8w r3 7D

Es gilt auflerdem

- add /5. A
_g(Ejk + Ej )01 = s <Lk + xkx]) 01

C2ds \ r r3
K d*® 25wz 01Tk + 01k
——— | jp— — — 0101k | 014-
2 ds? (Jkr 72 N r A
Mit Lemma 5.7 folgt dann die Behauptung. 0

Lemma 8.2 Fiir die in Lemma 5.19 definierte Matrix Hr gilt

~K/* d3®
Hi (z,y) el (

20X X 2 2p
J + ﬁ(élkxixj + (51ixkxj + 51jxi$k> — ﬁ(&kx] + (5Z]xk)

3
2p
.
d*P (6mixjxk 2p

2
dp2 7’4 + E((Szkx] + 6@]“) — ﬁ((slkl’i‘%j + 51ixkx]~ + 51j$z‘xk)

2
((52-,451]- + 5ij61k) + ;(éliélkxj + 611'51]'%]@ + 51]'51]6131')) n;

2 2
- T—g((sz’k%’ + 0k — Opji) — ;(51k5z‘j + 010 — 5kj51i)> n;

B Ed2¢ 2 wmwg O+ 0umy s

2_dp2 ( ik 2 ” 1k 11) n
kd® [ 0; TrL;

X (7+ 3 )

+ (dp B 877) (_ r3 * rd "
fir k,i € {1,2,3} und x :=z —y.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus Lemma 8.1 und Lemma 5.16. Aulerdem wird
s(z,y) = p(y, z) fiir z,y € R im Beweis verwendet. O
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Allgemein

AS

AZ

o, O
n
S(R?)
S'(R?)
D

Matrix A ohne letzte Spalte (S. 7)

Matrix A ohne letzte Zeile (S. 7)
Landau-Symbole

Einheitsnormalenvektor

Schwartzscher Raum (S. 47)

Raum der temperierten Distributionen (S. 47)
Deformationstensor (S. 33)

Skalare Oseen-Gleichung

0, O

VH’ V,‘{*

€x, €,

elﬁl('p’ eﬂ*/I?Z)

dlﬁgp’ dﬁi*,l/}
d"i(.’ .)7 d’ﬁ*(., )
hﬁ(p’ h,‘{*w

fﬁ(.7 .)’ h'f*(.’ )

Stokes-System

S, 8"

T,T*

E, E*

EV, E*U
DV, D"V
D(-,-), D*(-,")
D*¥, D**¥
H*U, H*¥
H(-,"), H*(-,")

Oseen-System

0, O
TK,TK*

Eli’ )l
Em\If, Er5*

DU, D™V

skalare Oseen-Operatoren

Oseen-Normalableitung (S. 15)

Fundamentallosungen (S. 16)

Einfachschichtpotentiale (S. 22)
Doppelschichtpotentiale (S. 22)

Kern von d®y bzw. d**1 (S. 22)
Oseen-Normalableitungen der Einfachschichtpotentiale
(S. 23)

Kern von h*¢ bzw. h™ 1 (S. 23)

Stokes-Operatoren (S. 33)

Spannungstensoren (S. 33)

Fundamentaltensoren (S. 36 )

Einfachschichtpotentiale (S. 37)

Geschwindigkeitsanteil von E¥ bzw. E*W¥ (S. 37)
Doppelschichtpotentiale (S. 38)

Kern von DV bzw. D*W¥ (S. 38)
Geschwindigkeitsanteil von DW¥ bzw. D*¥ (S. 38)
Normalspannungen der Einfachschichtpotentiale (S. 39)
Kern von H*V bzw. H**W¥ (S. 39)

Oseen-Operatoren (S. 41)

Oseen-Spannungstensoren (S. 42)
Fundamentaltensoren f (S. 48)
Einfachschichtpotentiale (S. 63 bzw. 70)
Geschwindigkeitsanteil von E*W bzw. E**W¥ (S. 63 bzw.
70)

Doppelschichtpotentiale (S. 63 bzw. S. 70)
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Dr(-,-), D*(-,") Kern von D*W¥ bzw. D**W¥ (S. 63 bzw. S. 70)

Dr*\ D™ Geschwindigkeitsanteil von DkW bzw. D"™*W¥ (S. 63 bzw.
S. 70)
H"W¥ H™*W¥ Oseen-Normalspannungen der Einfachschichtpotentiale

(S. 64 bzw. S. 71)
H"(-,-), H(-,-) Kern von H*W bzw. H*™**W (S. 64 bzw. S. 71)
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