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Einleitung

Bei der Bestimmung der irreduziblen Charaktere einer Gruppe vom Lie-Typ entwickelte
Lusztig eine Theorie, in der eine sogenannte Fourier-Transformation auftaucht. Dies ist
eine Matrix, die nur von der Weylgruppe der Gruppe vom Lie-Typ abhängt. Anhand der
Eigenschaften, die eine solche Fourier-Matrix erfüllen muß, haben Geck und Malle in [12]
ein Axiomensystem aufgestellt. Dieses ermöglicht es Broué, Malle und Michel, zu gewissen
komplexen Spiegelungsgruppen Fourier-Matrizen zu bestimmen, insbesondere auch für die
Spetses (siehe [21]), über die noch vieles unbekannt ist.

Das Ziel dieser Arbeit ist eine Untersuchung und neue Interpretation dieser Fourier-Matrizen
(Kapitel 8), die hoffentlich weitere Informationen zu den Spetses liefert. Die Werkzeuge, die
dabei entstehen, sind sehr vielseitig verwendbar, denn diese Matrizen entsprechen gewissen
Z-Algebren, die im Wesentlichen die Eigenschaften einer Tafelalgebra besitzen. Tafelalge-
bren spielen in der Charaktertheorie eine wichtige Rolle, weil z.B. der Charakterring einer
endlichen Gruppe und das Zentrum einer Gruppenalgebra Tafelalgebren sind. Außerdem
finden wir sie in der Quantenfeldtheorie (in Form von Darstellungsringen). In der Theorie
der Kac-Moody-Algebren gibt es die sogenannte Kac-Peterson-Matrix, die auch die Eigen-
schaften unserer Fourier-Matrizen besitzt.

Ein wichtiges Resultat dieser Arbeit (Sätze 5.1.4, 5.1.5, Bemerkung 5.2.1 und Korollar 5.2.3)
ist, daß die Fourier-Matrizen, die G. Malle zu den komplexen imprimitiven Spiegelungs-
gruppen in [20] definiert, tatsächlich die Eigenschaft besitzen, daß die Strukturkonstanten
der zugehörigen Algebren ganze Zahlen sind. Dazu müssen äußere Produkte von Gruppen-
ringen von zyklischen Gruppen untersucht werden. Außerdem gibt es einen Zusammenhang
zu den Kac-Peterson-Matrizen: Wir beweisen (Satz 6.2.1), daß wir durch Bildung äußerer

Produkte von den Matrizen vom Typ A
(1)
1 zu denen vom Typ C

(1)
l gelangen.

Lusztig erkannte in [16], daß manche seiner Fourier-Matrizen zum Darstellungsring des
Quantendoppels einer endlichen Gruppe gehören. Deswegen ist es naheliegend zu versu-
chen, die noch ungeklärten Matrizen als solche zu identifizieren. Coste, Gannon und Ruelle
untersuchen diesen Darstellungsring in [6]. Er heißt dort modulares Datum, weil die Fourier-
Matrix zusammen mit einer weiteren Matrix eine Darstellung der Gruppe SL2(Z) definiert.
In [6] wird eine Reihe von wichtigen Fragen gestellt. Eine dieser Fragen beantworten wir in
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8 KAPITEL 0. EINLEITUNG

7.3, nämlich inwieweit rekonstruiert werden kann, zu welcher endlichen Gruppe gegebene
Matrizen gehören.

In [8], [9] und [6] wird ein getwistetes Quantendoppel eingeführt. Den Darstellungsring
dieser Algebra berechnen wir hier für viele Beispiele am Computer. Dazu müssen unter
anderem Elemente aus der dritten Kohomologie-Gruppe H3(G,C×) explizit berechnet wer-
den. Dieses wurde bisher anscheinend in keinem Computeralgebra-System implementiert.
Leider ergibt sich hierbei kein Zusammenhang zu den von Spetses herrührenden Matrizen.

Wir beschreiben nun den Aufbau der Arbeit.

Im ersten Kapitel wird die zentrale Struktur der Arbeit definiert, die eine Variante des
Ringes mit Basis von Lusztig (siehe [16]) ist und deshalb hier A-Ring mit Basis genannt
wird. Ein Z-Ring mit Basis (A = Z) ist im Wesentlichen eine Tafelalgebra, die auch negative
Strukturkonstanten haben kann. Das zweite Kapitel erklärt den Zusammenhang zwischen
diesen Ringen und den Fourier-Matrizen. Anschließend wird untersucht, welche Ringe aus
Tensorprodukten und symmetrischen Potenzen von Fouriermatrizen entstehen.

Die wichtigsten Werkzeuge der Arbeit, die es in dieser Form noch nicht gab, werden im
dritten und vierten Kapitel definiert: Sie ermöglichen eine strukturelle Zerlegung der Z-
Ringe mit Basis in bekannte Anteile. Wichtig sind hier die Teilringe zu Teilmengen der
Basis eines Z-Ringes mit Basis. Es wird bewiesen (Proposition 3.1.4), daß sie wieder Z-
Ringe mit Basis sind. Außerdem wird gezeigt (Korollar 3.1.7), wie sie bei Charakterringen
von endlichen Gruppen aussehen. Die meisten der Ringe, die uns interessieren, besitzen
solche Teilringe und eine Graduierung, die auch im dritten Kapitel eingeführt wird.

Im fünften Kapitel wird beschrieben, wie äußere Produkte von Matrizen neue Ringe liefern.
Diese sind im Spezialfall der Matrizen zu den Gruppenringen von zyklischen Gruppen die
Fourier-Matrizen zu den imprimitiven komplexen Spiegelungsgruppen. Es wird gezeigt, daß
die Strukturkonstanten ganzzahlig sind. Der Zusammenhang zu den Kac-Moody-Algebren
wird im darauf folgenden Kapitel erklärt.

Im siebten Kapitel wird der Darstellungsring des Quantendoppels einer endlichen Gruppe
untersucht. Es wird zunächst bewiesen (dies ist zum Beispiel in [2] zu finden), daß die Ka-
tegorie der endlichdimensionalen komplexen Darstellungen eine modulare Tensorkategorie
ist. Die zugehörige Fusionsalgebra K(C) (der Grothendieck-Ring dieser Kategorie) ist ein
Ring mit Basis, dessen Teilringstruktur beschrieben wird. Wir geben ein Ideal I in K(C)
an, so daß der Faktorring K(C)/I torsionsfrei ist. Dieses Ideal spielt im letzten Kapitel
wieder eine Rolle.
Die durch einen 3-Kozykel getwistete Version des Darstellungsrings des Quantendoppels
wurde bisher noch nicht explizit berechnet. Wir können damit die Klassifikation aus [6]
aller Matrizen mit bis zu 20 Zeilen und Spalten erweitern und präzisieren.

Im letzten Kapitel wenden wir schließlich die bisher gewonnenen Werkzeuge an, um die Ma-
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trizen der Spetses zu klassifizieren. Die zugehörigen Z-Algebren sind Faktorringe von Ten-
sorprodukten von affinen Ringen, Charakterringen und von Darstellungsringen von Quan-
tendoppeln.
Es bleiben nur 3 der 274 Matrizen übrig, die etwas zu groß für Berechnungen am Computer
sind, und deshalb nicht leicht beschrieben werden können. Auch die Fourier-Matrix zur
Ree-Gruppe 2F4(q

2) bleibt unerklärt. Der zugehörige Ring wird dennoch sehr genau im
letzten Abschnitt untersucht. Er hat eine auffällige Ähnlichkeit mit dem Darstellungsring
des Quantendoppels der symmetrischen Gruppe S4.
Die meisten Konstruktionen laufen darauf hinaus, daß ein Ring R und ein Ideal I E R
gefunden werden müssen, so daß der Faktorring R/I zusammen mit einer

”
kanonischen“

Basis der gesuchte Ring ist.
Es stellt sich heraus (siehe 8.2.3), daß für bestimmte Familien der Gruppen G25, G8 und
G32 (Numerierung von Shephard und Todd [26]) ähnliche Ideale gewählt werden können.
Einige Familien bei den Gruppen G4, G6, G14 und G24 haben Fourier-Matrizen, die aus
affinen Ringen durch eine Art von

”
Twist“ entstehen (siehe 8.2.1).

Ich danke Herrn Gunter Malle für die ausgezeichnete Zusammenarbeit und für seine Un-
terstützung während der Anfertigung der Arbeit. Ferner danke ich Herrn David Green für
verschiedene Gespräche über Gruppenkohomologie. Für das Korrekturlesen der Rohfassung
bedanke ich mich bei Herrn Malle und bei Britta Späth. Nicht zuletzt danke ich meiner
Freundin Ana Borwitzky für eine letzte Durchsicht der Arbeit und für ihre moralische
Unterstützung.
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Kapitel 1

A-Ringe mit Basis

Auf der Menge der Isomorphieklassen von Darstellungen einer endlichen Gruppe G ha-
ben wir zwei Operationen: Die direkte Summe und das Tensorprodukt. Diese Operationen
erfüllen die Assoziativ- und Distributivgesetze, so daß diese Menge ein Ring wäre, wenn sie
noch inverse Elemente bezüglich der direkten Summe hätte. Gehen wir zur Grothendieck-
gruppe über (wir nehmen

”
negative“ Elemente hinzu), so erhalten wir den sogenannten

Darstellungsring R(G) von G.

Eine endliche Gruppe hat bekanntlich bis auf Isomorphie endlich viele irreduzible Darstel-
lungen über C, und alle Darstellungen zerlegen sich in eine direkte Summe von irredu-
ziblen Darstellungen. So ist insbesondere das Tensorprodukt von zwei irreduziblen Darstel-
lungen eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen mit gewissen nicht negativen
ganzen Vielfachheiten, die Strukturkonstanten des Darstellungsrings genannt werden: Sind
V1, . . . , Vn Vertreter der irreduziblen Darstellungen von G (bis auf Isomorphie), so gilt im
Darstellungsring

Vi ⊗ Vj =
⊕
k

Nk
ijVk

mit natürlichen Zahlen Nk
ij, wobei mit Nk

ijVk die Nk
ij-fache direkte Summe von Vk gemeint

ist. Dieser Ring hat viele schöne Eigenschaften, die daraus folgen, daß er mit C über Z
tensoriert halbeinfach ist.

Der Darstellungsring einer Gruppe oder Algebra und der Gruppenring sind zwei unter
vielen Beispielen für endlichdimensionale freie Z-Algebren mit ähnlichen Eigenschaften.
Es ist daher sinnvoll eine Struktur zu definieren, die die wichtigsten dieser Eigenschaften
hat. Dieses wurde von vielen Mathematikern aus unterschiedlichen Richtungen getan. Ein
Grund dafür könnte sein, daß über solche Ringe viele Aussagen gemacht werden können.

In der Physik werden diese im allgemeinen Fusionsalgebren oder Algebren mit Fusionsre-
geln genannt. Diese wurden in der Kategorientheorie zu modularen Tensorkategorien (siehe

11



12 KAPITEL 1. A-RINGE MIT BASIS

zum Beispiel [2]) verallgemeinert.
Lusztig definiert 1987 in [16] im Kontext der Theorie der Heckealgebren den Begriff ei-
nes

”
based ring“ (wir schreiben

”
Ring mit Basis“). Er zeigt auch einen Zusammenhang zu

den Algebren aus der Physik, insbesondere zum Darstellungsring des Quantendoppels einer
endlichen Gruppe. Außerdem definiert er später (1994) in [17] das sogenannten Fusionsda-
tum, das ähnliche Daten wie die modulare Tensorkategorie beinhaltet und auch einen Ring
mit Basis definiert.
In der Charaktertheorie gibt es noch eine weitere Struktur, die Tafelalgebra, die 1987 von
Arad und Blau definiert wurde. Die Bose-Mesner-Algebra eines Assoziationsschemas ist
eines der motivierenden Beispiele. Für Fusionsalgebren gibt es bei Lusztig und bei Blau
und Zieschang [3] allerdings völlig unterschiedliche Definitionen.

Alle genannten Strukturen haben gemeinsam, daß die Strukturkonstanten positive Zahlen
(aus N0 oder R≥0) sind. Weil wir aber auch an Ringen mit negativen Strukturkonstanten
interessiert sind, ist keine von diesen Strukturen für unsere Zwecke geeignet. Wir werden
eine Variante des Ringes mit Basis verwenden.

1.1 Ringe mit Basis

1.1.1 Definition

Wir beginnen mit Lusztigs Definition eines Ringes mit Basis (vergleiche mit [16]).
Es sei R ein assoziativer (nicht notwendig kommutativer) Ring mit 1, der ein freier endlich
erzeugter Z-Modul mit der Basis B = {bi | i ∈ I} ist. Für die Multiplikation gelte:

bibj =
∑
k∈I

Nk
ij bk, Nk

ij ∈ N0. (1.1)

Die Zahlen Nk
ij heißen Strukturkonstanten von R. Wir setzen voraus, daß es eine Teil-

menge I0 von I gibt, so daß

1 =
∑
i∈I0

bi.

(Anders als in [16] behauptet wird, folgt dies nicht aus (1.1), wie man am Beispiel B =
{a, b}, a2 = b, ab = ba = a+ b, b2 = a+ 2b, 1 = b− a sieht.)

Bemerkung 1.1.1. Die bi, i ∈ I0, sind paarweise orthogonale Idempotente von R.

Beweis. Es sei a := bi für ein i ∈ I0. Mit b := 1 − a haben wir a2 + ab = a(a + b) = a · 1,
d.h. a2 = 0 oder ab = 0, weil a2 und ab in der Darstellung mittels B nur nicht-negative
Koeffizienten haben. Andererseits ist auch a2 + ba = a, also ab = ba. Demnach ist

1 = (a+ 1− a)2 = (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,
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und somit ab = 0, weil alle Koeffizienten in der Zerlegung der 1 kleiner als 2 sind. Wir
haben also b2i = bi. Daraus folgt

bi = bi · 1 =
∑
j∈I0

bibj = b2i +
∑

j∈I0,j 6=i

bibj = bi +
∑

j∈I0,j 6=i

bibj.

Damit ist
∑

j∈I0,j 6=i bibj = 0 und daraus folgt Nk
ij = 0 für alle k ∈ I, i, j ∈ I0 mit i 6= j.

In einem Gruppenring sind Elemente der zugrunde liegenden Gruppe invertierbar. Im Dar-
stellungsring einer endlichen Gruppe hat jede irreduzible Darstellung V eine zugehörige
irreduzible Darstellung Ṽ , so daß V ⊗ Ṽ einen Anteil an der Eins hat, nämlich die kon-
tragrediente Darstellung. Invertierbar ist sie jedoch im allgemeinen nicht. Dennoch können
wir daraus folgern, daß der Darstellungsring mit C tensoriert halbeinfach ist. Wir benötigen
eine Abschwächung der Existenz eines inversen Elements, aus der diese Eigenschaft immer
noch folgt. Der Anteil an der Eins ist durch den Z-Modulhomomorphismus

τ : R→ Z, bi 7→ δi∈I0 ,

gegeben (δi∈I0 ist 1 für i ∈ I0 und 0 sonst). Dann fordern wir die Existenz einer Involution
∼: R→ R, die Z-linear ist und die Eigenschaften

r̃ · r′ = r̃′ · r̃, r, r′ ∈ R,

b ∈ B ⇒ b̃ ∈ B,
τ(bb′) = δb′,b̃, b, b′ ∈ B,

erfüllt. Daraus folgt sofort b̃i = bi für i ∈ I0, d.h.

τ(r̃) = τ(
∑
i∈I

λib̃i) = τ(
∑
i∈I0

λib̃i) = τ(
∑
i∈I0

λibi) = τ(r)

für alle r =
∑

i∈I λibi ∈ R.
Sind alle obigen Bedingungen erfüllt, so heißt (R,B,∼) ein Ring mit Basis. Für i ∈
I schreiben wir ĩ für den Index mit bĩ = b̃i. Für die Strukturkonstanten schreiben wir
manchmal auch N bk

bibj
statt Nk

ij.

Der Prototyp eines Ringes mit Basis ist der Grothendieck-Ring der Darstellungen einer
endlichdimensionalen Algebra über einen Körper k mit den irreduziblen Darstellungen als
Basis. Die Menge I0 besteht aus einem Element, der trivialen Darstellung k. Die Abbildung
∼ bildet ein V auf den dualen Raum V ∗ ab.

Anmerkung 1.1.2. Obwohl wir an keiner Stelle Tafelalgebren verwenden werden, ist es
wichtig begleitend zu erwähnen, daß es sie gibt, und inwiefern die Definitionen in der
zugehörigen Theorie (siehe [3]) von den unseren abweichen.
Eine Tafelalgebra (A,B) ist eine endlich dimensionale Algebra A über den komplexen
Zahlen C, und eine ausgezeichnete Basis B = {b0 = 1A, b1, b2, . . . , bm} von A mit
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(a) Für alle a, b ∈ B ist ab =
∑

c∈B N
c
a,bc für geeignete N c

a,b ∈ R+ ∪ {0}.

(b) Es gibt einen Algebrenantiautomorphismus ∼ von A mit ˜̃a = a für alle a ∈ A, B̃ = B
und für alle a, b ∈ B

N1
a,b = 0 für b 6= ã, N1

a,ã = N1
ã,a > 0.

Die Tafelalgebra unterscheidet sich vom Ring mit Basis im Wesentlichen darin, daß die
Strukturkonstanten in R+∪{0} liegen dürfen, und daß N1

a,ã ungleich 1 sein darf. Außerdem
beachte man, daß sie eine C-Algebra und nicht eine Z-Algebra ist. Das heißt: Ist (R,B) ein
Ring mit Basis mit 1 ∈ B, so ist R⊗Z C mit der Basis {b⊗ 1 | b ∈ B} eine Tafelalgebra.

Wie bereits angekündigt, ist ein Ring mit Basis mit C tensoriert als C-Algebra halbeinfach
(Lusztig zeigt in [16], daß der Ring mit Q tensoriert als Q-Algebra halbeinfach ist):

Bemerkung 1.1.3. Es sei R ein Ring mit Basis. Dann ist die Algebra RC := R ⊗Z C
halbeinfach.

Beweis. Wir setzen die Abbildung ∼ auf R⊗Z C fort: r̃ ⊗ z := r̃⊗ z̄. Die obige Abbildung
τ definiert eine Sesquilinearform auf RC,

〈r, r′〉 := τ ′(r̃r′),

wobei τ ′ : RC → C, r ⊗ z 7→ zτ(r). Für r =
∑

k bk ⊗ λk ∈ RC ist

〈r, r〉 = τ ′(r̃r) =
∑
k,j

λ̄kλjτ(b̃kbj) =
∑
k

λ̄kλk,

〈 , 〉 ist also positiv definit, symmetrisch wegen r̃ · r′ = r̃′ · r̃ und τ(r̃) = τ(r).
Ist I ein Linksideal in RC, so ist das orthogonale Komplement

I⊥ := {r ∈ RC | 〈r, r′〉 = 0 ∀r′ ∈ I}

auch ein Linksideal:
〈tr, r′〉 = τ ′(t̃rr′) = τ ′(r̃t̃r′) = 〈r, t̃r′〉 = 0

für alle r ∈ I⊥, t ∈ RC und r′ ∈ I. Jedes Linksideal hat also ein Komplement, d.h. RC ist
halbeinfach.

1.1.2 Orthogonalitätsrelation für RC-Moduln

Die irreduziblen Darstellungen von RC := R ⊗Z C erfüllen wie bei den endlichen Gruppen
eine Orthogonalitätsrelation bezüglich eines Skalarprodukts, das auf den zugehörigen

”
Cha-

rakteren“ definiert ist (die Spur der Endomorphismen). Wir benötigen dafür die folgende
Bemerkung:
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Bemerkung 1.1.4. Es seien E1, E2 zwei RC-Moduln und h : E1 → E2 eine C-lineare
Abbildung. Die Abbildung h0 : E1 → E2, e 7→

∑
i∈I bih(b̃ie) ist RC-linear.

Beweis. Für j, k,m ∈ I ist

τ(b̃m
∑
i

N i
jkbi) =

∑
i

N i
jkτ(b̃mbi) = Nm

jk,

also τ(bibjbk) = N ĩ
jk.Wegen τ(r̃) = τ(r) haben wir

N i
j̃k

= τ(b̃ib̃jbk) = τ(b̃kbjbi) = Nk
ji.

Hieraus folgt, daß h0 ein RC-Modulhomomorphismus ist:

h0(r · e) =
∑
i

bih(b̃i
∑
k

λkb̃ke)
(∗)
=
∑
i

bih(
∑
k

λk
∑
j

N j
kib̃je)

=
∑
k

λk
∑
j,i

N j
kibih(b̃je) =

∑
k

λk
∑
j,i

N i
k̃j
bih(b̃je)

=
∑
k

λkb̃k
∑
j

bjh(b̃je) = r · h0(e),

für r =
∑

k λkb̃k ∈ RC und e ∈ E1, wobei die Gleichheit (∗) aus

b̃ib̃k = b̃kbi =
∑̃
j

N j
kibj =

∑
j

N j
kib̃j

folgt.

Bemerkung 1.1.4 liefert die Orthogonalitätsrelation (siehe zum Beispiel [25] oder [16]; für
die uns wichtigeren Ringe aus dem nächsten Abschnitt werden wir dies ausführen): Für
zwei einfache RC-Moduln E1, E2 gilt∑

i

tr(bi, E1) tr(b̃i, E2) =

{
dim(E1)fE1 E1

∼= E2

0 E1 � E2

(1.2)

mit passendem fE1 ∈ C. Dabei bezeichnet tr(bi, E1) die Spur der Operation von bi auf E1.

Die Zahlen fE stehen in Beziehung mit Zahlen f ′E (siehe [16]): Die Abbildungen RC →
C, r 7→ tr(r, E) für einfache RC-Moduln E bilden eine Basis des C-Vektorraums der C-
linearen Funktionen von RC nach C, die auf allen rr′ − r′r verschwinden. Da τ eine solche
Abbildung ist, zerlegt es sich in eine Linearkombination

τ(r) =
∑
E

f ′E tr(r, E) (1.3)

mit passenden f ′E ∈ C.

Für einen einfachen RC-Modul E haben wir dann: fEf
′
E = 1. (Dies folgt aus (1.3) und (1.2)

für r = b.)
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1.2 A-Ringe mit Basis

1.2.1 Definition

Einerseits ist die Definition von Lusztig etwas zu allgemein, da in allen Beispielen, die wir
betrachten, die Eins ein Element der Basis ist, und alle Ringe kommutativ sind. Ande-
rerseits gibt es viele Situationen, in denen die Strukturkonstanten auch negativ sind; es
ist sogar sinnvoll, zum Beispiel Z[ζ] oder allgemeiner irgendeinen Unterring A von C als
Wertebereich für die Strukturkonstanten zuzulassen. Dies motiviert die nächste Definition,
die eine Variante der Definition des Ringes mit Basis ist.

In diesem Kapitel sei A immer ein Unterring der komplexen Zahlen C. Alle Aussagen gelten
zwar auch für beliebige Ringe, zusammen mit einem Homomorphismus nach C. Damit aber
die Notation nicht zu unübersichtlich wird, beschränken wir uns auf Unterringe von C, die
insbesondere kommutativ sind. In fast allen Beispielen ist A = Z, deswegen sollte sich der
Leser immer die ganzen Zahlen vorstellen.

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1, der ein freier endlich erzeugter A-Modul mit Basis
B = {b0, . . . , bn−1} ist. Die Eins sei in der Basis, 1 = b0. Für die Multiplikation gelte:

bibj =
∑
k

Nk
ij bk, Nk

ij ∈ A. (1.4)

Wie in 1.1 haben wir eine A-lineare Abbildung

τ : R→ C, abi 7→ aδi,0

für a ∈ A. Wir fordern wieder die Existenz einer Involution ∼ auf R mit den Eigenschaften

r̃1 · r2 = r̃2 · r̃1, r̃1 + r2 = r̃1 + r̃2, r1, r2 ∈ R,

b ∈ B ⇒ b̃ ∈ B,

τ(bb′) = δb′,b̃, b, b′ ∈ B,

ãb = āb̃ für a ∈ A, b ∈ B.

Sind alle obigen Bedingungen erfüllt, so heißt (R,B,∼) ein A-Ring mit Basis.

Ist A = Z und sind keine der Strukturkonstanten negativ, so ist (R,B,∼) ein Ring mit
Basis.

Bemerkung 1.2.1. Die Algebra RC := R⊗A C ist halbeinfach.
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Beweis. Die Abbildungen ∼ und τ setzen sich wie in Bemerkung 1.1.3 auf R⊗A C fort:

r̃ ⊗ z := r̃ ⊗ z̄, τ ′ : r ⊗ z 7→ zτ(r).

Wie in Bemerkung 1.1.3 haben wir eine Sesquilinearform auf RC,

〈r, r′〉 := τ ′(r̃r′).

Es ist leicht nachzurechnen, daß diese hermitesch und positiv definit ist. Zu einem gegebenen
Ideal liefert sie ein orthogonales Komplement. Daß dieses wieder ein Ideal ist, zeigt man
genau wie in Bemerkung 1.1.3.

Die Tatsache, daß RC halbeinfach ist, werden wir später verwenden, um jedem solchen Ring
eine Matrix zuzuordnen. Nach dem Satz von Wedderburn-Artin ist nämlich RC als Ring
isomorph zu Cn mit komponentenweiser Multiplikation (weil R kommutativ ist). Bezüglich
der kanonischen Basen wird dieser Isomorphismus durch eine Matrix beschrieben, die alle
Informationen über die Struktur des Ringes beinhaltet.

Da R kommutativ ist, sind irreduzible RC-Moduln eindimensional. Wir identifizieren sie
deswegen mit ihren

”
Charakteren“ (die Spur der Endomorphismen). Wie oben haben wir

eine Orthogonalitätsrelation für irreduzible Charaktere. Diese folgt aus der folgenden Be-
merkung:

Bemerkung 1.2.2. Es seien E1, E2 zwei RC-Moduln und h : E1 → E2 eine C-lineare
Abbildung. Die Abbildung h0 : E1 → E2, e 7→

∑
i∈I bih(b̃ie) ist RC-linear.

Beweis. Wörtlich wie in Bemerkung 1.1.4.

Zusammen mit dem Lemma von Schur folgt daraus:

Bemerkung 1.2.3. Für zwei irreduzible Charaktere χ1, χ2 von RC gilt die Orthogonalitäts-
relation ∑

b∈B

χ1(b)χ2(b̃) = δχ1,χ2fχ1 (1.5)

mit passendem fχ1 ∈ C×.

Beweis. Es seien E1, E2 zu χ1, χ2 gehörige RC-Moduln. Ein b ∈ B operiert auf E1 bzw.
E2 als Skalar χ1(b) bzw. χ2(b). Für irgendeine C-lineare Abbildung h : E2 → E1 besagt
Bemerkung 1.2.2, daß

h0(e) =
∑
b∈B

χ1(b)h(χ2(b̃)e) =
(∑
b∈B

χ1(b)χ2(b̃)
)
h(e)
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ein RC-Modulhomomorphismus von E2 nach E1 ist. Nach dem Lemma von Schur ist h0

entweder ein Isomorphismus oder die Nullabbildung. Dieses gilt für alle C-linearen Abbil-
dungen h, so daß die Summe (1.5) Null ist, falls E1 � E2, d.h. χ1 6= χ2. Falls dagegen h0

ein Isomorphismus ist, kann (1.5) nicht Null sein, da es mindestens ein Element aus E2

gibt, das nicht auf Null abgebildet wird. Damit ist fχ1 ∈ C×.

Die Abbildungen τ,∼ kann man auch folgendermaßen interpretieren. Die Basis B verhält
sich wie eine

”
Orthonormalbasis“ und

〈r, r′〉 := τ(r̃r′)

wie ein
”
Skalarprodukt“, denn es gilt:

Bemerkung 1.2.4. Es sei (R,B,∼) ein A-Ring mit Basis und r ∈ R. Dann ist

r =
∑
b∈B

τ(b̃r)b =
∑
b∈B

〈b, r〉 b.

Beweis. Sind r =
∑

b′ cb′b
′ ∈ R, b ∈ B, so ist τ(br) = τ(

∑
b′ cb′bb

′) =
∑

b′ cb′τ(bb
′) = cb̃.

Anders als in Ringen mit Basis gilt in A-Ringen mit Basis R für ein r ∈ R nicht τ(r̃) = τ(r)
sondern τ(r̃) = τ(r). Daraus gewinnen wir wichtige Relationen zwischen den Strukturkon-
stanten:

Bemerkung 1.2.5. Es sei (R,B,∼) ein A-Ring mit Basis mit Strukturkonstanten Nk
ij.

Dann gelten für alle 0 ≤ i, j, k < n:

Nk
ij = N j̃

ik̃
= N ĩ

k̃j
, Nk

ij = N k̃
ĩj̃
.

Beweis. Wie in Bemerkung 1.1.4 können wir auch für A-Ringe mit Basis zeigen, daß
τ(b̃kbibj) = Nk

ij. Da R kommutativ ist, gilt

Nk
ij = τ(b̃kbibj) = τ(bjbib̃k) = N j̃

ik̃
,

und demnach Nk
ij = N j̃

ik̃
= N j̃

k̃i
= N ĩ

k̃j
. Außerdem ist Nk

ij = τ(b̃kbibj) = τ(bkb̃ib̃j) = N k̃
ĩj̃
.

In den nächsten Abschnitten wollen wir die Struktur von A-Ringen mit Basis etwas genauer
untersuchen. Wir sind besonders an Z-Ringen mit Basis (A = Z) interessiert. Deswegen
führen wir für diese einen Isomorphiebegriff ein.
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1.2.2 Isomorphie von Z-Ringen mit Basis

In vielen Fällen kommen Z-Ringe mit Basis von Matrizen (siehe 2.1.3), die in der ent-
sprechenden Theorie bis auf Permutationen der Spalten und Multiplikation mit Vorzeichen
eindeutig bestimmt sind.

Wir wollen deshalb isomorphe Ringe, bei denen es keinen Isomorphismus bzgl. der beiden
Basen gibt, der eine monomiale Matrix mit Einträgen 1 oder −1 ist, als nicht isomorph
ansehen. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 1.2.6. Es seien R1, R2 Z-Ringe mit den Basen B1 = {b1, . . . , bn1} und B2 =
{b′1, . . . , b′n2

}. Sie heißen isomorph, falls n1 = n2 ist, und es eine Permutation σ ∈ Sn1 und
eine Abbildung ν : B1 → {−1, 1} gibt, so daß der durch

R1 → R2, bi 7→ ν(bi)b
′
σ(i)

definierte Z-Modulhomomorphismus ein Ringisomorphismus ist.

Anmerkung 1.2.7. Ist (R,B) ein Z-Ring mit Basis und ν : B → {−1, 1} eine Abbildung,
so wird R als Z-Algebra auch von der Menge

B′ := {ν(b)b | b ∈ B}

erzeugt. Im Allgemeinen ist (R,B′) aber kein Z-Ring mit Basis (siehe 5.1 für ein Beispiel).
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Kapitel 2

Matrizen zu Z-Algebren

Wie schon im letzten Kapitel angesprochen wurde, können wir jedem Z-Ring mit Basis
eine Matrix zuordnen. Ist dagegen eine Matrix mit bestimmten Eigenschaften gegeben, so
erhalten wir aus ihr über die Formel von Verlinde die Strukturkonstanten eines Ringes. Im
Falle eines Z-Ringes mit Basis können wir sogar die Abbildung ∼ an den Spalten dieser
Matrix ablesen. Damit beinhaltet die Matrix alle Daten des Ringes.

2.1 Definition

2.1.1 Beispiel

Zur Motivation betrachten wir zuerst ein Beispiel, und zwar die Matrix

s :=

1 1 2
1 1 −1
1 −1 0

 ∈ C3×3

mit den Spalten v1, v2, v3, die eine Basis B (von C3) bilden. Die Zeilen dieser Matrix sind
orthogonal bezüglich des üblichen Skalarprodukts. Multiplizieren wir zwei Spaltenvektoren
komponentenweise und zerlegen wir das Resultat bezüglich B, so ergeben sich immer ganze
Zahlen als Koeffizienten, etwa: 2

−1
0

 ·

 2
−1
0

 =

1
1
1

+

 1
1
−1

+

 2
−1
0

 ,

d.h. v3 · v3 = v1 + v2 + v3. Das in C3 von v1, v2, v3 erzeugte Gitter ist also multiplikativ
abgeschlossen und ist eine endlich erzeugte Z-Algebra, die hier sogar ein Z-Ring mit Basis

21
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ist. (Dem aufmerksamen Leser wird aufgefallen sein, daß s die transponierte Charaktertafel
der symmetrischen Gruppe S3 ist).

2.1.2 Vom Ring zur Matrix

Es sei R eine endlich erzeugte kommutative Z-Algebra mit Eins, die ein freier Z-Modul mit
den Erzeugern b0, . . . , bn−1 ist. Die Multiplikation zweier Erzeuger definiert die Struktur-
konstanten:

bibj =
∑
k

Nk
ij bk, Nk

ij ∈ Z. (2.1)

Ist die C-Algebra R⊗ZC halbeinfach, so ist sie nach dem Satz von Wedderburn-Artin (siehe
zum Beispiel Theorem 2.4.1 in [10]) isomorph zur C-Algebra Cn (mit komponentenweiser
Multiplikation). Es sei ϕ ein C-Algebrenisomorphismus

ϕ : R⊗Z C → Cn.

Dieser Ringisomorphismus kann bezüglich der Basis {b0, . . . , bn−1} von R ⊗ C und der
kanonischen Basis {e1, . . . , en} von Cn als Matrix s ∈ Cn×n dargestellt werden, ϕ(bi) =∑

k skiek. Wegen ϕ(bibj) = ϕ(bi)ϕ(bj), folgt daraus für alle k, i, j:∑
l

N l
ijskl = skiskj, (2.2)

d.h. für festes k ist bi 7→ ski eine eindimensionale Darstellung von R über C. Sind die Zeilen
von s orthogonal zueinander, so können wir diese normieren und erhalten eine Matrix
S ∈ Cn×n mit SS̄T = 1.

Ist eines der Basiselemente das Einselement der Algebra, etwa b0, so sind alle Einträge in
der entsprechenden Spalte in s gleich 1, weil b0 auf

∑
i ei abgebildet wird. Die zugehörigen

Einträge in der S-Matrix sind deshalb positive reelle Zahlen ungleich Null.

Definition 2.1.1. Wir nennen die Matrix S die zum Ring R gehörige S-Matrix und s die
zum Ring R gehörige s-Matrix.

Anmerkung 2.1.2. Die S-Matrix ist abhängig von der Wahl von ϕ. Ein anderer Ring-
isomorphismus unterscheidet sich von ϕ um einen Automorphismus von Cn. Die andere
S-Matrix (oder s-Matrix) entsteht deshalb aus der ersten durch Permutation der Zeilen.
Das bedeutet, daß die S-Matrix nur bis auf Permutation der Zeilen eindeutig bestimmt ist.

Anmerkung 2.1.3. Zu einem explizit gegebenen Ring läßt sich die s-Matrix als Lösung eines
quadratischen Gleichungssystems mit n− 1 Variablen leicht am Computer bestimmen.

Ein Z-Ring mit Basis hat eine zugehörige S-Matrix, da er nach Bemerkung 1.2.1 mit C
tensoriert halbeinfach ist, und die irreduziblen Darstellungen nach Bemerkung 1.2.3 die
Orthogonalitätsrelation erfüllen.
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2.1.3 Von der Matrix zum Ring

Ist umgekehrt eine Matrix S ∈ Cn×n mit SS̄T = 1 gegeben, so können wir daraus unter
Umständen wieder einen Ring gewinnen.

Sind alle Einträge der i0-ten Spalte von S invertierbar, so dürfen wir

sij :=
Sij
Sii0

, 1 ≤ i, j ≤ n,

setzen. Die Matrix s definiert nach der Wahl zweier Basen einen Vektorraumisomorphismus
ϕ : Cn → Cn. Wir schreiben R̃ := Cn für den linken Raum und wählen für diesen eine
Basis {bi}i. Der rechte Raum sei wie oben mit der Basis {ei}i eine C-Algebra mit der
Multiplikation eiej = δijei. Wir fassen ϕ als Ringisomorphismus auf, d.h. wir transportieren
die Multiplikation vom Zielraum in den Raum R̃:

bibj = ϕ−1(ϕ(bi)ϕ(bj)).

So haben wir eine Ring-Struktur auf R̃ = Cn. Das Basiselement bi0 wird auf
∑

i ei abgebil-
det, ist also die Eins in R̃. Wegen ϕ(bi) =

∑
k skiek gilt

bibj = ϕ−1(
∑
k

∑
l

skisljekel) =
∑
k

skiskjϕ
−1(ek) =

∑
l

∑
k

skiskjs
′
lkbl,

wobei s′ = (s′lk)l,k die zu s inverse Matrix ist. Die Strukturkonstanten von R̃ sind

N l
ij =

∑
k

skiskjs
′
lk, (2.3)

oder auch (Formel von Verlinde )

N l
ij =

∑
k

SkiSkjSkl
Ski0

, (2.4)

da (wegen SS̄T = 1) s′lk = Ski0Skl gilt. Die Algebra R̃ ist per Definition halbeinfach.
Dagegen wissen wir a priori nicht, wann die Strukturkonstanten ganze Zahlen sind, d.h. ob
es eine Z-Algebra R mit Strukturkonstanten N l

ij und mit R⊗Z C ∼= R̃ gibt.

Definition 2.1.4. Es sei S wie oben und es gelte N l
ij ∈ Z für alle i, j, l. Dann sagen wir,

die Matrix S definiert eine Z-Algebra mit der Eins i0.

Falls i0 nicht aus dem Kontext gegeben ist, schreiben wir i0N
l
ij := N l

ij für die von der
Wahl von i0 abhängigen Strukturkonstanten. Es besteht folgender Zusammenhang zwischen
verschiedenen Wahlen der Eins:
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Bemerkung 2.1.5. Es seien m1,m2 zwei Indizes mit Slm1 , Slm2 6= 0 für alle l. Dann
erfüllen die oben definierten Strukturkonstanten die Relation∑

k

m2N
k
m1i m1N

j
m2k

= δij

für alle i, j. Es ist also (m1N
j
m2i

)i,j die inverse Matrix zu (m2N
j
m1i

)i,j.

Beweis. Wegen
∑

k Si1,kSi2,k = δi1,i2 gilt∑
k

∑
i1

Si1,iSi1,m1Si1,k
Si1,m2

∑
i2

Si2,kSi2,m2Si2,j
Si2,m1

=
∑
i1

Si1,iSi1,j = δi,j.

Dies ist nach der Formel 2.4 die gewünschte Aussage.

2.2 S-Matrix eines Z-Ringes mit Basis

Bemerkung 2.2.1. Es sei (R,B,∼) ein Z-Ring mit Basis. Dann hat R eine S-Matrix.
Die Involution ∼ operiert auf B wie die komplexe Konjugation auf den entsprechenden
Spalten von S.

Beweis. Wie oben schon angemerkt wurde, hat ein Z-Ring mit Basis eine S-Matrix mit
orthogonalen normierten Spalten. Die Spalte zum Basiselement b0 hat nur positive reelle
Einträge Sk0 = Sk0.
Es sei vi die Spalte zu b ∈ B in S und es bezeichne v̄i den zu vi komplex konjugierten
Vektor. Außerdem bezeichne 〈 , 〉 das Standardskalarprodukt auf Cn. Dann ist

δĩ,j = N0
i,j =

∑
k

SkiSkjSk0
Sk0

=
∑
k

SkiSkj = 〈vi, v̄j〉 = 〈v̄i, vj〉,

da δĩ,j ∈ R. Damit gilt

v̄ĩ =
∑
j

〈v̄ĩ, vj〉vj =
∑
j

δ˜̃i,jvj = vi,

da die Spalten von S eine Orthonormalbasis bilden.

Insbesondere ist bei Z-Ringen mit Basis die Menge der Spalten von S unter komplexer
Konjugation abgeschlossen, was im allgemeinen nicht gilt. Zum Beispiel ist R = Z[i] mit
Basis B = {1, i} und i2 = −1 kein Z-Ring mit Basis, da es keine geeignete Involution ∼
gibt. Dennoch gibt es eine zugehörige Matrix s:

s =

(
1 i
1 −i

)
.
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Die komplex konjugierte zweite Spalte ist nicht Spalte von s.

Mit Hilfe der S-Matrix können wir zeigen, daß keine Basiselemente eines Z-Ringes mit
Basis (bis auf die 1) idempotent sein können.

Proposition 2.2.2. Es sei (R,B,∼) ein Z-Ring mit Basis und 1 6= b ∈ B. Dann gilt
b2 6= b.

Beweis. Es seien s, S die Matrizen zu R (Notation wie oben). Angenommen ein Element
b 6= 1 aus der Basis sei idempotent. Dann entspricht diesem Element eine Spalte v von s.
Diese kann nur Einträge 0 oder 1 haben, da mit komponentenweiser Multiplikation v ·v = v
gelten soll.
Die entsprechende Spalte w in S entsteht aus v, indem wir den i-ten Eintrag durch eine
positive reelle Zahl ai teilen (die Norm der i-ten Zeile von s). Die der 1 entsprechende Spalte
w0 von S hat an der i-ten Stelle den Wert a−1

i . Die Spalten von S sind aber orthogonal,
d.h. 〈w0, w〉 = 0, woraus w = 0 folgt, da alle Einträge von w0 positive reelle Zahlen
ungleich Null sind. Es kann aber keine Spalte von S gleich dem Nullvektor sein, weil S
einen Isomorphismus beschreibt.

2.3 Fusionsdaten

Motiviert durch verschiedene von ihm als
”
nicht-abelsche Fourier-Transformationen“ be-

zeichnete Matrizen sammelt Lusztig in [17] die Axiome für ein sogenanntes Fusionsdatum.
Dieses beinhaltet eine solche Fouriermatrix und charakterisiert ihre Eigenschaften. Insbe-
sondere definiert diese Matrix einen Ring mit Basis, der von Lusztig Fusionsalgebra genannt
wird.

2.3.1 Definition

Es seiX eine endliche Menge mit einem ausgezeichnetem Element x0 und mit kommutieren-
den Involutionen ] : X → X und [ : X → X so, daß x]0 = x[0 = x0. Es seien S = (Sx,y)x,y∈X
eine Matrix mit komplexen Einträgen und t = (tx)x∈X ein Vektor mit komplexen Einträgen
ungleich Null, die durch X indiziert werden.
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Wir nennen (X, x0,
] ,[ , S, t) ein Fusionsdatum, falls die folgenden Bedingungen erfüllt

sind:

(a) Sx,y = Sx],y[ = Sx[,y] = Sx],y] = Sx[,y[ = Sy,x, für alle x, y ∈ X;

(b) tx[ = tx] = t−1
x = t̄x, für alle x ∈ X;

(c) Sx,x0 ∈ R>0 für alle x ∈ X, tx0 = 1;

(d)
∑

z∈X Sx,zSz,y = δx,y für alle x, y ∈ X;

(e)
∑

u∈X
Sx,uSy,uSz,u

Sx0,u
∈ N, für alle x, y, z ∈ X;

(f)
∑

x,y∈X Su,x[Sx,y[Sy,z[t−1
x t−1

y t−1
z = δu,z, für alle u, z ∈ X.

Anmerkung 2.3.1. Bei vielen sehr wichtigen Beispielen ist die Eigenschaft tx0 = 1 nicht
erfüllt. Es ist sinnvoll, die Definition deshalb leicht zu verallgemeinern. Wir werden, wenn
es um Fusionsdaten geht, immer angeben, ob tx0 = 1 gilt oder nicht.

Es sei T = (tx,y)x,y∈X die Matrix mit tx,y := δx,y[t−1
y . Dann erfüllen die Matrizen S und T

wegen der Bedingungen (d) und (f) die Gleichungen S2 = 1 und (ST )3 = 1, und definieren
damit eine Matrixdarstellung der Gruppe PSL2(Z).

Wegen (a),(c),(d) und (e) ist S die S-Matrix eines Ringes mit Basis. Die durch S eindeutig
bestimmte Involution ∼ setzt sich zusammen aus ] und [: x̃ = x][.

In der Physik werden die Matrizen S, T ein modulares Datum genannt; allerdings erfüllen
diese nicht exakt die Eigenschaften (a)-(f), sondern

(a) SS
T

= TT
T

= 1,

(b) T ist diagonal, S ist symmetrisch,

(c) (ST )3 = S2 = C,

wobei C eine Permutationsmatrix der Ordnung 2 ist, die mit S und T kommutiert (sie
heißt

”
charge conjugation“). Die Matrizen S, T definieren dann eine Matrixdarstellung der

Gruppe SL2(Z) (siehe z.B. [6]).

Durch eine Substitution T 7→ CT bilden wir (grob gesprochen) ein modulares Datum auf
ein Fusionsdatum ab. Es ist nämlich (S(CT ))3 = (ST )3C3 = C2 = I. Die Matrix CT ist
nicht diagonal. Hier entspricht die Permutation C der Abbildung [ von oben.
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Beispiel 1. Der Darstellungsring des Quantendoppels einer endlichen Gruppe hat eine S-
Matrix, die zusammen mit einer passenden T -Matrix ein Fusionsdatum definiert. Die Ka-
tegorie dieser Darstellungen ist sogar eine modulare Tensorkategorie (siehe Kapitel 7). Es
ist aber nicht klar, ob wir aus einem Fusionsdatum eine Tensorkategorie gewinnen können,
weil die Morphismen zwischen den einfachen Objekten (das wäre die Menge X) nicht vor-
gegeben sind.

2.3.2 Wess-Zumino-Witten-Verlinde-Ringe

Definition 2.3.2. Es sei p ∈ N, e = 2p und ζ die e-te Einheitswurzel exp(π
√
−1/p) ∈ C.

Die Matrix

S :=

(
(ζ ij − ζ−ij)√

−2p

)
1≤i,j≤p−1

bildet zusammen mit

t := (−κ−1ζ−
j2

2 )1≤j≤p−1,

κ := exp(2π
√
−1

24
) ein modulares Datum, das sogenannte Wess-Zumino-Witten-Verlinde-

Fusionsdatum (WZWV-Fusionsdatum) zu p, wie Verlinde es in [28] beweist. Die Inter-
pretation als Fusionsdatum stammt von Lusztig ([17]). Hier hat Lusztig übersehen, daß es
nur fast ein Fusionsdatum ist, weil die Eigenschaft t1 = 1 fehlt.

Man rechnet leicht nach, daß die zugehörige Fusionsalgebra ganze Zahlen als Strukturkon-
stanten hat, es kommen sogar nur die Zahlen 0 und 1 vor. Die Matrix S ist ein Spezialfall
einer Kac-Peterson-Matrix, die wir in Kapitel 6 genauer untersuchen werden.

2.3.3 Das Fusionsdatum Dih(p)

In [17], Abschnitt 3 definiert Lusztig eine Reihe von Fusionsdaten, die er
”
dihedral fusion

data“ nennt. Diese werden durch eine ganze Zahl p ≥ 3 parametrisiert. Sowohl die Definition
als auch der Beweis, daß es sich um Fusionsdaten handelt, sind sehr technisch. Wir werden
diese Fusionsdaten hier nicht mehr explizit gebrauchen und verzichten deshalb darauf, sie
zu definieren. Für die Tabellen in Kapitel 8 führen wir die Bezeichnung Dih(p) für den Ring
ein, der von der zugehörigen S-Matrix definiert wird.

In [17], Abschnitt 3.8 wird beschrieben, wie wir diese Ringe als Tensorkategorien ansehen
können. Diese Interpretation liefert folgende Konstruktion (vergleiche 8.5.2): Es sei R der
WZWV-Ring zu p (siehe Definition 2.3.2). Dann gibt es einen Teilring R′ von R ⊗ R und
ein Ideal I E R′, so daß R′/I als Z-Ring mit Basis isomorph zu Dih(p) ist (bei geeigneter
Wahl der Basis).
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2.4 Tensorprodukte von S-Matrizen

Es seien R,R′ die gemäß der Konstruktion in 2.1.3 zu den Matrizen S, S ′ gehörigen Z-
Algebren. Dann sind R ⊗ C ∼= Cm1 und R′ ⊗ C ∼= Cm2 für passende m1,m2 ∈ N. Auf der
Basis {ei1⊗ei2 | 1 ≤ i1 ≤ m1, 1 ≤ i2 ≤ m2} von Cm1⊗Cm2 operiert S⊗S ′ folgendermaßen:

(S ⊗ S ′)(ei1 ⊗ ei2) = (
∑
j1

Sj1,i1ej1)⊗ (
∑
j2

S ′j2,i2ej2) =
∑
j1,j2

Sj1,i1S
′
j2,i2

ej1 ⊗ ej2 .

Bemerkung 2.4.1. Die zur Matrix S ′′ := (Si1,j1S
′
i2,j2

)(i1,i2),(j1,j2) gehörige Z-Algebra mit
der Eins (1, 1) ist isomorph zu R⊗Z R

′.

Beweis. Wir bestimmen die Strukturkonstanten N ′′∗
∗,∗ zu S ′′ nach der Formel von Verlinde:

N ′′(k1,k2)
(i1,i2),(j1,j2) =

∑
(l1,l2)

Si1,l1S
′
i2,l2

Sj1,l1S
′
j2,l2

Sk1,l1S
′
k2,l2

S0,l1S
′
0,l2

=

=
∑
l1

Si1,l1Sj1,l1Sk1,l1
S0,l1

∑
l2

S ′i2,l2S
′
j2,l2

S ′k2,l2
S ′0,l2

= Nk1
i1,j1

N ′k2
i2,j2

,

wenn N∗
∗,∗, N

′∗
∗,∗ die Strukturkonstanten von S,S ′ sind. Andererseits ist

(bi1 ⊗ b′i2)(bj1 ⊗ b′j2) = (
∑
k1

Nk1
i1,j1

bk1 ⊗
∑
k2

N ′k2
i2,j2

b′k2) =
∑

(k1,k2)

Nk1
i1,j1

N ′k2
i2,j2

(bk1 ⊗ b′k2),

was offenbar dieselben Strukturkonstanten liefert.

Die gleiche Aussage gilt, falls wir statt der S-Matrizen die s-Matrizen (die Darstellungs-
matrix des Ringisomorphismus) verwenden. Der Ringisomorphismus s ⊗ s′ definiert auch
den Ring R⊗R′.

2.5 Symmetrische Potenzen

Es sei R ein Z-Ring mit Basis und s die zugehörige s-Matrix. Das n-fache Tensorprodukt
von R über Z hat nach Bemerkung 2.4.1 die s-Matrix

⊗n s. Schränken wir diese Matrix
auf den symmetrischen Anteil von

⊗n(R ⊗Z C) ein, so ist dies eine s-Matrix zu einem
Unterring von

⊗nR (dieser ist kein Teilring zu einer Teilmenge der Basis (siehe Abschnitt
3.1)).
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Das symmetrische Produkt ΣnCe ist der Teilraum von
⊗n Ce, der von

C :=
{ ∑
σ∈Sn

eiσ(1)
⊗ . . .⊗ eiσ(n)

| 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ in ≤ e
}

aufgespannt wird. Die Menge C ist eine Basis und hat
(
e+n−1
n

)
Elemente, die durch Tupel

ī = (i1, . . . , in) mit 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ in ≤ e indiziert werden. Die Einschränkung Σns von⊗n s auf ΣnCe hat bezüglich C die Darstellungsmatrix

(Σns)ī,j̄ = χ−1
ī

∑
σ∈Sn

n∏
ν=1

siνjσ(ν)
,

wobei χī := |{σ ∈ Sn | īσ = ī}| und īσ := (iσ(1), . . . , iσ(n)) sind. Die Matrix Σns definiert
einen Ring mit ganzen Strukturkonstanten, der aber kein Z-Ring mit Basis ist, da kom-
plexe Konjugation auf den Spalten von Σns eine Involution ∼ definiert, die nicht mehr die
geforderten Eigenschaften hat (siehe Beispiel 2).

Proposition 2.5.1. Ist s die s-Matrix eines Ringes mit den Strukturkonstanten Nk
i,j, so

definiert die Matrix Σns einen Ring mit den Strukturkonstanten

ΣN
k̄
ī,j̄ =

∑
σ1,σ2∈Sn

χ−1
ī
χ−1
j̄

n∏
ν=1

Nkν
iσ1(ν),jσ2(ν)

.

Liegen alle Nk
i,j in N bzw. Z, so sind auch alle ΣN

k̄
ī,j̄ in N bzw. Z.

Beweis. Ist s′ die zu s inverse Matrix, so ist
⊗n s′ die zu

⊗n s inverse Matrix. Die Ein-
schränkung auf ΣnCe ändert daran nichts, d.h. Σns′ ist die Inverse von Σns. Damit ist

ΣN
k̄
ī,j̄ =

∑
m̄∈C

(Σns)m̄,̄i(Σ
ns)m̄,j̄(Σ

ns′)k̄,m̄

=
∑
m̄∈C

∑
σ1,σ2,σ3∈Sn

χ−1
ī
χ−1
j̄
χ−1
m̄

n∏
ν=1

smν ,iσ1(ν)
smν ,jσ2(ν)

s′kν ,mσ3(ν)

=
e∑

m1,...,mn=1

∑
σ1,σ2,σ3∈Sn

χ−1
ī
χ−1
j̄

n!

n∏
ν=1

smν ,iσ1(ν)
smν ,jσ2(ν)

s′kν ,mσ3(ν)

=
e∑

m1,...,mn=1

1

n!

∑
σ3∈Sn

∑
σ1,σ2∈Sn

χ−1
ī
χ−1
j̄

n∏
ν=1

smν ,i
σ1σ−1

3 (ν)
smν ,j

σ2σ−1
3 (ν)

s′kν ,mν

=
∑

σ1,σ2∈Sn

χ−1
ī
χ−1
j̄

e∑
m1,...,mn=1

n∏
ν=1

smν ,iσ1(ν)
smν ,jσ2(ν)

s′kν ,mν
,

was nach der Formel (2.3) die gewünschte Gleichung ist. Es gibt genau χī Elemente σ1 in
Sn, die ī invariant lassen, also auch an der hinteren Summe nichts ändern; das gleiche gilt
für χj̄. Damit bleiben die Strukturkonstanten beim Übergang zum symmetrischen Produkt
in N bzw. Z.
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Beispiel 2. Es sei R der Ring Z[Z/3Z] mit s-Matrix s und n = 2. Dann definiert Σns den
Ring mit der Multiplikationstafel (siehe 3.3 für die Definition)

2666664
1 . . . . .
. 1 . . . .
. . 1 . . .
. . . 1 . .
. . . . 1 .
. . . . . 1

3777775 ,

2666664
. 1 . . . .
. . 1 2 . .
2 . . . 1 .
. . . . 1 .
. 1 . . . 2
. . 1 . . .

3777775 ,

2666664
. . 1 . . .
2 . . . 1 .
. 1 . . . 2
. 1 . . . .
. . 1 2 . .
. . . . 1 .

3777775 ,

2666664
. . . 1 . .
. . . . 1 .
. 1 . . . .
. . . . . 1
. . 1 . . .
1 . . . . .

3777775 ,

2666664
. . . . 1 .
. 1 . . . 2
. . 1 2 . .
. . 1 . . .
2 . . . 1 .
. 1 . . . .

3777775 ,

2666664
. . . . . 1
. . 1 . . .
. . . . 1 .
1 . . . . .
. 1 . . . .
. . . 1 . .

3777775 .

Wir können durch einen passenden Basiswechsel erreichen, daß es die Involution ∼ gibt,
nur ist dieser Basiswechsel kein Z-Algebrenhomomorphismus.

Experimentell stellen wir fest:

Vermutung 2.5.2. Es seien e = 2, n ∈ N und Ñk
i,j die Strukturkonstanten des WZWV-

Ringes zu n + 2, wobei wir die Basis wie in Definition 2.3.2 sortieren und durch 0, . . . , n
indizieren. Dann gilt

ΣN
k
i,j = Ñk

i,j

(
n− k

(i+ j − k)/2

)(
k

(−i+ j + k)/2

)
,

wobei ΣN
k
i,j die Strukturkonstanten zu Σns sind, wenn s die s-Matrix zu Z[Z/2Z] ist (die

Tupel (i1, . . . , in), die die Basis indizieren, haben Einträge 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ in ≤ 2, werden
also durch die Anzahl der Einsen im Tupel indiziert). Man beachte, daß Ñk

i,j immer Null
ist, falls i+ j + k ungerade ist.



Kapitel 3

Teilringe und Graduierung in
Z-Ringen mit Basis

3.1 Teilringe zu Teilmengen der Basis

Betrachten wir zuerst den Gruppenring einer endlichen Gruppe. Wählen wir eine Unter-
gruppe, so ist der zugehörige Gruppenring ein Unterring des gesamten Ringes. Schauen wir
uns allgemeiner bei beliebigen Z-Ringen mit Basis die Unterringe an, die als Z-Modul von
einer Teilmenge von B erzeugt werden, so stellt sich heraus, daß es im Allgemeinen nicht
sehr viele sind, aber noch genug, um Aussagen über die Struktur des Ringes zu gewinnen.

Betrachten wir einen noch unbekannten Ring R, so finden wir häufig bekannte Unterringe.
Manchmal können wir dann ausschließen, daß R isomorph zu einem uns schon bekannten
Ring ist, da die Unterringstruktur nicht übereinstimmt. Außerdem ist R zusammen mit
dem Unterring eine Ringerweiterung mit besonderen Eigenschaften, die wir im nächsten
Kapitel untersuchen werden.

3.1.1 Definition

Es sei R ein Z-Ring mit Basis B.

Definition 3.1.1. Es sei 1 ∈ B′ ⊆ B eine Teilmenge der Basis, so daß das Produkt zweier
Elemente aus B′ eine Kombination von Elementen aus B′ ist:

bibj =
∑
bk∈B′

Nk
ijbk für bi, bj ∈ B′.

Dann heißt die von B′ erzeugte Z-Algebra in R ein Teilring zur Teilmenge B′.

31
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Beispiel 3. Der Gruppenring Z[G] einer endlichen GruppeG hat als Teilringe zu Teilmengen
von G genau die Ringe Z[H] zu den Untergruppen H von G.

Beispiel 4. Der WZWV-Ring zu p = 6 hat als Teilring den Charakterring der Symmetri-
schen Gruppe S3.

Für die nachfolgenden Propositionen benötigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.1.2. Ist R ein Z-Ring mit Basis B, so gibt es zu jedem b ∈ B ein m ∈ N mit
τ(bm) 6= 0.

Beweis. Es sei v die zu b gehörige Spalte der s-Matrix von R. Ist vm =
∑

i λixi, wobei xi
die Spalten von s sind, so ist τ(bm) = λ0 gleich dem Koeffizienten vor der Eins x0.
Die zur Eins gehörige Spalte w der S-Matrix hat als Einträge die Normen der Zeilen von
s, also positive reelle Zahlen. Damit ist wvm =

∑
i λiwxi =

∑
i λiXi, wenn Xi die Spalten

von S sind (w = X0). Diese bilden aber eine Orthonormalbasis, d.h.

τ(bm) = λ0 = 〈wvm, w〉,

(w = w̄). Da die Multiplikation komponentenweise ist, können wir deshalb ohne Ein-
schränkung annehmen, daß alle Einträge von v ungleich 0 sind.
Wenn die Basis n Elemente hat, so sind die Potenzen v0, . . . , vn von v linear abhängig. Es
sei ein minimales k gewählt, so daß v0, . . . , vk linear abhängig sind. Dann gibt es c0, . . . , ck−1

mit
vk + ck−1v

k−1 + · · ·+ c0v
0 = 0.

Angenommen τ(bm) = 0 für alle m > 0. Dann ist 〈wvm, w〉 = 0 für alle m > 0. Insbesondere
ist auch

0 = 〈w(vk + ck−1v
k−1 + · · ·+ c0v

0), w〉 = 〈wc0v0, w〉 = c0〈w,w〉,
d.h. c0 = 0. Da aber alle Einträge von v ungleich Null sind, ist v invertierbar, und es gilt
vk−1 + ck−1v

k−2 + · · ·+ c1v
0 = 0, was ein Widerspruch zur minimalen Wahl von k ist.

Anmerkung 3.1.3. Aus dem letzten Beweis ergibt sich auch, daß die Einträge der s-Matrix
eines Ringes mit Basis ganz algebraisch über Z sind, weil die Potenzen einer Spalte linear
abhängig sind.

Wahrscheinlich gilt sogar, daß es ein m gibt mit τ(bm) > 0. Es genügt aber nicht ein m
mit τ(bm) 6= 0 zu wählen und bm zu quadrieren, denn das Quadrat eines Elements kann im
Allgemeinen auch einen negativen Anteil an der Eins haben. Ist zum Beispiel R := Z[Z/3Z]
mit der Basis {b0, b1, b2}, so ist b̃1 = b2 und b1b2 = 1. Dann ist τ(−b0 − b1 + b2) = −1 und
τ((−b0 − b1 + b2)

2) = τ(−b0 + 3b1 − b2) = −1. Dennoch ist τ((−b0 − b1 + b2)
3) = 5 > 0.

Teilringe zu Teilmengen der Basis sind Z-Ringe mit Basis:

Proposition 3.1.4. Es sei R ein Z-Ring mit Basis B und R′ ein Teilring zur Teilmenge
B′ ⊆ B. Dann ist ∼ (R′) ⊆ R′, d.h. (R′, B′,∼|R′) ist ein Z-Ring mit Basis.
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Beweis. Es genügt zu zeigen, daß b̃ ∈ B′ für alle b ∈ B′. Seien dazu b ∈ B′ und m ∈ N mit
τ(bm) 6= 0 (Lemma 3.1.2). Ist bm−1 =

∑
b′ cb′b

′ für geeignete cb′ ∈ Z, so ist

0 6= τ(bm) = τ(
∑
b′

bcb′b
′) =

∑
b′

cb′τ(bb
′) = cb̃,

d.h. b̃ ∈ B′ und somit ∼ (R′) ⊆ R′.

Eine wichtige Tatsache, die wir später noch brauchen werden, ist, daß der vom Komplement
der Basis B′ eines Teilringes R′ erzeugte Z-Modul ein R′-Modul ist:

Proposition 3.1.5. Ist R ein Z-Ring mit Basis B und R′ ein Teilring zur Teilmenge
B′ ⊆ B, so ist der von B\B′ erzeugte Z-Untermodul ein R′-Modul bzgl. der Multiplikation
aus R.

Beweis. Es sei B′′ := B\B′ und b ∈ B′,m ∈ B′′. Ist bm = ca + r mit a ∈ B′, c ∈ Z und
r ∈ 〈B\{a}〉 (ohne a-Anteil), so ist

τ(ãbm) = τ(ã(ca+ r)) = τ(cãa) + τ(ãr) = c,

(τ(ãr) = 0, da r keinen Anteil an a hat). Daraus folgt mit Bemerkung 1.2.4 ãb = cm̃ + r′

für ein geeignetes r′ ohne m̃-Anteil. Da aber ã, b in B′ und m̃ in B′′ liegen (Proposition
3.1.4), muß c = 0 gelten. Dieses gilt für alle a ∈ B′ und somit ist bm im Erzeugnis von
B′′.

Für beliebige endlich erzeugte Z-Algebren gilt Proposition 3.1.5 nicht. Ein Gegenbeispiel
ist: B = {1, a, b} und b2 = 1, ab = ba = a, a2 = a. Das Erzeugnis R′ = 〈1, a〉 ist ein Teilring
zur Teilmenge {1, a}. Der von b erzeugte Z-Modul ist kein R′-Modul. In diesem Beispiel ist
ein Basiselement ungleich 1 idempotent, was nach Proposition 2.2.2 in Z-Ringen mit Basis
nicht möglich ist.

3.1.2 Teilringe zu Teilmengen bei Charakterringen

Die Teilringe zu Teilmengen von Charakterringen von endlichen Gruppen sind leicht zu
beschreiben. Wir benötigen dazu den Satz von Burnside-Brauer (siehe zum Beispiel [13],
Theorem 4.3):

Satz 3.1.6 (Burnside, Brauer). Es sei χ ein treuer Charakter der endlichen Gruppe G,
χ nehme genau m verschiedene Werte auf G an. Dann ist jeder irreduzible Charakter von
G Komponente eines der Charaktere χ0, . . . , χm−1.

Korollar 3.1.7. Es sei G eine endliche Gruppe. Der Charakterring von G hat als Teilringe
zu Teilmengen der Basis genau die Charakterringe von Faktorgruppen von G.
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Beweis. Die irreduziblen Charaktere einer Faktorgruppe von G können wir kanonisch als
Charaktere von G ansehen (konstant auf die Nebenklassen fortsetzen). Somit liefert jede
Faktorgruppe einen Teilring zur Teilmenge.

Umgekehrt definiere die Teilmenge B′ := {χ1, . . . , χn} von B einen Teilring. Es sei N der
Kern des Charakters θ :=

∑
i χi. Dieser ist gleich dem Schnitt der Kerne der Elemente von

B′:
N = ker θ =

⋂
i

kerχi = {g ∈ G | χi(g) = χi(1) für alle 1 ≤ i ≤ n}.

Da N ⊆ kerχi für alle i gilt, kann jedes χi als irreduzibler Charakter der Faktorgruppe G/N
angesehen werden. Damit ist der Teilring R′ zu B′ ein Unterring des Charakterrings A von
G/N . Andererseits ist θ ein treuer Charakter von G/N . Nach Satz 3.1.6 finden wir jeden
irreduziblen Charakter von G/N als Komponente einer Potenz von θ, d.h. A = R′.

In Kapitel 7 werden wir die Teilringe zu Teilmengen der Basis im Darstellungsring des
Quantendoppels einer endlichen Gruppe untersuchen.

3.1.3 Einfache Z-Ringe mit Basis

Für Tafelalgebren (Definition siehe 1.1.2) gibt es auch ausgezeichnete Unterstrukturen.
Teilmengen C von B mit der Eigenschaft C̃C ⊆ C heißen abgeschlossene Teilmengen
(dies ist äquivalent zu CC ⊆ C und C̃ = C, siehe [3]). Die von abgeschlossenen Teilmengen
erzeugten Algebren entsprechen nicht den Teilringen zu Teilmengen der Basis. Wegen CC ⊆
C ist die von C erzeugte Algebra eine Halbgruppenalgebra. Eine Tafelalgebra heißt einfach,
falls sie außer den trivialen keine abgeschlossenen Teilmengen hat.

Wir nennen einen Z-Ring mit Basis einfach, falls es außer den trivialen Unterringen keine
Teilringe zu Teilmengen der Basis gibt. Einfach sind zum Beispiel die Gruppenringe und
Charakterringe von einfachen Gruppen. Eine ganze Reihe von Fusionsalgebren zu affinen
Algebren (siehe Kapitel 6) sind auch einfach.

3.1.4 Isomorphietests, Invarianten

Will man für zwei Z-Ringe mit Basis bestimmen, ob sie isomorph sind, so kann man ver-
schiedene Invarianten berechnen:

Bemerkung 3.1.8. Es seien R1, R2 Z-Ringe mit Basen B1, B2, die zueinander isomorph
sind. Dann gilt:

(i) {{|Nk
ij| | bj, bk ∈ B1} | bi ∈ B1} = {{|Nk

ij| | bj, bk ∈ B2} | bi ∈ B2} (als Multisets)
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(ii) {|B′| | 〈B′〉 = R′ Teilring zu einer Teilmenge B′ von B1} =
{|B′| | 〈B′〉 = R′ Teilring zu einer Teilmenge B′ von B2} (mit Vielfachheiten)

(iii) Die Anzahl der Idempotente in den Ringen R1 ⊗Q, R2 ⊗Q ist gleich.

Andererseits weiß man, daß zwei Ringe isomorph sind, wenn man aus den zugehörigen
s-Matrizen direkt einen Isomorphismus erhält: Sind R1, R2 Z-Ringe mit Basis und den
s-Matrizen s1, s2, so sind diese als Z-Algebren isomorph, falls s1s

−1
2 oder s2s

−1
1 eine Matrix

mit ganzen Einträgen ist. Wenn eine dieser Matrizen eine monomiale Matrix mit Einträgen
±1 ist, so sind die Ringe als Z-Ringe mit Basis isomorph (siehe 1.2.6).

Umgekehrt haben isomorphe Z-Ringe mit Basis nicht unbedingt diese Eigenschaft: Es sei
R der Z-Ring mit Basis {1, a, b} und

a · a = 1− a− b, a · b = −a, b · b = 1.

Dieser Ring ist isomorph zum Charakterring R′ der symmetrischen Gruppe S3. Sind s1, s2

die s-Matrizen zu R,R′, so haben weder s1s
−1
2 noch s2s

−1
1 nur ganze Einträge.

3.2 Graduierte Z-Ringe mit Basis

Es sei n ∈ N. Ab jetzt bezeichnen wir die zyklische Gruppe Z/nZ mit n Elementen mit Cn
und den Gruppenring Z[Z/nZ] mit Zn.

In vielen Fällen kann man die Basis B eines Z-Ringes mit Basis so partitionieren

B = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mr, Mi ∩Mj = ∅ für i 6= j,

daß es für alle 1 ≤ i, j ≤ r genau ein 1 ≤ k ≤ r gibt mit MiMj ⊆ 〈Mk〉. Es sei J :=
{1, . . . , r} und

µ : J × J → J, (i, j) 7→ k.

Falls µ auf J eine assoziative Operation definiert, d.h.

µ(µ(i, j), k) = µ(i, µ(j, k)),

so ist (J, µ) ein Monoid, denn dasjenige i mit 1 ∈Mi ist neutrales Element der Halbgruppe
(J, µ).

Definition 3.2.1. Es sei J ′ ein Monoid. Ein Z-Ring mit Basis R, für den es eine Partition
der Basis gibt, so daß das zugehörige (J, µ) ein Monoid bildet, das isomorph zu J ′ ist, heißt
ein J ′-graduierter Z-Ring mit Basis.
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Wir schreiben dann: Der Ring R ist graduiert über dem Teilring R′, der von den Basisele-
menten vom Grad 0J erzeugt wird.

Beispiel 5. Ist A eine abelsche Gruppe, so ist Z[A] für jeden Normalteiler N von A ein
A/N -graduierter Z-Ring mit Basis. Die Elemente vom Grad 0 (neutrales Element in A/N)
bilden einen Teilring, der isomorph zu Z[N ] ist.

Es sei M1 ⊆ B die Teilmenge, die die Eins enthält. Diese definiert einen Teilring R′, und
die von Mi erzeugten Z-Untermoduln 〈Mi〉 von R sind sogar R′-Moduln (mit der Multipli-
kation aus R als Operation). Die Umkehrung gilt nicht: Wenn wir einen Teilring R′ wählen
und die Basis so partitionieren, daß Elemente, die durch Multiplikation mit Elementen aus
R′ ineinander übergeführt werden können, zusammengelegt werden, so erhalten wir im All-
gemeinen keine Graduierung (siehe zum Beispiel den Darstellungsring der symmetrischen
Gruppe S4 im nächsten Abschnitt).

Anmerkung 3.2.2. Meistens haben die Mengen Mi unterschiedlich viele Elemente. Wir
haben dann nicht die Situation aus Beispiel 5, bei dem sozusagen R mit der

”
Basis“

M1, . . . ,Mr wieder ein Ring wird. Ein typisches Beispiel ist der WZWV -Ring (siehe 8.2.1).

Bei Tafelalgebren (Definition in 1.1.2) gibt es ein ähnliches Konzept. Die Graduierung ist
dort eine Partition der Basis derart, daß das Produkt der Teilmengen assoziativ ist. Diese
Definition stimmt nicht mit der obigen überein.

3.3 Multiplikationstafeln und Beispiele

Wir stellen die Multiplikation in einem Z-Ring mit Basis als Tafel folgendermaßen dar: Jedes
Basiselement bi operiert auf R wie eine lineare Abbildung, die wir bezüglich B als Matrix
A(i) darstellen (reguläre Darstellung). Diese Matrizen bilden die Multiplikationstafel, denn

A(i)j,k = Nk
i,j.

Betrachten wir zwei Beispiele für Z-Ringe mit Basis. Es sei S4 die symmetrische Gruppe
auf 4 Punkten und R der Darstellungsring von S4 mit der Basis B bestehend aus den
Isomorphieklassen von irreduziblen Darstellungen.

Sind χ0 der 1-Charakter, ε der Signum-Charakter, θ der irreduzible Charakter vom Grad
2 und ψ, εψ die irreduziblen Charaktere vom Grad 3, so sieht die Tafel zu R bezüglich der
Basis χ0, ε, θ, ψ, εψ (in dieser Reihenfolge) so aus (

”
.“ bedeutet

”
0“):

26664
1 . . . .
. 1 . . .
. . 1 . .
. . . 1 .
. . . . 1

37775 ,

26664
. 1 . . .
1 . . . .
. . 1 . .
. . . . 1
. . . 1 .

37775 ,

26664
. . 1 . .
. . 1 . .
1 1 1 . .
. . . 1 1
. . . 1 1

37775 ,

26664
. . . 1 .
. . . . 1
. . . 1 1
1 . 1 1 1
. 1 1 1 1

37775 ,

26664
. . . . 1
. . . 1 .
. . . 1 1
. 1 1 1 1
1 . 1 1 1

37775 .

Jeweils die erste Spalte jeder Matrix definiert die Involution∼, die hier offenbar die Identität
ist. Außerdem erkennen wir zwei Teilringe zu Teilmengen der Basis: Die ersten beiden
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Elemente definieren einen Teilring Z2; die ersten drei erzeugen den Darstellungsring der
Gruppe S3. Der gesamte Ring ist über keinem der beiden graduiert. Dennoch ist der von
{ψ, εψ} erzeugte Z-Modul ein Modul über dem Teilring zu {χ0, ε, θ}.

Die Multiplikationstafel des Darstellungsrings des Quantendoppels von S3 (siehe Kapitel
7) sieht folgendermaßen aus:

26666666664

1 . . . . . . .
. 1 . . . . . .
. . 1 . . . . .
. . . 1 . . . .
. . . . 1 . . .
. . . . . 1 . .
. . . . . . 1 .
. . . . . . . 1

37777777775
,

26666666664

. 1 . . . . . .
1 . . . . . . .
. . 1 . . . . .
. . . 1 . . . .
. . . . 1 . . .
. . . . . 1 . .
. . . . . . . 1
. . . . . . 1 .

37777777775
,

26666666664

. . 1 . . . . .

. . 1 . . . . .
1 1 1 . . . . .
. . . . 1 1 . .
. . . 1 . 1 . .
. . . 1 1 . . .
. . . . . . 1 1
. . . . . . 1 1

37777777775
,

26666666664

. . . 1 . . . .

. . . 1 . . . .

. . . . 1 1 . .
1 1 . 1 . . . .
. . 1 . . 1 . .
. . 1 . 1 . . .
. . . . . . 1 1
. . . . . . 1 1

37777777775
,

26666666664

. . . . 1 . . .

. . . . 1 . . .

. . . 1 . 1 . .

. . 1 . . 1 . .
1 1 . . 1 . . .
. . 1 1 . . . .
. . . . . . 1 1
. . . . . . 1 1

37777777775
,

26666666664

. . . . . 1 . .

. . . . . 1 . .

. . . 1 1 . . .

. . 1 . 1 . . .

. . 1 1 . . . .
1 1 . . . 1 . .
. . . . . . 1 1
. . . . . . 1 1

37777777775
,

26666666664

. . . . . . 1 .

. . . . . . . 1

. . . . . . 1 1

. . . . . . 1 1

. . . . . . 1 1

. . . . . . 1 1
1 . 1 1 1 1 . .
. 1 1 1 1 1 . .

37777777775
,

26666666664

. . . . . . . 1

. . . . . . 1 .

. . . . . . 1 1

. . . . . . 1 1

. . . . . . 1 1

. . . . . . 1 1

. 1 1 1 1 1 . .
1 . 1 1 1 1 . .

37777777775
.

(Die Indizierung der Basiselemente ist nicht die kanonische aus Kapitel 7, weil die Gradu-
ierung dann schlechter zu sehen ist.) Auch hier ist ∼ trivial. Die Teilmengen

{b1, b2, b3}, {b1, b2, b5}, {b1, b2, b6}, {b1, b2, b4}

erzeugen jeweils einen Ring, der isomorph zum Darstellungsring von S3 ist. Der gesamte
Ring ist C2-graduiert über dem Teilring zur Teilmenge {b1, b2, b3, b4, b5, b6}. Dieser ist iso-
morph als Z-Ring mit Basis zum Darstellungsring der 4. Gruppe der Ordnung 18 (in der
Numerierung von GAP oder Magma), welche ein semidirektes Produkt C3 o S3 ist.
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Kapitel 4

Erweiterungen von Z-Ringen mit
Basis

Wenn Teilmengen der Basis von R unter Umständen Teilringe von R definieren, so ist es
naheliegend die andere Richtung zu untersuchen: Welche Bedingungen müssen Elemente
erfüllen, die man zur Basis hinzufügt, damit dabei ein Z-Ring mit Basis und Teilring R
entsteht?

Ist (R,B) ein Z-Ring mit Basis und R′ ein Teilring zur Teilmenge B′, so haben wir schon in
Proposition 3.1.5 gesehen, daß das Komplement M := 〈B\B′〉 ein R′-Modul ist, also eine
Darstellung von R′. Die irreduziblen Darstellungen von R′ sind aber genau die Zeilen der
zugehörigen s-Matrix (sie sind eindimensional, da R kommutativ ist). Wir wissen also, wie
sich Elemente aus B′ und B\B′ multiplizieren: Sind B = {b0, . . . , bn−1,m1, . . . ,mr} und
B′ = {b0, . . . , bn−1}, so sind folgende Strukturkonstanten durch die Darstellung M gegeben:

Nmk
bimj

= Nmk
mjbi

= N b̃i
mjm̃k

, 1 ≤ j, k ≤ r, 0 ≤ i < n.

Nur die Strukturkonstanten Nmk
mimj

sind durch die Vorgabe von M nicht festgelegt. Falls
M eindimensional ist, etwa M = 〈m〉, so ist Nm

mm frei wählbar. Ist es zweidimensional, so
werden die einschränkenden Gleichungen, die durch die Assoziativität gegeben sind, etwas
komplizierter.

4.1 Erweiterung durch ein Element

Es sei R′ ein Z-Ring mit Basis B′. Wir wollen ein Element m zur Basis hinzufügen. Da R′

ein Teilring des neuen Rings sein sollte, müssen wir nur die Produkte b · m, b ∈ B′ und
m ·m definieren.

39
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Proposition 4.1.1. Es sei R′ ein Z-Ring mit Basis B′ = {b0, . . . , bn−1} und R ein freier
Z-Modul über B′ ∪ {m}, m /∈ R′. Dann gelten:

(a) Ist R ein Z-Ring mit Basis und Teilring R′ zur Teilmenge B′, so gibt es eine Zeile
(a0, . . . , an−1) der s-Matrix von R′ mit ai ∈ Z und bi ·m = aim für 0 ≤ i < n.

(b) Ist (a0, . . . , an−1) eine Zeile der s-Matrix von R′, so wird R mit

bi ·m = aim, m ·m =
∑
i

aibi

und der Multiplikation von R′ auf B′ ein Z-Ring mit Basis, der Z/2Z-graduiert über
R′ ist.

Beweis. Es sei R ein Z-Ring mit Basis und Teilring R′ zur Teilmenge B′. Nach Proposition
3.1.5 ist der von m erzeugte Z-Untermodul von R ein R′-Modul, also eine eindimensionale
Darstellung des Ringes R′ über Z und somit eine Zeile (a0, . . . , an−1) der s-Matrix mit
ai ∈ Z. Es gilt bi ·m = aim.

Es sei jetzt m · m :=
∑

i aibi. Wir zeigen, daß diese Multiplikation assoziativ ist. Da R
kommutativ sein soll, reicht es (mm)bj = m(mbj) für alle j zu zeigen. Diese Gleichung ist
äquivalent zu ∑

i

∑
k

Nk
ijaibk =

∑
k

ajakbk.

Da (a0, . . . , an−1) eine Zeile der s-Matrix ist gilt nach Bemerkung 2.2.1 āi = aĩ. Daher ist
die linke Seite wegen ∑

i

Nk
ijai =

∑
i

N ĩ
k̃j
aĩ =

∑
i

N i
k̃j
ai = ak̃aj

gleich
∑

k ak̃ajbk =
∑

k ākajbk, was wiederum wegen āk = ak (ak ∈ Z) gleich der rechten
Seite ist.
Wir müssen noch zeigen, daß der neue Ring eine entsprechende Involution ∼ besitzt: Wir
definieren m̃ := m. Dann ist τ(bim) = 0 und τ(m̃m) = a0 = 1. Es bleibt nachzuprüfen, ob

b̃im = m̃b̃i für alle i gilt. Dies folgt aber sofort aus ai = āĩ = aĩ.
Die Z/2Z-Graduierung ist trivialerweise vorhanden.

Beispiel 6. Es seien R′ der Charakterring der endlichen Gruppe G und {χ1, . . . , χn} die
irreduziblen Charaktere von G. Wählen wir (a1, . . . , an) = (χ1(1), . . . , χn(1)) die Charak-
tergrade als neue Strukturkonstanten, d.h. χi · m = χi(1)m und m · m =

∑
i χi(1)χi, so

erhalten wir wieder einen Z-Ring mit Basis, eine
”
Wurzel der regulären Darstellung“ (sogar

einen Ring mit Basis).
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Beispiel 7. In [27] wird zu jeder endlichen abelschen Gruppe A eine Tensorkategorie defi-
niert: Die einfachen Objekte sind A ∪ {m} und das Tensorprodukt ist

a⊗ b ∼= ab, a⊗m ∼= m ∼= m⊗ a, m⊗m ∼=
⊕
a∈A

a,

für a, b ∈ A. Bei einer abelschen Gruppe sind alle Charaktergrade 1; der Grothendieck-Ring
dieser Tensorkategorie ist demnach der Spezialfall des Rings aus Beispiel 6 für G = A.

Wir können den Koeffizienten vor m im Produkt m ·m ungleich Null wählen. Das liefert
auch einen Z-Ring mit Basis, aber die Graduierung geht dabei verloren.

4.2 Erweiterung durch mehrere Elemente

Schauen wir uns zunächst den allgemeinen Fall an. Es seien alle Bezeichnungen wie am
Anfang des Kapitels, d.h. B = {b0, . . . , bn−1,m1, . . . ,mr} usw. und B′′ := {m1, . . . ,mr}.
Insbesondere sei M := 〈m1, . . . ,mr〉 ein R′-Modul. Wir berechnen die Gleichungen, die die
Strukturkonstanten Nmk

mimj
erfüllen müssen:

Proposition 4.2.1. Es seien Ci := (Nmk
mimj

)1≤j,k≤r, Ai := (Nmk
bimj

)1≤j,k≤r. Angenommen es

gelte m̃ = m für alle m ∈ M . Dann ist R assoziativ genau dann, wenn R′ assoziativ ist
und

(∗) CqCp − CpCq =
(∑

k

N bk
mpmj

N b̃k
mqm̃l

−N bk
mqmj

N b̃k
mpm̃l

)
1≤j,l≤r

,

(∗∗) CqAp − AqCp = 0

für alle 1 ≤ p, q ≤ r gelten.

Beweis. Da R kommutativ ist, ist es assoziativ genau dann, wenn

(bimp)mq = bi(mpmq) und (mpmq)ml = mp(mqml)

für alle 0 ≤ i < n, 1 ≤ p, q, l ≤ r gilt. (Die Gleichung (bibj)mp = bi(bjmp) gilt, da M ein
R′-Modul ist, (bibj)bk = bi(bjbk) gilt, weil R′ ein assoziativer Ring ist.) Die linke Gleichung
ist äquivalent dazu, daß (∗∗) gilt, und daß M ein R′-Modul ist. Die rechte Gleichung führt
zu (∗) und (∗∗).
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4.3 Erweiterung durch zwei Elemente

Ist speziell r = 2 so wird (∗) zu einer einzigen Gleichung:

Proposition 4.3.1. Es gelten die Voraussetzungen aus Proposition 4.2.1. Ist r = 2, so
wird die Gleichung (∗) zu (

C1C2 − C2C1

)
1,2

= δχ1,χ2|χ1|,

wenn sich die Darstellung M von R′ über C in die eindimensionalen Darstellungen (Zeilen
der s-Matrix) χ1 und χ2 zerlegt, d.h. M ⊗Z C ∼= χ1⊕χ2 (es bezeichne χi sowohl den Modul
als auch den Homomorphismus).

Beweis. Gleichung (∗) ist nur dann interessant, wenn p 6= q und j 6= l. In diesem Fall wird
die rechte Seite zu

∑
k det(Ak). Da aber M ⊗Z C ∼= χ1 ⊕ χ2 ist, gibt es eine Basis, in der

alle Ak diagonal sind. Dann ist det(Ak) = χ1(bk)χ2(bk) und die Orthogonalitätsrelation
(Bemerkung 1.2.3) liefert die gewünschte Gleichung.

Korollar 4.3.2. Ist M die direkte Summe von zwei unterschiedlichen eindimensionalen
Darstellungen, so liefert Nmk

mimj
:= 0 eine Erweiterung von R′. Diese ist Z/2Z-graduiert.

Ist allerdings M direkte Summe von einer Darstellung mit sich selbst, so wird R mit
Nmk
mimj

:= 0 nicht assoziativ, insbesondere gibt es keine Z/2Z-graduierte Erweiterung von
R′ durch M .

4.4 Auswirkung auf die s-Matrizen

Es sei R′ < R eine Ringerweiterung durch ein Element, wie sie oben definiert wurde. Ist
s′ die s-Matrix von R′, so entsteht die s-Matrix s von R, indem wir eine Zeile von s′

verdoppeln und eine Spalte hinzufügen, die nur in den verdoppelten Zeilen ungleich Null
ist und dort die Norm dieser Zeile als Einträge hat.

Etwas allgemeiner gilt: Es sei (R,B) ein Z-Ring mit Basis und R′ ≤ R ein Teilring zur
Teilmenge B′ ⊆ B. Die s-Matrix s von R hat als Zeilen die irreduziblen Darstellungen von
R. Da R′ auch ein Z-Ring mit Basis ist (siehe Proposition 3.1.4), hat er auch eine s-Matrix
s′ (Bemerkung 2.2.1).

Ist ρ : R→ C eine irreduzible Darstellung von R, so ist ρ|R′ natürlich auch eine Darstellung
von R′. Ist s̃ die |B| × |B′| Matrix, die aus s entsteht, indem nur die zu Elementen aus
B′ gehörigen Spalten beibehalten werden, so sind ihre Zeilen irreduzible Darstellungen
von R′. Es gibt aber nur |B′| nicht isomorphe irreduzible Darstellungen von R′ (Satz von
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Wedderburn-Artin). Daraus folgt, daß es in s̃ höchstens |B′| verschiedene Zeilen gibt, die
sich bei einer Erweiterung auf ein R vervielfachen.
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Kapitel 5

Äußere Produkte

In [20] führt G. Malle für bestimmte imprimitive komplexe Spiegelungsgruppen (die Grup-
pen G(e, 1, n), Definition in 8.1) sogenannte unipotente Grade ein, die im Fall der Weyl-
gruppe einer endlichen Gruppe vom Lie-Typ mit den Graden unipotenter Charaktere über-
einstimmen. Die Übergangsmatrix von den sogenannten Scheingraden (fake degrees) zu den
unipotenten Graden definiert eine Fourier-Transformation, die wir als S-Matrix einer Z-
Algebra ansehen können. Daß die Strukturkonstanten dieses Ringes ganze Zahlen sind,
wird in [20] nicht gezeigt. Um das zu beweisen, müssen wir äußere Produkte untersuchen.

Wir haben in 2.5 bereits gesehen, daß symmetrische Potenzen einer S-Matrix Z-Ringe mit
Basis liefern. Hat diese Matrix e Spalten und Zeilen, so ist auch der Vektorraum

∧n Ce

invariant unter
⊗n S. Der Automorphismus

⊗n S|Vn Ce hat bzgl. der kanonischen Basis
die Eigenschaften einer S-Matrix und definiert für bestimmte S einen Z-Ring mit Basis.

Wir werden zuerst zeigen, daß dieses bei der S-Matrix des Gruppenrings einer zyklischen
Gruppe für beliebige e und n funktioniert. Daraus werden wir folgern, daß auch die oben
erwähnte Fourier-Transformation Z-Ringe mit Basis definiert.

Interessanterweise können wir diese Konstruktion auch auf die S-Matrix des WZWV-
Fusionsdatums anwenden. Im nächsten Kapitel werden wir sehen, daß dieses eine Fourier-
Matrix einer Kac-Moody-Algebra vom Typ C

(1)
l ist. Daraus ergibt sich, daß die Struk-

turkonstanten des zugehörigen Ringes nicht negative ganze Zahlen sind, wofür wir keinen
direkten Beweis finden konnten.

Die Charakterringe von Diedergruppen der Ordnung 2n, n ungerade liefern im äußeren
Produkt vermutlich Z-Ringe mit Basis. Wie diese mit affinen Algebren zusammenhängen,
muß noch untersucht werden. Andere S-Matrizen, wie etwa die des Darstellungsringes des
Quantendoppels einer endlichen Gruppe, definieren im äußeren Produkt keinen Ring, da
es meistens keine Zeile (oder Spalte) ohne 0 gibt, und somit keine geeignete Eins gewählt
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werden kann.

5.1 Äußeres Produkt von zyklischen Gruppenringen

5.1.1 Notation

Es sei e ∈ N und ζ = exp(2πi
e

) ∈ C. Dann ist s = (ζ ij)0≤i,j≤e−1 ∈ Ce×e die s-Matrix und

S = ( ζ
ij
√
e
)0≤i,j≤e−1 ∈ Ce×e die S-Matrix von Ze(= Z[Z/eZ]). Wir betrachten den Vektorraum∧n Ce, n ≤ e. Dieser hat als Unterraum von

⊗n
i=1 Ce die Basis

C :=
{ ∑
σ∈Sn

εσeiσ(1)
⊗ . . .⊗ eiσ(n)

| 0 ≤ i1 < . . . < in ≤ e− 1
}
,

wobei εσ das Vorzeichen der Permutation σ und e0, . . . , ee−1 die kanonische Basis von Ce

ist (e mit Index ist ein Basiselement, ohne Index ist es das e ∈ N von oben). Diese Basis
wird durch die n-Tupel (i1, . . . , in) mit 0 ≤ i1 < . . . < in ≤ e − 1 indiziert; es bezeichne
also (i1, . . . , in) das entsprechende Basiselement.

Die Einschränkung von
⊗n

i=1 S auf
∧n Ce definiert einen Automorphismus

∧n S. Wegen

(
n⊗
i=1

S)
∑
σ∈Sn

εσeiσ(1)
⊗ . . .⊗ eiσ(n)

=
∑
σ∈Sn

εσ(
e∑

j1=1

Sj1,iσ(1)
ej1)⊗ . . .⊗ (

e∑
jn=1

Sjn,iσ(n)
ejn)

=
∑
j1,...,jn

(∑
σ∈Sn

εσ

n∏
ν=1

Sjν ,iσ(ν)

)
ej1 ⊗ . . .⊗ ejn

=
∑

0≤j1<...<jn≤e−1

∑
τ∈Sn

ετ

(∑
σ∈Sn

εσ

n∏
ν=1

Sjτ(ν),iσ(ν)

)
ejτ(1)

⊗ . . .⊗ ejτ(n)

=
∑

0≤j1<...<jn≤e−1

(∑
σ∈Sn

εσ

n∏
ν=1

Sjν ,iσ(ν)

)∑
τ∈Sn

ετejτ(1)
⊗ . . .⊗ ejτ(n)

hat
∧n S bezüglich der Basis C die Darstellungsmatrix

(
n∧
S)ī,j̄ =

∑
σ∈Sn

εσ

n∏
ν=1

Siν ,jσ(ν)
= det((Siν ,jν′ )1≤ν,ν′≤n),

wobei ī = (i1, . . . , in), j̄ = (j1, . . . , jn).
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Wir wählen in C das Element ī0 := (0, . . . , n − 1) aus. Bis auf einen Normierungsfaktor
ist (

∧n S)ī,̄i0 eine Vandermondesche Determinante
∏

1≤λ1<λ2≤n(ζ
iλ2 − ζ iλ1 ) und deshalb

ungleich 0. Wir definieren eine Matrix ŝ ∈ C|C|×|C| durch

ŝī,j̄ :=
(
∧n S)ī,j̄

(
∧n S)ī,̄i0

,

die wir als Algebrenisomorphismus auffassen können (siehe 2.1.3). Das Bild der Algebra∧n Ce mit komponentenweiser Multiplikation unter ŝ ist dann ein Ring mit den Struktur-
konstanten

N l̄
j̄,k̄ =

∑
ī∈C

(
∧n S)ī,j̄(

∧n S)ī,k̄(
∧n S)ī,l̄

(
∧n S)ī,̄i0

.

5.1.2 Ganzheit und Involution

Wir wollen zeigen, daß die Matrix
∧n S mit ī0 einen Z-Ring mit Basis definiert. Dazu

müssen wir zunächst nachprüfen, daß N l̄
j̄,k̄

ganze Zahlen sind.

Anmerkung 5.1.1. Der Quotient
(
Vn S)ī,j̄

(
Vn S)ī,̄i0

in der obigen Summe ist gerade die Schur-Funktion

sj̄′(x1, . . . , xn), j̄
′ := (jn − (n − 1), . . . , j2 − 1, j1) ausgewertet an den Stellen (ζ i1 , . . . , ζ in)

(siehe [18], [24] oder im Anhang S.113). Die beiden nächsten Lemmata können auch durch
entsprechende Aussagen über Schur-Funktionen ersetzt werden, die im Anhang S.113 aus-
geführt werden.

Die beiden nächsten Lemmata liefern eine für den Beweis passende Darstellung des Quoti-

enten
(
Vn S)ī,j̄

(
Vn S)ī,̄i0

:

Lemma 5.1.2. Es sei M die Menge der Matrizen m = (mj,k)1≤j,k≤n in Nn×n
0 mit mj,k ≤

mj+1,k+1 für 1 ≤ j, k < n und mj+1,k < mj,k für 1 ≤ j < k ≤ n. Für ī = (i1, . . . , in) ∈ Nn,
i1 < . . . < in sei

Mī = {m ∈M | m1,k = ik, 1 ≤ k ≤ n mj,k = 0, 1 ≤ k < j ≤ n},

und für j > 1, a ∈ N, m ∈M seien

wj(m) :=
( n∑
k=j−1

mj−1,k

)
−
( n∑
k=j

mj,k

)
− (n− j + 1),

zj(a) := {m ∈Mī | wj(m) = a}.
Dann gilt für alle 1 < i, j ≤ n+ 1, a ∈ N:

|zi(a)| = |zj(a)|.
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Beweis. Wir zeigen: |zj(a)| = |zj+1(a)|. Es sei also m ∈Mī mit wj(m) = a. Mit

vk := {m(j+1),k,m(j−1),(k−1) − 1} für j < k ≤ n,

vk := {m(j−1),(k−1) − 1} für k = j, k = n+ 1

gilt wegen der beiden Bedingungen an die Elemente von M

(max vk) + 1 ≤ mj,k ≤ min vk+1,

und zwar so, daß fürmj,k (bei fest vorgegebenenml,k, l 6= j) genau die Werte von (max vk)+
1 bis min vk+1 erlaubt sind. Wir definieren ein m̃ ∈ Mī mit ml,k = m̃l,k, l 6= j so, daß
a = wj(m) = wj+1(m̃):

m̃j,k := (max vk) + (min vk+1) + 1−mj,k.

Das ergibt
n∑
k=j

m̃j,k =
n∑
k=j

(max vk) + (min vk+1) + 1−mj,k =

= (max vj) + 1−mj,j + (min vn+1) +
n∑

k=j+1

(max vk) + (min vk) + 1−mj,k =

= m(j−1),(j−1) −mj,j +m(j−1),n − 1 +
n∑

k=j+1

(max vk) + (min vk) + 1−mj,k.

Wegen max vk + min vk = m(j+1),k +m(j−1),(k−1) − 1 für j < k < n+ 1 ist

n∑
k=j

m̃j,k =
( n∑
k=j

−mj,k

)
+
( n∑
k=j−1

m(j−1),k

)
+
( n∑
k=j+1

m(j+1),k

)
− 1,

und daraus folgt sofort die geforderte Eigenschaft. Die Abbildungm 7→ m̃ ist eine Bijektion,
die ein m mit wj(m) = a auf ein m̃ mit wj+1(m̃) = a abbildet.

Lemma 5.1.3. Es seien ī, j̄ ∈ C. Mit Pī,j̄ := det(ζ iµjν )µ,ν und ī0 := (0, . . . , n − 1) nimmt
die Schur-Funktion sj̄ bei (ζ i1 , . . . , ζ in) den Wert

Pī,j̄
Pī,̄i0

=
∑
m∈Mj̄

n∏
ν=1

ζ iνwν+1(m)

an, wobei

wj(m) =
( n∑
k=j−1

m(j−1)k

)
−
( n∑
k=j

mjk

)
− (n− j + 1).
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Beweis. Der Nenner Pī,̄i0 ist eine Vandermondesche Determinante

Vī = Pī,̄i0 =
∏

1≤λ1<λ2≤n

(ζ iλ2 − ζ iλ1 ).

Für ein m̄ = (m1, . . . ,mn) mit 0 ≤ m1 < . . . < mn ≤ e− 1 gilt

Pī,m̄ = ζ i1m1 det(ζ iµmν − ζ iµm1+(i1mν−i1m1))2≤µ,ν≤n

= ζ−(n−2)i1m1 det(ζ i1m1+iµmν − ζ i1mν+iµm1)2≤µ,ν≤n.

Wir haben für alle v1, v2, i1, i2 ∈ Z, i1 < i2 die Gleichung (folgt direkt aus der geometrischen
Reihe)

ζ i1v1+i1v2 − ζ i1v2+i2v1

ζ i2 − ζ i1
= ζ i1(v2−1)+i2v1

v2−v1−1∑
µ=0

ζ(i2−i1)µ.

Daraus folgt

Pī,m̄ = ζ−(n−2)i1m1

n∏
k=2

(ζ ik − ζ i1) det

(
ζ i1(mν−1)+iµm1

mν−m1−1∑
η=0

ζ(iµ−i1)η

)
2≤µ,ν≤n

= ζ−(n−2)i1m1

n∏
k=2

(ζ ik − ζ i1)ζ i1(mk−1)+ikm1

m2−m1−1∑
η2=0

· · ·
mn−m1−1∑
ηn=0

det(ζ(iµ−i1)ην )2≤µ,ν≤n

=

m2−1∑
η2=m1

· · ·
mn−1∑

ηn=m(n−1)

ζ i1m1

n∏
k=2

(ζ ik − ζ i1)ζ i1(mk−1)−i1ηk det(ζ iνηµ)2≤µ,ν≤n

=

m2−1∑
η2=m1

· · ·
mn−1∑

ηn=m(n−1)

ζ i1m1

n∏
k=2

ζ i1(mk−1)−i1ηkP(i2,...,in),(η2,...,ηn)
Vī

V(i2,...,in)

.

Mit m1,ν := mν und Induktion folgt daraus

Pī,m̄
Vī

=

m1,2−1∑
m2,2=m1,1

· · ·
m1,n−1∑

m2,n=m1,(n−1)

( m2,3−1∑
m3,3=m2,2

· · ·
m2,n−1∑

m3,n=m2,(n−1)

(
· · ·
( m(n−1),n−1∑
mn,n=m(n−1),(n−1)

ζ i1(m1,1+
Pn

k=2(m1,k−m2,k−1))ζ i2(m2,2+
Pn

k=3(m2,k−m3,k−1)) · · ·

ζ in−1(m(n−1),(n−1)+m(n−1),n−mn,n−1)ζ in(mn,n)
)))

.

Die Exponenten sind genau die in Lemma 5.1.2 definierten Zahlen.

Satz 5.1.4. Die oben definierten Strukturkonstanten N l̄
j̄,k̄

sind ganze Zahlen.
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Beweis. Wegen sij = ζ ij hat jede Zeile von s die Norm
√
e. Damit ist Sij = ζij

√
e

und

(
n∧
S)ī,j̄ =

1√
e
n

∑
σ∈Sn

εσ

n∏
ν=1

ζ iνjσ(ν) .

Wir erhalten

N k̄
j̄,m̄ =

1

en

∑
0≤i1<...<in≤e−1

Pī,j̄Pī,k̄Pī,m̄
Pī,(0,...,n−1)

,

wenn Pī,j̄ := det(ζ iµjν )µ,ν . Lemma 5.1.3 liefert für Dī,m̄ :=
Pī,m̄

Vī
die Formel

Dī,m̄ =
∑
m∈Mm̄

n∏
ν=1

ζ iνwν+1(m).

Diese ist nun auch für beliebige Tupel (i1, . . . , in), 0 ≤ i1, . . . , in ≤ e− 1 definiert. Im allge-
meinen ist Dī,m̄ für ein ī mit zwei gleichen Einträgen ungleich 0. Der Ausdruck Pī,j̄Pī,k̄Dī,m̄

ist aber in diesem Fall dennoch 0, da die Determinanten Pī,j̄, Pī,k̄ gleich 0 sind. Außerdem
wissen wir, daß Dī,m̄ unter Permutation der i1, . . . , in invariant ist, falls 0 ≤ i1 < . . . < in ≤
e − 1 (das gilt vermutlich immer, wir benötigen dies aber nur für paarweise verschiedene
i1, . . . , in). Die Determinanten Pī,j̄, Pī,k̄ verändern sich dabei nur um Vorzeichen, die sich
gegenseitig aufheben. Wir dürfen also folgendermaßen umformen:

N k̄
j̄,m̄ =

1

en

∑
0≤i1<...<in≤e−1

Pī,j̄Pī,k̄Dī,m̄ =
1

enn!

∑
0≤i1,...,in≤e−1

Pī,j̄Pī,k̄Dī,m̄.

Wir wollen zeigen, daß a :=
∑

0≤i1,...,in≤e−1 Pī,j̄Pī,k̄Dī,m̄ eine ganze Zahl und kongruent 0

modulo enn! ist. Wir setzen für Pī,j̄ den Ausdruck
∑

σ∈Sn
εσ
∏n

ν=1 ζ
iνjσ(ν) ein:

a =
∑

σ1,σ2∈Sn

εσ1εσ2

∑
m∈Mm̄

∑
0≤i1,...,in≤e−1

n∏
ν=1

ζ iν(jσ1(ν)−kσ2(ν)+wν+1(m)),

wobei sich die innere Summe auch so schreibt:

e−1∑
i1=0

ζ i1(jσ1(1)−kσ2(1)+w1+1(m))

e−1∑
i2=0

ζ i2(jσ1(2)−kσ2(2)+w2+1(m)) · · ·
e−1∑
in=0

ζ in(jσ1(n)−kσ2(n)+wn+1(m)).

Für ein Paar (σ1, σ2) ist dieses genau dann ungleich 0, falls alle Klammern (jσ1(ν)−kσ2(ν) +
wν+1(m)) kongruent 0 modulo e sind. Nach Lemma 5.1.2 nehmen die wν+1(m),m ∈Mm̄ für
alle ν die gleichen Werte mit gleicher Vielfachheit an. Damit ist mit (σ1, σ2) auch (σ1τ, σ2τ),
τ ∈ Sn ein geeignetes Paar (εσ1τεσ2τ = εσ1εσ2). Jedes geeignete Paar liefert am Ende ein
en. Damit ist R kongruent 0 modulo enn!, woraus N k̄

j̄,m̄ ∈ Z folgt.

Wir können übrigens nicht zeigen, daß die Strukturkonstanten natürliche Zahlen sind, weil
dies im allgemeinen nicht gilt:
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Beispiel 8. Mit e = 4, n = 2 haben wir 6 Basiselemente. Die Multiplikationstafel sieht
folgendermaßen aus:

2666664
1 . . . . .
. 1 . . . .
. . 1 . . .
. . . 1 . .
. . . . 1 .
. . . . . 1

3777775 ,

2666664
. 1 . . . .
. . 1 1 . .
. . . . 1 .
. . . . 1 .
−1 . . . . 1
. −1 . . . .

3777775 ,

2666664
. . 1 . . .
. . . . 1 .
. . . . . 1
−1 . . . . .
. −1 . . . .
. . . −1 . .

3777775 ,

2666664
. . . 1 . .
. . . . 1 .
−1 . . . . .
. . . . . 1
. −1 . . . .
. . −1 . . .

3777775 ,

2666664
. . . . 1 .
−1 . . . . 1
. −1 . . . .
. −1 . . . .
. . −1 −1 . .
. . . . −1 .]

3777775 ,

2666664
. . . . . 1
. −1 . . . .
. . . −1 . .
. . −1 . . .
. . . . −1 .
1 . . . . .

3777775 .

Dieses ist noch kein Z-Ring mit Basis, da die Involution ∼ zum Beispiel das zweite Basisele-
ment auf minus das vierte Basiselement abbildet. Substitutionen der Form b 7→ −b (die
Isomorphismen von Z-Algebren sind) beseitigen dieses Problem. Es ist aber nicht möglich,
durch solche Substitutionen einen Ring mit Basis zu erhalten (wir können mit dem Com-
puter leicht alle 26 Vorzeichenwechsel ausschließen).

Nach einem geeigneten Vorzeichenwechsel der Basiselemente haben wir einen Z-Ring mit
Basis:

Satz 5.1.5. Die Matrix
∧n S definiert eine Z-Algebra, die nach einer geeigneten Substitu-

tion der Basiselemente der Form bī 7→ ±bī ein Z-Ring mit Basis ist.

Beweis. Satz 5.1.4 zeigt, daß
∧n S eine Z-Algebra definiert. Wir definieren eine Abbildung

∼, die nach einer Substitution der Basiselemente diese Algebra zu einem Z-Ring mit Basis
macht. Ist ī = (i1, . . . , in) ∈ C ein Basiselement, so ergibt

ī′ := (n− 1− i1, . . . , n− 1− in)

aufsteigend sortiert ein Basiselement ˜̄i. Es sei ∼: C → C, ī 7→ ˜̄i und γī ∈ {±1} das Signum
der Permutation, die zum Sortieren von ī′ benötigt wird. Wir zeigen für beliebige j̄ ∈ C:

N ī0
ī,j̄

=

{
δ˜̄i,j̄ falls ī = ˜̄i

±δ˜̄i,j̄ falls ī 6= ˜̄i.

Daraufhin definieren wir eine Substitution u: Für N ī0

ī,̃̄i
= −1 (dann ist auch ī 6= ˜̄i) sei

u(bī) := −bī und u(b˜̄i) := b˜̄i, d.h. wir wählen zwischen bī und b˜̄i eines aus, das wir mit

einem Minus versehen (dann ist τ(u(bī)u(b˜̄i)) = −N ī0

ī,̃̄i
= 1). Für N ī0

ī,̃̄i
= 1 sei u(bī) := bī.

Mit der Notation aus Satz 5.1.4 und ī, ī′, ˜̄i wie am Anfang des Beweises stellen wir zunächst
fest, daß für alle k̄ ∈ C

(∗) Pk̄,̄i = Pk̄,−ī = Pk̄,̄i′

n∏
ν=1

ζ−kν(n−1) = γīPk̄,̃̄i

n∏
ν=1

ζ−kν(n−1)
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gilt. Daraus folgt aber

N ī0
ī,j̄

=
1

en

∑
0≤k1<...<kn≤e−1

Pk̄,̄iPk̄,̄i0Pk̄,j̄
Pk̄,̄i0

= γīγī0
1

en

∑
0≤k1<...<kn≤e−1

P
k̄,̃̄i
Pk̄,̄i0Pk̄,j̄

Pk̄,̄i0
= γīγī0δ˜̄i,j̄,

weil die Spalten von
∧n S orthonormal sind. Wenn ī = ˜̄i gilt, wird zum Sortieren von ī′ die

gleiche Permutation wie zum Sortieren von ˜̄i0 benötigt (weil dann n− 1− in = i1 gilt, und
somit (n−1− i1, . . . , n−1− in) absteigend sortiert ist). Die Vorzeichen der Permutationen
sind also gleich, d.h. γīγī0 = 1.
Wir müssen noch die Multiplikativität von ∼ beweisen, d.h. N m̄

˜̄i,˜̄j
= N ˜̄m

ī,j̄ für alle ī, j̄, m̄ ∈ C
(nach der Substitution u). Dazu schauen wir uns an, was mit der obigen Gleichung geschieht,
wenn wir sie komplex konjugieren:

N m̄
˜̄i,˜̄j

= N m̄
˜̄i,˜̄j

=
1

en

∑
0≤k1<...<kn≤e−1

P
k̄,̃̄i
Pk̄,m̄Pk̄,˜̄j

Pk̄,̄i0

(∗)
= γīγj̄γm̄γī0N

˜̄m
ī,j̄.

Nach der Substitution u heben sich die Vorzeichen auf: Ein bī wird höchstens dann durch
−bī substituiert, wenn N ī0

ī,̃̄i
= −1, d.h. wenn γī 6= γī0 . Andererseits gilt für die restlichen ī

aus C γī = γī0 . Gilt nun in der obigen Formel etwa γī 6= γī0 , so wird entweder bī oder b˜̄i
durch −bī bzw. −b˜̄i substituiert; dabei erhält N ˜̄m

ī,j̄ bzw. N m̄
˜̄i,˜̄j

ein zusätzliches Vorzeichen, das

zusammen mit γī den Wert γī0 liefert. Nach der Substitution bleibt demnach als Vorzeichen
γ4
ī0

= 1 übrig.

Satz 5.1.5 und Bemerkung 2.2.1 ergeben, daß die Spalten der s-Matrix ŝ bezüglich der kom-
plexen Konjugation abgeschlossen sind. Da die zu ī0 gehörige Spalte der Matrix

∧n S nicht
nur reelle Einträge hat, ist die Menge ihrer Spalten jedoch nicht abgeschlossen bezüglich
komplexer Konjugation. Die S-Matrix des Ringes, wie sie in Kapitel 2 definiert wird, ist des-
halb nicht

∧n S. Erst wenn wir
∧n S in jeder Zeile mit einer Einheitswurzel multiplizieren

(so daß die Spalte ī0 schließlich nur noch reelle Einträge hat) erhalten wir die S-Matrix.

5.1.3 Negative Strukturkonstanten

Beispiel 8 zeigt, daß die Strukturkonstanten auch negativ sein können. Berechnungen am
Computer belegen, daß es wahrscheinlich immer einen Ring R′ doppelter Dimension gibt,
so daß unser Ring R ein Faktorring R′/I für ein geeignetes Ideal I ER′ ist:

Vermutung 5.1.6. Es sei C = {b1, . . . , bq} die obige Basis zu dem obigen Ring R und R̃
der freie Z-Modul erzeugt von {b1, . . . , bq, b′1, . . . , b′q}. Es sei π der Modul-Epimorphismus

R̃ → R, bi 7→ bi, b
′
i 7→ −bi mit Kern I := 〈bi + b′i | i = 1, . . . , q〉. Weiterhin sei ϕ : R → R̃

durch ∑
i

λibi 7→
∑
i

δλi≥0λibi − δλi<0λib
′
i
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definiert. Dann ist die auf R̃ definierte Multiplikation c1c2 := ϕ(π(c1)π(c2)) assoziativ und
die Strukturkonstanten von R̃ liegen in N. Das heißt, R ist Faktorring eines Ringes mit
positiven Strukturkonstanten doppelter Dimension.

Die Vermutung wurde am Computer für alle Ringe mit höchstens 50 Basiselementen über-
prüft. Dazu genügt es, alle 3 < e ≤ 10, 1 < n < e− 1 zu durchlaufen. Die restlichen (n = 1
oder n = e− 1) sind Gruppenringe von zyklischen Gruppen.

Bei beliebigen Z-Ringen mit Basis funktioniert diese Methode der Basisverdoppelung nicht
(zum Beispiel beim Ring aus Abschnitt 8.5).

5.1.4 Wahl der Eins

Es sei jetzt m̄ = (m1, . . . ,mn) aus C mit (
∧n S)ī,m̄ 6= 0 für alle ī. Mit der Wahl von m̄ = ī0

wurde die 1 im neuen Ring festgelegt. Es stellt sich die Frage, welche anderen Wahlen
m̄ ∈ C ganze Strukturkonstanten liefern. Wir fassen die Matrix s̃ ∈ C|C|×|C|,

s̃ī,j̄ :=
(
∧n S)ī,j̄

(
∧n S)ī,m̄

,

als Algebrenisomorphismus auf. Das Bild von
∧n Ce unter s̃ ist dann ein Ring mit den

Strukturkonstanten

m̄N
l̄
j̄,k̄ :=

∑
ī∈C

(
∧n S)ī,j̄(

∧n S)ī,k̄(
∧n S)ī,l̄

(
∧n S)ī,m̄

,

und mit der Eins m̄. Bemerkung 2.1.5 besagt, daß (m̄1N
ī
ī0,j̄

)ī,j̄ die inverse Matrix zu (N j̄
m̄1 ,̄i

)ī,j̄
ist. Damit sind alle Strukturkonstanten rationale Zahlen, aber nicht immer ganze Zahlen.
Zum Beispiel haben wir bei e = 7, n = 4 für m̄ = ī0 = (0, 1, 2, 3) nur Strukturkonstanten
aus {−2,−1, 0, 1, 2}, aber für m̄ = (0, 1, 2, 4) die Werte {−1,−1

2
, 0, 1

2
, 1}. Somit ist nicht

jedes Basiselement geeignet. Gewisse m̄ sind jedoch geeignet. Zwei Modifikationen an ī0
liefern eine brauchbare Eins:

Für jedes f ∈ Z, das teilerfremd zu e ist, sind die Potenzen 1, ζf , ζf2, . . . , ζf(e−1) unter-
schiedlich. Alle Argumente im Beweis von Satz 5.1.4 stimmen noch, falls wir ζ durch ζf

ersetzen. Das Tupel (0, f, 2f, . . . , (n − 1)f) ∈ (Z/eZ)n ist aber nicht immer aufsteigend
sortiert. Wird zum Sortieren die Permutation σ benötigt, und ist m̄f das sortierte Tupel,
so ändert sich die Formel für die Strukturkonstanten nur um das Vorzeichen εσ, und wir
haben m̄f

N k̄
ī,j̄ ∈ Z.

Für ein r ∈ Z können wir im Beweis von Satz 5.1.4 das Tupel ī0 ersetzen durch m̄+r :=
(r, r + 1, . . . , r + n − 1). Dann ergibt sich in der letzten Formel ein zusätzlicher Faktor
ζ−

P
ν iν , der aber die Argumentation nicht ändert. Insgesamt erhalten wir

m̄+r
f
N k̄
ī,j̄ ∈ Z.
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Vielleicht liegen die Strukturkonstanten nicht mehr in Z, wenn m̄ ∈ C nicht von der Form
m̄+r
f ist. Eine notwendige Bedingung an m̄ ist:

Proposition 5.1.7. Damit die Strukturkonstanten zu m̄ ganze Zahlen sind, muß zumindest

|
∏
j̄∈C

Dj̄,m̄| = |
∏
j̄∈C

Sj̄,m̄
Sj̄ ,̄i0

| = 1

sein.

Beweis. Wenn die Strukturkonstanten ganze Zahlen sind, dann haben die Matrizen (m̄N
k̄
ī,j̄)j̄,k̄

ganze Einträge, und ihre Determinanten sind auch ganz.
Insbesondere ist die Determinante der Matrix A := (m̄N

k̄
ī0,j̄

)j̄,k̄ ganz. Nach Bemerkung 2.1.5

ist A die inverse Matrix von (ī0N
k̄
m̄,j̄)j̄,k̄. Somit müssen det(A) und det(A−1) ganze Zahlen

sein. Das geht aber nur, falls | det(A−1)| = 1. Wir bestimmen det(A−1).
Dazu benötigen wir etwas Notation: Wir schreiben S∗,∗ statt (

∧n S)∗,∗ und Sym(C) für die
symmetrische Gruppe auf C. Mit

∑
īp̄∈C, p̄∈C sind |C| Summen der Form

∑
ī∈C gemeint,

bei denen die Variablen durch p̄ ∈ C indiziert sind. Dann ist:

det(A−1) =
∑

σ∈Sym(C)

εσ
∑

īp̄∈C, p̄∈C

∏
j̄∈C

Sīj̄ ,m̄Sīj̄ ,j̄Sīj̄ ,σ(j̄)

Sī0 ,̄ij̄
=

=
∑

īp̄∈C, p̄∈C

det

(
Sīj̄ ,m̄Sīj̄ ,j̄Sīj̄ ,k̄

Sī0 ,̄ij̄

)
j̄,k̄

=
∑

īp̄∈C, p̄∈C

∏
j̄∈C

Sīj̄ ,m̄Sīj̄ ,j̄

Sīj̄ ,̄i0

 det(Sīj̄ ,k̄)j̄,k̄.

Nun ist det(Sīj̄ ,k̄)j̄,k̄ genau dann ungleich 0, wenn alle īj̄, j̄ ∈ C unterschiedlich sind, und

falls es ungleich 0 ist, ist es gleich ± det(S) = ±1 (das Vorzeichen entsteht durch die
Reihenfolge, in der die īj̄ für j̄ in C die Menge C durchlaufen). Die Menge der paarweise
verschiedenen īj̄ wird gerade durch Sym(C) parametrisiert: Zu σ ∈ Sym(C) entspricht die
Menge der īj̄ = σ(j̄). Daraus ergibt sich:

det(A−1) =
∑

σ∈Sym(C)

εσ
∏
j̄∈C

Sσ(j̄),m̄Sσ(j̄),j̄

Sσ(j̄),̄i0

=

=
∑

σ∈Sym(C)

εσ

∏
j̄∈C

Sj̄,m̄
Sj̄ ,̄i0

∏
j̄∈C

Sσ(j̄),j̄ =
∏
j̄

Sj̄,m̄
Sj̄ ,̄i0

det(S) =
∏
j̄

Sj̄,m̄
Sj̄ ,̄i0

,

was per Definition von D∗,∗ gleich
∏

j̄∈C Dj̄,m̄ ist.
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5.2 Fourier-Matrizen zu G(e, 1, n)

Die Fourier-Matrizen zu den imprimitiven komplexen Spiegelungsgruppen G(e, 1, n) werden
in [20] eingeführt. Die zugehörigen unipotenten Grade werden in Familien zusammengefaßt.
Die Fourier-Matrizen zerfallen in Blöcke, die den Familien entsprechen. Die Ergebnisse aus
dem letzten Abschnitt ermöglichen es uns zu zeigen, daß jeder dieser Blöcke einen Z-Ring
mit Basis definiert.

Wir verwenden die Notation aus [20]: Es seien m ≥ 1, r > 1 und e ≥ ny ≥ 1 (1 ≤ y ≤ r)
mit

r∑
y=1

ny = em+ 1. (5.1)

Wie oben haben wir zu dem Raum
∧ny Ce die kanonische Basis

Cny = {(i1, . . . , iny) | 0 ≤ i1 < . . . < iny ≤ e− 1},

wobei wir das Tupel (i1, . . . , iny) mit
∑

σ∈Sny
εσeiσ(1)

⊗ . . . ⊗ eiσ(ny)
identifizieren, und auf

dem Raum
n1∧

Ce ⊗ · · · ⊗
nr∧

Ce

haben wir eine Basis

E := {̄i1 ⊗ . . .⊗ īr | īy ∈ Cny}.

Darauf operiert der Automorphismus S̃ :=
∧n1 S ⊗ · · · ⊗

∧nr S, der wie üblich die Struk-
turkonstanten eines Ringes definiert, der das Tensorprodukt von Ringen der obigen Form
ist (siehe 2.4.1).

Für ein a ∈ Z/eZ sei Ea := {̄i1 ⊗ . . . ⊗ īr ∈ E |
∑r

y=1

∑ny

ν=1 i
y
ν ≡ a (mod e)}. Dann

definiert die Teilmatrix T := (S̃ξ1,ξ2)ξ1,ξ2∈Ea für ein geeignetes ξ0 ∈ Ea einen Ring mit den
Strukturkonstanten

aN ξ3
ξ1,ξ2

:= e
∑
ξ∈Ea

Tξ,ξ1Tξ,ξ2Tξ,ξ3
Tξ,ξ0

.

Bemerkung 5.2.1. Für a ≡ m
(
e
2

)
und

ξ0 = (a1, . . . , a1 + n1 − 1)⊗ . . .⊗ (ar, . . . , ar + nr − 1)

mit ay ∈ Z so, daß ξ0 ∈ Ea, gilt
aN ξ3

ξ1,ξ2
∈ Z

für alle ξ1, ξ2, ξ3 ∈ Ea.
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Beweis. Mit der Notation aus Satz 5.1.4 gilt mit der gleichen Argumentation für
ξ1 = j̄1 ⊗ . . .⊗ j̄r, ξ2 = k̄1 ⊗ . . .⊗ k̄r, ξ3 = l̄1 ⊗ . . .⊗ l̄r ∈ Ea

aN ξ3
ξ1,ξ2

= e
∑

ī1⊗...⊗īr∈Ea

r∏
y=1

1

eny
Pīy ,j̄yPīy ,k̄yDīy ,l̄y =

=
e

(nr − 1)!

(
r−1∏
y=1

1

ny!

) ∑
0≤i11,...,i1n1

≤e−1

· · ·
∑

0≤ir−1
1 ,...,ir−1

nr−1
≤e−1

∑
0≤ir2,...,irnr≤e−1

(ir1=a−ir2−...−irnr−
Pr−1

y=1

Pny
ν=1 i

y
ν)

r∏
y=1

1

eny
Pīy ,j̄yPīy ,k̄yDīy ,l̄y .

Ganz im Inneren steht eine Potenz von ζ (siehe Beweis zu Satz 5.1.4). Diese ist von der
Form

ζ
Pr

y=1

Pny
ν=1 i

y
ν ·wy,ν ,

wobei der Koeffizient w := wr,1 hinter ir1 gleich

w = (jrσ1(1) − krσ2(1) +m01 +
nr∑
ν=2

(m0ν −m1ν − 1))

ist. Das ir1 läßt sich aber bezüglich der anderen ausdrücken, d.h.

ir1w = (a− ir2 − . . .− irn −
r−1∑
y=1

ny∑
ν=1

iyν)w.

Wir können also zuerst von den Koeffizienten wy,ν hinter i11, . . . , i
r−1
nr−1

, ir2, . . . , i
r
nr

jeweils
ein w abziehen. Dann verläuft der Beweis wieder wie in Satz 5.1.4. Es darf aber ein Paar
(σ1, σ2) nur um Elemente aus dem Stabilisator von 1 in Snr variiert werden; wir erhalten
also den gewünschten Faktor (nr − 1)!. Weil nicht über ir1 summiert wird, ergibt dabei die
letzte Summe nur ein enr−1, das zusammen mit dem vorderen e den Faktor 1

enr aufhebt. Es
bleibt noch der Faktor

ζaw = (ζ(
e
2))

mw

= (±1)mw

übrig, welcher in Z liegt, da 2 ·
(
e
2

)
durch e teilbar ist.

Die Zeilen der Matrix T sind für ein a wie in Bemerkung 5.2.1 orthogonal. Diese Eigenschaft
benötigen wir, um zu zeigen, daß der zugehörige Ring ein Z-Ring mit Basis ist.

Bemerkung 5.2.2. Mit den Voraussetzungen aus Bemerkung 5.2.1 gilt eTT
T

= I.
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Beweis. Wir wollen zeigen, daß ∑
ξ∈Ea

S̃ξ1,ξS̃ξ2,ξ =
1

e
δξ1,ξ2

gilt, wobei ξ = ī1 ⊗ . . .⊗ īr durch Ea läuft, d.h.

(∗)
r∑

y=1

ny∑
ν=1

iyν ≡ a (mod e).

Wie im Beweis von Bemerkung 5.2.1 dürfen wir auch hier für alle 1 ≤ y ≤ r über 0 ≤
iy1, . . . , i

y
ny
< e statt über 0 ≤ iy1 < . . . < iyny

< e summieren. Dadurch kommt der Faktor
1
ny !

hinzu. Nun hängen die verschiedenen iyν nur noch über (∗) voneinander ab. Wir können

deshalb ohne Einschränkung r = 1 setzen (das vereinfacht die folgenden Formeln sehr).
Dann ist mit ξ1 := k̄ := (k1, . . . , kn), ξ2 := j̄ := (j1, . . . , jn) und ξ := ī := (i1, . . . , in)∑

ξ∈Ea

S̃ξ1,ξS̃ξ2,ξ =
1

n!

∑
0≤i1,...,in≤e−1Pn

ν=1 iν≡a

∑
σ1∈Sn

∑
σ2∈Sn

εσ1σ2

n∏
ν=1

1

e
ζkν iσ1(ν)−jν iσ2(ν) =

=
1

n!

∑
σ1,σ2∈Sn

εσ1σ2

∑
0≤i2,...,in≤e−1

ζa(kσ1(1)−jσ2(1))
1

en

n∏
ν=2

ζ iν(kσ1(ν)−jσ2(ν)−kσ1(1)+jσ2(1)),

welches offenbar nur dann ungleich Null ist, wenn

(∗∗) kσ1(ν) − jσ2(ν) ≡ kσ1(1) − jσ2(1) (mod e)

für alle 1 ≤ ν ≤ n. Da aber 0 ≤ k1 < . . . < kn < e und 0 ≤ j1 < . . . < jn < e gelten, ist
das nur erfüllt, falls σ := σ1 = σ2. Wenn (∗∗) gilt, ist mit d := kσ(1) − jσ(1) wegen (∗)

nd ≡
n∑
ν=1

kν − jν ≡ a− a ≡ 0 (mod e).

Andererseits gilt nach Voraussetzung (Gleichung (5.1)) n = em+ 1 ≡ 1 (mod e). Es ergibt
sich somit, daß die innere Summe im obigen Ausdruck nur Null ist, falls σ1 = σ2 und (∗∗)
gelten, und in diesem Fall ist d = kσ1(1) − jσ2(1) ≡ 0, d.h.∑

ξ∈Ea

S̃ξ1,ξS̃ξ2,ξ =
1

n!

∑
σ∈Sn

ζad
1

e
=

1

e
.

Außerdem folgt aus (∗∗), d = 0 und σ1 = σ2, daß j̄ = k̄ gilt.

Korollar 5.2.3. Die in [20], Abschnitt 4A, Formel (4.10) definierten Matrizen definieren
(nach einem Vorzeichenwechsel der Basiselemente) Z-Ringe mit Basis, also solche mit
ganzzahligen Strukturkonstanten.
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Beweis. Die Matrizen und Strukturkonstanten aus Bemerkung 5.2.1 sind genau diejenigen,
die in [20] definiert werden, d.h. mit a ≡ m

(
e
2

)
(mod e) und

ξ0 = (a1, . . . , a1 + n1 − 1)⊗ . . .⊗ (ar, . . . , ar + nr − 1).

Es bleibt zu zeigen, daß es die Involution ∼ gibt. Wir gehen genau wie im Beweis von Satz
5.1.5 vor: Zu ξ = (i11, . . . , i

1
n1

)⊗ . . .⊗ (ir1, . . . , i
r
nr

) ∈ Ea sei

ξ′ := (w1 − i11, . . . , w1 − i1n1
)⊗ . . .⊗ (wr − ir1, . . . , wr − irnr

),

mit wy := ny − 1 + 2ay, y = 1, . . . , r. Dann sei ξ̃ das Element aus E, das aus ξ′ entsteht,
indem jede Klammer aufsteigend sortiert wird. Dieses liegt sogar in Ea, da

r∑
y=1

ny∑
ν=1

(ny − 1 + 2ay)− iyν =
(∑

y

ny(ny − 1) + 2nyay

)
− a =

= 2
(∑

y

(

ny−1∑
ν=0

ν + ay)
)
− a ≡ 2a− a (mod e),

wobei die letzte Kongruenz aus ξ0 ∈ Ea folgt.
Nun zeigen wir (vergleiche 5.1.5) für alle ξ1, ξ2 ∈ Ea:

aN ξ0
ξ1,ξ2

=

{
δξ̃1,ξ2 falls ξ1 = ξ̃1

±δξ̃1,ξ2 falls ξ1 6= ξ̃1.

Man rechnet leicht nach, daß für ξ := k̄1 ⊗ . . .⊗ k̄r, ξ1 := ī1 ⊗ . . .⊗ īr

Tξ,ξ1 = Tξ,ξ̃1

r∏
y=1

γīy

ny∏
ν=1

ζ−k
y
ν (ny−1+2ay),

wobei γīy wie in Satz 5.1.5 das Vorzeichen der Permutation ist, die das zu īy gehörige Tupel
in ξ′1 aufsteigend sortiert. Mit ξ0 = ī10 ⊗ . . .⊗ īr0 folgt daraus

aN ξ0
ξ1,ξ2

:= e
∑
ξ∈Ea

Tξ,ξ1Tξ,ξ2Tξ,ξ0
Tξ,ξ0

=

(
r∏

y=1

γīyγīy0

)
e
∑
ξ∈Ea

Tξ,ξ̃1Tξ,ξ2 =
r∏

y=1

γīyγīy0δξ̃1,ξ2 ,

weil eTT
T

= I (Bemerkung 5.2.2).

Der Rest des Beweises verläuft analog zum Beweis von Satz 5.1.5.



Kapitel 6

Ringe zu Kac-Moody-Algebren

Eine ganze Reihe von Fusionsdaten erhalten wir aus den affinen Kac-Moody-Algebren (siehe
[14] für die grundlegenden Definitionen).

6.1 Definitionen

Mit den Bezeichnungen aus [14] seien g(A) eine affine Kac-Moody-Algebra zu einer n× n-
Matrix A vom Rang l, h ihre Cartan Unteralgebra und 〈 , 〉 : h × h∗ → C die zugehörige
Paarung. Es seien

P := {λ ∈ h∗ | 〈λ, α∨i 〉 ∈ Z, i = 0, . . . , n− 1},

P+ := {λ ∈ P | 〈λ, α∨i 〉 ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1}.

Die Menge P heißt das Gitter der Gewichte, Elemente von P bzw. P+ heißen ganze Gewichte
bzw. dominant ganze Gewichte.

Es sei jetzt g(A) vom Typ X
(1)
l oder A

(2)
2l (damit ist n = l+1). Die fundamentalen Gewichte

Λi ∈ P , i = 0, . . . , l werden durch die Gleichungen

〈Λi, α
∨
j 〉 = δij, 〈Λi, d〉 = 0

für j = 0, . . . , l definiert, wobei d ∈ h∗ durch 〈αi, d〉 = δi,0 gegeben ist. Es sind {α∨0 , . . . , α∨l , d}
eine Basis von h und {α0, . . . , αl,Λ0} eine Basis von h∗. Für die fundamentalen Gewichte
Λi der zugehörigen endlich dimensionalen Lie-Algebra g◦ gilt

Λi = Λi + a∨i Λ0,

(Λ0 = 0 da a∨0 = 1; eine Definition von a∨i findet man in [14], 6.1).

59
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Zu jeder positiven ganzen Zahl k sei P k
+ ⊆ P+ die endliche Menge der ganzen höchsten

Gewichte vom Level k:

P k
+ :=

{ l∑
j=0

λjΛj | λj ∈ Z, λj ≥ 0,
l∑

j=0

a∨j λj = k
}
.

Kac und Peterson haben eine natürliche C-Darstellung der Gruppe SL2(Z) auf dem Raum
definiert, der von den durch P k

+ indizierten affinen Charakteren von g aufgespannt wird.
In Kapitel 13, Theorem 13.8 von [14] wird das Bild von

(
0 −1
1 0

)
unter dieser Darstellung

bestimmt, die sogenannte Kac-Peterson-Matrix. Für affine Algebren vom Typ X
(1)
l oder

A
(2)
2l ist diese Matrix

SΛ,Λ′ = c
∑
w∈W ◦

det(w)e−
2πı(Λ+ρ̄|w(Λ

′
+ρ̄))

k+h∨ , (6.1)

wobei Λ,Λ′ die Menge P k
+ durchlaufen, (· | ·) die normierte Bilinearform aus Kapitel 6

in [14] und e die Eulersche Zahl sind. Die Konstante c spielt hier keine Rolle, da wir die
Matrix als s-Matrix nutzen wollen und deshalb normieren.

Zu jedem Level gibt es eine solche Matrix, die als S-Matrix einen Ring mit Basis definiert
(die obige Darstellung von SL2(Z) ergibt sogar ein modulares Datum). Die Isomorphie-

klassen der Ringe zu den Matrizen vom Typ X
(1)
l wurden von Gannon in [11] vollständig

beschrieben. Im folgenden nennen wir die Ringe mit Basis, die aus einer Kac-Peterson-
Matrix entstehen, affine Ringe vom Typ X

(r)
l und Level k.

Beispiel 9. Die WZWV-Ringe zu p aus Kapitel 2 sind gerade die affinen Ringe vom Typ
A

(1)
1 , Level (p− 2).

6.2 Äußere Produkte und affine Algebren

Einige der Ringe, die wir in Kapitel 8 beschreiben wollen, sind affine Ringe oder zusam-
mengesetzt aus affinen Ringen. Um dies zu erkennen, untersuchen wir die Struktur ihrer
Teilringe zu Teilmengen der Basis und ihre Graduierung.

Dabei stellen wir zunächst fest, daß die affinen Ringe vom Typ C
(1)
l äußere Produkte von

affinen Ringen vom Typ A
(1)
1 sind:

Satz 6.2.1. Es seien k, l ∈ N, k ≥ 1, l ≥ 2 und S die Kac-Peterson-Matrix vom Typ A
(1)
1

und Level (k + l − 1). Dann ist die Kac-Peterson-Matrix vom Typ C
(1)
l und Level k gleich

dem äußeren Produkt
∧l S der Matrix S.

Beweis. Es sei A die Cartan-Matrix vom Typ C
(1)
l . Dann sind ā, ā∨ Elemente aus dem Kern

von A bzw. AT , etwa ā := (2, . . . , 2, 1, 1), ā∨ := (1, . . . , 1) (die Indizierung der Matrix sei so,
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daß α0 am Ende steht). Weiter sind κ := k+ h∨ = k+
∑l

i=0 a
∨
i = k+ l+ 1, ρ̄ := (1, . . . , 1),

P k
+ = {λ̄+ ρ̄ | λ̄ ∈ {0, . . . , k}l,

l∑
i=1

a∨i λi ≤ k}

und W ◦ die Weylgruppe zum Typ Cl. Mit der Diagonalmatrix D, die auf der Diagonale

die Einträge
a∨1
a1
, . . . ,

a∨l
al

hat, schreibt sich (6.1) für µ, ν ∈ P k
+:

Sµ,ν = c
∑
w∈W ◦

det(w)e−
1
κ
µDwTA−1T

νT

= c
∑
w∈W ◦

det(w)e−
1
κ
µMwνT

mit Mw := DwTA−1T . Betrachten wir die Menge

P̃ := {µ̃ := (µ1, µ1 + µ2, . . . ,
l∑

i=1

µi) | µ ∈ P k
+}.

Der Basiswechsel µ 7→ µ̃ macht aus den Mw, w ∈ W ◦, monomiale Matrizen mit Einträgen
±1

2
(bis auf einen Faktor ist das der Basiswechsel αi 7→ vi, vergleiche [14], 6.7). Die Formel

für S wird zu

Sµ̃,ν̃ = c
∑
σ∈Sl

∑
f∈{±1}l

(εσ

l∏
i=1

fi)ζ
−

Pl
i=1 fiµ̃iν̃σ(i) = c

∑
σ∈Sl

∑
f∈{±1}l

εσ

l∏
i=1

fiζ
−fiµ̃iν̃σ(i) =

= c̃
∑
σ∈Sl

εσ

l∏
i=1

(ζ µ̃iν̃σ(i) − ζ−µ̃iν̃σ(i)),

wobei ζ := e
1
2κ . Im letzten Term erkennen wir die Determinanten der Teilmatrizen der

Matrix des WZWV-Fusionsdatums, also der Kac-Peterson-Matrix vom Typ A
(1)
1 zum Level

k + l − 1 = κ− 1− 1 = p− 2, e = 2p = 2κ, wenn e, p wie in 2.3.2 definiert sind.

Korollar 6.2.2. Äußere Produkte von WZWV-Ringen sind Ringe mit Basis (haben ganze
nicht-negative Strukturkonstanten).

Dabei stellt sich natürlich die Frage, ob wir die äußeren Produkte von zyklischen Grup-
penringen in einer ähnlichen Weise beschreiben können. Ganz so einfach wird es aber nicht
sein, weil die Strukturkonstanten der affinen Ringe nicht-negative ganze Zahlen sind. Bei
den äußeren Produkten hingegen haben wir Ringe wie zum Beispiel den zu e = 4 und
n = 2, die nicht zu einem Z-Ring mit Basis, der keine negativen Strukturkonstanten hat,
isomorph sind.

Dennoch gibt es einen noch ungeklärten Zusammenhang:
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Satz 6.2.3. Es sei g(A) eine affine Kac-Moody-Algebra vom Typ C
(1)
l . Dann ist

S ′Λ,Λ′ = c
∑
w∈W ′

ε(w)e−
2πı(Λ+ρ̄|w(Λ

′
+ρ̄))2

k+h∨−1

die S-Matrix aus 5.1 zum n-ten äußeren Produkt vom zyklischen Gruppenring Ze mit e =
k + l und n = l, wobei W ′ die symmetrische Gruppe Sl als Untergruppe der Weylgruppe
W ◦ von g◦ ist.

Die Matrizen zum äußeren Produkt und zum affinen Ring unterscheiden sich in diesem Fall
also dadurch, daß nicht über die gesamte Weylgruppe summiert wird, und daß der Exponent
statt 1

k+h∨
den Wert 2

k+h∨−1
als Faktor hat (es entstehen andere Einheitswurzeln).

Beweis. Der Beweis von 6.2.1 liefert die passende Notation. Dadurch, daß wir nur über W ′

summieren, wird dort der letzte Term zu

Sµ̃,ν̃ = c̃
∑
σ∈Sl

εσ

l∏
i=1

ζ µ̃iν̃σ(i) ,

und ζ wird durch den Vorfaktor im Exponenten eine k+ l-te statt 2(k+ l− 1)-te primitive
Einheitswurzel: 2

k+h∨−1
= 2

k+l
statt 1

k+h∨
.

6.3 Berechnungen

Viele der affinen Ringe besitzen eine Graduierung. Es sei eine Graduierung gewählt, bei der
der Teilring R0 vom Grad 0 kleinstmögliche Dimension hat. Dann ist dieser Ring R0 oft
Charakterring einer endlichen Gruppe G. Wenn dies der Fall ist, beobachten wir häufig eine
Ähnlichkeit des gesamten affinen Rings mit dem Darstellungsring des Quantendoppels der
Gruppe G. In [6] ist eine Übersicht über solche Gemeinsamkeiten zwischen den modularen
Daten von affinen Algebren und denjenigen von endlichen Gruppen zu finden. Nach einem
direkten Zusammenhang wird jedoch noch gesucht.

In den folgenden Tabellen haben wir zu allen affinen Ringen mit k ≤ 10 und höchstens 60
Basiselementen, bei denen die Weylgruppe höchstens 20000 Elemente hat, eine Graduierung
mit den obigen Eigenschaften ausgerechnet und untersucht, ob R0 ein Charakterring ist
(dieser Eintrag ist nicht unbedingt eindeutig bestimmt). Falls R0 ein Charakterring ist,
befindet sich die Graduierung des Darstellungsrings des Quantendoppels in der letzten
Spalte. In der Spalte

”
enthaltene Charakterringe“ stehen die Gruppen, deren Charakterring

ein Teilring zur Teilmenge der Basis ist.

Zu den Graduierungen stehen die Anzahlen der Elemente der Mengen aus der Partition der
Basis. Der Eintrag

”
4, 3, 3“ zum Beispiel bedeutet, daß der Ring über einem Teilring mit 4
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Basiselementen C3-graduiert ist. Die Ringe vom Typ G2 und F4 sind einfach (haben keine
Teilringe zu Teilmengen der Basis) und haben somit auch keine interessante Graduierung.
Bei den Typen E6, E7 und E8 haben die Weylgruppen mehr als 20000 Elemente.

Typ A(1)

enthaltene Graduierung des
l k Graduierung

Charakterringe
R0 Quantendoppels

1 1 1,1
1 2 2,1 C2 C2 1,1,1,1
1 3 2,2 C2

1 4 3,2 C2,S3 S3 6,2
1 5 3,3 C2

1 6 4,3 C2

1 7 4,4 C2

1 8 5,4 C2

1 9 5,5 C2

2 1 1,1,1
2 2 2,2,2 C3

2 3 4,3,3 C3,A4 A4 8,3,3
2 4 5,5,5 C3

2 5 7,7,7 C3

2 6 10,9,9 C3

2 7 12,12,12 C3

2 8 15,15,15 C3

2 9 19,18,18 C3

3 1 1,1,1,1
3 2 3,3,2,2 C2,C4,S3,C3 o C4 S3 6,2
3 3 5,5,5,5 C2,C4

3 4 10,8,9,8 C2,C4

3 5 14,14,14,14 C2,C4

4 1 1,1,1,1,1
4 2 3,3,3,3,3 C5

4 3 7,7,7,7,7 C5

5 1 1,1,1,1,1,1
5 2 4,4,3,4,3,3 C2,C3,C6

5 3 10,10,9,9,9,9 C2,C3,C6

6 1 1,1,1,1,1,1,1
6 2 4,4,4,4,4,4,4 C7
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Typ B(1)

enthaltene Graduierung des
l k Graduierung

Charakterringe
R0 Quantendoppels

3 1 2,1 C2 C2 1,1,1,1
3 2 5,2 C2,D7 D7 26,2
3 3 8,5 C2

3 4 14,8 C2

3 5 20,14 C2

3 6 30,20 C2

4 1 2,1 C2 C2 1,1,1,1
4 2 6,2 C2,S3,D9 D9 42,2
4 3 10,6 C2

4 4 20,10 C2

4 5 30,20 C2

5 1 2,1 C2 C2 1,1,1,1
5 2 7,2 C2

5 3 12,7 C2

5 4 27,12 C2
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Typ C(1)

enthaltene Graduierung des
l k Graduierung

Charakterringe
R0 Quantendoppels

2 1 2,1 C2 C2 1,1,1,1
2 2 4,2 C2,D5 D5 14,2
2 3 6,4 C2

2 4 9,6 C2

2 5 12,9 C2

2 6 16,12 C2

2 7 20,16 C2

2 8 25,20 C2

2 9 30,25 C2

3 1 2,2 C2

3 2 6,4 C2

3 3 10,10 C2

3 4 19,16 C2

3 5 28,28 C2

4 1 3,2 C2,S3 S3 6,2
4 2 9,6 C2

4 3 19,16 C2

5 1 3,3 C2

5 2 12,9 C2

5 3 28,28 C2

Typ D(1)

enthaltene Graduierung des
l k Graduierung

Charakterringe
R0 Quantendoppels

4 1 1,1,1,1
4 2 5,2,2,2 C2,C2 × C2,D4,Q8 D4 8,2,2,2,2,2,2,2
4 3 6,6,6,6 C2,C2 × C2

4 4 16,10,10,10 C2,C2 × C2

5 1 1,1,1,1
5 2 4,2,2,4 C2,C4,D5 D5 14,2
5 3 7,7,7,7 C2,C4

5 4 18,12,12,16 C2,C4
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Typ A
(2)
2l

enthaltene Graduierung des
l k Graduierung

Charakterringe
R0 Quantendoppels

2 2 3
2 3 2,1 C2 1,1,1,1
2 4 6
2 5 4,2 C2, D5 D5 14,2
2 6 10
2 7 6,4
2 8 15
2 9 9,6
3 2 4
3 3 2,2
3 4 10
3 5 6,4
3 6 20
3 7 10,10
3 8 35
3 9 19,16
4 2 5
4 3 3,2 C2, S3 S3 6,2
4 4 15
4 5 9,6
4 6 35
4 7 19,16
5 2 6
5 3 3,3
5 4 21
5 5 12,9
5 6 56
5 7 28,28



Kapitel 7

Darstellungsring von D(G)

In unterschiedlichen Zusammenhängen ist der Darstellungsring des Quantendoppels einer
endlichen Gruppe aufgetaucht. In der Physik finden wir ihn in der Quantenfeldtheorie. Dort
wird er modulares Datum einer endlichen Gruppe genannt. In der Darstellungstheorie be-
nutzte ihn Lusztig ([16],[17]), um die irreduziblen Charaktere von endlichen Gruppen vom
Lie-Typ zu bestimmen. Die sogenannten unipotenten Charaktere führten zum Quanten-
doppel der Gruppen Sn2 , S3, S4 und S5.

Die zu diesem Darstellungsring gehörige S-Matrix wird von Lusztig
”
nicht-abelsche Fou-

riermatrix“ genannt. Wir können diese explizit unter Benutzung der Charaktertafeln der
Zentralisatoren der Elemente aus der Gruppe berechnen. Auch eine T -Matrix können wir
explizit angeben. Diese Matrizen bilden ein Fusionsdatum (siehe Kapitel 2.3). Die Kate-
gorie der Darstellungen des Quantendoppels ist sogar eine modulare Tensorkategorie (das
werden wir gleich nochmals beweisen; es ist auch zum Beispiel in [2] zu finden). Eine inter-
essante Frage, der wir hier aber nicht nachgehen, ist, zu welchen Fusionsdaten es modulare
Tensorkategorien gibt, die diese definieren.

7.1 Quantendoppel einer endlichen Gruppe

Es seien G eine endliche Gruppe und N ein Normalteiler in G, so daß die Faktorgruppe
G/N zyklisch der Ordnung n ist. Außerdem sei σ ein Urbild in G eines Erzeugers von G/N
unter der kanonischen Projektion. Alle Sätze aus diesem Abschnitt (7.1) sind für den Fall
G = N zum Beispiel in [2] zu finden.

Es sei k ein Körper der Charakteristik 0. Die Gruppenalgebra k[G] und die Algebra F (N)
der Funktionen vonN nach k sind Hopf-Algebren. Wir schreiben δg für die FunktionN → k,
h 7→ δg,h.

67
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In Analogie zum Quantendoppel versehen wir den Vektorraum Dn = F (N)⊗ k[G] mit der
Struktur einer Hopf-Algebra (das Quantendoppel ist der Spezialfall N = G):

Bemerkung 7.1.1. Der Vektorraum Dn = F (N)⊗ k[G] zusammen mit

Multiplikation (δg ⊗ x)(δh ⊗ y) = δgx,xh(δg ⊗ xy),
Eins 1 =

∑
g∈N δg ⊗ e,

Comultiplikation ∆(δg ⊗ x) =
∑

g1g2=g(δg1 ⊗ x)⊗ (δg2 ⊗ x),

Co-Eins ε(δg ⊗ x) = δg,e,
Antipode γ(δg ⊗ x) = δx−1g−1x ⊗ x−1,

wobei g, h, g1, g2 ∈ N , x, y ∈ G, e neutrales Element von G sind, ist eine Hopf-Algebra.
Außerdem ist

R =
∑
g∈N

(δg ⊗ e)⊗ (
∑
h∈N

δh ⊗ g)

eine R-Matrix, d.h. Dn ist fast cokommutativ und quasitriangulär.

Beweis. Dn ist eine Algebra:
Assoziativität der Multiplikation vererbt sich vom QuantendoppelD(G) (siehe zum Beispiel
[5], 4.2 D). Das Element (

∑
g∈N δg ⊗ e) ist die Eins, da N ein Normalteiler ist:

(δh ⊗ x)(
∑
g∈N

δg ⊗ e) =
∑
g∈N

δhx,xgδh ⊗ xe = δh ⊗ x,

(
∑
g∈N

δg ⊗ e)(δh ⊗ x) =
∑
g∈N

δge,ehδh ⊗ ex = δh ⊗ x.

Dn ist wie das Quantendoppel eine Co-Algebra.
Die Comultiplikation und die Co-Eins sind Algebrenhomomorphismen:

∆(δg ⊗ x)∆(δh ⊗ y)

= (
∑
g1g2=g

(δg1 ⊗ x)⊗ (δg2 ⊗ x))(
∑

h1h2=h

(δh1 ⊗ y)⊗ (δh2 ⊗ y))

=
∑
g1∈N

∑
h1∈N

(δg1x,xh1δg1 ⊗ xy)⊗ (δg−1
1 gx,xh−1

1 hδg−1
1 g ⊗ xy)

=
∑
g1∈N

∑
h1∈N

δx−1g1x,h1
δh(x−1g−1

1 gx)−1,h1
(δg1 ⊗ xy)⊗ (δg−1

1 g ⊗ xy)

=
∑
g1∈N

δx−1g,hx−1(δg1 ⊗ xy)⊗ (δg−1
1 g ⊗ xy)

= ∆(δgx,xhδg ⊗ xy),

ε(δg ⊗ x)ε(δh ⊗ y) = δg,eδh,e = δg,eδgx,xh = ε(δgx,xh(δg ⊗ xy)).
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Die Multiplikation µ und die Eins ι sind Co-Algebrenhomomorphismen:

(µ⊗ µ)(∆Dn⊗Dn((δg ⊗ x)⊗ (δh ⊗ y))

=
∑
g1g2=g

∑
h1h2=h

(µ⊗ µ)((δg1 ⊗ x)⊗ (δh1 ⊗ y)⊗ (δg2 ⊗ x)⊗ (δh2 ⊗ y)))

=
∑
g1g2=g

∑
h1h2=h

δg1x,xh1(δg1 ⊗ xy)⊗ δg2x,xh2(δg2 ⊗ xy)

=
∑
g1g2=g

(δg1 ⊗ xy)⊗ δg2x,xx−1g1xh(δg2 ⊗ xy)

= ∆(δgx,xh(δg ⊗ xy)) = ∆(µ((δg ⊗ x)⊗ (δh ⊗ y))),

εDn⊗Dn((δg ⊗ x)⊗ (δh ⊗ y))

= δg,eδh,e = δgx,xhδg,e = ε(µ((δg ⊗ x)⊗ (δh ⊗ y))),

(ι⊗ ι)(∆(1)) =
∑
g1∈N

∑
g2∈N

(δg1 ⊗ e)⊗ (δg2 ⊗ e) = ∆(ι(1)),

ε(ι(1)) =
∑
g∈N

δg,e = 1.

γ ist ein bijektiver k-Modul-Homomorphismus und erfüllt die Eigenschaften einer Antipode:

(µ ◦ (γ ⊗ id) ◦∆)(δg ⊗ x)

= µ(
∑
g1g2=g

(δx−1g−1
1 x ⊗ x−1)⊗ (δg2 ⊗ x))

=
∑
g1g2=g

δg−1
1 ,g2

(δx−1g−1
1 x ⊗ e)

= δg,e
∑
h∈N

δh ⊗ e = ι(δg,e) = (ι ◦ ε)(δg ⊗ x).

Somit ist Dn eine Hopf-Algebra. Das Element R erfüllt die Bedingungen einer R-Matrix
von Dn, da es die R-Matrix des Quantendoppels D(N) ist: Die Gleichungen

∆op(δg ⊗ x) ·R = R ·∆(δg ⊗ x),

(id⊗∆)(R) = R13R12,

(∆⊗ id)(R) = R13R23

gelten auch mit x ∈ G (mit der Standard-Notation R13 :=
∑

g∈N(δg⊗e)⊗1⊗(
∑

h∈N δh⊗g)
usw.).

Da Dn eine quasitrianguläre Bialgebra ist, ist die Kategorie Repf (Dn) der endlichdimen-
sionalen k-Darstellungen von Dn eine gezopfte Tensorkategorie (siehe [2], Beispiel 1.2.8),
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wobei die funktoriellen Isomorphismen σVW : V ⊗W → W ⊗ V so definiert werden:

σVW (v ⊗ w) := P (R · (v ⊗ w)),

P : V ⊗W → W ⊗ V, v ⊗ w 7→ w ⊗ v.

Satz 7.1.2. Die Kategorie Repf (Dn) ist halbeinfach mit den unten definierten einfachen
Objekten Vḡ,π, wobei ḡ die Konjugationsklassen von G, die in N liegen, und π die irredu-
ziblen Darstellungen des Zentralisators CG(g) von g durchlaufen.

Beweis. Es sei V eine endlichdimensionale Darstellung von Dn. Wegen

(δg ⊗ e)(δh ⊗ e) = δg,h(δg ⊗ e)

läßt sich F (N) als Algebra in Dn einbetten, und ihre Elemente operieren als Projektoren,
d.h. wir erhalten zunächst eine Zerlegung

(1) V =
⊕
g∈N

Vg, Vg := (δg ⊗ e)V.

Wir schreiben 1 :=
∑

g∈N δg für die Eins in F (N).
Es ist

(1⊗ x)(1⊗ y) = (1⊗ xy),

also läßt sich auch k[G] inDn einbetten. Die Operation von x ∈ k[G] auf einem (δg⊗e)v ∈ Vg
gibt

(1⊗ x)(δg ⊗ e)v = (δxgx−1 ⊗ e)(1⊗ x)v,

wir haben demnach
(1⊗ x)Vg ⊆ Vxgx−1 .

Andererseits ist
(δxgx−1 ⊗ e)v = (1⊗ x)(δg ⊗ e)(1⊗ x−1)v,

also
(2) (1⊗ x)Vg = Vxgx−1 .

Die Gruppe G operiert auf N durch Konjugation. Dann bedeuten (1) und (2), daß V
bezüglich dieser Operation ein G-äquivariantes k-Vektorbündel über N ist. Um die irredu-
ziblen Komponenten von V zu bestimmen, müssen wir V also in irreduzible Vektorbündel
zerlegen.
Über die obige Einbettung von k[G] operiert auf jedem Vg der Zentralisator CG(g). Es sei
Rg ein Vertretersystem für die Linksnebenklassen von CG(g) in G, d.h. G ist die disjunkte
Vereinigung G =

⋃
x∈Rg

xCG(g).

Die Abbildung Rg → ḡG, x 7→ gx
−1

ist eine Bijektion zwischen Rg und der Konjugations-
klasse ḡG von g in G. Wir können demnach V so zerlegen:

V =
⊕
ḡG⊆N

⊕
h∈ḡG

Vh =
⊕
ḡG⊆N

⊕
x∈Rg

(1⊗ x)Vg.
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Als CG(g)-Modul zerlegen wir Vg in irreduzible Komponenten

Vg =
⊕

π∈Irr(CG(g))

ng,π · π

(ng,π ∈ N0) und erhalten

V =
⊕
ḡG⊆N

⊕
π∈Irr(CG(g))

ng,π
⊕
x∈Rg

(1⊗ x)π.

Die Räume Vḡ,π :=
⊕

x∈Rg
(1 ⊗ x)π sind irreduzible G-äquivariante Vektorbündel über N ,

also irreduzible Darstellungen von Dn.

Jeder halbeinfachen Bänder-Kategorie (siehe [2], Kapitel 2 für eine Definition) kann eine
Matrix zugeordnet werden, die in [2] s-Matrix genannt wird. Das ist nicht die s-Matrix,
wie wir sie in Kapitel 2 definiert haben. Um bei der Notation aus [2] zu bleiben, nennen
wir diese dennoch s-Matrix. Wir schreiben, es ist die s-Matrix der Kategorie (im Gegensatz
zur s-Matrix des Ringes).
Die Kategorie Repf (Dn) ist auch eine halbeinfache Bänder-Kategorie. Wenn ihre s-Matrix
invertierbar ist, ist sie die S-Matrix des Grothendieck-Ringes der Kategorie. Die Kategorie
ist dann eine modulare Tensorkategorie.

Satz 7.1.3. Die Kategorie Repf (Dn) ist eine halbeinfache Bänder-Kategorie mit den ein-
fachen Objekten Vḡ,π aus Satz 7.1.2 und der s-Matrix

s(ḡ,π),(ḡ′,π′) =
1

|CG(g−1)||CG(g′)|
∑
h∈G

hg′h−1∈CG(g−1)

trπ∗(hg
′h−1) trπ′(h

−1g−1h).

Beweis. Wir wissen bereits, daß Repf (Dn) eine gezopfte Tensorkategorie ist. Es bleibt zu
zeigen, daß jedes Objekt rechts- und linksduale Objekte hat, und daß die funktoriellen
Isomorphismen V → V ∗∗ gewisse Bedingungen erfüllen (siehe [2], 2.2.2-2.2.4).
Zu Vḡ,π ist das rechts- und linksduale Objekt V ∗

ḡ,π = Vg−1,π∗ . Es ist V = V ∗∗, und die
funktoriellen Isomorphismen δV : V → V ∗∗ sind Identitätsabbildungen. Die geforderten
Eigenschaften sind daher trivialerweise gegeben; Repf (Dn) ist eine Bänder-Kategorie.
Nach Satz 7.1.2 ist die Kategorie halbeinfach mit einer endlichen Anzahl von Isomorphie-
klassen von einfachen Objekten. Die Formel für die Matrix s überprüfen wir anhand der
Definition (siehe [2], 3.1):

s =
s̃

D
, D =

√
p+p−, p± =

∑
(ḡ,π)

θ±1
Vḡ,π

dim(Vḡ,π)
2,

s̃(ḡ,π),(g′,π′) = θ−1
Vḡ,π

θ−1
Vḡ′,π′

tr θV ∗
ḡ,π⊗Vḡ′,π′

,
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wenn θV = ψV δV die Twist-Isomorphismen sind und

ψV : V ∗∗ → V, v 7→ (idV ⊗ eV ∗)(idV ⊗ σ−1
V ∗V ∗∗)(iV ⊗ idV ∗∗)(v),

iV : k → V ⊗ V ∗, 1 7→
∑
j

vj ⊗ vj,

eV : V ∗ ⊗ V → k, v ⊗ w 7→ (v, w),

wobei (vj)j Basis von V und (vj)j Basis von V ∗, ( , ) das Skalarprodukt und σVW die obigen
Isomorphismen sind.
Es ist

σ−1
VW = (PR)−1 = (R21P )−1 = PR−1

21 = P
∑
g∈N

(1⊗ g)⊗ (δg−1 ⊗ e),

mit

R21 :=
∑
g∈N

(1⊗ g)⊗ (δg ⊗ e).

Das ergibt für θV auf v ∈ V = V ∗∗:

θV (v) = (idV ⊗ eV ∗)(idV ⊗ σ−1
V ∗V ∗∗)(iV ⊗ idV ∗∗)(v)

= (idV ⊗ eV ∗)(idV ⊗ σ−1
V ∗V ∗∗)(

∑
i

vi ⊗ vi ⊗ v)

= (idV ⊗ eV ∗)(
∑
g∈N

∑
i

vi ⊗ (1⊗ g)v ⊗ (δg−1 ⊗ e)vi)

= (
∑
g∈N

∑
i

vi ⊗ ((1⊗ g)v, (δg−1 ⊗ e)vi)

= (
∑
g∈N

∑
i

vi · (γ−1(δg−1 ⊗ e)(1⊗ g)vi, v)

=
∑
g∈N

(δg ⊗ g)
∑
i

vi · (vi, v) =
∑
g∈N

(δg ⊗ g)v.

Auf einem (1⊗ x)v ∈ (1⊗ x)Vg,π operiert (δf ⊗ h) ∈ Dn folgendermaßen:

(∗) (δf ⊗ h)(1⊗ x)(δg ⊗ e)v = δf,hxgx−1h−1(1⊗ hx)v.

Da g im Zentrum von CG(g) liegt, operiert es auf Vg,π als Multiplikation mit trπ(g)/ trπ(e).
Damit ist nach (∗):

θVḡ,π(1⊗ x)v =
∑
h∈N

δh,xgx−1(1⊗ hx)v = (1⊗ xg)v = trπ(g)/ trπ(e)(1⊗ x)v.
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Es seien jetzt v ∈ Vg−1,π∗ , v
′ ∈ Vg′,π′ , x ∈ Rg−1 , x′ ∈ Rg′ . Dann ist

θV ∗
ḡ,π⊗Vg′,π′

((1⊗ x)v ⊗ (1⊗ x′)v′)

= ∆(
∑
h∈N

(δh ⊗ h))((1⊗ x)v ⊗ (1⊗ x′)v′)

= (
∑
h∈N

∑
g1g2=h

(δg1 ⊗ h)⊗ (δg2 ⊗ h))((1⊗ x)v ⊗ (1⊗ x′)v′)

=
∑
h∈N

∑
g1g2=h

(δg1,hxg−1x−1h−1(δg1 ⊗ hx)v)⊗ (δg2,hx′g′x′−1h−1(δg2 ⊗ hx′)v′)

=
∑

h∈N, xg−1x−1x′g′x′−1=h

(δhxg−1x−1h−1 ⊗ hx)v ⊗ (δhx′g′x′−1h−1 ⊗ hx′)v′

= (1⊗ fx)v ⊗ (1⊗ fx′)v′,

wobei f := xg−1x−1x′g′x′−1. Nach (∗) ist

(δh ⊗ f)(1⊗ x)v = δh,fxg−1x−1f−1(1⊗ y)π∗(f ′)v

für y ∈ Rg−1 , f ′ ∈ CG(g−1) mit fx = yf ′. Hierbei gilt y = x genau dann, wenn x−1fx ∈
CG(g−1). Analog hat man die Bedingung x′−1fx′ ∈ CG(g′), die auch dazu äquivalent ist:

x−1fxg−1 = g−1x−1fx ⇐⇒ x′
−1
fx′g′ = g′x′

−1
fx′.

Jetzt können wir die Spur von θV ∗
ḡ,π⊗Vg′,π′

berechnen:

tr θV ∗
ḡ,π⊗Vg′,π′

=
∑

x∈Rg−1

x−1fx∈CG(g−1)

∑
x′∈Rg′

x′−1fx′∈CG(g′)

trπ∗(x
−1fx) trπ′(x

′−1
fx′)

=
∑

x∈Rg−1 , x′∈Rg′

x−1x′g′x′−1x∈CG(g−1)

trπ∗(g
−1x−1x′g′x′

−1
x) trπ′(x

′−1
xg−1x−1x′g′)

=
|G|

|CG(g−1)||CG(g′)|
∑
h∈G

hg′h−1∈CG(g−1)

trπ∗(g
−1hg′h−1) trπ′(h

−1g−1hg′)

= θVḡ,πθVg′,π′

|G|
|CG(g−1)||CG(g′)|

∑
h∈G

hg′h−1∈CG(g−1)

trπ∗(hg
′h−1) trπ′(h

−1g−1h).
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Es sind

p+ =
∑
(ḡ,π)

θVḡ,π dim(Vḡ,π)
2 =

∑
(ḡ,π)

trπ(g)

trπ(e)
(
∑
x∈Rg

dim(xVg,π))
2

=
∑
(ḡ,π)

trπ(g)

trπ(e)
(|ḡ| trπ(e))2 =

∑
ḡ

|ḡ|2
∑
π

trπ(g) trπ(e)

=
∑
ḡ

|ḡ|2|CG(g)|δg,e = |G|,

p− =
∑
(ḡ,π)

θ−1
Vḡ,π

dim(Vḡ,π)
2 =

∑
(ḡ,π)

trπ(e)

trπ(g)
(|ḡ| trπ(e))2

=
∑
ḡ

|ḡ|2
∑
π

trπ(g
−1)

trπ(e)
trπ(e)

2 =
∑
ḡ

|ḡ|2|CG(g)|δg−1,e = |G|.

Insgesamt erhalten wir für s die obige Formel.

Für den Fall G = N ist Repf (Dn) sogar eine modulare Tensorkategorie, d.h. die Matrix s
ist invertierbar.
Im allgemeinen ist s aber nicht invertierbar, wie zum Beispiel im Fall
N = C3, G = S3 mit

s =



1
6

1
6

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

−1
3
−1

3
−1

3
1
3

1
3
−1

3
2
3

−1
3
−1

3
1
3

1
3
−1

3
−1

3
2
3

−1
3

1
3

1
3
−1

3
−1

3
−1

3
2
3

 .

7.2 K(C) als Ring mit Basis

Wir betrachten jetzt die Kategorie C der Darstellungen des Quantendoppels D(G) :=
F (G) o k[G]. Der Körper k sei algebraisch abgeschlossen der Charakteristik 0. Nach 7.1.3
ist C eine halbeinfache Bänder-Kategorie mit den einfachen Objekten V0, . . . , Vm. Dabei
bezeichne V0

∼= k das Eins-Objekt. Da D(G) eine Hopf-Algebra ist, existiert das Tensor-
produkt Vi ⊗ Vj und seine Zerlegung

Vi ⊗ Vj =
⊕
k

Nk
ij Vk
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definiert die Strukturkonstanten Nk
ij ∈ N des Grothendieck-Rings K(C) von C. Dieser ist als

Z-Modul isomorph zu Zm+1 mit den Erzeugern b0, . . . , bm, die sich in K(C) folgendermaßen
multiplizieren:

bi · bj =
∑
k

Nk
ij bk.

Der Ring K(C) ist ein Ring mit Basis mit der Involution Ṽḡ,π := Vg−1,π∗ (siehe zum Beispiel
[16], 2.4).

Wir wollen im nächsten Kapitel Faktorringe von K(C) berechnen. Dazu ist es sinnvoll zu
untersuchen, wie K(C) graduiert ist, weil wir daraus Informationen gewinnen, wie Ideale
aussehen können.

7.2.1 Operation von R(G) auf K(C)

Wir schreibenR(A) für den Darstellungsring einer Hopf-AlgebraA (d.h. für den Grothendieck-
Ring der Kategorie Repf (A) der endlichdimensionalen Darstellungen von A). Für eine end-
liche Gruppe G schreiben wir R(G) für den Ring R(C[G]). Wir wählen für den Körper k
ab jetzt die komplexen Zahlen.

Wie wir es im Beweis von Satz 7.1.2 gesehen haben, ist ein irreduzibler D(G)-Modul von
der Form

W :=
⊕
x∈Rg

(1⊗ x)W = IndGCG(g)W =: (g, χ),

wobei W ein irreduzibler k[CG(g)]-Modul mit Charakter χ ist. Multiplikation von links mit
(1 ⊗ x) bildet W auf den irreduziblen k[CG(gx)]-Modul (1 ⊗ x)W ab. Multiplikation von
links mit (δh ⊗ e) für ein h ∈ G ist eine Projektion, die W auf den Anteil Wh vom Grad
h von W abbildet, d.h. W =

⊕
h∈GWh (hier ist nicht die Graduierung aus Abschnitt 3.2

gemeint!).

Wir schreiben ab jetzt oft nur x statt (1 ⊗ x), damit die Rechnungen übersichtlich blei-
ben. Die Teilring-Struktur von K(C) wird durch folgende Bemerkung eingeschränkt (man
beachte, daß dies stark von der Comultiplikation ∆ in D(G) abhängt):

Bemerkung 7.2.1. Sind W :=
⊕

x∈Rg
xW , W

′
:=
⊕

y∈Rg′
yW ′ zwei irreduzible Darstel-

lungen von D(G), so haben Elemente aus W ⊗W
′
nur Anteile vom Grad xgx−1yg′y−1 mit

x ∈ Rg, y ∈ Rg′, d.h. vom Grad h mit h ∈ ḡḡ′.

Beweis. Es seien xv ∈ W , yw ∈ W ′
, d.h. xv ⊗ yw ∈ W ⊗W

′
. Dann ist für ein h ∈ G

(δh ⊗ e) · (xv ⊗ yw) = ∆(δh ⊗ e)(xv ⊗ yw) =
∑

h1,h2∈G,
h1h2=h

((δh1 ⊗ e)⊗ (δh2 ⊗ e))(xv ⊗ yw) =
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=
∑

h1,h2∈G,
h1h2=h

(δh1,xgx−1xv)⊗ (δh2,yg′y−1yw) = δh,xgx−1yg′y−1(xv ⊗ yw),

d.h. (xv ⊗ yw) ∈ (δxgx−1yg′y−1 ⊗ e)(W ⊗W
′
).

Das bedeutet, daß die Teilringe des Zentrums der Gruppenalgebra k[G] die grobe Struktur
der Teilringe von K(C) liefern. Wenn n := dim(W ) und n′ := dim(W ′), so sind dim(W ) =

|ḡ|n und dim(W
′
) = |ḡ′|n′. Damit ist dim(W ⊗W

′
) = |ḡ|n|ḡ′|n′ und

dim((δh ⊗ e)(W ⊗W
′
)) =

∑
h1∈ḡ, h2∈ḡ′
h1h2=h

nn′.

Wir schreiben jetzt wieder (g, χ) für einen irreduziblen D(G)-Modul
⊕

x∈Rg
xW , wobei χ

der Charakter von W ist. Es seien

Bg :=
{ ∑
χ∈Irr(CG(g))

nχ · (g, χ) | nχ ∈ Z
}

die von den Paaren (g, χ) mit χ ∈ Irr(CG(g)) erzeugten Z-Untermoduln von K(C).

Bemerkung 7.2.2. Der Modul Be zum neutralen Element e ist ein Teilring zur Teilmenge
{(e, χ) | χ ∈ Irr(G)} der Basis von K(C), der zum Darstellungsring R(G) isomorph ist.

Beweis. Das können wir zum Beispiel mittels der Formel von Verlinde (siehe 2.4) nach-
prüfen: Zunächst ist nach Satz 7.1.3

s(g,ψ),(e,χ) =
1

|CG(g−1)||G|
∑
h∈G

ψ(e)χ(h−1gh) =
ψ(e)χ(g)

|CG(g)|
.

Damit ist

N
(e,χ3)
(e,χ1),(e,χ2) =

∑
(ḡ,ψ)∈Irr(D(G))

|CG(g)|−3ψ(e)3χ1(g)χ2(g)χ3(g)

|CG(g)|−1ψ(e)

=
∑
(ḡ,ψ)

|CG(g)|−2ψ(e)2χ1(g)χ2(g)χ3(g) =
∑
g∈G

|G|−1χ1(g)χ2(g)χ3(g) = (χ1χ2 | χ3)

weil
∑

ψ∈Irr(CG(g)) |CG(g)|−1ψ(e)2 = 1. Die Darstellungen (e, χ) verhalten sich demnach wie

die Charaktere χ im Ring R(G).

Die Bemerkungen 7.2.1 und 7.2.2 besagen, daß die Bg, g ∈ G sogar R(G)-Moduln sind
(über die Identifizierung Be

∼= R(G)).
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7.2.2 Abelsche Gruppen

Für den Fall, daß G abelsch ist, haben wir zwei einfache Beobachtungen:

Bemerkung 7.2.3. Für eine endliche abelsche Gruppe G gilt R(D(G)) ∼= Z[G×G].

Beweis. Die irreduziblen Darstellungen von G sind die Paare (g, χ) mit g ∈ G, χ ∈ Irr(G).
Für die S-Matrix gilt S(g1,χ1),(g2,χ2) = 1

|G|χ1(g2)χ2(g1). Einsetzen in die Formel von Verlinde
liefert die Behauptung.

Bemerkung 7.2.4. Es sei G eine endliche Gruppe. Ist R(D(G)) isomorph zu einem Grup-
penring, so gilt

R(D(G)) ∼= Z[G×G].

Beweis. Wenn R(D(G)) ein Gruppenring ist, so ist auch der Charakterring von G als
Teilring ein kommutativer Gruppenring. Somit muß aber G abelsch sein, und das bedeutet
wiederum, daß R(D(G)) ∼= Z[G × G] der Gruppenring des direkten Produktes von G mit
sich selbst ist.

7.2.3 Ein Ideal in R(D(G))

Es sei jetzt G wieder beliebig (nicht unbedingt abelsch). Angenommen es gebe einen ir-
reduziblen D(G)-Modul (e, χ) mit der Eigenschaft (e, χ) · (e, χ) = (e, 1), d.h. χ2 = 1 (wir
schreiben

”
·“ für das Tensorprodukt). Das könnte zum Beispiel für G = Sn der Signum-

Charakter sein. Das Ideal

I := 〈(e, 1)− (e, χ)〉EK(C)

wird in Kapitel 8 verwendet, um eine neue Z-Algebra zu konstruieren, nämlich den Fak-
torring K(C)/I. Es sei π : K(C) → K(C)/I die kanonische Projektion. Wir behaupten, daß
K(C)/I ein freier Z-Modul ist:

Proposition 7.2.5. Es sei (e, χ) ein irreduzibler D(G)-Modul mit χ2 = 1. Wenn (e, χ) via
Multiplikation bijektiv auf der Basis von K(C) operiert, so gibt es eine Teilmenge E der
Basis von K(C), so daß der Faktorring K(C)/I eine freie Z-Algebra mit Basis π(E) und
nicht-negativen Strukturkonstanten ist.

Beweis. Da (e, χ) bijektiv operiert, und χ2 = 1 ist, teilt es die Basis von K(C) in Äqui-
valenzklassen {(g, ψ), (e, χ) · (g, ψ)}, deren Bilder in K(C)/I gleich sind. Es sei E ein Ver-
tretersystem. Der Z-Modul R := K(C)/I ist frei, und die Menge π(E) ist eine Basis:
Angenommen, R hätte ein Torsionselement w̄, w ∈ K(C), also nw̄ = 0 für ein n ∈ N.



78 KAPITEL 7. DARSTELLUNGSRING VON D(G)

Damit wäre nw ∈ I, d.h. von der Form r(1 − (e, χ)) für ein r =
∑

i aibi ∈ K(C), wenn bi
die Basis von K(C) bilden. Es sei î der Index mit bî = bi · (e, χ). Dann ist

nw = r(1− (e, χ)) =
∑
i

aibi(1− (e, χ)) =
∑
i

(ai − aî)bi,

deshalb ist (ai − aî) durch n teilbar, d.h. (ai − aî) =: nci mit ci ∈ Z. Weiter gilt dann∑
i

(ai − aî)bi =
∑
bi∈E

(ai − aî)(bi − bî) = n
∑
bi∈E

ci(bi − bî) ∈ nI.

Ein Z-Ring mit Basis ist aber ein freier Z-Modul. Aus nr1 = nr2 folgt somit r1 = r2 für
alle r1, r2 ∈ K(C). Wegen nw ∈ nI gilt also w ∈ I, d.h. w̄ = 0.
Die Strukturkonstanten Ñ∗

∗,∗ von K(C)/I für bi, bj, bk ∈ E sind

Ñ bk
bi,bj

= N bk
bi,bj

+N
(e,χ)·bk
bi,bj

und daher nicht negativ.

7.3 Gruppen und Fusionsdaten

Zu einer modularen Tensorkategorie gehört neben der s-Matrix auch eine T -Matrix. Zu-
sammen ergeben diese ein Fusionsdatum (Definition in 2.3) und somit eine Darstellung der
Gruppe PSL2(Z). Die S-Matrix des modularen Datums aus der Physik, das einer endlichen
Gruppe zugeordnet wird (siehe [6]), ist nicht die Matrix aus Satz 7.1.3, sondern eine leichte
Variante davon (sie definiert zusammen mit einer T -Matrix eine Darstellung der Gruppe
SL2(Z)). Dies sind die Matrizen S, T , wie sie in [6] definiert werden:

S(a,χ),(b,χ′) :=
1

|CG(a)||CG(b)|
∑
g∈G

agbg−1=gbg−1a

χ(gbg−1)χ′(g−1ag),

T(a,χ),(a′,χ′) := δa,a′δχ,χ′
χ(a)

χ(e)
.

Die Diedergruppe D4 und die Quaternionengruppe Q8 sind nicht isomorph und haben
dennoch die gleiche Charaktertafel und somit isomorphe Charakterringe. Die Charaktertafel
enthält deshalb nicht genug Information, um die Gruppe zu rekonstruieren. In [6] wird die
Frage gestellt, ob es Quantendoppel zu verschiedenen Gruppen gibt, die gleiche S- und T -
Matrizen haben. Es wird vorgeschlagen, bei Gruppen der Ordnung 16 zu suchen. Dort gibt
es aber kein solches Beispiel, bei dem die Gruppen auch noch isomorphe Charakterringe
haben.
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Anmerkung 7.3.1. Sind zwei Z-Ringe mit Basis nicht isomorph, so sind die zugehörigen
S-Matrizen ungleich (bis auf unabhängige Permutation der Zeilen und der Spalten).

Satz 7.3.2. Es seien G1 � G2 Gruppen der Ordnung höchstens 50. Dann sind entweder die
Charakterringe als Ringe mit Basis nicht isomorph, oder die T -Matrizen der Quantendoppel
sind nicht gleich (bis auf Permutation).

Beweis. Ohne Einschränkung seien G1 und G2 nicht abelsch (nach den Bemerkungen 7.2.3
und 7.2.4). Wir berechnen mit dem Computer (Magma) zu den restlichen Gruppen der
Ordnung höchstens 50 die T -Matrizen. Es gibt zwei Paare von Gruppen der Ordnung 16,
die gleiches T haben. Für diese sind die Charakterringe als Ring mit Basis nicht isomorph.
Bei den Gruppen der Ordnung 32 gibt es 5 solche Paare, ein 3-Tupel und zwei 4-Tupel. Bei
den Gruppen der Ordnung 48 gibt es 3 Paare und ein 3-Tupel. Alle haben nicht isomorphe
Charakterringe.

Anmerkung 7.3.3. Das einzige Paar G1, G2 (unter den Gruppen der Ordnung höchstens
50) mit gleichem T und unterschiedlich vielen Konjugationsklassen sind die 27. und die 49.
Gruppe der Ordnung 32.

Anmerkung 7.3.4. Die 13. und die 14. Gruppe der Ordnung 64 haben isomorphe Charak-
terringe, gleiche T -Matrizen und jeder Zentralisator der ersten Gruppe, der nicht die ganze
Gruppe ist, ist isomorph zu einem Zentralisator der anderen Gruppe. Die Matrizen haben
316 Zeilen und Spalten. Es ist deshalb nicht einfach festzustellen, ob es eine monomiale Ma-
trix M mit Einträgen in {1,−1} gibt, so daß die S-Matrizen über M zueinander konjugiert
sind. Genauso schwer ist es, einen Isomorphismus von Z-Ringen mit Basis zwischen den
Darstellungsringen der Quantendoppel zu finden. Dennoch kann nachgeprüft werden, daß
es keine unabhängige Permutationen der Zeilen und Spalten gibt, die die S- und T -Matrizen
der beiden Gruppen ineinander überführen.

Die Frage aus [6], ob die Matrizen S und T eine eindeutige Gruppe G festlegen, so daß sie
die Matrizen zu D(G) sind, können wir beantworten:

Satz 7.3.5. Es gibt nicht-isomorphe Gruppen mit
”
gleichen“ S- und T -Matrizen.

Beweis. Es seien G1 und G2 die 3. bzw. 13. Gruppe der Ordnung 16 in der Numerierung
der

”
small groups“-Datenbank. Dann gibt es eine Permutation, die die S- und T -Matrizen

durch simultane Zeilen- und Spaltenpermutation ineinander überführt.

Allerdings haben diese Gruppen nicht isomorphe Charakterringe (es sind sogar die Einträge
in den Charaktertafeln unterschiedlich). Das beantwortet eine andere Frage aus [6]: Die
Charaktertafel kann aus den Matrizen S und T nicht rekonstruiert werden.

Offen bleibt die Frage, ob eine Gruppe schon durch die Vorgabe von S, T und ihrer Cha-
raktertafel eindeutig bestimmt ist.
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7.4 Getwistete Quantendoppel

In [9] wird erstmals beschrieben, wie das Quantendoppel einer endlichen Gruppe kohomolo-
gisch getwistet werden kann. In [6] wird sogar eine explizite Formel für die zum Darstellungs-
ring gehörige getwistete S-Matrix gegeben, woraus wir wiederum die Strukturkonstanten
gewinnen können. Wenn wir zu einer endlichen Gruppe einen expliziten 3-Kozykel haben,
dann können wir diese Matrix konkret berechnen.

7.4.1 Die Quasi-Hopf Algebra Dω(G)

Es bezeichne U(1) die Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 und es sei G eine
endliche Gruppe. Wir fassen U(1) als Z[G]-Modul auf, indem wir G trivial operieren lassen.
Dann ist M(G) := H2(G,U(1)) der Schur-Multiplikator von G. Ist ω̄ ein Element von
H3(G,U(1)), d.h. die Klasse des 3-Kozykels ω, so ist für alle a ∈ G

βa(h, g) := ω(a, h, g)ω(h, h−1ah, g)−1ω(h, g, (hg)−1ahg)

eine Abbildung von G × G nach U(1), die eingeschränkt auf den Zentralisator CG(a) ein
2-Kozykel aus Z2(CG(a), U(1)) ist (setzen wir die definierende Gleichung in die 2-Kozykel-
Bedingung ein, so folgt dies nach viermaliger Anwendung der 3-Kozykel-Eigenschaft).

Wir definieren eine Quasi-Hopf Algebra Dω(G). Als Vektorraum ist diese isomorph zum
Quantendoppel D(G). Die Multiplikation wird jedoch anders definiert (siehe zum Beispiel
[8]):

(δg ⊗ x)(δh ⊗ y) := δgx,xhβg(x, y)(δg ⊗ xy).

In [8] werden auch die Comultiplikation, die Co-Eins und die Antipode definiert. Die Comul-
tiplikation ist quasi-coassoziativ und sie ist ein Algebrenhomomorphismus. Die Kategorie
der endlich dimensionalen Darstellungen von Dω(G) ist halbeinfach (siehe z.B. [5], 16.1B
oder [8]). In [8] wird auch erklärt, warum die Kategorie der Darstellungen von Dω(G) nur
von der Kohomologieklasse von ω abhängt.

7.4.2 Irr(Dω(G)) und S-Matrix

Es sei ω ein normalisierter 3-Kozykel, d.h.

ω(e, g, h) = ω(g, e, h) = ω(g, h, e) = 1 für alle g, h ∈ G,

(e neutrales Element vonG). Die irreduziblen Darstellungen vonDω(G) werden durch Paare
(ā, χ) parametrisiert, wobei a wie bei D(G) die Konjugationsklassen von G durchläuft und
χ ein irreduzibler projektiver βa-Charakter von CG(a) ist (siehe [8]).
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Die Anzahl r(CG(a), βa) der linear nicht äquivalenten irreduziblen βa-Charaktere von CG(a)
ist gleich der Anzahl der βa-regulären Konjugationsklassen von CG(a). Ist ein g ∈ CG(a)
βa-regulär, so sind alle Konjugierten von g βa-regulär, d.h. r(CG(a), βa) ist kleiner oder
gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von CG(a). Es folgt:

| Irr(Dω(G))| ≤ | Irr(D(G))|.

Die zu Dω(G) gehörige S-Matrix wird in [6] explizit berechnet (
”

¯ “ ist die komplexe
Konjugation):

Sω
(ā,χ),(b̄,χ′)

=
1

|G|
∑

g∈ā, g′∈b̄∩CG(g)

βa(x, g
′)βa(xg

′, x−1)βb(y, g)βb(yg, y
−1)

βa(x, x−1)βb(y, y−1)
χ(h)χ′(h′),

wobei x, y ∈ G, h ∈ CG(a), h′ ∈ CG(b) zu g, g′ so gewählt sind, daß

g = x−1ax = y−1h′y, g′ = y−1by = x−1hx.

Da ω normalisiert ist, folgt für die 2-Kozykel

βe(g, h) = βg(e, h) = βg(h, e) = 1

für alle g, h ∈ G. Das bedeutet aber, daß in den Paaren (ē, χ) der Charakter χ projektiv zum
trivialen 2-Kozykel ist, d.h. er ist ein gewöhnlicher Charakter von G. Für die zugehörigen
Einträge in der S-Matrix vereinfacht sich die obige Formel zu

Sω(ē,χ),(b̄,χ′) =
1

|G|
∑

g∈ā, g′∈b̄∩CG(g)

χ(h)χ′(h′).

In der Formel von Verlinde verschwindet auch der Bruch mit den 2-Kozykeln. Es ist

N
(ā,η)
(ē,χ1)(ē,χ2) = 0, N

(ē,χ3)
(ē,χ1)(ē,χ2) = (χ1χ2 | χ3)

für χ1, χ2, χ3 ∈ Irr(G), e 6= a ∈ G, η ∈ Irr(CG(a)). Somit ist auch in R(Dω(G)) der
Charakterring von G ein Teilring zur Teilmenge der Basis.

7.5 Explizite Berechnungen

7.5.1 Berechnung von H3(G,U(1))

Wir beschreiben nun ein Verfahren, um die Gruppe H3 explizit auszurechnen. Es sei G
eine endliche Gruppe. Ein Kozykel aus Z3(G,U(1)) (G operiert trivial auf U(1)) ist eine
Abbildung

α : G×G×G→ U(1)
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mit der Eigenschaft

α(g, h, k)α(h, k, l)α(g, hk, l) = α(gh, k, l)α(g, h, kl).

Wir können fordern, daß es ein n ∈ N gibt, so daß alle Werte von α Potenzen von ζ sind,
wobei ζ eine primitive n-te Einheitswurzel in U(1) ist. Denn falls dies nicht der Fall ist, ist
α kohomolog zu einem Kozykel, der diese Eigenschaft hat (siehe [6]).

Somit ist α(g, h, k) = ζγ(g,h,k) für eine passende Abbildung γ : G×G×G→ Z/nZ mit der
Eigenschaft

γ(g, h, k) + γ(h, k, l) + γ(g, hk, l)− γ(gh, k, l)− γ(g, h, kl) = 0. (7.1)

Umgekehrt liefert jedes solche γ natürlich einen 3-Kozykel. Die Abbildung γ ist aber Lösung
des linearen Gleichungssystems, das γ(g, h, k) als Variablen und zu jedem Tupel (g, h, k, l) ∈
G×G×G×G eine Gleichung der Form 7.1 hat. Den Lösungsraum bezeichnen wir mit Z.
Er ist isomorph zu Z3(G,U(1)) als abelsche Gruppe.

Die Gruppe Z3(G,U(1)) ist sehr groß (hat viele Erzeuger), H3(G,U(1)) ist dagegen sehr
klein, weil es fast genauso viele Koränder wie Kozykel gibt. Da die Twists, die von einem
3-Kozykel herkommen, für kohomologe 3-Kozykel gleich sind, sind wir an einem Vertre-
tersystem der Gruppe H3(G,U(1)) interessiert. Wir berechnen den Teilmodul B3(G,U(1))
von Z3(G,U(1)), indem wir die Bilder

γ(g, h, k) := β(h, k)− β(g, h) + β(g, hk)− β(gh, k)

von β : G×G→ Z/mZ als Erzeuger nehmen. Hier müssen wir vorsichtig sein: Wir dürfen
bei den 2-Koketten β nicht Abbildungen nach Z/nZ wählen, da es 3-Kozykel mit Werten
in Z/nZ gibt, die über Koränder mit Werten in Z/mZ mit m > n nullkohomolog sind. Wir
wählen ein a ∈ N und erweitern alle 3-Kozykel γ (Lösungen des obigen Gleichungssystems)
zu

γ′ : G×G×G→ Z/anZ, (g, h, k) 7→ a · γ(g, h, k).

Dabei wird aus Z die Teilmenge Z ′ des Lösungsraums zu a ·n statt n (in Z ′ sind nicht alle
3-Kozykel mit Werten in Z/anZ). Dann erzeugen wir den Modul B durch die Bilder aller
2-Koketten

β(g,h) : G×G→ Z/anZ, (k, l) 7→ δ(k,l),(g,h),

für alle (g, h) ∈ G×G. Dieser ist kein Teilmodul von Z, enthält aber alle nötigen Koränder:
Wenn wir a groß genug gewählt haben (im schlechtesten Fall a=n), liegen in B alle nullko-
homologen 3-Kozykel mit Werten in a·Z/anZ, d.h. alle Elemente aus Z ′, die nullkohomolog
sind.

Für genügend großes a ist Z/(B ∩ Z) als abelsche Gruppe also isomorph zu H3(G,U(1))
und wir haben explizite 3-Kozykel (Repräsentanten der Klassen), die wir zur Berechnung
der projektiven Darstellungen der Zentralisatoren verwenden können.
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Beispiel 10. Es sei G = D4 die Diedergruppe mit 8 Elementen. Dann haben wir ein Glei-
chungssystem mit 84 = 4096 Gleichungen und 83 = 512 Variablen. Der Computer liefert
innerhalb einer Sekunde (mit dem System Magma), daß der Lösungsraum für n = 4 Rang
61 über Z/4Z hat. Der Teilraum der Koränder hat Rang 57 und der Faktormodul ist
isomorph zu (Z/2Z)2 × Z/4Z.

Wenn man nur an bestimmten Kozykeln interessiert ist, kann man die Berechnung deutlich
beschleunigen, indem man noch Zusatzbedingungen an den Kozykel stellt (z.B. α(1, g, h) =
α(g, 1, h) = α(g, h, 1) = 1 für alle g, h ∈ G).

7.5.2 Berechnung von projektiven Darstellungen

Es sei G eine endliche Gruppe mit neutralem Element e und Cn := Z/nZ. Es sei

β : G×G→ Cn

ein normalisierter 2-Kozykel, β ∈ Z2(G,Cn). Normalisiert bedeutet β(e, g) = β(g, e) = 0
für alle g ∈ G. Damit definiert β eine zentrale Erweiterung Γ von G durch Cn:

Γ := G× Cn, (g, η) · (h, τ) := (gh, η + τ + β(g, h))

für g, h ∈ G, η, τ ∈ Cn. Da β normalisiert ist, ist (e, η) · (g, τ) = (g, η + τ), womit

1 −→ Cn −→ Γ −→ G −→ 1

eine zentrale Erweiterung ist. Für eine Darstellung ρ von Γ mit ρ((e, 1)) = ζI (ζ n-te
primitive Einheitswurzel) gilt:

ρ((g, 0) · (h, 0)) = ρ((gh, β(g, h)) = ρ((gh, 0) · (e, β(g, h))) = ζβ(g,h)ρ((gh, 0)),

ρ′ : G → C, ρ′(g) := ρ((g, 0)), ist also eine projektive Darstellung zum 2-Kozykel β′ ∈
Z2(G,U(1)) von G mit β′(g, h) = ζβ(g,h). Andererseits ist jede projektive β′-Darstellung
von G von dieser Form (siehe zum Beispiel [13], Theorem 11.28). Wir wissen sogar, daß ρ
genau dann irreduzibel ist, wenn ρ′ irreduzibel ist.

Konkret bedeutet dies, daß wir die irreduziblen projektiven Charaktere von G zu β′ er-
halten, indem wir die irreduziblen Charaktere von Γ berechnen, die auf (e, 1) den Wert ζ
haben.

7.5.3 Beispiele für getwistete Quantendoppel

Die letzten beiden Abschnitte ermöglichen es uns, für kleine Gruppen G alle getwisteten
S-Matrizen zu Dω(G) zu bestimmen. Wir können auch untersuchen, ob die zugehörigen
Ringe eventuell zu anderen bekannten Ringen isomorph sind.
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Wir wollen alle solche Ringe bestimmen, die höchstens 20 Basiselemente haben. Die Grup-
pen, aus denen solche entstehen können, wurden in [6], Theorem 4 ohne Beweis angegeben:

Satz 7.5.1 (Coste, Gannon, Ruelle). Die einzigen Gruppen, für die Dω(G) höchstens
20 irreduzible Darstellungen haben kann, sind C1, C2, C3, S3, A4, C4, C2×C2, D5, S4, D4

und eine Frobenius-Gruppe der Ordnung 48. Diese haben mindestens 1, 4, 9, 8, 14, 16, 16,
16, 18, 19, 19 irreduzible Darstellungen.

Diese Frobenius-Gruppe der Ordnung 48 liegt außerhalb der Reichweite der Methode aus
den letzten Abschnitten. Vermutlich haben die getwisteten Quantendoppel dieser Gruppe
aber wesentlich mehr als 19 irreduzible Darstellungen, weil die ungetwistete Algebra schon
mehr als 50 hat.

Beispiel 11. Es sei G = C2 × C2. Es gibt (bis auf Kohomologie) 8 normalisierte 3-Kozykel
in Z3(G,U(1)). Diese liefern zwei Isomorphieklassen von Z-Ringen mit Basis der Form
R(Dω(G)). Die eine hat Elemente isomorph zu R(D(G)), die andere zu R(D(C4)).
Zu G = C4 gibt es unter den getwisteten Ringen (bis auf Isomorphie) auch nur zwei Ringe.
Derjenige, der nicht zu R(D(G)) isomorph ist, ist isomorph zum Gruppenring von C2×C8.
Dieser kann aber nicht von der Form R(D(H)) für eine Gruppe H sein, denn C2 × C8 ist
nicht von der Form H ×H (nach Bemerkung 7.2.4).

7.5.4 Daten

In den nachfolgenden Tabellen stehen alle Ringe, die zu getwisteten Quantendoppeln von
Gruppen der Ordnung bis einschließlich 50 gehören, bei denen das ungetwistete D(G)
höchstens 30 irreduzible Darstellungen hat. (Das Quantendoppel der obigen Frobenius-
Gruppe hat 94 irreduzible Darstellungen.)

Oft sind die Daten aus den Tabellen für verschiedene 3-Kozykel gleich. Deshalb sind die zu-
gehörigen Zeilen dann in eine einzige Zeile zusammengefaßt. Die Anzahl dieser Zeilen steht
in der ersten Spalte (

”
Anzahl“). (In einer Tabelle ist demnach die Summe der Einträge der

ersten Spalte gleich der Ordnung von H3(G,C×).)
In der zweiten Spalte steht die Anzahl der Basiselemente des Ringes. Ein Eintrag nk in der
Spalte

”
Teilringe“ bedeutet, daß es k Teilringe zu Teilmengen mit n Elementen der Basis

gibt.
Zur Graduierung stehen hier aus Platzgründen nur die Vielfachheiten der Anzahlen der
Basiselemente, die zu einem Grad gehören. Ein Eintrag

”
43, 10“ etwa bedeutet, daß sich

die Basis durch die Graduierung in 4 + 4 + 4 + 10 Elemente partitioniert. Oder
”
116“ zum

Beispiel bedeutet, daß der Ring ein Gruppenring ist.
Steht in der letzten Spalte d, so liegen die Einträge der S-Matrix in Q(ζd), wobei ζd eine
primitive d-te Einheitswurzel ist (dieses d ist minimal).
Zum Beispiel haben wir bei der zyklischen Gruppe mit drei Elementen immer die Gradu-
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ierung 19. Wenn dann d = 3 ist, muß der Ring isomorph zu Z[C3 × C3] sein. Ist d = 9, so
ist er isomorph zu Z[C9] = Z9.

Es fällt bei den Tabellen sofort auf, daß hier die getwisteten Quantendoppel für alle Kozy-
kel gleich viele irreduzible Darstellungen haben. Das liegt aber nur daran, daß die Beispiele
noch zu klein sind. Ein Beispiel, daß das nicht immer so ist, ist G = C3

2 . Das Quanten-
doppel D(G) hat 64 irreduzible Darstellungen und kommt deshalb nicht in den Tabellen
vor. Man kann aber mit der obigen Methode ausrechnen, daß es Kozykel ω gibt, für die
Dω(G) nur 22 irreduzible Darstellungen hat. In [7] wird gezeigt, daß verschiedene Kozykel
Darstellungsringe ergeben, die zu D(D4) oder D(Q8) isomorph sind.
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Gruppe: G := C2, H3(G,C×): C2,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

2 4 1, 23 14 1

Gruppe: G := C3, H3(G,C×): C3,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

1 9 1, 34 19 3
2 9 1, 3 19 9

Gruppe: G := C4, H3(G,C×): C4,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

2 16 1, 23, 47, 83 116 4
2 16 1, 23, 43, 83 116 8

Gruppe: G := C2 × C2, H3(G,C×): C2 × C2 × C2,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

4 16 1, 23, 47, 83 116 4
4 16 1, 215, 435, 815 116 1

Gruppe: G := C5, H3(G,C×): C5,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

4 25 1, 5 125 25
1 25 1, 56 125 5

Gruppe: G := S3, H3(G,C×): C6,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

4 8 1, 2, 3, 6 2, 6 9
2 8 1, 2, 34, 6 2, 6 1

Gruppe: G := D4, H3(G,C×): C2 × C2 × C4,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

8 22 1, 27, 47, 514, 8, 107, 147 27, 8 1
8 22 1, 23, 43, 52, 72, 8, 10, 143 26, 52 8

Gruppe: G := Q8, H3(G,C×): C8,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

4 22 1, 27, 47, 514, 8, 107, 147 27, 8 1
4 22 1, 27, 47, 52, 76, 8, 10, 114, 143 26, 52 8

Gruppe: G := D5, H3(G,C×): C10,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

2 16 1, 2, 46, 14 2, 14 5
8 16 1, 2, 4, 14 2, 14 25
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Gruppe: G := A4, H3(G,C×): C6,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

1 14 1, 3, 45, 8 32, 8 3
1 14 1, 3, 4, 8 32, 8 12
2 14 1, 3, 4, 8 32, 8 36
2 14 1, 3, 45, 8 32, 8 9

Gruppe: G := D7, H3(G,C×): C14,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

2 28 1, 2, 58, 26 2, 26 7
12 28 1, 2, 5, 26 2, 26 49

Gruppe: G := (20, 3) ∼= C5 o C4, H3(G,C×): C4,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

2 22 1, 2, 4, 52, 10, 14 43, 10 40
2 22 1, 2, 4, 52, 10, 14 43, 10 20

Gruppe: G := (21, 1) ∼= C7 o C3, H3(G,C×): C3,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

2 25 1, 3, 52, 19 32, 19 63
1 25 1, 3, 52, 19 32, 19 21

Gruppe: G := S4, H3(G,C×): C2 × C12,
Anzahl |B| Teilringe Graduierung Q(ζ)

4 21 1, 2, 3, 53, 10, 13 8, 13 1
8 21 1, 2, 3, 53, 10, 13 8, 13 9
8 21 1, 2, 3, 5, 10, 13 8, 13 72
4 21 1, 2, 3, 5, 10, 13 8, 13 8
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Kapitel 8

Anwendungen

In [12] werden anhand der Eigenschaften, die Fourier-Transformationen und Frobenius-
Eigenwerte erfüllen müssen, für endliche Coxeter-Gruppen Fusionsdaten definiert. Die zu-
gehörigen Ringe können wir zum Teil mit den Methoden aus den vorherigen Kapiteln
zerlegen und damit sozusagen verstehen.

”
Verstehen“ bedeutet, daß sie aus verschiedenen

Konstruktionen entstehen, die wir in den nächsten Abschnitten beschreiben werden.

Wir konzentrieren uns dann auf die Fourier-Matrizen der spetsiellen exzeptionellen irredu-
ziblen komplexen Spiegelungsgruppen (insgesamt 274 Matrizen). Wir schreiben Gn-m für
den Ring, der zur Fourier-Matrix der m-ten Familie der exzeptionellen Spiegelungsgruppe
Gn gehört.

8.1 Komplexe Spiegelungsgruppen

Wir benötigen für die folgenden Abschnitte ein paar Begriffe (vergleiche [22]).

Es sei V ein endlich dimensionaler C-Vektorraum. Ein Element g ∈ GL(V ) heißt komplexe
Spiegelung, falls codim(ker(g − 1)) = 1 gilt, d.h. wenn g eine Hyperebene punktweise
fixiert. Eine endliche Untergruppe W ≤ GL(V ), die von komplexen Spiegelungen erzeugt
wird, heißt komplexe Spiegelungsgruppe.

Es seien e, n ∈ Z, n ≥ 1, e ≥ 2 und ζ ∈ C eine primitive e-te Einheitswurzel. Weiterhin
seien s0 die Diagonalmatrix mit (ζ, 1, . . . , 1) auf der Diagonalen und si, 1 ≤ i ≤ n− 1 die
zu den Transpositionen (i, i+ 1) gehörigen n× n Permutationsmatrizen. Dann ist

G(e, 1, n) := 〈s0, s1, . . . , sn−1〉 ≤ GLn(C)

89
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eine irreduzible n-dimensionale komplexe Spiegelungsgruppe. Die Abbildung

γ : G(e, 1, n) → C×, γ(s0) := ζ, γ(si) := 1 (1 ≤ i ≤ n− 1),

definiert einen linearen Charakter von G(e, 1, n). Für ein p|e, (e, p, n) 6= (2, 2, 2) und n > 1
für p > 1 ist die Gruppe G(e, p, n) := ker(γe/p) auch eine irreduzible komplexe Spiegelungs-
gruppe.

Jede irreduzible komplexe Spiegelungsgruppe ist nach der Klassifizierung von Shephard
und Todd [26] entweder eine symmetrische Gruppe Sn, eine Gruppe der Form G(e, p, n)
oder eine von 34 exzeptionellen Gruppen, die wir mit G4, . . . , G37 bezeichnen.

In [23], 8A werden anhand von sechs äquivalenten charaktertheoretischen Bedingungen an
eine endliche irreduzible komplexe Spiegelungsgruppe die sogenannten spetsiellen Spie-
gelungsgruppen definiert. Dort wird auch gezeigt, daß das folgende Gruppen sind:

Sn, G(e, 1, n), G(e, e, n), Gi mit i ∈ {4, 6, 8, 14, 23, . . . , 30, 32, . . . , 37}.

Die unipotenten Charaktergrade und die Scheingrade (fake degrees) dieser Gruppen bilden
Vektoren v bzw. w aus C[X]m für ein geeignetes m (siehe [20]). Wenn diese Grade als
Vektoren über C aufgefasst werden, kann man eine gewisse Übergangsmatrix zwischen v
und w festlegen, die Fourier-Transformation (oder Fouriermatrix) genannt wird.

Eine solche m×m Fouriermatrix zerfällt in Blöcke. Diese Blöcke definieren eine Partition
von {1, . . . ,m} = F1 ∪ . . . ∪ Fr für ein geeignetes r ∈ N. Wir bezeichnen mit Fi die Liste
der unipotenten Charaktergrade vj, j ∈ Fi und mit F die Menge der Fi, 1 ≤ i ≤ r.

Für eine Familie F ∈ F definieren wir

a(F) := max{i ∈ Z | X i|g für alle g ∈ F},
A(F) := max{deg g | g ∈ F}.

Durch die Zahlen a(F), A(F) und |F| ist die Familie F eindeutig bestimmt.

8.2 Fouriermatrizen und Konstruktionen

Bis auf drei Fälle können wir für alle Fouriermatrizen, die zu Familien der Spetses gehören,
einfache Konstruktionsvorschriften angeben, um die entsprechenden Ringe zu erhalten.
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Diese sind zusammengesetzt aus

(i) Charakterringen von endlichen Gruppen (R(G)),

(ii) Darstellungsringen von Quantendoppeln endlicher Gruppen (R(D(G))),

(iii) Affinen Ringen.

Die Operationen, die wir dabei verwenden, sind:

(a) Tensorprodukte und äußere Produkte,

(b) Übergang zu Faktorringen,

(c) Übergang zu Teilringen zu Teilmengen der Basen,

(d) Basiswechsel.

Die meisten unserer Ringe sind einfach vom Typ (i), (ii) und (iii) ohne irgendeine Operation
darauf anzuwenden.

Wir bezeichnen mit X
(r)
l,k den affinen Ring vom Typ X

(r)
l und Level k.

8.2.1 Involution ∼ und negative Strukturkonstanten

Betrachten wir den Ring Zn := Z[Z/nZ] mit der Basis {b0, . . . , bn−1} (so daß bibj =
b(i+j mod n)). Dies ist ein Ring mit Basis mit der Involution b̃i = b(−i mod n). Insbeson-
dere ist ∼ für n > 2 nicht die identische Abbildung. Eine häufige Situation ist folgende: Es
sei R ein Z-Ring mit Basis B, der C2-graduiert ist, d.h. die Basis teilt sich in zwei Mengen:
die Elemente B0 := {b1, . . . , bp} vom Grad 0 und die Elemente B1 := {c1, . . . , cq} vom Grad
1:

B = {b1, . . . , bp︸ ︷︷ ︸
0

, c1, . . . , cq︸ ︷︷ ︸
1

}.

Das Produkt zweier Elemente vom Grad 1 ist eine Kombination der Elemente aus B0. Der
von B0 erzeugte Z-Modul ist ein Teilring zur Teilmenge B0. Das bedeutet allerdings nicht,
daß es einen Ring R̃ gibt mit R = R̃ ⊗ Z2. Zum Beispiel ist der Wess-Zumino-Witten-
Verlinde-Ring (siehe 2.3.2) C2-graduiert über dem Teilring, der von {b1, b3, b5, . . .} erzeugt
wird, aber nicht gleich dem Tensorprodukt dieses Teilrings mit Z2.

Wir können die Basis von R verdoppeln und damit erreichen, daß der neue Ring R′ (mit
der Multiplikation, die wir gleich noch definieren) C4-graduiert ist: Die neue Basis ist

B′ := {b1, . . . , bp︸ ︷︷ ︸
0

, c1, . . . , cq︸ ︷︷ ︸
1

, b′1, . . . , b
′
p︸ ︷︷ ︸

2

, c′1, . . . , c
′
q︸ ︷︷ ︸

3

}.
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In R gilt cicj =
∑p

k=1N
bk
cicj
bk. In R′ ist dann cicj =

∑p
k=1N

bk
cicj
b′k eine Kombination von

Elementen vom Grad 2. Diese Graduierung erhält man auch anders: R′ ist isomorph zu
einem Teilring von R⊗ Z4.

Dieser Vorgang ist interessant, weil wir dadurch die Involution ∼ verändern können. War
∼ auf R noch trivial, so ist es auf R′ nicht mehr die Identität, weil R′ C4-graduiert ist:
c̃i = c′i.

In vielen Fällen gibt es in R ein Element bi (vom Grad 0) mit b2i = 1 und derart, daß
Multiplikation mit bi die Basiselemente von R permutiert. Wir definieren ein Ideal in R′:

I := 〈a+ b′i · a | a ∈ B′〉,

wobei b′i das zu bi entsprechende Element vom Grad 2 ist. Wenn der Faktorring R′/I ein
Z-Ring mit Basis ist, dann ist die zugehörige Involution ∼ meistens nicht trivial.

Wählen wir für bi die Eins von R, so ändert sich ∼ nicht. Der Faktorring hat dann als
s-Matrix die s-Matrix von R, bei der wir jede Spalte, die zu einem Element vom Grad
1 gehört, mit

√
−1 multiplizieren. Wir können den Vorgang im Fall bi = 1 also auch als

einen Basiswechsel in R ⊗Z Z[
√
−1] ansehen, bei dem ein b ∈ B vom Grad 1 auf

√
−1 · b

abgebildet wird. Der neue Ring hat ganze Strukturkonstanten, welche demnach eine Z-
Algebra definieren, nämlich genau den obigen Faktorring. Er ist aber nicht isomorph zu R
als Z-Ring mit Basis.

Wenn wir Ideale definieren, die von Elementen der Form b1 ± b2 mit b1, b2 ∈ B erzeugt
werden, hat die Wahl der Basis im Faktorring keinen Einfluß darauf, in welcher Isomorphie-
klasse von Z-Ringen mit Basis der Faktorring liegt: Da der Faktorring ein freier Z-Modul
sein soll, dürfen wir nicht b1 und b2 in die Basis aufnehmen. Ob wir b1,−b1, b2 oder −b2
wählen, ändert den Ring um einen Isomorphismus von Z-Ringen mit Basis.

Faktorringe eines Ringes mit Basis sind im allgemeinen keine Z-Ringe mit Basis, weil
es nicht immer eine passende Involution gibt. Schon wenn wir R = Z2 wählen, erhalten
wir mit der obigen Konstruktion den Ring Z[

√
−1], welcher kein Z-Ring mit Basis ist.

Diesen bekommen wir auch als Faktorring von Z4 mit Basis {b0, . . . , b3} nach dem Ideal
〈b0 + b2, b1 + b3〉. Wir werden übrigens später ein Beispiel dafür sehen, daß im Faktorring
τ(ab) für a ∈ B für mehrere b ∈ B ungleich Null ist. Auch wenn wir bei der Involution
Vorzeichen zulassen, sind Faktorringe im Allgemeinen keine Z-Ringe mit Basis.

Beispiel 12. Es sei R der WZWV-Ring zu p = 6 mit 5 Basiselementen. Dieser ist C2-
graduiert und das 5-te Basiselement b5 (Numerierung wie in 2.3.2) operiert auf der Basis
durch Multiplikation wie eine Transposition. Der Faktorring (siehe oben) ist isomorph zum
Ring G4-4.

Statt einen Teilring R′ von R⊗Z4 können wir auch einen Teilring von R⊗Z4n wählen, so
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daß wir eine C4n-Graduierung erhalten:

B0 ∪B1︸ ︷︷ ︸
0,1

∪B′
0 ∪B′

1︸ ︷︷ ︸
2,3

∪B′′
0 ∪B′′

1︸ ︷︷ ︸
4,5

∪ · · · ∪B′···
0
′ ∪B′···

1
′︸ ︷︷ ︸

4n−2,4n−1

.

Auch hier können wir unter Umständen ein Element vom Grad 2n nutzen, um ein Ideal zu
definieren, das wiederum einen interessanten Faktorring liefert.

Wir bezeichnen mit Rt(n,b) den Faktorring von R′ modulo dem Ideal I = 〈1 + b′···′〉, wobei
b ein Element vom Grad 0 und b′···′ ∈ B′···

0
′ (n Striche

”
′“) das zu b gehörige Element im

Grad 2n ist.

Beispiel 13. Es sei (R,B) der WZWV-Ring zu p = 4 mit 3 Basiselementen. Mit n = 2
und dem Ideal 〈a+ a · b′′′3 | a ∈ B′〉 ergibt die Konstruktion einen Ring, der isomorph zum
äußeren Quadrat eines zyklischen Ringes ist (5.1.4 mit e = 4 und n = 2). Dieser Ring ist
außerdem ein Beispiel dafür, daß es Z-Ringe mit Basis gibt, die nicht isomorph zu einem
Ring mit Basis sind, weil kein Vorzeichenwechsel der Basiselemente einen Ring liefert, der
nur positive Strukturkonstanten hat.

Beispiel 14. Es sei (R,B) der WZWV-Ring zu p = 12 mit 11 Basiselementen. Die obige
Konstruktion mit n = 2 und dem letzten Basiselement liefert den Ring G6-2.

Beispiel 15. Es sei (R,B) der affine Ring vom Typ B
(1)
3 und Level 2. Die obige Konstruktion

mit n = 1 und dem letzten Basiselement liefert den Ring G24-2 (R ist nicht immer ein
WZWV-Ring.)

Wir können aber auch das Ideal etwas anders definieren. Anstatt a mit −ab′i zu identifizie-
ren, ist es manchmal auch sinnvoll I := 〈a − ab′i | a ∈ B′〉 zu betrachten. Dabei entstehen
übrigens keine negativen Strukturkonstanten, siehe zum Vergleich Proposition 7.2.5. Diese
Variante hat also nur den Effekt, daß die Involution ∼ verändert wird.

8.2.2 Basiswechsel

Es sei R ein Z-Ring mit Basis. Wir können an der s-Matrix von R ablesen, ob R Charakter-
ring einer endlichen Gruppe sein kann. Die s-Matrix ist dann nämlich die (transponierte)
Charaktertafel. Es muss also eine Zeile geben, die nur ganze Einträge ungleich Null hat. Die
Summe der Quadrate der Einträge in einer solchen Zeile ist die Ordnung der potentiellen
Gruppe. In manchen Fällen ist diese Gruppe dadurch eindeutig festgelegt, weil wir wissen,
daß sie genauso viele Konjugationsklassen haben muß, wie die s-Matrix Spalten hat.

Finden wir einen Teilring R′ zu einer Teilmenge der Basis, der kein Charakterring sein
kann, so ist nach Korollar 3.1.7 jeder Teilring R′′, der R′ enthält, d.h. R′ ⊆ R′′, auch kein
Charakterring.
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Einige Ringe entstehen aus einem Ring R(D(G)), zum Beispiel indem wir zu einem Fak-
torring übergehen, bei dem allerdings der Charakterring von G erhalten bleibt. Wenn wir
wissen wollen, ob ein gegebener Ring in dieser Weise entsteht, so suchen wir deshalb unter
den Teilringen nach Charakterringen.

Beispiel 16. Der Ring R zur Matrix G32-12 hat 40 Basiselemente. Er ist C6-graduiert über
einem Teilring R′ mit 10 Basiselementen. Die Basis zerlegt sich so in 10 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6
Elemente. An der s-Matrix von R′ sehen wir, daß R′ der Charakterring der 6. Gruppe
der Ordnung 150 ist. Der Ring Q := R(D(150, 6)) hat eine C6-Graduierung der Form
110, 6, 6, 6, 6, 6. Es gibt ein Ideal I in Q, so daß Q/I dem Ring R sehr ähnlich ist, nämlich
(bei geeigneter Numerierung der Basis von Q)

I := 〈b28+i − b78+i | 1 ≤ i ≤ 25〉.

Dieses Ideal wird in 8.2.3 genauer erklärt. Es muß noch ein Basiswechsel M auf R vorge-
nommen werden, bevor wir den gesuchten Ring erhalten:

M :=



E10

A 0

A

A

0 A

A


, A :=


0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0

 ,

wobei E10 die 10× 10 Einheitsmatrix ist.

Eine solche Konstruktion mit Basiswechsel ist natürlich nur dann sinnvoll, wenn die Ba-
siswechselmatrix eine einfache Form hat. Ansonsten können wir nicht begründen, daß die
Ringe eine ähnliche Struktur besitzen (die s-Matrix selbst ist auch ein Basiswechsel).

Einen Basiswechsel können wir durch zwei Methoden erraten. Eine Möglichkeit ist, die s-
Matrizen s1, s2 der beiden Ringe zu berechnen. Dann ist (falls wir die Spalten und Zeilen
richtig sortieren) s−1

1 s2 ein
”
schöner“ Basiswechsel. Bei dem vorherigen Beispiel ist das aber

nicht möglich, weil Q/I zu groß ist, um die s-Matrix zu berechnen.

Die zweite Möglichkeit ergibt sich aus folgendem Lemma:

Lemma 8.2.1. Es seien (R, {b1, . . . , bn}) ein Z-Ring mit Basis mit den Strukturkonstanten
Bk
i,j und E eine freie endlich erzeugte Z-Algebra mit Basis {a1, . . . , an}, a1 = 1 und den

Strukturkonstanten Aki,j. Ist MT = M = (mi,j) ∈ Cn ein Basiswechsel von R nach E, d.h.
ist

ai =
n∑
j=1

mjibj, mij = mji,

so gelten
Ai = MDiM

−1, (A1
ij̃
)i,j = M2,
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wobei Ai := (Akij)j,k, Bi := (Bk
ij)j,k, Di :=

∑
j Bjmji und ∼ in kanonischer Weise auf E

definiert wird.

Beweis. Wir haben aiak =
∑

j A
j
ikaj. Setzen wir ai =

∑n
j=1mjibj in diese Formel ein, so

erhalten wir
(∗)

∑
ν

Aνikmjν =
∑
µ

∑
ν

mµimνkB
j
µ,ν ,

woraus die linke Gleichung folgt. Die rechte Gleichung ergibt sich aus dem Fall j = 1:
Es ist B1

ij = δi,j̃. Außerdem ist∑
j

mjĩbj = aĩ = ãi =
∑
j

mjib̃j =
∑
j

mj̃ibj,

d.h. mjĩ = mj̃i. Die Gleichung (∗) mit j = 1 und k̃ statt k lautet A1
ik̃

=
∑

µmµimµ̃k̃ =∑
µmµimµk.

Wenn wir raten, wie ∼ sich auf Q/I verhält (das ist zum Teil durch Q gegeben), und nur
Matrizen M mit M = MT suchen, so kennen wir demnach zumindest M2.

8.2.3 G25-7, G8-5 und G32-12

Für die Ringe G8-5 und G32-12 gibt es eine gemeinsame Konstruktion (vergleiche Beispiel
16 in 8.2.2). Höchstwahrscheinlich kann man diese noch verallgemeinern, weil der Ring G26-
7 eine sehr ähnliche Struktur aufweist und dennoch nicht so wie im folgenden beschrieben
werden kann.

Es sei G eine endliche Gruppe und N E G ein Normalteiler. In R(D(G)) betrachten wir
folgendes Ideal:

I := 〈(ḡ, χ)− (ḡ, χ′) | g ∈ G, χ, χ′ ∈ Irr(GG(g)), χ|N∩CG(g)
6= 1, χ′|N∩CG(g)

6= 1〉.

Es sei B die Teilmenge des Faktorrings R(D(G))/I

B := {(ḡ, χ) ∈ R(D(G))/I | (ḡ, χ) ∈ Irr(D(G)), χ|N∩CG(g)
= 1}.

Weiterhin sei für g ∈ G, χ ∈ Irr(CG(g)):

d(ḡ, χ) :=

 ∑
χ6=χ′∈Irr(CG(g))

n−1
ḡ (ḡ, χ′)

− nḡ − 1

nḡ
(ḡ, χ),

wobei nḡ := | Irr(CG(g))| − 1. Bei passenden G und N ist (R(D(G))/I, B′) mit

B′ := {(ḡ, χ) ∈ B | ḡ ∩N 6= ∅} ∪ {d(ḡ, χ) ∈ B | ḡ ∩N = ∅}
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ein Z-Ring mit Basis B′ (B′ ist eine Basis, weil die lineare Fortsetzung von d auf R(D(G))
invertierbar ist: Sie beschreibt den Basiswechsel aus Beispiel 16).

Mit G = (C3 ×C3) oC4 (genauer: die 9. Gruppe der Ordnung 36 in der Numerierung von

”
small groups“) und dem Normalteiler N , der 9 Elemente hat, gilt R′ ∼= G8-5.

Mit G = (C5×C5) oC6 (genauer: die 6. Gruppe der Ordnung 150 in der Numerierung von

”
small groups“) und dem Normalteiler N , der 25 Elemente hat, gilt R′ ∼= G32-12.

Das Ideal

I ′ := 〈(ḡ, χ)−
∑

χ′∈Irr(CG(g)), χ′|N∩CG(g)
=1

(ḡ, χ′) | (ḡ, χ) ∈ Irr(D(G)), χ|N∩CG(g)
6= 1〉

ist in den beiden Beispielen gleich I, hat aber den Vorteil, daß es auch noch in einem
weiteren Fall einen unserer Ringe liefert: G = A4, N = C2×C2 EG liefern mit I ′ (und der

Basis B′) den Ring G25-7. Dieser hat übrigens eine große Ähnlichkeit mit dem Ring A
(1)
2,3.

Wir schreiben Q(G) für die Konstruktion mit dem Ideal I ′. Diese Bezeichnung legt den
Ring nicht eindeutig fest. Sie besagt nur, daß der Ring auf diese Weise erhalten werden
kann.

8.2.4 G27-2

Es sei R′ := C
(1)
2,2 . Dieser hat als Teilring den Charakterring von D5, über dem er C2-

graduiert ist. Eine Basis teilt sich demnach auf:

B′ := {b0, . . . , b3︸ ︷︷ ︸
0

, b4, b5︸︷︷︸
1

}.

In R′′ := R′ ⊗ Z6 mit einer passenden Basis B′′ = {bi,j | 0 ≤ i, j < 6} liegt folgende
(C2 × C6)-Graduierung vor:

B′′ =
5⋃
i=0

{bi,0, . . . , bi,3︸ ︷︷ ︸
2i

, bi,4, bi,5︸ ︷︷ ︸
2i+1

}.

Der Teilring R von R′′ zur Teilmenge

B := {b2i,k, b2i+1,l | 0 ≤ i < 6, 0 ≤ k < 4, 4 ≤ l < 6}

ist zum Ring G27-2 als Z-Ring mit Basis isomorph. Es sei noch angemerkt, wie die Teil-
ringe von R aussehen. Sie könnten Auskunft darüber geben, wie R mit einer der anderen
Konstruktionen erreicht werden könnte. Die (nicht-trivialen) Teilringe sind:

Z2, Z3, Z6, R(D5), C
(1)
2,2 und R(30, 2),
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wobei R(30, 2) der Charakterring eines semidirekten Produktes der Form C3 oD5 ist. Der
Ring R ist C2-graduiert über dem Teilring R(30, 2). Wir bezeichnen den Ring R in den
nächsten Abschnitten mit T27−2.

8.3 T -Matrizen

Die Abschnitte aus diesem Kapitel ergeben Konstruktionen für Ringe, die zu Fourier-
Matrizen gehören. Es stellt sich hierbei die Frage, ob die T -Matrizen (bei den komple-
xen Spiegelungsgruppen enthalten diese die Frobenius-Eigenwerte) nebenher mitkonstruiert
werden.

Die Überlegungen dieser Arbeit konzentrieren sich alle auf die Struktur der Fusionsalgebren
bis auf Isomorphie von Z-Ringen mit Basis. Hier muss noch einmal betont werden, daß die
Isomorphieklasse des Ringes alleine nicht genug Informationen liefert, um eine eindeutige
S-Matrix und schon gar nicht eine T -Matrix zu bestimmen. Eine gründliche Untersuchung
der T -Matrizen (etwa ihr Verhalten beim Übergang zu Faktorringen) würde deshalb den
Rahmen dieser Arbeit sprengen. Einige Aspekte sollten wir dennoch anmerken.

Die S-Matrix aus Kapitel 2 ist durch die Bedingung, daß die Einträge in der ersten Spalte
positiv reell sind, bis auf Permutation der Zeilen eindeutig bestimmt. Die Reihenfolge der
Spalten ist durch die Reihenfolge der Basiselemente gegeben.

Ist durch die Definition der S-Matrix aus irgendeinem Grund schon eine natürliche Bijektion
zwischen den Zeilen und Spalten gegeben (etwa wie bei den irreduziblen Darstellungen des
Darstellungsrings des Quantendoppels), so ist zumindest für die S-Matrix eine kanonische
Wahl gegeben. Ein Problem ist, daß diese Matrix mit positiven reellen Einträgen in der
ersten Spalte in vielen Beispielen nicht für ein Fusionsdatum oder modulares Datum in
Frage kommt, weil sie nicht immer symmetrisch ist.

Je nachdem, ob wir eine Matrix T suchen, so daß S, T ein modulares Datum oder ein Fu-
sionsdatum bilden, ergeben sich verschiedene Gleichungssysteme, die mögliche T -Matrizen
als Lösungen besitzen. Wir konzentrieren uns auf die modularen Daten, weil die Fusions-
daten aus anderen Gründen für unsere Beispiele weniger geeignet sind (siehe 2.3). Beim
modularen Datum müssen gelten:

T ist diagonal, SS̄T = T T̄ T = I, (ST )3 = S2,

wobei S2 im Allgemeinen nicht die Einheitsmatrix sondern eine Permutationsmatrix der
Ordnung 2 ist.

Beispiel 17. Es sei S die Matrix zum äußeren Quadrat des Gruppenrings der zyklischen
Gruppe C4 (siehe Beispiel 8 in 5.1.2). Die Matrix S ist symmetrisch. Das Quadrat S2 ist
aber keine Permutationsmatrix, sondern eine monomiale Matrix mit Einträgen ±1. Das
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liegt daran, daß wir die Substitution aus Satz 5.1.5 nicht durchführen, weil die Matrix
sonst nicht mehr symmetrisch ist. Außerdem sind die Einträge {Si,1 | 1 ≤ i ≤ 6} nicht
positive reelle Zahlen, anders als es vom Fusionsdatum verlangt wird.
Das Gleichungssystem (ST )3 = I, T1,1 = 1 hat zwei Diagonalmatrizen T , T ′ als Lösungen
(es läßt sich leicht mit dem Computer lösen). Die Matrizen S und T oder T ′ bilden dann
weder ein Fusionsdatum noch ein modulares Datum.
Bei den komplexen Spiegelungsgruppen taucht diese Matrix S sehr oft auf, allerdings
manchmal mit T und manchmal mit T ′ als T -Matrix.
Man beachte wieder, daß S nicht die S-Matrix des zugehörigen Ringes ist (diese entsteht
aus S, indem die Einträge in der ersten Spalte durch Normierung der Zeilen positiv reell
gemacht werden). Die S-Matrix des zugehörigen Z-Ringes mit Basis ist nicht symmetrisch
und ist damit kein besserer Kandidat für ein Datum, das dem Ring zugeordnet werden
könnte.

Nach Beispiel 17 kann folgendes passieren: Zu zwei Paaren (S, T ), (S ′, T ′) sind die Z-Ringe
mit Basis zu S und S ′ isomorph, aber der Isomorphismus bildet T nicht auf T ′ ab.
Einen Fall können wir leicht erkennen und kennzeichnen: Wenn R der Ring zu (S, T ) ist,
so schreiben wir R für den Ring der komplex konjugierten Matrizen (S̄, T̄ ). (Die Ringe R
und R sind gleich, aber durch die unterschiedliche Notation ist noch die Information über
T enthalten.)

Die Matrizen der ungetwisteten komplexen Spiegelungsgruppen haben dieselben Eigen-
schaften wie Beispiel 17. Sie haben in der ersten Spalte nur Einträge ungleich Null, sind
symmetrisch und definieren zusammen mit ihrer T -Matrix eine Darstellung von SL2(Z).
Außerdem sind die Quadrate S2 im Allgemeinen keine Permutationsmatrizen.

8.4 Beschreibungen

8.4.1 Zusammenfassung

In der folgenden Tabelle wollen wir die
”
schwierigen“ Ringe zusammenfassen. Das sind

diejenigen, die wir durch Anwendung irgendwelcher Operationen erhalten. Die zweite Spalte
besagt, ob es negative Strukturkonstanten gibt (

”
−“), oder ob es einen Isomorphismus gibt,

so daß alle Strukturkonstanten nicht negativ sind (
”
+“). In der vierten Spalte steht ein zum

Teilring vom Grad 0 isomorpher Ring. Man beachte, daß z.B. bei der Graduierung von G27-
6 die Zahlen 4, 4, 4, 4 stehen, und daß der Ring C2 × C2- und nicht C4-graduiert ist. Die
letzte Spalte beschreibt den Ring in der hier eingeführten Notation.
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Ring ± Graduierung Grad 0 isomorph zu

G4-4 − 3,2 R(S3) (A
(1)
1,4)t(b5,1)

G6-2 − 6,5,6,5 ≤ A
(1)
1,10 (A

(1)
1,10)t(b11,2)

G8-5 + 6,4,4,4 R((C3 × C3) o C4) Q((C3 × C3) o C4)
G8-2, . . . − 4,2 R(C4) Λ(4, 2)
G14-2 ? 10,8,10,8,10,8 ? ?

G14-5 − 5,4 R(D4) (A
(1)
1,2 ⊗ A

(1)
1,2)t(−b3⊗b3,1)

G23-2, G23-6, . . . + 4 - Dih(5)

G24-2, G24-6 − 5,2 R(D7) (B
(1)
3,2)t(b7,1)

G25-7 + 4,3,3 R(A4) Q(A4)
G26-7 ? 13,6,9,6,9,6 R((C3 × C9) o C6) ?
G27-2, G27-10 + 4,2,4,2,4,2 R(D5) T27−2

G27-6 + 4,4,4,4 Dih(5) Dih(5)⊗ Z2 ⊗ Z2

G32-12 + 10,6,6,6,6,6 R((C5 × C5) o C6) Q((C5 × C5) o C6))

8.4.2 Tabellen

Hier ist eine Übersicht über die Ringe der Fourier-Matrizen der Familien der spetsiellen
exzeptionellen Spiegelungsgruppen (bis auf die Weylgruppen G28 = F4, G35 = E6, G36 =
E7, G37 = E8, welche in [15] von Lusztig beschrieben wurden).

Die Familien zu G30 sind in CHEVIE anders sortiert. Welche Familie jeweils gemeint ist,
kann man an den ersten drei Spalten ablesen.

Familien für G4.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 5 3 Z3

2 6 1 1

4 8 5 (A
(1)
1,4)t(b5,1)
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Familien für G6.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1

1 11 22 (A
(1)
1,10)t(b11,2)

4 12 1 1
5 13 4 Z4

10 14 3 Z3

Familien für G8.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 11 6 Λ(4, 2)
2 14 6 Λ(4, 2)
3 15 4 Z4

6 18 18 Q((C3 × C3) o C4)

Familien für G14.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 23 54 ?
5 25 3 Z3

6 26 9 Z9

9 27 9 (A
(1)
1,2 ⊗ A

(1)
1,2)t(−b3⊗b3,1)

20 28 3 Z3

Familien für G23.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 9 4 Dih(5)
2 10 1 1
3 12 4 Z2 ⊗ Z2

5 13 1 1
6 14 4 Dih(5)
15 15 1 1
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Familien für G24.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1

1 13 7 (B
(1)
3,2)t(b7,1)

3 15 1 1
4 17 4 Z2 ⊗ Z2

6 18 1 1

8 20 7 (B
(1)
3,2)t(b7,1)

21 21 1 1

Familien für G25.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 11 3 Z3

2 16 9 Z3 ⊗ Z3

4 20 15 Z̄3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

6 21 3 Z3

8 22 3 Z3

12 24 10 Q(A4)

Familien für G26.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 17 9 Z3 ⊗ Z3

2 22 9 Z3 ⊗ Z3

3 24 4 Z2 ⊗ Z2

4 26 12 Z3 ⊗ Z2 ⊗ Z2

5 25 3 Z3

6 30 49 ?
11 31 9 Z3 ⊗ Z3

16 32 3 Z3

21 33 5 (A
(1)
1,4)t(b5,1)
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Familien für G27.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 29 18 T27−2

3 33 4 Z2 ⊗ Z2

4 36 9 Z̄9

5 37 3 Z̄3

6 39 16 Dih(5)⊗ Z2 ⊗ Z2

8 40 3 Z3

9 41 9 Z9

12 42 4 Z2 ⊗ Z2

16 44 18 T27−2

45 45 1 1

Familien für G29.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 19 6 Λ(4, 2)
2 22 1 1
3 27 4 Z̄4

4 28 4 Z2 ⊗ Z2

4 28 1 1

5 31 6 Λ(4, 2)
6 34 22 R(D(20, 3))1

9 35 6 Λ(4, 2)
12 36 1 1
12 36 4 Z2 ⊗ Z2

13 37 4 Z4

18 38 1 1

21 39 6 Λ(4, 2)
40 40 1 1

1R(D(C5 o C4))



8.4. BESCHREIBUNGEN 103

Familien für G30.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 29 4 Dih(5)
2 38 4 Dih(5)
3 42 4 Z2 ⊗ Z2

4 44 1 1
5 45 1 1
6 54 74 ?
15 55 1 1
16 56 1 1
18 57 4 Z2 ⊗ Z2

22 58 4 Dih(5)
31 59 4 Dih(5)
60 60 1 1

Familien für G32.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 29 3 Z3

2 46 9 Z3 ⊗ Z3

3 51 3 Z3

4 56 15 Z̄3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

5 61 15 Z3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

6 66 42 R(D(SL2(F3)))
8 67 12 Z3 ⊗ Z2 ⊗ Z2

9 69 9 Z3 ⊗ Z3

10 70 9 Z9

12 72 45 (A
(1)
1,4)t(b5,1) ⊗ Z3 ⊗ Z3

15 75 40 Q((C5 × C5) o C6))

20 76 15 Z̄3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

25 77 9 Z3 ⊗ Z3

30 78 5 (A
(1)
1,4)t(b5,1)

40 80 15 Z3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)
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Familien für G33.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 17 3 Z̄3

2 22 1 1
3 27 4 Z2 ⊗ Z2

4 32 15 Z3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

6 34 1 1
7 35 1 1
7 35 3 Z̄3

8 37 4 Z2 ⊗ Z2

9 33 1 1
10 38 3 Z3

11 39 1 1
10 38 1 1
12 36 1 1

13 41 15 Z̄3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

18 42 4 Z2 ⊗ Z2

23 43 1 1
28 44 3 Z3

45 45 1 1
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Familien für G34.

a(F) A(F) |F| R
0 0 1 1
1 41 3 Z̄3

2 58 3 Z̄3

3 69 4 Z2 ⊗ Z2

4 80 15 Z3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

5 85 9 Z3 ⊗ Z3

6 90 9 Z3 ⊗ Z3

7 95 15 Z3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

8 97 12 Z̄3 ⊗ Z2 ⊗ Z2

9 81 1 1
9 99 4 Z2 ⊗ Z2

10 98 9 Z3 ⊗ Z3

10 102 9 Z̄9

11 103 3 Z̄3

11 103 9 Z3 ⊗ Z3

12 96 1 1
12 105 4 Z2 ⊗ Z2

13 107 36 Z6 ⊗ Z6

14 106 3 Z3

15 111 44 R(D(42, 1))2

a(F) A(F) |F| R
18 108 4 Z2 ⊗ Z2

20 112 3 Z̄3

19 113 36 Z6 ⊗ Z6

21 114 4 Z2 ⊗ Z2

30 114 1 1
23 115 9 Z3 ⊗ Z3

23 115 3 Z3

24 116 9 Z9

28 116 9 Z3 ⊗ Z3

27 117 4 Z2 ⊗ Z2

45 117 1 1
29 118 12 Z3 ⊗ Z2 ⊗ Z2

31 119 15 Z̄3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

36 120 9 Z3 ⊗ Z3

41 121 9 Z3 ⊗ Z3

46 122 15 Z̄3 ⊗ (A
(1)
1,4)t(b5,1)

57 123 4 Z2 ⊗ Z2

68 124 3 Z3

85 125 3 Z3

126 126 1 1

2R(D(C7 o C6)) = R(D(C7 ×f C6))
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8.5 Die Fouriermatrix zu 2F4

8.5.1 Untersuchung des zugehörigen Ringes

In [12] wird für die Ree Gruppe 2F4(q
2) eine bis auf Multiplikation der Zeilen mit Einheits-

wurzeln eindeutig bestimmte Fourier-Matrix (die transponierte S-Matrix) berechnet:

ST =
1

12



3 3 6 1 1 2 3 3 3 3 4 4 4
3 3 6 −3 −3 −6 −3 −3 −3 −3 0 0 0
0 0 0 4 4 −4 0 0 0 0 4 4 −8
−6 −6 0 −2 −2 −4 0 0 0 0 4 4 4

3
√

2 −3
√

2 0 −3
√

2 3
√

2 0 3
√

2 3
√

2 −3
√

2 −3
√

2 0 0 0

3
√

2 −3
√

2 0 3
√

2 −3
√

2 0 −3
√

2 3
√

2 3
√

2 −3
√

2 0 0 0

3
√

2 −3
√

2 0 3
√

2 −3
√

2 0 3
√

2 −3
√

2 −3
√

2 3
√

2 0 0 0

3
√

2 −3
√

2 0 −3
√

2 3
√

2 0 −3
√

2 −3
√

2 3
√

2 3
√

2 0 0 0
3 3 −6 −3 −3 −6 3 3 3 3 0 0 0
−3 −3 6 −1 −1 −2 3 3 3 3 −4 −4 −4
0 0 0 4 4 −4 0 0 0 0 4 −8 4
0 0 0 4 4 −4 0 0 0 0 −8 4 4
0 0 0 0 0 0 6 −6 6 −6 0 0 0


.

Diese definiert den Z-Ring mit Basis R, der die folgende Multiplikationstafel hat. Man
beachte, daß es negative Strukturkonstanten gibt (

”
·“ steht für −1,

”
p“ für 1).
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Es gibt für diesen Ring nach wie vor keine Interpretation als Grothendieck-Ring einer
Tensorkategorie. Von einer modularen Tensorkategorie kann er nicht herkommen, da er
negative Strukturkonstanten hat. Es ist aber denkbar, daß R ein Faktorring eines sol-
chen Grothendieck-Rings ist. Mit den Techniken aus den letzten Kapiteln können wir eine
Ähnlichkeit zum Darstellungsring des Quantendoppels der symmetrischen Gruppe S4 nach-
weisen, was auch erwartet wird, da dies der Ring ist, den Lusztig zu der Fourier-Matrix im
Typ F4 erhalten hat.

Wir erkennen sofort, daß R eine C2-Graduierung besitzt. Die Teilringe zu Teilmengen der
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Basis sind:

{1},
{1, 10},
{1, 4, 10},
{1, 2, 4, 9, 10},
{1, 2, 4, 9, 10, 13},
{1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12},
{1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12, 13},
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}.

Der ganze Ring ist über dem vorletzten C2-graduiert. Der vorletzte ist über den vorheri-
gen C2-graduiert. Der Teilring {1, 2, 4, 9, 10} ist isomorph zum Charakterring der Gruppe
S4. Es ist zunächst sinnvoll, die Basiselemente anders zu sortieren, um die Graduierungen
hervorzuheben. Außerdem können wir durch Vorzeichenwechsel erreichen (Multiplikatio-
nen mit Einheitswurzeln sind erlaubt), daß der Teilring zu {1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12} positive
Strukturkonstanten hat. Danach sieht die Multiplikationstafel folgendermaßen aus:
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Es bezeichne jetzt (R,B) diesen veränderten Ring. Untersuchen wir nun den Darstellungs-
ring Q := R(D(S4)) des Quantendoppels der symmetrischen Gruppe S4. Die Konjugati-
onsklassen von S4 werden wie in [4] mit 1, g′2, g2, g3, g4 bezeichnet. Die Zentralisatoren sind
dann S4, D4, C2 × C2, C3, C4. Es seien b1, . . . , b21 die Paare (g, χ), wobei b1, . . . , b5 die zu
(1, ∗) gehörigen Basiselemente, b6, . . . , b10 die zu (g′2, ∗) gehörigen Basiselemente usw. sind.

Dann ergeben sich bezüglich dieser Numerierung (bis auf die Reihenfolge der Charaktere)
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folgende Teilringe zu Teilmengen der Basis:

{1},
{1, 2},
{1, 2, 3},
{1, 2, 3, 4, 5},
{1, 2, 3, 7, 9},
{1, 2, 3, 6, 8},
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 16, 17},
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21}.

Dieser Ring ist über dem Teilring mit 13 Elementen C2-graduiert. Der Ring zu {1, 2, 3, 4, 5}
ist der Charakterring der S4. Der Teilring mit 13 Basiselementen hat in der Tat eine große
Ähnlichkeit zu R. Wir sehen aber schon alleine an der Graduierung oder an der Teil-
ringstruktur, daß er nicht zu R isomorph ist.

Die s-Matrix von Q hat übrigens nur ganze Einträge, was bei der s-Matrix von R nicht
der Fall ist (dort finden wir mehrmals

√
2). Damit können wir auch ausschließen, daß

R ein Faktorring von Q ist, bei dem wir Basiselemente identifizieren und als Basis ein
Vertretersystem aus Basiselementen von Q wählen:
In der s-Matrix sind die Zeilen die eindimensionalen Darstellungen des Ringes. Die Einträge
sind demnach Lösungen eines quadratischen Gleichungssystems. Die Gleichungen der s-
Matrix des Faktorrings sind dieselben mit zusätzlichen Gleichungen. Deswegen verlassen
die Lösungen beim Übergang zum Faktorring die Körpererweiterung nicht.

Die Basiselemente von Q parametrisieren die Charaktere der größten Familie unipotenter
Charaktere von F4. In Charakteristik 2 hat F4 einen Automorphismus, der die unipotenten
Charaktere, die den Basiselementen {b1, b3, b2, b7, b9, b10, b15, b16, b17, b11, b19, b21, b14} von Q
entsprechen, invariant läßt. (Diese Teilmenge der Basis liefert nicht einen Teilring von Q!)
Es sei τ das 13-Tupel

τ := (1, 3, 2, 7, 9, 10, 15, 16, 17, 11, 19, 21, 14).

Dann stellen wir fest:

Bemerkung 8.5.1. Es bezeichnen N∗
∗∗, Ñ

∗
∗∗ die Strukturkonstanten von R bzw. Q. Dann

gilt
Nk
i,j ≡ Ñ

τ(k)
τ(i),τ(j) (mod 2).

Eine andere Konstruktion liefert einen Ring, der nach einem einfachen Basiswechsel gleich
R ist:
Es sei I das Hauptideal, das von 1− b2 erzeugt wird. Die Numerierung sei hier so gewählt,
daß b2 die irreduzible Darstellung (1, σ) ist, wobei σ der Signumcharakter von S4 ist. Das
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Element b2 hat Quadrat 1 und operiert durch Multiplikation auf den restlichen Basisele-
menten bijektiv. Der Faktorring E := Q/I ist torsionsfrei (siehe Proposition 7.2.5) vom
Rang 13. In E wählen wir die Basis

B′ := {b1, b3, b4, b6, b7, b10, b15, b16, b17, b11, b12, b18, b19}.

Es sei

A :=


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2
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2
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2
1
2
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1
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1
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1
2

−1
2

1
2

1
2

0 1√
2
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2

1√
2

1√
2



.

Dann ist A : R′ ⊗Z C → E ⊗Z C ein Ringisomorphismus, und R′ ist als Z-Ring mit Basis
isomorph zu R (Permutation der Basiselemente). Oder anders formuliert: E ist mit der
Basis 1, 1

2
(b1− b3 + b4),

1
2
(−b1 + b3 + b4),

1
2
(b6 + b7), . . . isomorph zu R. Da aber die Einträge

von A und A−1 nicht ganzzahlig sind, sind diese Ringe auch nicht als Z-Algebren isomorph.

8.5.2 2G2 und Verallgemeinerung

Den Ring der Fourier-Matrix zu 2G2 erhalten wir aus einer Konstruktion, die in [12] be-
schrieben wird. Es ist naheliegend, etwas ähnliches für die Matrix zu 2F4 zu versuchen.
Hier ist eine verallgemeinerte Form dieser Konstruktion und eine Erklärung, warum diese
im Fall 2F4 wahrscheinlich nicht verwendet werden kann.

Es seien R1 und R2 Z-Ringe mit Basen B1 bzw. B2, die beide eine C2-Graduierung besitzen.
Es gibt also Basiselemente vom Grad 0 und vom Grad 1; wir bezeichnen den Grad von b
mit deg(b).

Weiter sei R der Teilring von R1 ⊗R2, der von der Basis

B := {b1 ⊗ b2 | deg(b1) = deg(b2)}

erzeugt wird. Wir setzen voraus, daß es Elemente a1 ∈ B1, a2 ∈ B2 mit a2
1 = 1, a2

2 = 1 gibt,
so daß deg(ai) = 0 und ai durch Multiplikation bijektiv auf der Basis Bi operiert (i = 1, 2).
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Für i = 1, 2 und j = 0, 1 seien

Fi := {b ∈ Bi | aib = b},
F j
i := {b ∈ Fi | deg(b) = j},

Bj
i := {b ∈ Bi | deg(b) = j}.

Wir betrachten das Ideal von R

I := 〈(b1 ⊗ b2) + (a1 ⊗ a2)(b1 ⊗ b2), (c1 ⊗ c2) | b1 ⊗ b2 ∈ B, ci ∈ Fi〉ER.

Es ist klar, daß wir eine Basis B′ für R′ := R/I wählen können, die aus Elementen, die
Vertreter in B haben, besteht:

B′ := {a⊗ b = a⊗ b+ I | a⊗ b ∈ B}.

Für geeignete R1, R2 usw. ist (R′, B′) ein Z-Ring mit Basis.

Beispiel 18. Ist R1 = R2 = A
(1)
1,6 und a1 = a2 = b5, so ist (R′, B′) isomorph zum Ring der

Matrix zu 2G2.

Wir wollen zählen, wieviele Elemente in B′ von a1 ⊗ 1 = −1⊗ a2 fixiert werden: Es sei
a⊗ b ∈ B′. Dann ist

(a⊗ b)(a1 ⊗ 1) = a1a⊗ b =


a⊗ b falls a ∈ F1

−a⊗ b falls b ∈ F2

6= ±a⊗ b sonst,

(a⊗ b = 0, falls a ∈ F1 und b ∈ F2). Daraus folgen sofort die Gleichungen

|{a⊗ b ∈ B′ | (a⊗ b)(a1 ⊗ 1) = a⊗ b}| = 1

2
|F 0

1 |(|B0
2 | − |F 0

2 |) +
1

2
|F 1

1 |(|B1
2 | − |F 1

2 |),

|{a⊗ b ∈ B′ | (a⊗ b)(a1 ⊗ 1) = −a⊗ b}| = 1

2
|F 0

2 |(|B0
1 | − |F 0

1 |) +
1

2
|F 1

2 |(|B1
1 | − |F 1

1 |).

Außerdem haben wir noch

|B0
1 ||B0

2 | − |F 0
1 ||F 0

2 |+ |B1
1 ||B1

2 | − |F 1
1 ||F 1

2 | = 2|B′|,

wir wissen sogar mehr: Mit B′j := {b ∈ B′ | deg(b) = j} gelten

|B0
1 ||B0

2 | − |F 0
1 ||F 0

2 | = 2|B′0|, |B1
1 ||B1

2 | − |F 1
1 ||F 1

2 | = 2|B′1|.

Wir wollen jetzt nachprüfen, ob der Ring zu 2F4 von dieser Form sein kann. Angenommen er
wäre isomorph zu (R′, B′). Dann wäre R′ C2-graduiert über einen Teilring mit 9 Elementen.
Es gibt nur ein Basiselement im Ring zu 2F4, das die Eigenschaften von a1 ⊗ 1 hat. An
der Multiplikationstafel können wir ablesen, daß 4 Elemente von a1 ⊗ 1 fixiert werden und
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1 Element auf sein Negatives abgebildet wird. Alle diese Elemente haben Grad 0. Daraus
folgt:

|F 0
1 |(|B0

2 | − |F 0
2 |) = 8, |F 0

2 |(|B0
1 | − |F 0

1 |) = 2,

|B0
1 ||B0

2 | − |F 0
1 ||F 0

2 | = 18, |B1
1 ||B1

2 | = 8,

weil |F 1
1 ||F 1

2 | = 0. Für die Variablen ergeben sich aus den Gleichungen Schranken: 0 <
|F 0

1 | ≤ 8, 0 < |F 0
2 | ≤ 2, d.h. |B0

1 |, |B0
2 | ≥ 2. Außerdem ist |B0

1 ||B0
2 | = |F 0

1 ||F 0
2 | + 18 ≤

16 + 18 = 34 und somit |B0
1 |, |B0

2 | ≤ 17.

Nach all diesen Einschränkungen bleiben nur zwei Lösungen für (|B0
1 |, |B0

2 |, |F 0
1 |, |F 0

2 |) übrig:
(4, 5, 2, 1) und (2, 10, 1, 2). Diese Lösungen schränken die Suche sehr stark ein. Es ist aber
dennoch nicht klar, ob wir diese Konstruktion ausschließen können.
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Anhang

Alternative Beweise der Lemmata 5.1.2 und 5.1.3

Wir verwenden die Notation aus 5.1.

Für den Beweis von Satz 5.1.4 benötigen wir eine passende Darstellung des Quotienten

Dī,j̄ :=
(
Vn S)ī,j̄

(
Vn S)ī,̄i0

. Alternativ zu den Lemmata 5.1.2 und 5.1.3 erreichen wir dieses Ziel auch

unter Verwendung verschiedener Sätze aus der Kombinatorik.

Aus dem Satz über Jacobi-Trudi-Determinanten (siehe z.B. [24], Theorem 4.5.1) folgt ([24],
Lemma 4.6.1 und Korollar 4.6.2), daß Dī,j̄ die Schur-Funktion sj̄′(x̄) ausgewertet bei x1 =
ζ i1 , . . . , xn = ζ in , xn+1 = 0, . . . ist, wobei j̄′ die Partition

j̄′ := (jn − (n− 1), . . . , j2 − 1, j1)

ist. Lemma 5.1.3 ist sozusagen ein Ersatz für diese Tatsache.

Die Definition der Schur-Funktion sj̄′ (siehe z.B. [24], 4.4.1) ist

sj̄′ =
∑
T∈T j̄′

x̄T ,

wobei T j̄′ die Menge der semistandard j̄′-Tableaux ist, d.h. Tableaux der Gestalt (Ferrers-
Diagramm) j̄′ mit monoton wachsenden Zeilen, streng monoton wachsenden Spalten und
Einträgen aus N. Sind Th1,h2 die Einträge von einem T ∈ T j̄′ , so ist

x̄T :=
∏
h1,h2

xTh1,h2
.

Mit passenden uν(T ) ∈ N können wir das letzte Produkt auch als

x̄T =
∏
ν∈N

xuν(T )
ν

113
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schreiben. Da wir eigentlich für xn+1, xn+2, . . . die Zahl 0 einsetzen wollen, betrachten wir
ab jetzt

sj̄′ =
∑
T∈T j̄′

n∏
ν=1

xuν(T )
ν

(mit derselben Bezeichnung). Das Analogon zu Lemma 5.1.2 ist nun folgende Aussage:

Bemerkung 8.5.2. Es seien a ∈ N und

zν(a) := {T ∈ T j̄′ | uν(T ) = a}

für 1 ≤ ν ≤ n. Dann gilt für alle 1 ≤ ν ′ ≤ n

|zν(a)| = |zν′(a)|.

Beweis. Nach [24], Proposition 4.4.2 ist sj̄′(x̄) eine symmetrische Funktion (dieses wird un-
ter Verwendung der Kostka-Zahlen, oder mit einer zum Beweis von Lemma 5.1.2 ähnlichen
Methode bewiesen). Das bedeutet, daß für alle Permutationen π ∈ Sn

sj̄′ = sj̄′(xπ−1(1), . . . , xπ−1(n))

und somit ∑
T∈T j̄′

n∏
ν=1

x
uπ(ν)(T )
ν =

∑
T∈T j̄′

n∏
ν=1

xuν(T )
ν

gilt. Damit gibt es für alle 1 ≤ ν ≤ n, a ∈ N und T ∈ T j̄′ mit uν(T ) = a ein T ′ ∈ T j̄′ mit
uπ(ν)(T

′) = uν(T ). Daraus folgt aber |zν(a)| = |zν′(a)| für alle 1 ≤ ν ′ ≤ n.

Der Beweis von Satz 5.1.4 funktioniert jetzt auch, wenn wir alle
”
wν+1(m)“ und

”
m ∈Mm̄“

durch
”
uν(T )“ und

”
T ∈ T m̄′“ ersetzen.
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Orthogonalitätsrelation, 17

projektiver Charakter, 80

Quantendoppel, 68
Quasi-Hopf Algebra, 80
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