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Kapitel 1

Einfiihrung

Methoden der Symmetrieanalyse stellen eines der umfassendsten Werkzeuge zur Konstruktion
exakter Losungen von Differentialgleichungen dar. Ihre historischen Urspriinge gehen auf die
Arbeiten des norwegischen Mathematikers Sophus Lie in der zweiten Hélfte des neunzehnten
Jahrhunderts zuriick. Aufgrund des hohen Rechenaufwandes blieben diese Methoden jedoch
lange Zeit ungenutzt. Seit zu Beginn der 1980er Jahre immer leistungsfihigere Rechner entwi-
ckelt wurden, fand die Symmetrieanalyse von Differentialgleichungen starke Beachtung. Das
grofle Interesse an diesen Methoden ist leicht zu erkliren, wenn man an die grofle Bedeutung
von Symmetrien in allen Disziplinen der theoretischen Physik denkt. Diese Bedeutung wird
auch durch den engen Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgréfien unterstri-
chen. In fast allen Differentialgleichungen der mathematischen Physik (Maxwell, Korteweg-de-
Vries, Burger, Wellen-, Potential-, Warmeleitungs- und Schrédingergleichung, spezielle Re-
lativitdtstheorie und Elastizitat) stehen die Symmetriegruppen mit physikalischen Effekten
in Zusammenhang. Insbesondere bei nichtlinearen Gleichungen spielt die Symmetrieanalyse
eine herausragende Rolle. Praktisch beruhen alle systematischen Ansétze und Techniken fiir
nichtlineare partielle Differentialgleichungen auf Symmetriemethoden. In der Tat konnten fiir
zahlreiche Probleme geschlossene Losungen angegeben werden, nachdem ihre Symmetriegrup-
pen bestimmt worden waren. Fiir gewohnliche Differentialgleichungen erlaubt die Kenntnis
der Symmetriegruppen eine Reduktion der Ordnung bis hin zur vollstdndigen Integrierbarkeit.
Bei partiellen Differentialgleichungen kann die Anzahl der unabhéngigen Variablen reduziert
werden. Einen Uberblick iiber den Nutzen des Symmetriebegriffs und deren Einfiihrung bei
Differentialgleichungen vermitteln die schon klassisch gewordenen Biicher von Bluman und
Kumei [8], Cantwell [9], Olver [25], [26] und Ovsiannikov [27].

Die iibliche Definition des Symmetriebegriffs einer Differentialgleichung lautet wie folgt:
Symmetrien sind Transformationen, die Losungen in Losungen tiberfithren. Modelliert man Dif-
ferentialgleichungen als Untermannigfaltigkeiten eines Jetbiindels, so lassen sich grundsétzlich
zwel Arten von Symmetrien unterscheiden: innere und duflere. Der erste Fall entspricht einer
Transformation, die ausschliefflich auf der Differentialgleichung definiert ist. Im zweiten Fall ist
die betrachtete Transformation auf dem gesamten umgebenden Jetbiindel erklért. Dabei stellt
sich die naheliegende Frage, wann es mehr innere als &uflere Symmetrien gibt. Es handelt sich
um ein duflerst schwieriges Fortsetzungsproblem, da die Lésungen der betrachteten Differen-
tialgleichung zudem praktisch unbekannt sind. Zur Klarung dieser Frage stellen wir in der
vorliegenden Arbeit eine neue Formulierung der Symmetrietheorie mittels Distributionen auf,
die zu einem tieferen Verstédndnis der Zusammenhénge verschiedener Symmetriearten beitragt.
Im Speziellen geben wir hinreichende und leicht verifizierbare Kriterien dafiir an, wann jede
innere Symmetrie zu einer dufleren fortgesetzt werden kann. Die Situation vereinfacht sich
enorm, wenn wir ausschlieflich infinitesimale Symmetrien betrachten. In diesem Fall kénnen
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wir die obige Frage vollstdndig beantworten.

Im Einzelnen gliedert sich die vorliegende Arbeit wie folgt:

Im zweiten Kapitel geben wir eine kurze Einfithrung in die formale Theorie von Differenti-
algleichungen. Es wird beschrieben, wie Differentialgleichungen als Untermannigfaltigkeiten
eines Jetbiindels modelliert werden kénnen. Dabei werden wichtige Grundbegriffe wie Kontakt-
distribution, formale Integrabilitdt, geometrisches Symbol, Vessiot-Distribution, ect. definiert
und mit Beispielen erlautert. Die geometrische Interpretation von Differentialgleichungen
erlaubt sofort in natiirlicher Weise Symmetrien von Differentialgleichungen zu definieren:
Symmetrien sind lokale Diffeomorphismen, welche die Vessiot-Distribution invariant lassen.

Im dritten Kapitel stellen wir eine neue geometrische Symmetrietheorie fiir Distributio-
nen vor. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung der klassischen Symmetriekonzepte auf
Mannigfaltigkeiten mit Distributionen. Unter einer geometrischen Symmetrie verstehen wir in
diesem verallgemeinerten Kontext einen lokalen Diffeomorphismus, welcher die betrachtete
Distribution invariant lasst. Unser hauptsachliches Ziel besteht, grob gesagt, darin, moglichst
viele Informationen iiber geometrische Symmetrien aus den Struktureigenschaften der be-
trachteten Distribution zu gewinnen. Zu diesem Zweck fithren wir den Begriff der abgeleiteten
Distribution ein. Diese entsteht aus einer gegebenen Distribution durch Hinzunahme von
Lie-Klammern der beteiligten Vektorfeldern. Wir zeigen, dass die mehrfach abgeleiteten Distri-
butionen invariant unter geometrischen Symmetrien sind. Mehr noch, es stellt sich heraus, dass
die so konstruierten abgeleiteten Distributionen spezielle Subdistributionen enthalten, welche
ausschliefflich aus Cauchy-Cartan-Charakteristiken bestehen. Ihre strukturellen Eigenschaften
stellen ein zentrales Werkzeug zur Symmetrieanalyse dar.

In Kapitel 4 wenden wir die ausgearbeitete geometrische Symmetrietheorie auf Kon-
taktdistributionen an. Dabei finden wir mehrere unterschiedliche Beweise des klassischen
Bécklund-Theorems fiir Kontakttransformationen, welche die dahinterstehende geometrische
Struktur besonders deutlich aufzeigen. Im Speziellen beweisen wir eine verschérfte globale Ver-
sion des Béacklund-Theorems, die in Verbindung mit Eichsymmetrien eine wichtige Rolle spielt.
Im Anschluss formulieren wir die klassischen (infinitesimalen) Lie-Kontaktsymmetrien von Dif-
ferentialgleichungen. Symmetrien dieser Art bezeichnet man gemeinhin als duflere Symmetrien.
Die Namensgebung orientiert sich an der Tatsache, dass die betrachteten Transformationen
auf dem gesamten Jetbilindel definiert sind.

In Kapitel 5 befassen wir uns mit (infinitesimalen) inneren Symmetrien von Differential-
gleichungen. Dabei wenden wir die beschriebene geometrische Symmetrietheorie auf die
Vessiot-Distribution an. Wir zeigen, dass die Einschrinkung jeder (infinitesimalen) Lie-
Kontaktsymmetrie stets eine (infinitesimale) innere Symmetrie liefert. Die weitaus inter-
essantere Fragestellung ist algorithmisch zu entscheiden, unter welchen Bedingungen eine
(infinitesimale) innere Symmetrie zu einer (infinitesimalen) duBeren Symmetrie fortgesetzt
werden kann. Eine der wenigen Arbeiten, die sich mit dieser Frage beschéftigt, stammt von
Anderson, Kamran und Olver [4]. Sie konnten zeigen, dass es fiir Systeme in der Cauchy-
Kovalevskaya-Form keinen Unterschied zwischen infinitesimalen dufleren und infinitesimalen
inneren Symmetrien gibt. Nach Krasilshchik, Lychagin und Vinogradov [18] rithrt auch jede
innere Symmetrie fiir diese Differentialgleichungen von einer Kontakttransformation her. Mit
unseren Ergebnissen sind wir in der Lage alle aus der Literatur bekannten Resultate iiber
innere Symmetrien nicht nur einfacher zu beweisen, sondern auch wesentlich vertieft und
verallgemeinernd. Die inneren Symmetrien lassen sich im Wesentlichen dann zu dufleren
Symmetrien fortsetzen, wenn die abgeleitete Vessiot-Distribution maximale Dimension besitzt.
Im Fall von infinitesimalen inneren Symmetrien, nur solche sind fiir die praktische Anwendung
relevant, konnen wir die obige Frage algorithmisch vollsténdig beantworten. Dies gelingt iiber



die geometrische Charakterisierung der infinitesimalen Lie-Kontaktsymmetrien innerhalb der
Lie-Algebra der infinitesimalen inneren Symmetrien.

Im sechsten abschlieBenden Kapitel gehen wir auf die sogenannten (vertikalen) verallge-
meinerten Symmetrien ein. Sie werden in der Regel in lokalen Koordinaten definiert und
untersucht. Wir zeigen, dass jede infinitesimale innere Symmetrie eine verallgemeinerte Sym-
metrie festlegt. Vor diesem Hintergrund stellt sich die naheliegende Frage, unter welchen
Bedingungen eine verallgemeinerte Symmetrie von einer infinitesimalen inneren Symmetrie
herkommt. Zur Beantwortung dieser Frage stellen wir eine intrinsische Formulierung der
verallgemeinerten Symmetrien auf.

Am Ende dieser Ausarbeitung befindet sich eine kurze Zusammenfassung. Zudem werden
mogliche Fortsetzungen der vorliegenden Arbeit aufgefiihrt.
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Kapitel 2

Formale Theorie

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfiihrung in die geometrische Behandlung allgemei-
ner Differentialgleichungssysteme mittels des Jetformalismus gegeben. Bei der Betrachtung
von Differentialgleichungen treten bekanntlich neben den Lésungen die Ableitungen dieser
Funktionen zur vollstindigen Beschreibung hinzu. Eine geeignete Erweiterung der gefaserten
Mannigfaltigkeit zur Beschreibung der Ableitungen fiithrt auf Mannigfaltigkeiten von Jets.
Jeder Differentialgleichung wird ein geometrisches Objekt im sogenannten Jetbiindel zuge-
ordnet. Das Jetbiindel kann man sich als einen Raum vorstellen, der neben den abhéngigen
und unabhéngigen Variablen der Differentialgleichung auch die Ableitungen der abhédngigen
Variablen nach den unabhéngigen als zusétzliche Koordinaten besitzt. Die Bezeichnung ,Jet®
geht auf C. Ehresmann [10],[11] zuriick, der als erster Jetbiindel formal einfiihrte als Hilfsmittel
zum Studium von Zusammenhéngen auf gefaserten Mannigfaltigkeiten. Implizit wurde der
Jetformalismus aber schon lange vorher in der geometrischen Theorie der Differentialgleichun-
gen benutzt. Fiir ausfithrliche Darstellungen zur Geometrie von Jet-Mannigfaltigkeiten wird
auf Pommaret [28], Saunders [30] und Seiler [31] verwiesen.

2.1 Jetbiindel

Ein Tripel (&€, m, X), bestehend aus zwei Mannigfaltigkeiten £ und X und einer surjektiven
Submersion 7: & — X, d.h. die Tangentialabbildung T,,7: T, — T (,)X ist in jedem Punkt
a € & surjektiv, heiflt gefaserte Mannigfaltigkeit. Hierbei wird £ als totale Mannigfaltigkeit, 7 als
Projektion und X als Basismannigfaltigkeit bezeichnet. Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes
gesagt wird, gilt dim X = n und dim £ = n + m. Fir jeden Punkt p € X wird die Teilmenge
7~ Y({p}) C € als Faser iiber p mit £, notiert. Jede Zusammenhangskomponente der Faser &, ist
eine regulére Untermannigfaltigkeit von €. Ihre Dimension dim &, = dim £—dim X = m nennen
wir Faserdimension. Aufgrund der Surjektivitét der Projektion 7 kann & = ), y{p} x & als
disjunkte Vereinigung der Fasern geschrieben werden. Weiter ist die totale Mannigfaltigkeit £
lokal diffeomorph zum kartesischen Produkt. Etwas préziser formuliert, existiert zu jedem
Punkt a € £ eine offene Umgebung a € U, C &, eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit Fj,
und ein Diffeomorphismus t,: U, — 7(Us) x F, derart, dass pryot, = 7|y gilt, wobei pr;
die Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet.

U, fe w(Us) %
N § )ﬁ

Fy
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Ublicherweise wird bei komponentenweiser Betrachtung von Ausdriicken von adaptierten
Koordinaten ausgegangen und man nutzt die Schreibweise (x,u), um die Koordinaten eines
Punktes b € U, anzugeben. Hierbei bezeichnet x = (z!,...,2") die Koordinaten von 7(b) €
7(U,) C X und u = (u',...,u™) die Koordinaten von pry ot,(b) € Fy.

Als natirliche Verallgemeinerung von Graphen betrachten wir glatte Abbildungen
0: O — &€ mit der Eigenschaft m oo = idp, wobei O eine beliebige offene Teilmenge von X’ ist.
Die Menge solcher Abbildungen, lokale Schnitte von m genannt, bezeichnen wir mit T'jox (7).
Jeder lokale Schnitt o € I'jox(7) besitzt in adaptierten Koordinaten die Form x — (x, o(x))
mit o(x) = (0'(x),...,0™(x)). Damit wir in der Formulierung der zu analysierenden Zusam-

menhédnge etwas flexibler sind, fithren wir noch folgende Spezifikationen ein:
Fo(r) = {o € Tioy(r) | © = domo}  und  Ty(r) = {0 € Tiou(m) | p € dom o},

In vielen Féllen ist die Idee einer gefaserten Mannigfaltigkeit zu allgemein, da verschiedene
Fasern unterschiedliche topologische Strukturen besitzen kénnen. Im Zusammenhang mit
der Betrachtung von Differentialgleichungen ist es jedoch sinnvoll davon auszugehen bzw. zu
verlangen, dass alle Fasern dieselbe Topologie aufweisen und dahingehend einer ausgezeichneten,
der sogenannten typischen Faser, gleichen. Die Suche nach einer solchen charakterisierenden
Eigenschaft fithrt uns auf den Begriff der lokalen Trivialisierung.

Definition 2.1.1. Es sei (€, 7, X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit. Unter einer lokalen Trivia-
lisierung von 7 in einer Umgebung p € Op, C X verstehen wir ein Tripel (O, F),tp), in dem
F), eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und ¢,: 771(0,) — O, x F, ein Diffeomorphismus
ist, derart, dass das folgende Diagramm kommutiert:

(Op) " Op X Fp
”|W1<Op\)4 /pr1
Op

Falls die zusammenhingende Basismannigfaltigkeit X um jeden Punkt p € X lokale
Trivialisierungen (Op, F, t,) besitzt, dann sind alle Mannigfaltigkeiten F, = &, diffeomorph
zueinander und somit diffeomorph zu einer ausgezeichneten Mannigfaltigkeit F'. Eine gefaserte
Mannigfaltigkeit (€, 7, X') mit dieser Eigenschaft wird Faserbindel mit typischer Faser F,
kurz Biindel, genannt. Wir benétigen ferner Vektorbiindel, deren Fasern eine lineare Struktur
tragen. Ein wichtiges Beispiel ist neben dem Tangentialbiindel (T'€,7¢,E) vor allem das
Vertikalbindel (V, 7¢ly,.. ,€) mit

Vi = U {a} x kerT,m C TE. (2.1)
acf

Die zugehorige Faser {iber a € £ wird mit V,7 notiert. Das Vertikalbiindel trégt seinen Namen
dank der Vektorraumisomorphie Vom = T, (Ex(a))-

Definition 2.1.2. Es sei (£,7,X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit. Zwei lokale Schnitte
o,¢ € I'p(m) heiflen dquivalent von der Ordnung q € Nog im Punkt p € X, wenn in adap-
tierten Koordinaten (x,u) auf £ ihre partiellen Ableitungen im Entwicklungspunkt p mit
Koordinaten x bis zur Ordnung ¢ {ibereinstimmen:

ol ga olulgpe
o X =" (%), 1<a<m 0<|ul<q




2.1. Jetbiindel 7

Fiir partielle Ableitungen nutzen wir die iibliche Multiindexnotation der Analysis. Fiir
jeden Multiindex p = (p1, . .., pn) € N§ bezeichnet || = p1 + - - - + py, seine Lange und es gilt
xt = (b (™) ! = pq! - - - !, Man iiberzeugt sich leicht davon, dass diese Definition
eine wohldefinierte Aquivalenzrelation beschreibt. Die zugehérige Aquivalenzklasse eines lokalen

Schnittes o € I'y(m) wird als g-Jet von o in p bezeichnet und mit [a];qu) notiert. Insbesondere

enthélt [U]I(JQ) stets einen lokalen Schnitt, der in adaptierten Koordinaten ein Polynom vom
Grad nicht hoher als g ist — dies entspricht dem Taylorpolynom von o(x) um %X vom Grad ¢:
g (x — %)+

Tqaﬂé(x; )A() = Z % (%) M , 1<a<m.
0<|ul<q '

Vermdége der Vorschrift x — (x, T,0(x; X)) erhalten wir einen lokalen Schnitt T,o € I'y(), der

ebenfalls der Klasse [a]z(,q) angehort. In diesem Sinn lésst sich das Taylorpolynom als lokaler

Repréasentant eines Schnittes nutzen.

Definition 2.1.3. Das Jetbindel der Ordnung q € Ny ist die Menge aller g-Jets
Jqm = {[J]I()‘J) |pe X und o € Fp(ﬂ')}.

Vereinfacht ausgedriickt ist das Jetbiindel J,7 nichts anderes als die Menge aller Taylor-
polynome der Ordnung ¢. Aus dieser Beobachtung folgt sofort, dass wir es mit einer endlich
dimensionalen Mannigfaltigkeit zu tun haben. Elementare Kombinatorik ergibt

diquw—n+m<n+q>.
q

Ein lokales Koordinatensystem auf J,m mit Definitionsbereich {[O‘]Z(;q) € Jym|o(p) € Uy}
ist gegeben durch die Koordinaten x des Entwicklungspunktes p € X sowie die Werte uj;
der partiellen Ableitungen 9*lo®/0x*(x) mit 1 < o < m und 0 < |u| < ¢q. Der Ubersicht

halber bezeichnet u,) alle Jetvariablen ug, einer festen Ordnung |u| = 7 und u(") steht fiir alle

Variablen ug mit 0 < || < r bis zur Ordnung r. Lokale Koordinaten auf J,7 sind also (x, u(@).

Die Jetvariablen u{; seien erst nach Ordnung und dann lexikografisch geordnet:

falls |u| < |v|,
uy, < ul = { falls |p| = |v| und p; — v > 0 fiir i = min{j | pj —vj # 0}, (2.2)
falls p = v und o < 5.

Die Jetbiindel unterschiedlicher Ordnung bilden eine natiirliche Hierarchie: fiir ¢ > r

existiert eine kanonische Projektion nf: J,m — J,m definiert durch 7 ([a];(,Q)) = [0]1(,7")

. Im
Spezialfall ¢ = r gilt 7§ = idj,». Weiter ist 77: J,m — X mit ﬂ'q([a]z(;,q)) = p eine surjektive
Submersion. Durch die angegebenen Projektionen erhalt J,m folgende zusatzliche Struktur:
Proposition 2.1.4. Es sei (€, 7, X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(i) Das Tripel (Jym, 79, X) ist eine gefaserte Mannigfaltigkeit.

(1) Ist (€,7, X) ein Biindel, dann ist auch (J,m, 79, X') ein Biindel.

(13i) Fir 0 <r < qist (Jym,nd, J,m) ein Biindel.

o

Einen detaillierten Beweis findet man zusammen mit weiteren Eigenschaften von J,m in
Saunders [30, Chapter 6]. Im Folgenden setzen wir voraus, dass (£,m, X') ein Biindel ist. Des

Weiteren identifizieren wir (Jom, 7%, X) mit (€, 7, X) vermdge der Zuordnung [0]1(90) — o(p).
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2.2 Kontaktdistribution

Jeder Schnitt o € I'p() ldsst sich zu einem Schnitt j,o € T'o(7?) prolongieren; seine g-te Pro-

longation wird punktweise durch j,o(p) := [a]éq) definiert. Insbesondere ist das Bild im j,o eine

n-dimensionale reguldre Untermannigfaltigkeit von J,m mit der Eigenschaft 7%(im j,0)=0.
Hinsichtlich der Elemente in I'j,;(7?) stellen wir fest, dass diese nicht nur Prolongationen
von Schnitten sind, wie es fiir die spétere Betrachtung von Losungen von Differentialglei-
chungen wiinschenswert wére. Tatséchlich ist ein lokaler Schnitt ¢ € I'jor(7?) genau dann
g-te Prolongation eines lokalen Schnittes von 7, wenn v = j,(7d o ¢) gilt. Zur geometrischen
Interpretation dieser Beobachtung fithren wir den Begriff der Kontaktdistribution ein.

Definition 2.2.1. Es sei © die Menge aller Distributionen D C T'J,m mit der Eigenschaft,
dass fiir alle lokalen Schnitte o € I'jox(7) die Inklusion T'(im j,o) C D gilt. Die beziiglich der
Mengeninklusion kleinste Distribution C; := Npep D in ® heilt Kontaktdistribution.

Die Kontaktdistribution C, C T'J,m ordnet jedem Punkt p € J,7 einen linearen Unterraum
(Cq)p = {Tp(im jgo) C Tpdym | 0 € Tio(m) und p € im jgo}) € T,Jym

zu. Im Spezialfall der Ordnung ¢ = 0 erhalten wir hieraus Cy = T'E. Die néchste Proposition
zeigt explizit, welche (lokale) Vektorfelder in C, enthalten sind.

Proposition 2.2.2. Die Kontaktdistribution C, C T'J,m wird lokal durch die Vektorfelder

m
a=10<]ul<q
Ch = Oua, 1<a<m,|ul=q (2.3b)

aufgespannt. Es gilt dimC, = n + m("ﬂjfl). Ein lokaler Schnitt ¢ € [ (7?) ist genau dann
g-te Prolongation eines lokalen Schnittes von 7, wenn T'(im ) C Cql; W gilt.

Hierbei bezeichnet p + 1; den Multiindex, der entsteht, wenn man den i-ten Eintrag pu;
von p = (1, ..., y) um Eins erhoht. Wir verzichten an dieser Stelle auf die Beweisfithrung
und verweisen auf Seiler [31, Chapter 2] fir eine ausfithrliche Argumentation. Wir halten fest,
dass eine n-dimensionale m%-transversale Untermannigfaltigkeit imy C J,m genau dann das
Bild eines prolongierten Schnittes o € T'jox(7) ist, wenn im 1) eine Integralmannigfaltigkeit
der Kontaktdistribution C4 ist. Jedes lokal definierte Kontaktvektorfeld X € C, hat in lokalen
Koordinaten (x,u(®) auf J,7 die Form

X =) dl(x, u(q))Cz-(Q) +>0> i, u)cr,
i=1

a=lpl=q
Diese Darstellung beweist bereits das nachste Korollar.

Korollar 2.2.3. Die Kontaktdistribution C; C T'Jym zerfdllt lokal in zwei Subdistributionen
HD Vﬂ'g_l. Das transversale Komplement H ist n-dimensional und nicht eindeutig bestimmdt.

Im Gegensatz zu einem mw?-transversalen Komplement H ist das Vertikalbiindel ng_l
unabhéngig von den verwendeten Koordinaten, vgl. (2.1). Es besteht ferner folgender Zusam-
menhang zwischen Kontaktdistributionen unterschiedlicher Ordnung;:

(Cq)p = < U Tﬁ”g+r((cq+r)ﬁ)> . (2.4)

pE(It =1 ({p})
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Es gibt verschiedene Wege Kontaktstrukturen einzuftihren. Bezeichnet ¢: im j,o0 — J,m
die Inklusionsabbildung fiir einen lokalen Schnitt o € I'jox(7), so definiert man beispielsweise
die Kontaktkodistribution Cg C T*Jym im Fall ¢ > 1 durch

Cq = ({w € Diok(7),) | ' = 0 fiir alle o € Dyop(m)} ) -

Der Pullback einer Kontaktform w € Cg verschwindet somit auf dem Bild jedes prolongierten
Schnittes joo. Es gilt dimC) = dim Jym — dim C, = m("z;ffl). Die Kontaktkodistribution Cp
wird lokal durch die Einsformen

n
wz‘:duz—ZufjHidxz, 0<|ul<gq
i=1

aufgespannt. In Analogie zu Proposition 2.2.2 ist ein lokaler Schnitt 1) € I'j,x(79) genau dann
g-te Prolongation eines lokalen Schnittes von 7, wenn im ¢ C Jy7 eine Integralmannigfaltigkeit
der Kontaktkodistribution Cg ist. Fiir eine genauere Diskussion der verschiedenen alternativen
Varianten von Kontaktstrukturen verweisen wir auf Seiler [31, Chapter 2].

2.3 Differentialgleichungen

Dieser Abschnitt ist der geometrischen Definition von Differentialgleichungen und ihren Lo6-
sungen gewidmet. Unsere Notation legt schon nahe, dass wir die Jetvariablen mit Ableitungen
identifizieren wollen. Eine Differentialgleichung kann im Jetbiindel somit als eine algebraische
Gleichung angesehen werden, zu der natiirlich eine Nullstellenmenge gehort.

Definition 2.3.1. Eine regulére Untermannigfaltigkeit R, C Jym heifit Differentialgleichung
der Ordnung q > 1, wenn das Tripel (Rq, 7% 0 ¢, X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit ist und
Ry # (mi_1) Hxl_1(Ry)) gilt. Ein lokaler Schnitt o € Ty (m) heiBt (lokale) Lisung der
Differentialgleichung Ry, wenn das Bild der g-ten Prolongation j,o vollstédndig in R, liegt.

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir ¢ := w% 0+, wobei ¢: Ry < J,m die kanonische
Einbettung bezeichnet. Man beachte, dass in diesem geometrischen Zugang nicht zwischen
einer skalaren Gleichung und einem System unterschieden wird. Daher werden wir von jetzt
an immer einfach von einer Differentialgleichung reden, auch wenn es sich meistens um ein
System handeln wird. In Abhéngigkeit der Dimension der Basismannigfaltigkeit X ist R,
entweder eine gewdhnliche Differentialgleichung, wenn dim X = 1 gilt, oder eine partielle
Differentialgleichung, wenn dim X > 1 gilt. Der Zusammenhang zwischen der geometrischen
Definition und dem herkommlichen Bild wird in lokalen Koordinaten (x, u(®) auf J,7 besonders
deutlich: Als regulére Untermannigfaltigkeit kann R, C J,m lokal als Nullstellenmenge
einer glatten Abbildung

v, cJm— Rt
‘ (x,ul®) — &(x,ul?)

dargestellt werden, sodass V, N R, = ¢~1({0}) das Urbild eines reguliren Wertes 0 € R? ist.
Hierbei ist V, eine offene Teilmenge des Giiltigkeitsbereichs der betrachteten lokalen Karte
auf J,m und @ = (P!,..., ¢') eine vektorwertige Funktion. Nach dem Satz vom reguliren
Wert gilt dann T,R, = kerT,® fir alle p € V; N R,. Die in Definition 2.3.1 angegebene
Bedingung R, # (ﬂg_l)_l(wg_l(Rq)) besagt, dass die lokale Darstellung @(x,u?) = 0
von Jetvariablen der Ordnung ¢ abhingt. Man beachte aber, dass die lokale Reprisentation
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von R, nicht eindeutig ist. Fiir jeden Diffeomorphismus ¥:V, — V, mit der Eigenschaft
T (VyNRy) = V4NRy ist die Verkettung Po ¥ wieder eine lokale Repréasentation von R,. Wegen
m1(R,) = X gibt es keine Relationen zwischen unabhdngigen Variablen z', ..., z". Wenn wir
umgekehrt ein System von Differentialgleichungen der Ordnung ¢ im herkémmlichen Sinn
vorliegen haben, dann interpretieren wir es als ein System algebraischer Gleichungen in J,m
und die zugehorigen Nullstellen bilden die Untermannigfaltigkeit R,. Eine solche geometrische
Modellierung von Differentialgleichungen besitzt viele Vorteile: Bei den meisten Problemen
aus Anwendungen sollen die Ergebnisse unabhéngig von den verwendeten Koordinaten sein;
dies ist bei einer intrinsischen geometrischen Formulierung automatisch gewahrleistet.

Mit Hilfe der lokalen Repréisentation @(x, u(q)) = 0 von R, koénnen wir leicht einen
Zusammenhang zur klassischen Definition einer glatten Losung herstellen. Jeder prolongierte
Schnitt j,o: O — J,m besitzt lokal die Form x + (x,d*la(x)/0x"), wobei u iiber alle
Multiindizes mit 0 < |p| < ¢ lduft. Wir schreiben dafiir abkiirzend (x, j,0(x)). Die Bedingung
im j,o C Ry ist dquivalent dazu, dass die Funktionen o (x) und ihre Ableitungen in die lokale
Représentation von R, eingesetzt werden. Die Gleichungen #(x,j,0(x)) = 0 sind dann fiir
alle x aus dem Definitionsbereich von o automatisch erfiillt. Folglich ist o (x) eine klassische
Losung des Differentialgleichungssystems @(x,u(?) = 0.

In vielen Situationen ist es vorteilhaft die Untermannigfaltigkeit R, C J,m durch angepasste
Wahl der Koordinaten auf R, zu beschreiben. Definitionsgemés8 ist (Rq, 79, X) eine gefaserte
Mannigfaltigkeit. Dementsprechend lassen sich auf R, lokal adaptierte Koordinaten (X, ¥)
einfithren. Die zugehorige Einbettung ¢: R, < J,m hat beziiglich dieser Koordinaten die Form
(X, V) = (x(X),ul?(x,¥)). Man bestitigt leicht, dass ein lokaler Schnitt @ € I'jox(79) mit
Darstellung X + (X, V(X)) genau dann eine Losung von R, ist, wenn ¢ 0 & = j, (¢ 0 t 0 7) gilt.

Wir weisen ausdriicklich daraufhin, dass ein Punkt p = [0]1(;1) € Ry C Jym im Allgemeinen
keine Losung von R, enthélt. Bezeichnet © C I'jox(m) den Losungsraum von Ry, so ist die
Vereinigung der prolongierten Schnitte o € ©, in Zeichen

Sol(Rg) == ] imj,o € Ry,

oeB

im Allgemeinen eine echte Teilmenge von R,. Der Grund hierfiir ist die mogliche Existenz
versteckter Integrabilitdtsbedingungen, die von jeder Losung erfillt werden. Im Spezialfall
Sol(Ry) = Ry sprechen wir von einer lokal losbaren Differentialgleichung. Die natiirliche
Hierarchie der Jetbiindel erlaubt uns einen rein geometrischen Zugang zu Integrabilitatsbedin-
gungen ohne auf konkrete Rechenvorschriften zuriickgreifen zu miissen. Grundlage sind zwei
natiirliche Operationen mit einer Differentialgleichung: Projektion und Prolongation.

Definition 2.3.2. Es seien R, C J,7 eine Differentialgleichung der Ordnung ¢ und 0 < r < ¢

eine natiirliche Zahl. Die Teilmenge R((;_)T = my_(Rq) € Jg—rm heiBt r-te Projektion der
Differentialgleichung Rq auf Jy—,m.

Die Notation R((Qr ist so zu interpretieren: der untere Index ¢ — r gibt an, dass es sich
um eine Teilmenge des Jetbiindels J,_,m handelt; der obere Index r besagt, dass diese
Teilmenge durch eine Projektion {iber » Ordnungen gewonnen wurde. Obwohl die Projektion
sich geometrisch elementar beschreiben lésst, ist sie rechnerisch oft nichttrivial auszufiithren:
wir miissen aus den Gleichungen @(x, u(q)) = 0, die R, lokal beschreiben, alle Jetvariablen
einer Ordnung grofler als ¢ — r eliminieren; die {ibrigbleibenden Gleichungen beschreiben R((QT.
Das Ergebnis einer Projektion ist im Allgemeinen keine Untermannigfaltigkeit. Als einfaches

Beispiel betrachten wir eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

Rl:{u(u/)2+u—x:0.
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Die Projektionsmenge 7} (R1) C & lisst sich am einfachsten an der Darstellung u = z/(14(u')?)
erkennen. Die Steigungen dieser Geraden nehmen beliebige Werte aus dem Intervall (0, 1]
an, weshalb der so entstandene ,,Doppelkegel“ keine Untermannigfaltigkeit von &£ ist. Falls

aber die Projektion 77 _, = mj_, 01: Ry — J—m konstanten Rang hat und #;_, offen (oder
abgeschlossen) auf ihr Bild ist, dann ist das Tripel (Rr(z )T, 797", X') laut Subimmersionstheorem,

vgl. Abraham et al. [1, Theorem 3.5.18], eine gefaserte Untermannigfaltigkeit von J,_,m. Besitzt
die Differentialgleichung R, C J,7 eine lokale Reprasentation der Form

o7 (x, u@) =0, tg—1 <7<ty =1t,
R @g l(X u(q 1)) 0, g2 <T §tq71,
q:
P (x,u) =0, 1 <7<t

derart, dass alle Matrizen 0 ®,./0u(,) maximalen Rang haben, dann sind alle Projektionsmen-
gen R((QT Untermannigfaltigkeiten von J,_,m. In diesem Fall existieren auf R, lokal adaptierte
Koordinaten (X, ¥y, ...,V,) derart, dass die Einbettung ¢: R4, — Jym die Form

L(X, Vo, .- ,Vq) = (X(i), (o) (i, VQ), u(l)(i, Vo,vl), < U (X, Vo, . .- ,Vq))

r)

hat. Insbesondere sind (X, Vo, ...,V,—,) lokale Koordinaten auf R((;—r- Streng genommen ist

72((;_)7“ = Jq—,m keine Differentialgleichung im Sinn der Definition 2.3.1. Um spéter Fallun-
terscheidungen zu vermeiden, sprechen wir auch in diesem Spezialfall von einer (trivialen)
Differentialgleichung der Ordnung ¢ — r > 0.

Eine intrinsische Definition der Prolongation ist dagegen etwas verwickelt. Nach Pro-
position 2.1.4 ist (Jym, w9, X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit. Folglich kénnen wir zu jeder
natiirlichen Zahl r das iterierte Jetbtindel J,7? = {[w]](f) |p € X und ¢ € T'p(n?)} konstru-
ieren. Dann ist ¢, : Jyqrm — Jpm? mit Lq,r([a]](gq”)) = [jqa]j(or) die kanonische Einbettung
mit der Eigenschaft ¢y, 0 jy1r0 = jr(jqo) fiir alle o € T'jor (7). Insbesondere ist ¢g . (Jgirm)
eine gefaserte Untermannigfaltigkeit von J.7w%. In Analogie dazu bilden wir das Jetbiin-
del J, 77 = {[E]I(f) |p € Xund o € I'y)(79)} und betrachten die kanonische Einbettung

bgr: Jp? — Jpm? definiert durch Zq,r([ﬁ]z(,r)) =lo a]( ") Dann ist bgr(Jr7t?) ebenfalls eine
gefaserte Untermannigfaltigkeit von J,79.

Definition 2.3.3. Es seien R, C J,m eine Differentialgleichung der Ordnung ¢ und r > 0
eine natiirliche Zahl. Die Teilmenge Ryqr := iy} (g (Jr79) N tgr(Jgirm)) C Jyprm heiBt r-te
Prolongation der Differentialgleichung Ry nach Jyi,m.

Wenn R, lokal durch Gleichungen ¥(x, u(?) = 0 beschrieben wird, so entsteht eine lokale
Représentation von Ryy1 C Jy417m dadurch, dass wir zu diesen Gleichungen alle Gleichungen
hinzufiigen, die wir durch Ableiten nach einer unabhéngigen Variablen erhalten. Natiirlich
koénnen wir diesen Vorgang beliebig oft wiederholen und so Gleichungen fiir Ry, C Jyqrm
produzieren. Dabei wird das Differenzieren einer glatten Funktion ¥ € F(J,m) = C*(J,m, R)
mit lokaler Darstellung ¥ = ¥(x, u(q)) nach einer unabhingigen Variablen z¢ durch die
sogenannte formale Ableitung D;: F(Jqm) — F(Jq4+17) beschrieben,

8W
D; (x,ulrt)) = o - +Z Z uﬂ+1za a x,ul®),

a=10<|ul<q
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die einfach die Kettenregel im Jetformalismus wiedergibt. Eine lokale Darstellung von Ry, ist
P (x,u?) =0,
Rqur :
D, & (x,ulrI")) = 0,
wobei D, = (D1)"* o---0(D,)"" die Hintereinanderausfithrung der Operatoren D; bezeichnet.

Die so entstandene Teilmenge Rq4, C Jyq,m ist im Allgemeinen keine Untermannigfaltigkeit
von Jy4,m. Als Beispiel betrachten wir eine gewo6hnliche Differentialgleichung erster Ordnung

1<7<t,1<|y| <,

Ri:{ ()2 —u=0.

Thre erste Prolongation Ro C Jom wird durch die Gleichungen

(u')? —u=0,
Ra: Lo, 1
w(2u' —1)=0

beschrieben. Folglich liegt Ro in der Vereinigung von zwei Hyperebenen v’ = 0 und u” = 1/2.
Anhand der zugehorigen Jacobi-Matrix bestétigt man sofort, dass die Teilmenge Ry C Jow in
der Umgebung von p = (z,0,0,1/2) € Ro keine Untermannigfaltigkeit ist. Wir miissen an
dieser Stelle zwei Differentialgleichungen separat untersuchen:

i (') = u, ) ()2 =
R : w =0, und Ry : . ’
o — u' =1/2.

Im ersten Fall besteht der Losungsraum aus der Nullfunktion u(z) = 0, im zweiten Fall aus
der Familie u(x) = 1/42% + cz + ¢* mit ¢ € R. Es gilt Sol(R2) U Sol(R2) = Sol(R2) & Ro.

Um verschiedene Formen singuldren Verhaltens auszuschlieBen, gehen wir der Einfachheit
halber davon aus, dass alle Prolongationen und Projektionen der in dieser Arbeit betrachteten
Differentialgleichungen auf gefaserte Mannigfaltigkeiten fiihren. Solche Differentialgleichungen
nennen wir requldr. Diese Voraussetzung ist nach geeigneter Einschrénkung der Mannigfaltig-
keit R, auf eine Teilmenge von R, stets erfiillt.

Beispiel 2.3.4. Auf den ersten Blick scheinen Prolongation und Projektion zueinander inverse
Operationen zu sein; dem ist aber im Allgemeinen nicht so und eine Erkliarung dieses Effekts
fithrt automatisch zu dem geometrischen Bild von Integrabilitdtsbedingungen. Wir betrachten
ein System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Ra : { tay — =0,
Upy — Uy = 0
fiir eine unbekannte Funktion u(x,y). Um die erste Prolongation R3 C J3m zu berechnen,
miissen wir jede Gleichung nach z und y (formal) ableiten und erhalten das System
Upy — U =0,  Upzy — Uz =0,  Ugyy —uy =0,
Rg :
Ugy — Uz = 0, Uggg — Uge = 0, Ugry — Ury = 0.
Man sieht leicht, dass die Differenz der Uberkreuzableitungen Dy (ugy — u) — Dy(tgy — uy) =
Uzy — Uy = 0 eine ,versteckte” Gleichung zweiter Ordnung produziert. Wenn wir R3 zuriickpro-

jizieren nach Jow, erhalten wir anstelle der Ausgangsgleichung Ro die Untermannigfaltigkeit
Rg) G Rg beschrieben durch die drei Gleichungen

Ugy —u =0,
Rgl) D Upy — Uy = 0,

Ugy — Uz = 0.
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Wiederholte Prolongation mit anschliefender Projektion fiihrt uns zu den Gleichungen

Ugy —u = 0,
Ugy — Uy = 0,

Ra = m3((m3(RSY)11))41) © { thaw — 1 = 0,
Uyy — Uy = 0.
Ugy — Uz = 0,

Fiir die so gewonnene Differentialgleichung Ry gilt nach Konstruktion Sol(R2) € R & Ro. Wir
erwahnten bereits, dass die lokale Repréasentation einer Differentialgleichung nicht eindeutig
ist. Ein Ubergang zu einer anderen Représentation kann haufig das System vereinfachen. An
der Darstellung

Dy(uy —u) =0, Dy(uy —u) =0,
Ry Dy(uy —u) =0, Uy —u =0,

Dy(uy —u) =0, Uy —u=0

erkennt man sofort, dass das System Ry = (7?,1)“ in der Tat die erste Prolongation eines
inhomogenen linearen Systems erster Ordnung ist:

- {uw—u:O,
R :

uy —u = 0.

Insbesondere haben Ry und R densglben Losungsraum © C I'jx (7). Man bestétigt leicht,
dass die (r — 1)-te Prolongation von R nach J,7 durch die Gleichungen

RT:{u#—uzo, 1<|ul<r (2.5)

beschrieben wird und es gilt R, = 7@,@ fir alle r, s > 1. Ausgehend von dieser Repréisentation
von R, ist es besonders leicht formale Potenzreihenlésungen zu konstruieren. Wir wihlen
einen beliebigen Entwicklungspunkt (#,9) € R? und machen den iiblichen Ansatz fiir eine
formale Potenzreihenlésung um (&, 9):

[ee] A A
(x — )" (y — 9"
u(z,y) = Ay,
|;§:0 (p1,p2) 101! !

mit reellen Koeffizienten a;, = a(,, 4,) € R. Da wir weder Anfangs- noch Randbedingungen
vorgegeben haben, diirfen wir keine eindeutige Losung erwarten. Wir kdnnen aber Relationen
zwischen den Koeffizienten a,, angeben. Dazu setzen wir unseren Ansatz in die Darstellung (2.5)
ein und werten die entstehenden Gleichungen am Entwicklungspunkt (Z,¢) aus. Wir erhalten
Ay pz) — A(0,0) = O fiir alle |u| > 1. Dementsprechend ist

o0 A A
(x — &) (y — P)H2
u(zr,y) =a .
( ) (070) |/.L|Z_0 /”’1'/’62‘

= a(o o)e*i*ge”y €0

)

eine (liberall konvergente) formale Potenzreihenlosung von R;. Insbesondere ist R, C J,7
eine lokal 16sbare Differentialgleichung der Ordnung r > 1. <

Versteckte Integrabilitdtsbedingungen gibt es genau dann, wenn fiir irgendeine Prolongati-
onsordnung r > 0 gilt, dass eine weitere Prolongation mit nachfolgender Projektion zu einer
echten Untermannigfaltigkeit fithrt, in Zeichen Rglﬁr & Rytr-

Definition 2.3.5. Eine reguldre Differentialgleichung R, C J,m der Ordnung ¢ heiflt formal

integrabel, wenn fiir alle ganzen Zahlen r > 0 gilt RC(]QT = Rgtr-
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Man beachte, dass die Integrabilitdtsbedingungen fiir partielle Differentialgleichungen von
héherer Ordnung als das Ausgangssystem sein kdnnen, siehe Beispiel 5.2.4. Die systematische
Suche nach Integrabilitdtsbedingungen wird Vervollstindigung genannt. Die Bezeichnung
yformal integrabel“ rithrt daher, dass fiir ein formal integrables System formale Potenzrei-
henlésungen systematisch Ordnung fiir Ordnung konstruiert werden kénnen. Daher gilt fiir
analytische, formal integrable Systeme ein sehr allgemeiner Existenzsatz (Cartan-Kdihler-
Theorem), da dann die Konvergenz der formalen Potenzreihenlosungen gezeigt werden kann.
Solange wir nur formale Potenzreihenlésungen betrachten, gibt es somit keinen Unterschied
zwischen der formalen Integrabilitidt und der lokalen Losbarkeit.

2.4 Symbol

Die Einfithrung des Symbols wird durch den Wunsch motiviert, bestimmte Eigenschaften von
Differentialgleichungen an den Gleichungen hochster Ordnung abzulesen.

Definition 2.4.1. Es seien R, C J,7 eine Differentialgleichung und p € R, ein Punkt. Der

Untervektorraum (N), C T, Ry, implizit definiert durch Tpe((Ny),) = Tpe(TyRy) NVymg_y,

heifit (geometrisches) Symbol der Differentialgleichung Ry im Punkt p. Die disjunkte Vereini-
gung dieser Vektorraume

Ny = U {p} x Ng)p CTR,

PER,
heiit (geometrisches) Symbol der Differentialgleichung R.

Definitionsgemas ist Ny = V&7, der zur Projektion 77 _; vertikale Anteil des Tangential-

biindels TR,. In lokalen Koordinaten (x, ul@; %, al?) auf T J,m erhalten wir folgendes Bild:
Ein vertikaler Vektor v € Vpﬂ'g_l an einem Punkt p € R, C Jy7 ist von der Form

m
— yies
veD ) il

a=1|u[=q

mit reellen Koeffizienten uj; € R. Wird R, lokal durch Gleichungen &(x, u(?) = 0 beschrieben,
so ist v genau dann tangential zu t(R;) = Ry, d-h. v € T,((N,),), wenn seine Koeffizienten
das homogene lineare Gleichungssystem

“ X

> 2 i =0, 1<r<t

(0%
a=l|ul=q =~ F

erfiillen. Die zugehérige Matrix nennen wir Symbolmatriz My(p), sie besitzt eine Zeile fiir jede
Gleichung 7 = 0 und eine Spalte fiir jede Ableitung uj; der Ordnung g. Héingt eine Gleichung
&7 (x,ul4=Y) = 0 nicht von u(, ab, so ist sie irrelevant fiir die Berechnung des Symbols und
wird aus der Betrachtung herausgenommen. Der Rang der so definierten Distribution N,

n+qg-—1

dim(N), = m< .

) — rang My(p),

héngt im Allgemeinen vom betrachteten Punkt p € R, ab. Wir gehen der Einfachheit halber
davon aus, dass dies nicht der Fall ist und verzichten sogleich auf die explizite Angabe von p
in der Notation der zugehorigen Symbolmatrix M, = M,(p). Ist der Rang des Symbols
Null, so sprechen wir von einer Differentialgleichung vom endlichen Typ, da ihr formaler
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Losungsraum endlich dimensional ist. Die in Beispiel 2.3.4 betrachtete Differentialgleichung R,
ist beispielsweise vom endlichen Typ. Wenn wir die Differentialgleichung R, prolongieren,
dann besitzt auch jede der erhaltenen Differentialgleichungen R4, ein Symbol Njy,. Seine
Dimension gibt die Anzahl der frei wahlbaren Taylorkoeffizienten der Ordnung g + r eines
Potenzreihenansatzes an.

Zum Nachweis der formalen Integrabilitdt miissen definitionsgeméfl unendlich viele Be-
dingungen tiberpriift werden. Es ist daher unklar, wie wir effektiv feststellen sollen, dass
eine gegebene Differentialgleichung formal integrabel ist. Aus diesem Grund wird in der
formalen Theorie das starke Konzept der Involution eingefiihrt. Der Begriff einer involuti-
ven Differentialgleichung basiert auf den algebraischen Eigenschaften des Symbols bzw. der
Symbolmatrix. Wir begniigen uns hier mit einem rechnerischen Zugang. Zu diesem Zweck
ordnen wir die Spalten, indiziert durch 1y, der Symbolmatrix M, absteigend nach ihrer Klasse
an. Die Klasse clp := min{i | pu; > 0} eines Multiindex p # (0, ...,0) entspricht dabei dem
Index des ersten nichtverschwindenden Eintrages von u = (1, ..., uy,). Verallgemeinernd
ordnen wir jedem Objekt (z.B. Jetvariablen uy,, Zeilen oder Spalten, Pivotelemente), das
durch p indiziert ist, die Klasse cl i zu. Eine mdgliche Sortierung der Spalten von M, ist
gegeben durch die Umkehrung der in (2.2) beschriebenen Totalordnung. Anschliefend bringen
wir die Symbolmatrix M, auf die Zeilenstufenform. Mit Bék) bezeichnen wir die Anzahl der
Zeilen in My, deren Pivotelemente von der Klasse k sind, und weisen jeder solchen Zeile ihre
multiplikativen Variablen x', ..., z* zu. Mit Hilfe der formalen Ableitung bestétigt man leicht,
dass die Prolongation jeder Gleichung beztiglich ihrer multiplikativen Variablen zu (funktional)
unabhéngigen Gleichungen der Ordnung ¢ + 1 fithrt. Daher gilt

[{multiplikative Variablen von M,}| = Z kﬁék) <rang My41.
k=1

Die Konstruktion der Indizes ﬁgk) scheint wesentlich von den gewéhlten Koordinaten x abzu-
héngen. Man kann aber zeigen, dass man nach einer generischen Koordinatentransformation
immer dasselbe Ergebnis erhélt. Diese Beobachtung motiviert folgende Begriffsbildung.

Definition 2.4.2. Das Symbol N einer Differentialgleichung R, heifit involutiv, wenn gilt
rang My = Z kﬁ(gk). (2.6)
k=1

Eine formal integrable Differentialgleichung R, heifit involutiv, wenn ihr Symbol involutiv ist.

Es stellt sich heraus, dass eine Differentialgleichung R, = R((ll) genau dann involutiv
ist, wenn (2.6) gilt. Das Cartan-Kuranishi- Theorem garantiert zudem, dass jede konsistente
Differentialgleichung durch endlich viele Prolongationen und Projektionen in ein 16sungséqui-
valentes, involutives System tiberfiihrt werden kann.

2.5 Vessiot-Distribution

Nach Definition der Kontaktdistribution C; C T'Jm liegt der Tangentialraum 7),(im j,0) jedes
prolongierten Schnittes o € I'jox () mit p € im j,o in (Cy),. Insbesondere ist im j,o C Jym
eine Integralmannigfaltigkeit der Kontaktdistribution C,. Ist 0 € © zusétzlich eine Losung
der Differentialgleichung R, C Jym, so liegt T,,(im j,0) im Tangentialraum 7,R,. Beide
Inklusionen ergeben zusammen 7, (im j,o) C T, R4 N (Cq),. Diese Beobachtung ist Grundlage
der folgenden Definition.
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Definition 2.5.1. Es seien R, C J,7 eine Differentialgleichung und ¢: R, — J 7 die zugeho-
rige Inklusionsabbildung. Die Vessiot-Distribution V[R4| C TR, ist implizit definiert durch

Te(V[Ry]) =Tt (TRy) N Cq|L(72q) . (2.7)

Nach E. Vessiot benannt, folgen wir der Namensgebung durch Fackerell [12] und Vassi-
liou [36]. Vor allem in der russischen Literatur wie z.B. Vinogradov et al. [18], Kruglikov
und Lychagin [19] spricht man héufig von der Cartan-Distribution. Da die Inklusionsabbil-
dung ¢: Ry — Jy7 eine injektive Immersion ist, ist die Vessiot-Distribution V[R,] C TR,
durch (2.7) eindeutig bestimmt. Als Durchschnitt zweier glatten Distributionen auf einer
reguldren Untermannigfaltigkeit ist die Vessiot-Distribution dann glatt, wenn sie auf jeder
Zusammenhangskomponente von R, konstanten Rang hat. Ublicherweise wird V[R,] mit Hilfe
des Pullbacks von Kontaktformen eingefiihrt.

Proposition 2.5.2. Fiir die Vessiot-Distribution gilt V[R,] = (L*Cg)o.

Es sei (%, ¥) = (x(X), ul?(X,¥)) eine Koordinatendarstellung der Einbettung ¢: R, < J,m
in lokalen Koordinaten (X,¥) auf R,. Bezeichnet d die Faserdimension von R, so ist der
Pullback einer Kontaktform wy; € Cg gegeben durch

O{ axz «

i(ﬁxﬂ XV Zi: X 8 (X )) dx]—i—z(zﬁk v)dv* € .*C).

Falls die Vessiot-Distribution glatt ist, dann liegt ein Vektorfeld X € X(R,) mit Darstellung

n d
X =) d(x V)05 + > (X V)0
=1 k=1

genau dann in der Vessiot-Distribution V[R,|, wenn fiir alle Koordinatenindizes 1 < a <m
und alle Multiindizes  mit 0 < [u| < ¢ gilt (*w)(X) = 0. Ist die Vessiot-Distribution nicht
glatt in p € Ry, dann liegt ein Vektor ¥ € T,R, genau dann in V,[R,], wenn die Linearformen
(C'wi)p € Ty Ry bei Auswertung in ¥ Verschwmden

In der Prax1s ist es oftmals schwierig eine (globale) Parametrisierung ¢ von R, zu finden.
Besonders bei voll nichtlinearen Differentialgleichungen empfiehlt es sich die Berechnung der
Vessiot-Distribution Tt(V[R,]) in lokalen Koordinaten (x,u'?;x,u(?) auf TJ,w durchzufiih-

ren. Nach Proposition 2.2.2 besitzt jedes Kontaktvektorfeld 1,.X € C \ d1e Form
n
=2 ¢ ey Y e
=1 a=lp|=q

mit, Koeffizientenfunktionen a', 0% € F(R,). Wird R, lokal durch Gleichungen #(x, u@) =0
beschrieben, so folgt aus 1, X € Tu(T R,) unmittelbar, dass die Koeffizienten al, by, des Ansatzes
fiir 1, X das homogene lineare Gleichungssystem

Z @Ta—i—ZZC“@T 0, 1<7<t (2.8)

=1 a=lul=q

erfiillen. Wir kdnnen dieses System nach gewissen Koeflizienten by, auflésen und das Ergebnis in
unseren Ansatz fiir 1, X einsetzen. Im Speziellen gilt ¢, X € Tu(Ny), wenn die Koeffizienten at
verschwinden. Ist die Vessiot-Distribution nicht glatt in p € R, C J,;m, dann wird das obige
Gleichungssystem (2.8) punktweise ausgewertet.
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Beispiel 2.5.3. Wir betrachten ein parameterabhingiges System partieller Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung fiir eine unbekannte Funktion u(z,y):

Ry Uy — att = 0,
Uyy — Pu=0

mit Parametern o, 5 € R. Da die Gleichungen der angegebenen Reprasentation von Re C Jow

auf R9 finden wir

M (dug — ugpdr — ugydy) = duy — 0udT — Ugydy,
V(duy — ugyde — uyydy) = duy — Ugydz — Pudy,

J(du — uzpde — uydy) = du — u,dZ — w,dy.
Die zugehérige Vessiot-Distribution V[Rs] = (+*C9)? wird durch die drei Vektorfelder

X1 = 05 + Uy + a0z + UzyOy,
Xy = Oy + UyOy + Uy Oy + Sudy;,
Y = 04—

Uzy

aufgespannt, wobei das vertikale Vektorfeld Y das Symbol N5 = V42 = (V) erzeugt. Zur
Berechnung der Vessiot-Distribution Tt(V[R2]) C T Jom machen wir alternativ den Ansatz

+b%0,.. + b0

Y Uyy

LX =a'C? +a*c{? +0'0

Uz
mit Koeffizienten a',a?,b', b2, b3 € F(Rs). Das lineare Gleichungssystem (2.8) liefert
[ auxal + auyaQ,
b = Buga + Buya2.
Nach Einsetzen dieser Relationen in unseren Ansatz erhalten wir
X =a' (Cg(f) + auyOy,, + Bumﬁuyy) + a? (CZ(/Q) + auyOy,, + ,Buyauyy) + b28uxy.
Insbesondere wird T't(V[R2]), als F(Rg2)-Modul betrachtet, durch die Vektorfelder

15 X1 = Ca(?) + aug 0y, + BuzOy
15 X9 = Cg(f) + ty Oy, + BriyOy
1Y =0,

yy?
yy?

Ty

aufgespannt und es gilt Tw(N3) = (1.Y). Der Vollstéindigkeit halber bemerken wir, dass das
System Ry formal integrabel ist. Mittels des Cartan-Tests (2.6) bestétigt man leicht, dass das

Symbol N3 involutiv ist und es gilt Rgl) = R4 sowie Rgl) = R3. <

In der Regel ist die Vessiot-Distribution V[R,] nicht involutiv. Ausnahmen von dieser
Regel stellen regulire gewohnliche nicht unterbestimmte Differentialgleichungen und partielle
formal integrable Differentialgleichungen vom endlichen Typ dar. Als Folge von Korollar 2.2.3
zerfallt die Vessiot-Distribution V[R,] lokal in zwei Subdistributionen H & N, wobei das
wl-transversale Komplement H nicht eindeutig bestimmt ist. Generell konnen beide Subdis-
tributionen H und N singuldr sein. Gilt dimH, < dim X = n in einem Punkt p € R, so



18 Kapitel 2. Formale Theorie

enthiilt die Aquivalenzklasse p = [a]](f) keine Losung von R,. Man kann zeigen, dass ein

w9-transversales Komplement H genau dann n-dimensional ist, wenn es keine Integrabilitats-
bedingungen in R, gibt, die durch Prolongation von Gleichungen niedriger Ordnung als ¢
entstehen. Solche Bedingungen werden Integrabilitdtsbedingungen erster Art genannt.

Die néchste Proposition zeigt, dass die Losungen einer Differentialgleichung mit speziellen
involutiven Subdistributionen der Vessiot-Distribution korrespondieren.

Proposition 2.5.4. Es sei R, C Jy7 eine Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1. Dann gilt:

(i) Zu jeder Losung o € T'jop(m) von R, ist das Tangentialbiindel T'(im j,0) € TR, eine
n-dimensionale 79-transversale involutive Subdistribution von V[R]|. . jao
(i) Jede Integralmannigfaltigkeit einer n-dimensionalen 7%-transversalen involutiven Subdis-
tribution U C V[R,] besitzt lokal die Form im j,o fiir eine Losung o € I'jox () von R,.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Vessiot-Distribution V[R,] und
der Tatsache, dass im j,o eine Untermannigfaltigkeit von R, ist. Die zweite Aussage ergibt
sich leicht aus dem Theorem von Frobenius, siche Abraham et al. [1, Theorem 4.4.7], und
Proposition 2.2.2. O

Dieses Ergebnis stellt den geometrischen Zugang zur Losungstheorie partieller Differenti-
algleichungen dar, sieche Fesser [13]. Die Hauptidee besteht hier darin, alle #%-transversalen
involutiven Subdistributionen & C V[R,] der Dimension n = dim X" schrittweise zu konstruie-
ren. Zusammenfassend halten wir fest, dass alle relevanten Informationen tiber die Struktur
des Losungsraumes in den Eigenschaften der Vessiot-Distribution kodiert sind.



Kapitel 3

Geometrische Symmetrien

Die umfassendste Umschreibung des Symmetriebegriffs einer Differentialgleichung lautet wie
folgt: Symmetrien sind Vorschriften, die (einige) Losungen in (andere) Losungen iiberfiithren.
Bei dieser vagen Beschreibung ist zunéchst offen, welche Art von Abbildungen bzw. Lésungen
betrachtet werden. Es werden je nach Ansatz unterschiedliche Symmetriekonzepte eingefiihrt
und untersucht: Punktsymmetrien, Kontaktsymmetrien, innere Symmetrien, verallgemeinerte
Symmetrien etc. Im vorliegenden Kapitel wollen wir Symmetrien von Distributionen ausfiihr-
lich beschreiben. Die zugrundeliegende geometrische Theorie ist eine Verallgemeinerung der
klassischen Symmetriekonzepte. Sie erméglicht in natiirlicher Weise den Einsatz geometrischer
Methoden, die zu einem tieferen Verstédndnis der oben aufgezéhlten Symmetriearten beitragen.

3.1 Distributionen und Kodistributionen

Unter einer Distribution auf einer glatten Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Vorschrift
D: M — TM mit der Eigenschaft 7p4 o D = id4, die jedem Punkt p € M einen linea-
ren Untervektorraum D, des Tangentialraumes 7),M zuordnet. Zwecks einfacher Notation
identifizieren wir die Abbildung D mit ihrem Bild im D und schreiben

D= |J{p} xD, CTM.
pEM

Wird eine Distribution D C T'M lokal von glatten Vektorfeldern aufgespannt, so sprechen
wir von einer glatten Distribution. Etwas préziser formuliert, betrachten wir die Menge Xp
aller lokalen Schnitte X € X(M) = I'jox(7Am) mit der Eigenschaft X, € D, fiir alle Punkte p
des Definitionsbereichs von X und nennen D glatt, wenn D, = ({X, | X € Xp}) fir alle
Punkte p € M gilt. Diese Definition impliziert nicht, dass alle Untervektorrdaume D, C T, M
die gleiche Dimension besitzen, wie es oft gefordert wird. Ein einfaches Gegenbeispiel ist eine
glatte Distribution, welche von einem global definierten Vektorfeld mit Nullstellen erzeugt
wird. Wenn im Folgenden von einer Distribution gesprochen wird, ist immer eine glatte
Distribution gemeint, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. Im Allgemeinen
héngt die Dimension dim D, vom betrachteten Punkt p € M ab. Falls die Rangabbildung
p +— dim D, konstant ist, so sprechen wir von einer reguldren Distribution vom konstanten Rang,
anderenfalls nennen wir D singuldr. Selbst wenn eine glatte Distribution konstanten Rang r
hat, konnen wir nicht automatisch davon ausgehen, dass sie global durch r linear unabhéngige
Vektorfelder aufgespannt werden kann. Hierfiir miissen zusétzlich bestimmte topologische
Bedingungen erfiillt sein, welche die lineare Unabhéngigkeit der betreffenden Vektorfeldern
garantieren. Lokal ist es hingegen immer moglich, Vektorfelder Xi,..., X, € Xp NTy(7m) zu
wéhlen mit D = (Xy,...,X,) auf U C M, wobei U eine hinreichend kleine offene Menge ist.

19
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Bemerkung 3.1.1. Wir wollen auf glatten Distributionen eine auflerordentlich fruchtbare
algebraische Struktur einfithren: Die punktale Darstellung D, = ({X,|X € XpNI'y(7a)}) und
die elementare Tatsache, dass lokal definierte Vektorfelder auf ganz M trivial fortgesetzt werden
konnen, legen nahe, dass der Vektorraum Xp NI (70¢) = D die Struktur eines F(M)-Moduls
besitzt. Zu jedem lokalen Vektorfeld X € Xp N I(7a¢) finden wir eine glatte Funktion
feFM)=C>M,R) mit kompaktem Triger, sodass fX € Xp NT a(7a1) global definiert
ist und X |y = fX|y gilt, wobei U C supp f C M eine hinreichend kleine Umgebung von p ist.
Aus diesem Grund kann jede glatte Distribution D als ein F(M)-Modul verstanden werden.
Jede beliebige Linearkombination fX + gY zweier Vektorfelder X,Y € XpNTr(7a) = D mit
f,9 € F(M) liegt vollstandig in D. Umgekehrt definiert jedes F(M)-Modul 9 C I'yq(7r1) eine
glatte Distribution D), := ({X, | X € M}) = {X,|X € M}. Wenn der Kontext Verwechslungen
mit dem Tangentialbiindel 7'M als eine 2 dim M-dimensionale Mannigfaltigkeit ausschlief3t,
identifizieren wir die Distribution TM: p — {p} x T, M mit dem F(M)-Modul I'rpq(7p1). <

Auf dhnliche Weise werden Kodistributionen I' C T* M auf M eingefithrt. Es handelt sich
um eine Vorschrift I': M — T* M mit der Eigenschaft 73,0 " = id r4, die jedem Punkt p € M
einen linearen Untervektorraum I3, des Kotangentialraumes 7,; M zuordnet. In Analogie zu
Distributionen identifizieren wir die Abbildung I" mit ihrem Bild im I" und schreiben

peEM

Es ist naheliegend, eine Kodistribution glatt zu nennen, wenn sie lokal durch Einsformen
erzeugt werden kann. Insbesondere besitzt jede glatte Kodistribution die Struktur eines
F(M)-Moduls. Wird eine glatte Kodistribution I" vom Rang r von Einsformen wy, ... ,w, €
I pm(7xy) aufgespannt, so heifit sie klassisch Pfaffsches System.

Distributionen und Kodistributionen sind dual zueinander. Die zugehorige Korrespondenz
wird durch Annihilatoren vermittelt. Zu jeder Distribution D gehort eine duale Kodistributi-
on DY, welche punktweise durch

Dy = {wy € TrM | wy(D,) = 0}
definiert ist. Auch umgekehrt kénnen wir jeder Kodistribution I" eine duale Distribution via
Iy = {X, € M| I)(X,) =0}

zuordnen. Allgemein gilt D = (DO)O und I' = (I 0)0. Zwischen Distributionen und ihren
Annihilatoren gelten einige interessante Beziehungen: Die Summe der Dimensionen von D,
und Dg ist stets dim M. Sie hingt insbesondere nicht vom gewéhlten Punkt p € M ab. Ferner
gilt D1 C Dy nur dann, wenn D? D) Dg gilt. Schlielich ist der Annihilator des Durchschnittes
zweier Distributionen (D; N Dy)? gleich der Summe der Annihilatoren DY + DY. Eine weitere
dhnliche Formel ist (D; + D2)? = DY N DY. Man beachte aber, dass der Annihilator einer
glatten (Ko-)Distribution im Allgemeinen nicht glatt ist, siche Beispiel 3.2.2.

Dieser Ansatz erlaubt sofort in natiirlicher Weise Symmetrien von (Ko-)Distributionen zu
definieren. Grundlage sind zwei fundamentale Operatoren: Pushforward und Pullback.

Definition 3.1.2. Es seien M eine Mannigfaltigkeit und D (I") eine (Ko-)Distribution auf M.
Ein lokaler Diffeomorphismus ¢: U C M — V' C M heifit geometrische Symmetrie von D (I),
wenn fiir alle Punkte p € U gilt T,¢(Dp) = Dy ) (Tyd( L)) = Ip)-

Um die Notation nicht iiberméfiig aufzubldhen, werden wir darauf verzichten, solche
Umgebungen explizit anzugeben und immer eine globale Schreibweise ¢: M — M benutzen
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mit T¢(D) = D bzw. T*¢(I") = I'. Damit sind aber keine globalen Aussagen verbunden. Ins-
besondere besitzt nicht jede lokal definierte geometrische Symmetrie eine globale Fortsetzung
auf ganz M. Die Voraussetzungen in der obigen Definition sind durch den Wunsch motiviert,
dass mit ¢ auch die Umkehrabbildung ¢! eine geometrische Symmetrie von D bzw. I’ ist.
Man bestéatigt leicht, dass die Menge der geometrischen Symmetrien eine Lie-Pseudogruppe
bildet, die wir im distributionellen Fall mit I'(M, D) = {¢ € Diff;,x(M) | T¢(D) = D}
bezeichnen. Die Identitét idy ist offenbar stets eine geometrische Symmetrie. Die Hinterein-
anderausfiihrung zweier geometrischen Symmetrien ist nach eventueller Einschrdnkung der
Definitionsbereiche wieder eine geometrische Symmetrie. Es gilt I'(M, D) = Upepq ['p(M, D)
mit [',(M, D) := {¢ € ['(M, D)|p € dom ¢}, wobei sich diese Teilmengen von Punkt zu Punkt
sehr stark unterscheiden kénnen. Man beachte weiter, dass in diesem geometrischen Zugang
nicht zwischen einer regulidren und einer singuldren (Ko-)Distribution unterschieden wird.
Diese Beobachtung impliziert, dass die Mengen S5, = {p € M | dim D, = ¢} invariant unter
geometrischen Symmetrien sind. Wegen dim 7},¢(D,) = dim Dy,,) gilt dom ¢ N S5 =im¢n S,
fiir alle ¢ € T'(M, D). Eine isolierte Singularitit S& = {p} ist stets ein Fixpunkt, d.h. es
gilt ¢(p) = p fur alle ¢ € I';(M, D). Des Weiteren bemerken wir die folgende natiirliche
Eigenschaft: Ist ¢ eine geometrische Symmetrie von D, so ist ¢ eine geometrische Symmetrie
von DY und umgekehrt. Von diesem Standpunkt aus gibt es zunichst keinen Unterschied in der
Formulierung der Symmetrien mittels Distributionen oder Kodistributionen. Der auf Vektorfel-
dern basierender Ansatz bringt dennoch diverse Vorteile mit sich. Einer dieser Vorteile beruht
auf der folgenden Beobachtung: Bei einer glatten Distribution ist es nicht ausgeschlossen, dass
es einen lokalen Abfall der Dimension gibt. An den betreffenden Punkten miisste sich die
Dimension des Annihilators entsprechend erhohen. In solchen Féllen ware der Annihilator
nicht mehr glatt, weshalb manche Konstruktionen nicht méglich sind.

Bemerkung 3.1.3. Ein eng mit Symmetrien verwandtes Thema ist das Aquivalenzproblem.
Das allgemeine Aquivalenzproblem beinhaltet die Frage zu entscheiden, wann zwei Mannig-
faltigkeiten M; und Mo mit jeweils vorgegebenen Distributionen D; und Dy durch eine
Transformation ineinander iiberfithrbar sind. Ist die gesuchte Transformation ein globaler
Diffeomorphismus ¢: M; — My mit der Eigenschaft T (D;) = Ds, so erkennen wir sofort
die bijektive Korrespondenz
o F(Ml,'Dl) — F(MQ,DQ)
' 6 Yooy
der zugehérigen geometrischen Symmetrien. Wegen k(¢ o ¢) = k(¢) o k(@) ist k ein Isomor-
phismus von Lie-Pseudogruppen. Weiter bildet T jede involutive Subdistribution von D; auf
eine involutive Subdistribution von Dy ab, vgl. Korollar 3.2.10. Daher ist es nicht sonderlich

iiberraschend, dass einige Konzepte, die im Rahmen des Aquivalenzproblems erarbeitet werden,
im Zusammenhang mit Symmetrien ihre Anwendung finden. <

Die Verbindung zur formalen Theorie der Differentialgleichungen liegt auf der Hand, wenn
man bedenkt, dass Differentialgleichungen mittels gefaserter Mannigfaltigkeiten 79: Ry — X
und ihrer Vessiot-Distribution V[R,] beschrieben werden. Definition 2.3.1 bekommt in unserem
verallgemeinerten Kontext folgende Form:

Definition 3.1.4. Unter einer Differentialgleichung verstehen wir ein Paar (7m: M — X, D),
bestehend aus einer gefaserten Mannigfaltigkeit 7: M — X und einer Distribution D C T M.

Gleichsam kann eine geometrische Interpretation fiir die Losungen angegeben werden.
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Definition 3.1.5. Es sei (7: M — X, D) eine Differentialgleichung. Eine dim X'-dimensionale
zusammenhédngende Integralmannigfaltigkeit der Distribution D heifit Ldsung, wenn die
betreffende Untermannigfaltigkeit transversal zur Projektion 7 ist.

Betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten von D als verallgemeinerte Losungen, so finden
wir das klassische Bild wieder, dass geometrische Symmetrien von D verallgemeinerte Losungen
in verallgemeinerte Losungen tiberfiihren. Man beachte aber, dass das Bild ¢(N) C M einer
Losung NV im Allgemeinen nicht w-transversal ist. Gilt dagegen T¢p(V ) = Vi, so ist ¢p(N) stets
transversal zur Projektion 7. Fiir eine lokal l6sbare Differentialgleichung (7: M — X, D) muss
folglich notwendigerweise dim T),m(D,) = dim X" gelten. Liegt eine geometrische Symmetrie
hinreichend ,nah*“ an der Identitédt id g, so bildet sie auch Losungen in Lésungen ab. Diese
Beobachtung ist Grundlage der gesamten Lie-Symmetrietheorie von Differentialgleichungen.

3.2 Eigenschaften geometrischer Symmetrien

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Lie-Pseudogruppe I'(M, D) bei
gegebenem Paar (M, D) untersuchen. Unser Ansatz besteht in der Konstruktion von Subdis-
tributionen & C T'M mit der Eigenschaft

ToU) CU fiir alle ¢ € T(M, D). (3.1)

Solche Subdistributionen wollen wir im Folgenden der Kiirze halber invariant nennen. Sie
spielen im Grunde die gleiche Rolle wie die invarianten Unterrdume in der Linearen Algebra. In
gewisser Weise stellen invariante Distributionen ein Pendant zu Integrabilitdtsbedingungen dar.
Auf diesen Zusammenhang werden wir am Ende des Abschnittes nédher eingehen. Wir halten
an dieser Stelle lediglich fest, dass die Existenz invarianter Distributionen keine zusétzlichen
Einschriankungen auferlegt. Es liegt in der Natur der Bedingung (3.1), dass sie von jeder
geometrischen Symmetrie automatisch erfiillt wird. Die umgekehrte Inklusion resultiert direkt
aus der Tatsache, dass die Umkehrabbildung ¢~! ebenfalls eine geometrische Symmetrie
ist. Offenbar sind D und T'M invariant. Generell sind invariante Distributionen weder glatt
noch haben konstanten Rang, siche Bemerkung 3.2.7. Thr Vorhandensein erklért in manchen
Féllen, warum es Symmetrien mit bestimmten Eigenschaften nicht geben kann. So gibt es
beispielsweise keine geometrische Symmetrie, welche die Mengen S, = {p € M | dim U, = ¢}
nicht auf sich abbildet.

Die Suche nach invarianten Distributionen wird prinzipiell dadurch erschwert, dass prak-
tisch nichts tiber die Struktur der Lie-Pseudogruppe I'(M, D) bekannt ist. Die folgende
Proposition beschreibt, wie man aus bekannten invarianten Distributionen neue konstruiert.

Proposition 3.2.1. Es seien U,V C T M zwei glatte invariante Distributionen. Dann gilt:
(7) Der Durchschnitt & NV ist eine invariante Distribution.
(71) Die Summe U + V ist eine invariante Distribution.

(7i1) Die gemischte Lie-Klammer [/, V] ist eine invariante Distribution mit & +V C [U, V].

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass die ersten zwei Aussagen auch dann ihre Giiltigkeit
behalten, wenn die invarianten Distributionen U,V nicht glatt sind.

(1) Der Durchschnitt & NV ist punktweise definiert durch

UNV), =U,NV, ={X, € TyM| X, €Uy und X, € V,}.
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Fiir jeden Vektor X, € (U N V), und jede geometrische Symmetrie ¢ € I'(M, D) gilt
Tpd(Xp) € Tpo(Up) € Uy  und  Tpd(Xp) € Tpd(Vp) S Vop)-

Folglich ist T,¢(X}) € Uy ()N V(). Aus der Beliebigkeit von X, folgt To(UNV) CUNV.
Der Durchschnitt zweier glatten Distributionen ist im Allgemeinen nicht glatt. Als
Beispiel betrachte man U = (9,) und V = (9, + y9,) in Koordinaten (z,y) auf M = R?.

(7i) Die Summe U + V ist in naheliegender Weise punktweise gegeben durch
U+V)p =U,+ V) ={Xp, +Y, € LM | X, eUp, und Y, € V,}.
Aufgrund der Linearitét der Tangentialabbildung T},¢: T, M — Ty, M gilt

Tpp(Xp +Yp) = Tpo(Xyp) + Tpo(Yy) € Tpo(Up) + Tpp(Vp) C u¢(p) + V¢>(P)

fiir alle Vektoren X, € U,, Y, € V, und alle geometrischen Symmetrien ¢ € I'(M, D).
Folgerichtig erhalten wir Top(U + V) C U + V. Im Gegensatz zum Durchschnitt ist die
Summe zweier glatten Distributionen stets glatt.

(7i7) Die gemischte Lie-Klammer [U, V] wird punktweise definiert durch
UV, ={ XY, e M| Xecldund Y € V}.
Aus der Vertauschbarkeit der Lie-Klammer mit dem Pushforward folgt

Lo (X, Yp) = [To(X), To(Y)]g(p) € [ToU), ToWV)]g) S U Vo)

fir beliebige Vektorfelder X € U, Y € V und alle ¢ € I'(M, D). Aus diesem Grund ist
[U, V] eine weitere invariante Distribution mit T'¢([U4, V]) C [, V]. Nach Bemerkung 3.1.1
sind U,V zwei F(M)-Module, daher lésst sich [/, V] global durch

UV =A{[X,Y]eTmltm) | X €U und Y € V}.
beschreiben. Insbesondere ist [/, V] stets eine glatte Distribution. An der Identitét
Y (@)X + X(F)Y = [X, fY] - [gX, Y] + (g — )X, Y]
mit beliebigen f, g € F(M) sehen wir ferner U4 +V C [U,V].

Die gemischte Lie-Klammer [, V] ist ausschlielich fur glatte Distributionen definiert. — [J

Die Inklusion U +V C [U, V] ist der Grund dafiir, weshalb in der Literatur statt [/, V]
haufig U +V + [U, V] geschrieben wird. An dieser Darstellung erkennt man besonders deutlich
den trivialen Anteil & +V von [,V]. Wir halten uns an diese Konvention, auch wenn
sie die Notation an manchen Stellen unnétig verkompliziert. Die einzige bislang bekannte
nichttriviale invariante Distribution ist D. Falls D glatt ist, so definieren wir die (stark)
abgeleitete Distribution D’ durch

D' :=D+[D,D].

Im Spezialfall D’ = D handelt es sich um eine involutive Distribution. Wenn dies der Fall ist,
liefert Proposition 3.2.1 keine neue Information. In der Regel gilt aber D ¢ D’ ¢ TM und wir
erhalten mit D’ eine zweite nichttriviale invariante Distribution. Es seien der Einfachheit halber
X1,..., Xy € Tpm(7mr) glatte Vektorfelder mit D = (X,..., X, ), dann wird die abgeleitete
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Distribution D’ zusétzlich durch die Lie-Klammern [X;, X;] € T'aq(7A¢) mit ¢ < k aufgespannt.
Thr Rang lasst sich grob abschitzen durch

r(r+1)

2 9
wobei die Rangabbildung rang D’: M +— Ny unterhalbstetig ist, d.h. um jeden Punkt p € M
existiert eine offene Umgebung p € O derart, dass rang, D’ > rang, D’ fiir alle p € O gilt.

Es gilt eine dhnliche Konstruktion fiir glatte Kodistributionen. Zur Definition der abgelei-
teten Kodistribution I” C I' betrachten wir eine F(M)-lineare Abbildung

dim D), < dim D, + |{(i, k) |1 <i < k <r}| =

5. I — Q2(M) /(I A QY (M)
" |lwr——dw mod I’

und setzen I" :=ker§ = {w € I' |dw =0 mod I'}. Hierbei bezeichnet d: Q'(M) — Q*(M)
die duflere Ableitung von Einsformen und A das Wedgeprodukt. Anhand der Formel

dw(X,Y) = X(w(Y)) = YV(w(X)) + w([X,Y])
erkennen wir leicht den zu erwartenden Zusammenhang zur dualen Beschreibung:
I"={wel'lw(X,Y])=0firalle X,Y € I’} = (I'°)")°.

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass die Gleichheit I = ((I° 0)’)0 nur dann gelten

kann, wenn sowohl % als auch ((I°)’ )0 glatt sind. Die Rechenregel ¢*(dw) = d(¢*(w)) fiir
Einsformen w € I" impliziert T*¢(I") = I'". Wir verzichten an dieser Stelle auf die Details
und verweisen hierfiir auf Stormark [33, S. 24 ff.].

Beispiel 3.2.2. Ein einfaches Beispiel zeigt, dass die abgeleitete Distribution D’ im Allgemeinen
singulér ist. Dazu betrachten wir M = R? mit globalen Koordinaten (z,y,u) und eine
zweidimensionale reguldre Distribution D = (X,Y), welche durch X = 0, und Y = 9, + zud,
erzeugt wird. Wegen Z = [X,Y]| = ud, erhalten wir D' = (XY, Z) mit

3, fall 0 0 fall 0
dimp - |3 fllsp#(@y.0), (D)0 = {0}, alls p # (x,9,0),
2, fallsp=(zx,y,0) (dup), falls p = (z,y,0).

Im Gegensatz dazu gilt D° = (du — xu dy) mit (D) = {0}. AuBerhalb der xy-Ebene stimmen
(D°) und (D’)? iiberein. Ohne eine einzige geometrische Symmetrie von D bestimmt zu haben,
wissen wir bereits, dass die Fliche S3, = {p € R? | dim D, = 2} unter jeder geometrischen
Symmetrie auf sich abgebildet wird. Man bestétigt leicht, dass die Diffeomorphismen

oz, y,u) = dp(z,y,u) = <f,(),f() w) it ) A0

eine Gruppe von geometrischen Symmetrien von D bilden. Es gilt ¢, 0 ¢5 = ¢gor. Die
zugehorige Jacobi-Matrix J¢ mit der Determinante det J¢ = 1 ist invertierbar und wir finden

T0%) = Ko Ty005) = = X

Des Weiteren erhalten wir direkt T),¢(Z,) = Zy(p). Alternativ ldsst sich T,,¢(Z,) mit Hilfe der
Lie-Ableitung [T'¢(X), Té(Y)]4(p) bestimmen. Der Pushforward ¢.X von X hat in Bildkoor-
dinaten (Z,y,u) = ¢(x,y,u) auf $(M) die Form

¢ X =TpoXod™' =(f1)(7)X.

+ /() Ys()-
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Fiir den Pushforward ¢,Y von Y erhalten wir nach gleicher Uberlegung die Form

(f~1)"(y) 1
e Trym.

Aus der Kommutativitidt der Lie-Klammer mit dem Pushforward ergibt sich

&Y =TpoY o' =

$Z=ThpoZo¢ " = ¢u([X,Y]) = [¢ X, $.Y]

UYw ., 1
= e Y T e X+ Y
—X,Y] =2

und somit das identische Ergebnis T),¢(Z,) = Z4(p,). Erneute Ableitung von D’ liefert (D')" = D'
Damit ist die (glatte) abgeleitete Distribution D’ singuldr und involutiv. <

Sofern die Ausgangsdistribution D glatt ist, ldsst sich der Ableitungsprozess wiederholen.
Die (k + 1)-fach (stark) abgeleitete Distribution D*+1) C TM ist rekursiv definiert durch

D+ . (D(k))’ =pk) L [D(k)’p(k)]7 ke N.
Auf diese Weise entsteht eine aufsteigende Kette von invarianten Distributionen auf M:
pcp cD'C...cp® cpktl C...CcTM.

In jedem Punkt p € M wird die obige Kette nach endlich vielen Schritten stationér. Es
existiert eine kleinste ganze Zahl s, > 0 derart, dass DI(,SP ) = D,(,s” ™) fiir alle r > 0 gilt.
Insbesondere kann die Zahl s, vom Punkt p € M abhéngen. Der zugehérige Dimensionenvektor
tp(p) = (dimDp,...,dimD,(f”)) € NSPH heifit D-Typ von p. Ist die Zuordnung p — s,
konstant, so ist D) die kleinste involutive Distribution mit D C D). Man beachte ferner,
dass die so konstruierte Kette von Distributionen im Allgemeinen nicht mit 7'M endet. Im
Spezialfall D(8) = T M sprechen wir von einer holonomen Distribution.
Die gleiche Prozedur liefert fiir glatte Kodistributionen I' eine absteigende Kette

FQF’QF"Q---QFU“)QF(’“H)Q---Q{O}.

Solche Tiirme von (Ko-)Distributionen, auch Fahnen oder Flaggen genannt, werden haufig
im Rahmen des lokalen Aquivalenzproblems betrachtet, sie haben auch Anwendungen in der
Kontrolltheorie, siehe z.B. Isidori [16]. Spezielle Konstruktionen dieser Art findet man bereits
in den Arbeiten von Engel, Goursat und Cartan. In der modernen Literatur z.B. Adachi [2],
Montgomery und Zhitomirskii [22], Shibuya und Yamaguchi [32] werden tiberwiegend (Ko-)Dis-
tributionen vom speziellen Typ untersucht.

Ein Grund, weshalb wir an invarianten Distributionen interessiert sind, liegt in der
folgenden Beobachtung: Es seien U C T'M eine beliebige (glatte) invariante Distribution und
Sf = {p € M|ty(p) = (1,...,Ls)} die Menge aller Punkte vom U-Typ £. Dann ist Sf, C M
nach Proposition 3.2.1(44i) invariant unter jeder geometrischen Symmetrie ¢ € T'(M, D), d.h.
es gilt dom ¢ N Sf, =ima¢nN Sf,. Mit anderen Worten ist der U-Typ eine Invariante mit der

Eigenschaft t/(¢(p)) = tu(p).

Bemerkung 3.2.3. Wiederholte Anwendung von Proposition 3.2.1 produziert eine Vielzahl an
invarianten Distributionen. So zum Beispiel ldsst sich aus D und D’ eine weitere invariante
Distribution D” = D’ 4+ [D, D'] konstruieren mit D' C D’ C D”. Sie wird als die zweifach
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schwach abgeleitete Distribution lzezeichnet. Allgemein wird die k-fach schwach abgeleitete
Distribution D®*) definiert durch D’ := D’ und

D+ .— D) 4 D, DW] keN.

Offenbar gilt D*) C D*) . In vielen Fallen stimmen beide Ableitungsbegriffe — schwach und
stark — tiberein. Generell sind sie aber verschieden. Zwischen schwach und stark abgeleiteten
Distributionen kénnen wiederum mehrere invariante Subdistributionen liegen:

[D, D"

\
/

Ist D involutiv, so fallen alle Distributionen dieser Art zusammen. <
Wir halten fiir spiatere Anwendungen folgendes Zwischenergebnis fest:

Korollar 3.2.4. Es sei D eine glatte Distribution auf M. Dann gilt T¢p(D®)) = D®) fiir alle
geometrischen Symmetrien ¢ € I'(M, D) und alle k € Ny.

Falls die abgeleiteten Distributionen D®*) regulir sind, so wird M zu einer filtrierten
Mannigfaltigkeit, deren Tangentialbiindel 7'M eine Filtrierung

{0}, falls £ <0,
T*M = DED falls ke {1,...,s+1},
TM, falls k > s+ 1

in Teilvektorbiindel besitzt, die mit der Lie-Klammer von Vektorfeldern
y T"M x T*M — TFHM
T (X,Y) +—[X,Y]

vertréiglich ist. Nach Korollar 3.2.4 erhalten geometrische Symmetrien die Filtrierung auf 7M.
Als Néchstes wollen wir involutive invariante Distributionen konstruieren. Zu diesem Zweck
untersuchen wir die Eigenschaften des R-Vektorraumes

M:={X cU|[X,V] W} CTmlrm),

wobei U,V und W drei beliebige glatte invariante Distributionen sind. Aufgrund der Linearitét
der Lie-Klammer im ersten Argument ist 91 tatsdchlich ein R-Vektorraum. Die néchste
Proposition beschreibt weitere Eigenschaften des Vektorraumes 9.

Proposition 3.2.5. Es seien i,V und W drei glatte invariante Distributionen. Dann gilt:

(7) 9 ist eine reelle Lie-Algebra, wenn U involutiv ist und W C V gilt.
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(73) 9 ist ein invarianter F(M)-Modul, wenn & C W gilt.
(797) O ist eine involutive invariante Distribution, wenn U = W C V) gilt.
Beweis. Es seien X,Y € 9 zwei beliebige Vektorfelder.

(1) Da U nach Voraussetzung involutiv ist, gilt [X,Y] € Y. Mit Hilfe der Jacobi-Identitét
und der Inklusion W C V erhalten wir weiter

[X, Y], V] = [X, [V V] + [[X, V] Y]
(X, W]+ [W,Y]

C
C[X,V]+ [V, Y] CW.

Zusammenfassend folgt [X, Y] € M. Im Spezialfall f = T M und V = W = D erhalten
wir hieraus die infinitesimalen geometrischen Symmetrien, vgl. Proposition 3.4.2.

(1) Nach Bemerkung 3.1.1 ist U ein F(M)-Modul. Daher gilt fX + gY € U fiir alle
f,9 € F(M). Mit demselben Argument ist W ein F(M)-Modul mit & C W. Es folgt

[fX +gY, V] = fIX, V] +g[Y,V] = V()X = V(9)Y
CW+W-—V(f)X —V(9)Y
CW+U=W.

Dementsprechend ist 9t ein F(M)-Modul. Die Invarianz von 9t = (91) unter geometri-
schen Symmetrien ¢ € I'(M, D) ergibt sich sofort aus T,¢(X,) € Tpp(Uy) = Uy fiir
alle p € dom ¢ und der Vertauschbarkeit der Lie-Klammer mit dem Pushforward

[To(X) Vo) = [To(X), ToOV)gp) = Tpd([X, V]p) © Tpp(Wp) = W)
als Folge der Invarianz der betreffenden Distributionen ¢,V und W.
(797) Nach Teil (i) ist 9t = (9MN) eine glatte invariante Distribution. Wegen W C U C V gilt
(X, Y]e[X,V]CWCU.
Wie in Teil (7) folgt [[X,Y], V] C W aus der Jacobi-Identitét.
Natiirlich ist 9 eine involutive Distribution, wenn U/ involutiv ist und 4 C W C V gilt. [

Nach dem Theorem von Frobenius ist jede involutive Distribution konstanten Ranges
integrabel. Daher werden maximale Integralmannigfaltigkeiten einer involutiven invarianten
Distribution unter geometrischen Symmetrien auf maximale Integralmannigfaltigkeiten ab-
gebildet. Hierin liegt die wesentliche Bedeutung involutiver invarianter Distributionen. Auf
Grundlage der obigen Proposition fiihren wir die Cauchy-Cartan-Charakteristiken ein.

Definition 3.2.6. Es sei D eine glatte Distribution auf M. Ein lokales Vektorfeld X € X(M)
heiBlt Cauchy-Cartan-Charakteristik von D*), wenn gilt X € D*) und [X,D*)] C DK,

Die von Cauchy-Cartan-Charakteristiken erzeugte glatte Distribution Char[D®*)] mit
Char,[DW¥)] := ({X, | X € Tp(mlpw) mit [X,Y] € Tp(atlpw) fiir alle Y € Ty(Taulpiy) )
ist nach Bemerkung 3.1.1 fiir jedes k € Ny ein F(M)-Modul, was die Notation

Char[D®)] = {x e D®¥) | [ X, D®] c D®)} c DP)
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rechtfertigt. An dieser Darstellung sehen wir besonders deutlich die Beziehung zum Vektor-
raum M aus Proposition 3.2.5. Im Spezialfall f = W = V = D®) stimmt 90 mit Char[D®)]
iiberein. Insbesondere ist Char[D®)] eine involutive invariante Distribution fiir jedes k € N.

Zur Berechnung von Char[l{] = {X € U | [X,U] C U} bendtigen wir nur Methoden aus
der Linearen Algebra. Hierzu machen wir den Ansatz X = Y7, a'X; € Char[U], wobei
die Vektorfelder Xi,..., X, € Xy eine (lokale) Basis von U bilden und a!,...,a" € F(M)
beliebige reelle Funktionen sind. Aus den charakterisierenden Bedingungen

,
[(X,X;] modU=> a'[X;,X;] modU=0, 1<j<r
i=1
erhalten wir mit Hilfe der Strukturgleichungen von TM =U & (X, 41, ..., Xp),

(X Xl =) CiXpel, 1<ij<m
k=1
und nr? Strukturkoeffizienten C’ikj € F(M) schlieBlich r(n — r) Bedingungen der Form
Y d'Cli=0, 1<j<r<k<n (3.2)
i=1

an die Koeffizienten a’ des Ansatzes fiir X € Char[U{]. Bezeichnet Z* eine r x r-Matrix mit
Eintrigen (ZX);; = ij und a = (a',...,a")T, dann gilt a € ker ZF fiir r < k < n. Wir kénnen
diese Gleichungssysteme (3.2) nach gewissen Koeffizientenfunktionen a’ auflésen und das
Ergebnis in unseren Ansatz fiir X einsetzen. Wegen Char[i/] C U gilt trivialerweise

1
dimly < diml, + - ((dim 4, — dim Char, 4] ) ((dim 4, — dim Char, U] — 1).

Bemerkung 3.2.7. Man kann die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen alternativ,
wie in Hermes [15], punktweise definieren durch

Char,[DW®)] .= <{Xp | X € Tp(tmlpw) mit [X, Y], € D) fiir alle Y € rp(TMyD<k))}> .

Die so entstandene invariante Distribution Char[D®)] O Char[D®)] muss nicht glatt sein.
Der wesentliche Unterschied zu Char[D®*)] liegt in der Bedingung [X,Y], € D](Dk), welche
punktal ausgewertet wird. Mit anderen Worten entspricht Char[D®*)] dem glatten Anteil von
Char[D®)]. Rechnerisch héingt dies damit zusammen, dass die Bedingungen (3.2) punktweise
ausgewertet werden. Ein konkretes Beispiel verdeutlicht den Unterschied. Wir betrachten auf
M = R® mit globalen Koordinaten (z,%, z,u,v) eine vierdimensionale regulire Distribution
D =(X,Y,Z, W), welche durch die vier Vektorfelder

X:&E, Z:az+$8v7

Y =0,, W =0, + (z+ 9>+ 2)0,
erzeugt wird. Anhand der nichtverschwindenden Lie-Klammern

(X, Z] = Oy, (X, W] = 0y, Y, W] = 2y0,, [Z, W] =0,

sehen wir, dass der Ansatz aX + bY + ¢Z + dW € Char[D] auf vier Bedingungen

[aX +bY +cZ +dW,X] mod D= —(c+d)d, =0,
[aX +bY +cZ +dW,Y] mod D = —2ydd, = 0,

[aX +bY +cZ +dW,Z] mod D = (a—d)d, =0,

[aX +bY +cZ +dW, W] mod D = (a+ 2yb+ ¢)d, =0
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fiir a,b, c,d fiihrt. Es gilt (a,b,c,d)T € ker Z(y) mit

0 0 1 1
— 0 0 0 2y . — 0, fallsy#0,
=2(y) = und dimker=(y) =
W=11 0 0 -1 ) { 2, falls y = 0.
1 2y 1 0

Daran erkennen wir das sprunghafte Verhalten der Dimension von

{0}, falls p # (z,0, z,u, v),

Char,[D] = B
(Yp, Xp — Zp, +Wp), fallsp=(z,0,2,u,v).

Im Gegensatz dazu gilt Char[D] = {0}. Generell ist 9 C T M definiert durch
M, = {X, | X €U mit [X,V], € W,})

eine invariante Distribution, die im Allgemeinen weder glatt noch involutiv ist, wobei U, V, W
weiterhin glatte invariante Distributionen bezeichnen. Zum Nachweis der Invarianz von 9t
siche den Beweis von Proposition 3.2.5(i7). Sicherlich beinhaltet 9T mehr Informationen iiber
die Struktur der Lie-Pseudogruppe I'(M, D) als (90), die besonders bei Aquivalenzfragen
zweifellos berticksichtigt werden miissen. Beispielsweise ist die Dimension p — dim ﬁp eine
feinere Invariante als p — dim(91),,. <

Die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen lassen sich auch mittels Kodistribu-
tionen einfithren. Ist I" eine glatte Kodistribution, so definieren wir

Char[I'F)] := <{X € X(M) | x(w) =0 und tx(dw) € I'® fiir alle w € F(k)}>.

Hierbei steht ¢x flr die innere Ableitung nach einem Vektorfeld X. Unter gewissen Regu-
larititsannahmen gilt Char[I"*)] = Char[D(®*)] im Fall I" = D°. Dabei wird Char[I']° in der
Literatur als Cartansches System fiir I' bezeichnet. Wir verzichten hier auf die Details und
verweisen auf Gardner [14] bzw. Vassiliou [37].

Korollar 3.2.8. Die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen bilden eine Kette
Char[D] C Char[D'] C --- C Char[D®)] C Char[D**+V] C ... C T M.
Beweis. Der besseren Ubersicht halber geben wir einen allgemeinen Beweis an. Es seien
M={XcU|[X,uyCU} wnd WM={XecU|[XU]CU'}

zwei involutive Distributionen, wobei U eine beliebige glatte Distribution bezeichnet. Fiir
jedes Vektorfeld X € 9 gilt X € U C U’. Mit Hilfe der Jacobi-Identitdt erhalten wir

[Xvul] = [X,U] + [X’ [U,UH
= [X,U] + [[U,X],U] + [[X,U],U]
CUT U U =U.

Zusammenfassend finden wir 99t C 9. Ist U involutiv, so gilt M = M. Im Spezialfall Y = DF)
und U’ = DFHY) fiir ein k € Ny folgt hieraus Char[D*)] = Mt € M’ = Char[D*+1)]. O

Fiir spitere Anwendungen halten wir das folgende Ergebnis in Form eines Korollars fest.
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Korollar 3.2.9. Es sei D eine glatte Distribution auf M. Dann gilt T¢(Char[D®)]) =
Char[D®)] fiir alle geometrischen Symmetrien ¢ € T'(M, D) und alle k € Ny.

Falls die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen Char[D(¥)] regulir sind, so bilden
sie eine weitere Filtrierung auf dem Tangentialbiindel T'M:

{0}, falls k£ < 0,
Tk M = { Char[D®],  falls k € {0,. .., s},
TM, falls & > s,

die unter geometrischen Symmetrien ¢ € I'(M, D) erhalten bleibt.

Wir wollen nun eine weitere Konstruktion involutiver invarianter Distributionen vorstel-
len. Die Grundidee dieser Konstruktion liegt in der Beobachtung, dass Bilder involutiver
Distributionen unter Diffeomorphismen involutiv bleiben.

Korollar 3.2.10. Es seien ¢: M — M ein lokaler Diffeomorphismus und V C TM eine
beliebige involutive Distribution auf M. Dann ist Top(V) C T M ebenfalls involutiv.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Kommutativitdt der Lie-Klammer mit dem Pushforward:

[T¢(V)7T¢(V)]¢(p) =Tpo([V. Vlp) € o (Vp)-
Des Weiteren gilt dim T),¢(V,) = dim V), fiir alle Punkte p des Definitionsbereichs von ¢. [

Streng genommen ist die Distribution 7'¢(V) nur auf dem Bild im ¢ C M definiert. Sie
lésst sich aber leicht auf ganz M trivial fortsetzen. Zu jedem Vektorfeld X € Xy NT'p,(7u)
mit supp(X) ¢ dom ¢ > p finden wir eine (erforderlichenfalls kompakte) Umgebung p € U C
dom ¢ und eine glatte Funktion f € F(M) mit fly = 1 und f|rpndome = 0 derart, dass
fX € Xy NI am(mm) global definiert ist. Dann setzen wir T,¢((fX),) := 0 fiir p € M\ dom ¢.

Proposition 3.2.11. Es seien & C T'M eine invariante Distribution und V C U die einzige
reguldre involutive Subdistribution vom Rang s = dim V. Dann ist V invariant.

Beweis. Es sei ¢ € Diffj,; (M) ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Korollar 3.2.10 ist T'¢(V)
involutiv und es gilt T'¢(V) C Tp(U) = U auf dem Bildbereich von ¢. Demnach ist T'¢(V)
eine weitere involutive Subdistribution von & mit dim T'¢(V) = dim V. Die Voraussetzung
impliziert sofort T'¢(V) = V. Wegen I'(M, D) C Diff,, (M) folgt die Behauptung. O

In der Praxis hat die obige Proposition nur geringe Bedeutung. Dies liegt natiirlich an der
schwer nachzuweisenden Voraussetzung. In seltenen Falle ist es jedoch moglich zu zeigen, dass V
die beziiglich der Mengeninklusion gréfite involutive Subdistribution von i ist, woraus dann
die Invarianz folgt, vgl. Proposition 4.1.11. Wir kénnen aber leicht notwendige Bedingungen
fiir die Invarianz von V angeben: Hierzu seien V = (Xy,..., Xs), V CU = (Xq,...,X,) und
TM=U® (X,41,...,X,). Wir machen den Ansatz

IS
X]:ZaéXiEU, 1<5<s
i=1

mit unbekannten Koeffizientenfunktionen aé- € F(M) und betrachten [V, ¢.(V)] mod V. Da ¢
ein Diffeomorphismus ist, hat die s x r-Koeffizientenmatrix A mit Eintragen A;; = aé- vollen
Zeilenrang s. Aus den Strukturgleichungen des Tangentialbiindels T'M ergibt sich

[Xp, 2 X;] mod V = Z( (X, Xi] + Xi(a )X,-) mod V

t=s+1 \i=1 t=r+1 \i=1
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Falls V invariant unter T'¢ ist, dann folgt aus [V, ¢.(V)] = [V, V] C V unmittelbar
O:Xk(az)—l—Za;C};i, 1<k j<s<t<r,
i=1
r .
0:Za;-0,ii, 1<k j<s<r<t<n.
i=1
Hieraus ergeben sich s2(n — s) Bedingungen an die Koeffizienten aé € F(M):

T S
Xk(ag»)—l- Z a;C,iZ»:—Za;C,ii, 1<k j<s<t<r,
i=s+1 i=1
r . il .
Za}C’};i:—Za;Cﬁi, 1<k j<s<r<t<n.
i=s+1 i=1

Da die linke Seite dieser Gleichungen verschwindet, erhalten wir als notwendige Bedingungen
S .
0=>diC, 1<kj<s<t<n. (3.3a)
i=1

Diese Bedingungen sind dann hinreichend fiir die Invarianz von V unter T'¢, wenn die einzige

Losung (aj“, ..., a}) der folgenden Algebrodifferentialgleichungen

r

Xi(ah) ==Y diCy,, 1<k,j<s<t<r, (3.3b)
1=s+1
r .
O:Za}C,tm-, 1<k,j<s<r<t<n (3.3c)
i=s+1

die Nulllosung ist. Wenn dies der Fall ist, dann gilt ¢, X; € V.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir auf den Zusammenhang zwischen invarianten
Distributionen und Integrabilitdtsbedingungen néher eingehen. Der Einfachheit halber sei D =
(X1,...,X,) eine reguldre Distribution auf M, welche durch r linear unabhéngige Vektorfelder

Xk:Zﬁc(x)amz, 1 SkST
i=1

aufgespannt wird. Weiter seien n —r Vektorfelder X, 11,..., X, so gewéhlt, dass {Xy,..., X, }
ein Rahmen von T'M ist. Jeder Diffeomorphismus ¢: M — M besitzt in lokalen Koordinaten
x = (z!,...,2") auf M die Form ¢(x) = (¢1(x), ..., ¢n(x)). Die in Definition 3.1.2 angegebene
Symmetriebedingung T'¢(D) = D lasst sich daher dquivalent schreiben als

n n

To(Xy) = Zl ( 1 gig (x)g,i(x)> 0,5 =0 mod D, 1<k<r (3.4)
j=1 \i=
In der zugehorigen Zerlegung von T'¢(X}) beziiglich der Basis { X1, ..., X,,} missen folglich
n — r Koeffizienten vor X,11, ..., X, verschwinden. Diese Beschreibung fithrt auf ein System
von r(n — r) Bestimmungsgleichungen und eine Ungleichung det J¢(x) # 0 fiir die gesuch-
ten Komponenten ¢1(x), ..., ¢,(x). Die zuletzt genannte Ungleichung sorgt dafiir, dass die
Losungen ¢(x) der Bestimmungsgleichungen (3.4) einen lokalen Diffeomorphismus bilden.
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Es sei U C T'M eine invariante Distribution vom Rang s, die durch Vektorfelder

n

Yk:Zn};(x)aﬂ, 1<k<s
1=1

erzeugt wird. Die Invarianz von U resultiert in einem System von s(n — s) Bedingungen

qb(Yk):Z( (%j 9y =0 modU, 1<k<s
j=1 \i=

an die Komponenten von ¢. Die so gefundenen ,versteckten“ Bedingungen werden von jeder
geometrischen Symmetrie ¢ automatisch erfiillt. Weitere Bedingungen dieser Art entste-
hen beispielsweise aus der Eigenschaft [U, T¢(U)] C U'. Ist U zusétzlich involutiv, so gilt
U, Top(U)] C U. Dies fiihrt in lokalen Koordinaten auf s?(n — s) Bedingungen der Form

n

Zn %72(28@ i (x )aﬂ-]:o mod U, 1<0k<s.
7=1

[Ye, Top(Yy)]

=1

Eine weitere elementare Folgerung der Diffeomorphie geometrischer Symmetrien ist die
folgende Beobachtung: Sind V und U zwei invariante Distributionen mit V ¢ U, dann gilt

PU\V) L V.

Bezeichnet {Y;11,...,Ys} eine Vervollstandigung der Basis {Y7,...,Y:} von V zu einer Basis
von U, so gilt folglich T¢(Yy) # 0 mod V fir alle ¢t < k < s. Betrachtet man die zugehorige
Zerlegung von T'¢(Y}) beziiglich der Basis {Y1,...,Ys}, ndmlich

t
ZSO YZ+ Z 7% }/fv t<k§87
/=1 l=t+1

so stellt man fest, dass die quadratische (s — t) x (s — t)-Matrix ¥ mit Eintriigen 9 (x)
invertierbar sein muss. Einfache Uberlegungen dieser Art kénnen bei der Analyse der Bestim-
mungsgleichungen (3.4) sehr hilfreich sein.

3.3 Projektion und Prolongation geometrischer Symmetrien

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, unter welchen Bedingungen geometrische
Symmetrien projizierbar sind. Als Motivation betrachten wir die natiirliche Hierarchie von
Differentialgleichungen. Zur Beschreibung der prolongierten Differentialgleichungen in unserem
verallgemeinerten Kontext orientieren wir uns an den Eigenschaften der Vessiot-Distribution.

Definition 3.3.1. Unter einer Prolongation der Differentialgleichung (p: N — X, H) ver-
stehen wir ein Paar (po7m: M — X, D), bestehend aus einer gefaserten Mannigfaltigkeit
m: M — N zusammen mit einer Distribution D C T'M, sodass gilt:

(i) Tym(Dp) C Hpp) fiir alle p € 71 ({7 (p)}).

(i1) Zu jeder p-transversalen Integralmannigfaltigkeit O C N von H existiert genau eine
pom-transversale Integralmannigfaltigkeit O C M von D mit der Eigenschaft 7(O) = O.
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Aus der ersten Bedingung folgt trivialerweise, dass jede p o w-transversale Integralmannig-
faltigkeit @ C M von D auf eine p-transversale Integralmannigfaltigkeit O C N von H
projiziert wird. Im Allgemeinen ist die lineare Hiille der Vereinigung von T,7(D,),

< U TPW(DP)> < Hﬂ'(p)’ (35)

per({=(p)})

ein echter Untervektorraum von H (), weshalb die Distribution H nicht direkt aus D rekon-
struierbar ist, vgl. (2.4). Die zweite Bedingung besagt unter anderem, dass die Losungen von
(p: N = X, H) auf eindeutige Weise prolongiert werden konnen. Es ist daher naheliegend
zu fragen, wann eine geometrische Symmetrie ¢ € I'(M, D) von D auf eine geometrische
Symmetrie ¢ € T'(NV, H) von H projiziert werden kann, derart, dass das folgende Diagramm

¢

Tﬂf
N—Y N

kommutiert. Zur Klarung dieser Frage abstrahieren wir uns von den zugrundeliegenden Diffe-
rentialgleichungen und betrachten die vorliegende Situation auf der Ebene von Distributionen.

Falls ein lokaler Diffeomorphismus ¢: U C M — V C M auf einen lokalen Diffeomor-
phismus ¢: 7(U) C N — (V) C N projiziert werden kann, dann ist ¢ notwendigerweise
fasererhaltend beziiglich 7. In diesem Fall existiert zu jedem Punkt p € 7(U) C N genau ein
Bildpunkt p = ¢(p) € ©(V) C N derart, dass gilt

o (Una ' ({ph) =V nr ' ({B)).

Die Faser M, = 7~ 1({$}) C M iiber p muss nicht komplett im Definitionsbereich U von ¢
liegen, weshalb UMM aus mehreren Zusammenhangskomponenten bestehen kann. Betrachten
wir in dieser Situation den Tangentialraum T M, (,) = V,7 an die Faser M,y = 7~ ({m(p)})
im Punkt p € U, so finden wir

Tpp(Vpm) = Vg -

Folglich wird das Vertikalbtindel V7 unter T'¢ auf sich abgebildet.

Proposition 3.3.2. Es seien m: M — N eine surjektive Submersion und ¢: M — M ein
lokaler Diffeomorphismus mit der Eigenschaft T¢(V ) = V. AuBlerdem seien alle m-Fasern
im Definitionsbereich von ¢ zusammenhéingend. Dann existiert ein lokaler Diffeomorphismus
Y: N — N mit der Eigenschaft ¢ om = 7o ¢.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass der Diffeomorphismus ¢: U C M — V C M fasererhaltend
beziiglich 7 ist. Dazu bemerken wir, dass das Vertikalbiindel V7 eine integrable Distribution
vom konstanten Rang dim V7 = dim M — dim N ist. Die zugehorigen Integralmannigfaltig-
keiten von V' sind im Definitionsbereich U von ¢ zusammenhéngend. Ist U N M, eine
solche Integralmannigfaltigkeit, so ist ¢(U N My (,) ebenfalls zusammenhéngend. Wegen
Tpyp(Vpm) = V¢(p)7r fiir alle p € U N Mﬂ(p) gilt folglich ¢(U N Mﬂ(p)) =Vn MW@,(p)). Wir
setzen (p) = ¥ (mw(p)) := 7(H(p)). Die so konstruierte Abbildung ¢: 7(U) CN — 7n(V) C N
ist laut dem Submersionstheorem, siehe Abraham et al. [1, Theorem 3.5.2], ein lokaler Diffeo-
morphismus. O

Die Voraussetzung, dass alle m-Fasern im Definitionsbereich von ¢ zusammenhéngend
sind, kann nach eventueller Einschriankung des Definitionsbereichs entfallen. Wendet man
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die obige Proposition auf geometrische Symmetrien an, so gelangt man zu folgender Schluss-
folgerung: Falls das Vertikalbiindel V@ C T'M invariant ist, dann ist jede geometrische
Symmetrie ¢ € T'(M, D) lokal projizierbar auf einen lokalen Diffeomorphismus ¢ € Diff, (N).
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn das Vertikalbiindel V7 mit der Cauchy-Cartan-
Charakteristiken-Distribution Char[D®)] fiir ein k € Ny iibereinstimmt.

Der so konstruierte lokale Diffeomorphismus 1: N'— N ist zusétzlich genau dann eine
geometrische Symmetrie von H, wenn gilt T (H) = H. Wenn dies der Fall ist, dann ist die
Urbilddistribution (T'r)~'(H) C T M, punktweise gegeben durch

(Tpﬂ')il(Hﬂ'(p)) = {XP € TPM ‘ TPW(XP) € Hﬂ(p)} 2 V;;Tl',
invariant unter T'¢. Diese Behauptung bestétigen wir durch einfaches Nachrechnen. Es gilt:

(T¢(p)77 © Tp¢) (Xp) = (Tﬂ(pw © Tp”) (Xp) € Trp)¥ (Hﬂ(p)) = Hgom)(p) = H(mos)(p)

fiir alle X, € (Tym) ' (Hr(p)) 2 Dp. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich beispielsweise aus
Dimensionsbetrachtungen dim(7,m) ™! (H(,)) = dim H () + dim Vr und der Tatsache, dass
T,¢ ein Isomorphismus ist. Die nachste Proposition beweist die Umkehrung dieser Aussage.

Proposition 3.3.3. Es seien m: M — A eine surjektive Submersion, H C TN eine Distributi-
on auf N und ¢: M — M ein lokaler w-fasererhaltender Diffeomorphismus mit der Eigenschaft
To((Tr)" (H)) = (I'mr)~*(H). Dann existiert ein lokaler Diffeomorphismus ¢: N' — A mit
der Eigenschaft ) om = 7o ¢ und Ty(H) = H.

Beweis. Da ¢ nach Voraussetzung m-fasererhaltend ist, existiert ein lokaler Diffeomorphismus v
mit der Eigenschaft ¢ o m = 7w o ¢. Weiter seien p ein Punkt des Definitionsbereichs von v und
Yy € Hp € TpN ein beliebiger Vektor. Wir zeigen Tpih(Yp) € Hy(p)- Hierzu sei p € 71 ({p})
ein Punkt des Definitionsbereichs von ¢. Da die Tangentialabbildung T}, 7 surjektiv ist, finden
wir einen Vektor X, € (T,m) ' (Hr(y)) € TpM mit der Eigenschaft T,7(X,) = Yj. Dann gilt

T (Yp) = Ty © Tpd) (Xp) € Tymy™ (Tp) ™) ™ Ha(oe))) = Himoo)w) = Hutp):

Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion 7% (H) 2 H bemerken wir, dass die Umkehrabbil-
dung ¢! der gleichen Bedingung T¢~! ((T'w)~1(H)) = (T'r) "1 (H) geniigt. O

Falls zusétzlich die Urbilddistribution (7'7)~!(#H) invariant ist, dann ist jede geometrische
Symmetrie von D lokal projizierbar auf eine geometrische Symmetrie von H. Die Invarianz
der Urbilddistribution liegt vor, wenn (T'7)~(#) mit D*¥) fiir ein k € Ny iibereinstimmt.
Zusammenfassend halten wir folgendes Ergebnis fest:

Korollar 3.3.4. Es seien m: M — N eine surjektive Submersion, ¢ € T'(M,D) eine
geometrische Symmetrie von D C TM und H C TN eine Distribution auf N .

(i) Es gelte Vi = Char[D®)] fiir ein k € N.
(ii) Es gelte (T'm)~Y(H) = D) fiir ein k € Np.

Dann existiert um jeden Punkt p des Definitionsbereichs von ¢ eine Umgebung p € U C dom ¢
und eine geometrische Symmetrie 1 € T'(N,H) mit Definitionsbereich dom 2 w(U) derart,
dass gilt 1 o m|; = mo ¢|y;.
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Bemerkung 3.3.5. Wir haben bereits erwahnt, dass die lineare Hiille der Vereinigung (3.5) im

Allgemeinen ein echter Untervektorraum von Hy(,) ist. Im Fall der Gleichheit

< U pr<Dp>>:Hﬁ (3.6)

per—t({p})

fiir alle p € N ist die Urbilddistribution (T7)~!(H) invariant unter m-fasererhaltenden
geometrischen Symmetrien ¢ € I'(M, D). Hierzu seien ¢ € Diff;;(N) mit ¢ o m = 7 0 ¢ und
Y; € H; beliebig. Wir finden endlich viele Punkte p1,...,p, € My = dom ¢ N M, der Faser
iiber p und ¢ Vektoren X;;i € Dy, derart, dass gilt

l
Yo=Y ANTpm(Xp,),  Ane., A€ R\ {0}
=1

Aus der Linearitat der Tangentialabbildung Ty : ToN — Ty N folgt

L L

Ty(Vs) = 32 ATy m 0 Tpi6) (X)) € < UT¢<pi)7T(D¢<pi))> < Hyp)-
i=1 i=1

Da 1) ein lokaler Diffeomorphismus ist, erhalten wir T4 (H) = H und somit auch ¢ € TN, H).

Dabei haben wir vorausgesetzt, dass die Faser M}, komplett im Definitionsbereich von ¢ liegt. <

Im Gegensatz zur Projektion ist die Prolongation von Abbildungen, falls definiert, im
Allgemeinen nicht eindeutig, siche auch Bemerkung 4.1.6. Im Spezialfall lokal l6sbarer Diffe-
rentialgleichungen ist es unter zusétzlichen Voraussetzungen moglich die Eindeutigkeit der
prolongierten geometrischen Symmetrien zu folgern.

Proposition 3.3.6. Es seien ¢ € T'(N, H) eine p-fasererhaltende geometrische Symmetrie der
Differentialgleichung (p: N'— X, H) und (po7m: M — X, D) eine lokal 1ésbare Prolongation.
Dann existiert hochstens eine geometrische Symmetrie ¢ € I'(M, D) mit ¢ om = 7o ¢.

Beweis. Es sei p € M ein beliebiger Punkt. Da (po7: M — X, D) nach Voraussetzung lokal
l6sbar ist, finden wir eine p o m-transversale Integralmannigfaltigkeit p € O C M von D.
Dann ist @ = 7(O) C N eine p-transversale Integralmannigfaltigkeit der Distribution % mit
p=m(p) € O. Da ¢ nach Voraussetzung fasererhaltend beziiglich p ist, ist das Bild 1/)((’5)
wieder eine p-transversale Integralmannigfaltigkeit von H mit (p) € ¥(0), falls O im
Definitionsbereich von v liegt. Nach Definition 3.3.1 existiert genau eine p o m-transversale
Integralmannigfaltigkeit @ € M von D mit 7(O) = ¢(O). Folglich existiert ein eindeutig
bestimmter Punkt € O mit der Eigenschaft 7 (p) = v(p). Falls eine geometrische Symmetrie ¢
existiert, so muss notwendigerweise ¢(p) = p gelten. Man beachte, dass der so konstruierte
Bildpunkt p von der Wahl der Integralmannigfaltigkeit © abhédngen kann, weshalb die Existenz
von ¢ damit nicht bewiesen ist. O

Korollar 3.3.7. Es seien (pom: M — X, D) eine lokal losbare Prolongation der Differen-
tialgleichung (p: N — X, H) und ¢ € T'(M, D) respektive p € T'(N,H) zwei geometrische
Symmetrien mit 1 om = mo ¢. Dann ist ¢ eine eindeutig bestimmte Prolongation von .

Beweis. Es sei ¢ € T'(M, D) eine weitere Prolongation von ¢ mit der Eigenschaft ¢yom = mop.
Fiir jede lokale Losung O C M der Differentialgleichung (pom: M — X, D) ist O = n(0O)
eine Losung von (p: N — X, H). Wegen Top(Vr) = Vo bzw. Tp(Vr) = Vi ist das Bild ¢(O)
bzw. ¢(O) wieder eine Lésung von (pom: M — X, D). Es gilt 7(¢(0)) = (O) = n(p(0)).
Insbesondere ist 1/(O) eine Losung von (p: N'— X, H). Aus der Eindeutigkeit der Prolongation
von Losungen folgt ¢(O) = ¢(O) und somit auch ¢ = . O
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3.4 Infinitesimale geometrische Symmetrien

Die Bestimmung der ganzen Lie-Pseudogruppe I'(M, D) ist in der Regel ein hoffnungsloses
Unterfangen. Bereits die Aufstellung der Bestimmungsgleichungen (3.4) ist in der Praxis ein
schwer zu l6sendes Problem. Vor diesem Hintergrund ist es naheliegend, nach einfacher zu
beschreibenden Unterstrukturen der Lie-Pseudogruppe zu suchen, die auch algorithmisch
effektiv berechnet werden kénnen.

Definition 3.4.1. Es sei D eine beliebige Distribution auf M. Ein lokales Vektorfeld
X € Ty(7m) heidt infinitesimale geometrische Symmetrie von D, wenn der zugehorige Fluss
¢: U C R x U — U eine einparametrige lokale Lie-Gruppe von geometrischen Symmetrien
von D bildet.

Die Standardnotation fiir den Fluss eines Vektorfeldes X ist ¢(t,p) = ¢¢(p) = exp(tX)p.
Sein Definitionsbereich 4 ist eine offene Teilmenge der Produktmannigfaltigkeit R x U mit
der Eigenschaft {0} x U C 4. Es gilt ¢9 = idy und (¢ o ¢5)(p) = Pi4s(p) fiir hinreichend
kleine Werte von t, s. Der Fluss ¢ bildet genau dann eine lokale Lie-Gruppe, wenn die lokalen
Diffeomorphismen ¢; fiir alle hinreichend kleinen Parameter ¢ € (—¢,e) C R geometrische
Symmetrien von D sind. Fiir ausfiihrliche Darstellungen zur Lie-Gruppentheorie verweisen
wir auf Warner [39, Chapter 3] und Varadarajan [35].

Proposition 3.4.2. Es sei D eine glatte Distribution auf M. Ein Vektorfeld X € T'y(7pq) ist
genau dann eine infinitesimale geometrische Symmetrie von D, wenn gilt LxD = [X, D] C D.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus der Definition der Lie-Ableitung

d —1
LxY = pn [(Texp(tX)) YL:O
mit einem beliebigen Vektorfeld Y € D. Daher gilt T exp(tX)(D) = D fiir alle t € (—¢,¢)
genau dann, wenn D invariant unter der Lie-Ableitung nach dem Vektorfeld X ist. O

Die Menge der infinitesimalen geometrischen Symmetrien von D, in Zeichen
Sym[U, D] :={X € Ty(tm) | [X, D] C D},

bildet nach Proposition 3.2.5(i) eine reelle Lie-Algebra. Auf dhnliche Weise lassen sich infini-
tesimale geometrische Symmetrien fiir glatte Kodistributionen I' einfiihren. In Analogie zur
obigen Proposition ist ein Vektorfeld X € I'yy(7r) genau dann eine infinitesimale geometrische
Symmetrie von I', wenn gilt LxI' = {Lxw |w € '} C I'. Hierbei bezeichnet £xw die Lie-
Ableitung einer Einsform w nach einem Vektorfeld X. Fiir die so erhaltene reelle Lie-Algebra
gilt stets Sym[W, D] C Sym|[U, D] mittels der Einschrénkung auf U C W C M. In der Regel
werden infinitesimale geometrische Symmetrien nur lokal eingefithrt, um sicher zu stellen, dass
die globale topologische Struktur von M keinen Einfluss hat, d.h. Sym[W, D] = Sym|[U, D] fiir
alle U C W gilt. Weiter induziert jede geometrische Symmetrie ¢: U C M — V C M von D
einen Lie-Algebren-Isomorphismus

b Sym[U, D] — Sym|[V, D]
o X — ¢.X

Es seien allgemein Uy, . .., U C T M beliebige Subdistributionen, dann ist die Menge

Sym[U,D;Z/{l,...,L{k] = {X S Sym[U,D] ‘ [X,UZ] - L{i fir i = 1,.. .,k}
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eine Lie-Unteralgebra von Sym[U, D]. Dies folgt direkt aus der Jacobi-Identitit. Bezeichnet g
eine beliebige Lie-Unteralgebra von Sym[U, D], so wird die zugehorige (zusammenhéngende)
lokale Lie-Gruppe G C I'(M, D) mit T.G = g kurz Symmetriegruppe von D genannt.

Es sei {Xj,...,X,,} ein Rahmen des Tangentialbiindels T M derart, dass die ersten r
Vektorfelder Xi,..., X, die Distribution D = (X3,..., X,) aufspannen. Dann besitzt jedes
Vektorfeld X € T'y(7p) in lokalen Koordinaten x = (z1,...,2") auf M die Form

X = ﬁ:fi(X)Xi (3.7)

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen & € F(M). Definitionsgeméif ist X genau
dann eine infinitesimale geometrische Symmetrie von D, wenn die Lie-Klammern

n

X, ] =7 (€100 [Xe, Xo] = Xu(€)(0)X,),  1<k<r (3.8)
=1

modulo D verschwinden. Betrachten wir 7'M als eine involutive Distribution, so finden wir
insgesamt n3 Strukturkoeffizienten C§, € F(M), sodass gilt

(X, Xp] =) Ci(x) X, 1<ik<n.
s=1

Einsetzen dieser Strukturgleichungen in die obige Formel (3.8) liefert

[X, Xx] mod D= Z (Z&S (%) — Xp(€)(x ))Xz:o, 1<k<r

1=r+1

Hieraus ergeben sich r(n — r) Bedingungen an die Koeffizienten £‘(x) des Ansatzes fiir X:
Xi(€)(x) =D € ®)Ch(x),  1<k<r<i<n. (3.9)

Da jedes Vektorfeld X}, eine eindeutige Darstellung beziiglich der Standardbasis {9,1,...,0;n}
von T'M besitzt, fithrt dies auf ein im Allgemeinen iiberbestimmtes System linearer partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir £/(x), das bestimmendes System genannt wird.
Man beachte, dass die Gestalt der so erhaltenen Bestimmungsgleichungen (3.9) sowohl von der
Zerlegung (3.7) von X als auch von der Wahl der Basis {X7,..., X, } von 7'M abhéngt. Ein
wesentlicher Vorteil der Darstellung (3.7), gegeniiber der Zerlegung von X = Y7 | n(x)d,:
beziiglich der Standardbasis, liegt darin, dass das zugehorige bestimmende System direkt aus
den Strukturgleichungen von TM = (X1, ..., X,,) aufgestellt werden kann.

Korollar 3.4.3. Es seien U C TM eine glatte invariante Distribution auf M und X €
Sym[U, D] eine infinitesimale geometrische Symmetrie von D. Dann gilt LxU = [X, U] CU.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt To(U) = U fir jede geometrische Symmetrie ¢ € I'(M, D).
Demzufolge erhalten wir T exp(tX)(U) = U fir alle t € (—e, &), wobei exp(tX) den Fluss von X
bezeichnet. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 3.4.2. Es gilt Sym[U, D;U] = Sym[U, D).
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Nicht jede glatte Distribution &/ mit der Eigenschaft
LxU = [X,U] CU fir alle X € Sym[U, D] ist invariant unter geometrischen Symmetrien. [
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Insbesondere ist Sym[U,D]NU = {X € Xy NTy(tm) | [X,D] C D} ein Ideal der Lie-
Algebra Sym[U, D]. In der Tat, sind X € Sym[U, D] und Y € Sym[U, D]NU beliebig, dann gilt
[X,Y] € Sym[U,D] und [X,Y] € [X,U] C U. Insgesamt erhalten wir [X,Y] € Sym[U, D] NU.

Die praktische Bedeutung des obigen Korollars liegt in der Konstruktion von Integrabilitéts-
bedingungen an die Koeffizienten ¢?(x) des Ansatzes fiir X € Sym|[U, D]. Wird eine invariante
Distribution &/ C T'M vom Rang s durch Vektorfelder Yi,...,Y; erzeugt, so betrachten wir
eine Vervollstandigung {Ys41,...,Y,} zu einer Basis von 7'M mit

Xi=2 @)Y und [V, = 37 C(Ys.
j=1 s=1
Aus der Eigenschaft [X,U] C U ergeben sich dann s(n — s) Bedingungen an ¢¢(x) der Form

i (Z goz(x)fi(x)) S ( ) sof<x>§i<x>) Gix), 1<k<s<j<n
=1 1

s=1 \i=

Die so gewonnenen Integrabilitdtsbedingungen kénnen héufig die explizite Integration des
bestimmenden Systems (3.9) vereinfachen, besonders dann, wenn méglichst viele Koeffizien-
tenfunktionen ¢! und C?, verschwinden.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Lie-Algebra Sym|[U, D] und dem
F(M)-Modul Char[D]. Jede Cauchy-Cartan-Charakteristik X € Char[D] ist eine infinitesima-
le geometrische Symmetrie, d.h. X |y € Sym[U, D], aber nicht umgekehrt, da eine infinitesimale
geometrische Symmetrie nicht notwendigerweise in der Distribution D enthalten sein muss.
Es gilt Char[D]|y = Sym[U, D] N D C Sym[U, D]. Insbesondere ist Sym[U, D] ein unendlich-
dimensionaler R-Vektorraum, wenn Char[D]|;; # {0} nicht trivial ist. Schreiben wir das
bestimmende System (3.9) in der Form

n

Xp(€)(x) = Y E€X)Cu(x) =) £x)04(x), 1<k<r<i<n,
s=1

s=r+1

so erkennen wir, dass die Cauchy-Cartan-Charakteristiken Y ;_; £* X, spezielle Losungen sind,
fiir welche die linke Seite dieser Gleichungen identisch verschwindet.

Es seien O C M eine s-dimensionale (lokale) Integralmannigfaltigkeit der Distribution D
und X € X(M) ein Vektorfeld. Fiir hinreichend kleine Werte t € (—¢,¢) fithren wir die
Menge O; := exp(tX)(O) ein. Es folgt, dass O, fiir jedes ¢ wieder eine s-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Weiter ist O, eine Integralmannigfaltigkeit von D, wenn X eine
infinitesimale geometrische Symmetrie ist.

Proposition 3.4.4. Es seien X € X(M) eine Cauchy-Cartan-Charakteristik von D und
O C M eine s-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von D derart, dass X tiberall transversal
zu O ist, d.h. X, ¢ T,0 fiir alle p € O. Dann ist die Menge

OX = U Ot

te(—e,e)
eine (s + 1)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von D.

Beweis. Aus den obigen Uberlegungen wissen wir bereits, dass jede Teilmenge O; C M fiir
t € (—e,¢) eine Integralmannigfaltigkeit von D ist. Da das Vektorfeld X € TOx per Definition
in der Distribution D enthalten ist, folgt die Behauptung. O
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Dieses Ergebnis zeigt die grole Bedeutung von Cauchy-Cartan-Charakteristiken. Gemaf
Definition 3.4.1 kénnen wir jede infinitesimale geometrische Symmetrie dazu verwenden, um aus
einer bekannten Integralmannigfaltigkeit O neue Integralmannigfaltigkeiten O zu gewinnen;
ihre Dimension bleibt aber stets dieselbe. Finden wir aber eine transversale Cauchy-Cartan-
Charakteristik X zu O, dann kénnen wir O zu einer héherdimensionalen Integralmannigfaltig-
keit Ox fortsetzen, und diese Fortsetzung erfordert im Wesentlichen nur die Losung einer
gewohnlichen Differentialgleichung, namlich die Bestimmung des Flusses exp(tX) von X.

Korollar 3.4.5. Es seien X € X(M) eine Cauchy-Cartan-Charakteristik von D und O C M
eine maximale Integralmannigfaltigkeit von D. Dann ist X tangential zu O und es gilt
exp(tX)(0) = O fiir alle hinreichend kleinen Werte t € (—¢,¢).

Beweis. Bekanntlich nennt man eine Integralmannigfaltigkeit O C M maximal, wenn fiir
jede andere Integralmannigfaltigkeit A/ C M von D mit O C N folgt O = N. Wire X nicht
tangential zu O, so erhielten wir O & Ox, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Fiir mazimale Integralmannigfaltigkeiten sind X € Char[D]|y € Sym[U, D] in dieser
Hinsicht die uninteressantesten Symmetrien. Um solche Symmetrien aus der Betrachtung
auszuschlieflen, betrachten wir die zugehérige Quotienten-Lie-Algebra

Shuf[U, D] := Sym|[U, D]/ Char[D]|v,

die von den sogenannten (infinitesimalen) Shuffling-Symmetrien X € Shuf[U, D] aufgespannt
wird. Gilt Char[D]|y = (X1, ..., Xs), so ist ein Vektorfeld X € Sym|[U, D] mit Darstellung (3.7)
dann eine Shuffling-Symmetrie von D, wenn die Koeffizienten ¢!, ..., £° verschwinden.

Korollar 3.4.6. Die Lie-Algebren Sym[U, D¥)] bilden eine aufsteigende Kette
Sym[U, D] € Sym[U,D'] € -+ C Sym[U, DW] C Sym[U, D**V] C ... C x(M).

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Korollar 3.2.4 und Korollar 3.4.3. Alternativ
folgt die Behauptung direkt aus der Jacobi-Identitét. O

Es besteht definitionsgeméf folgender Zusammenhang zwischen der Cauchy-Cartan-Cha-
rakteristiken-Distribution Char[D*)] und der Lie-Algebra Sym[U, D¥)]:

Char[D®)]|y = Sym[U, D®]nD® ke N,.

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Frage untersucht, unter welchen Bedingungen
geometrische Symmetrien (lokal) projizierbar sind. Die gleiche Frage stellt sich natiirlich
auch fiir infinitesimale geometrische Symmetrien. In diesem Kontext heben wir die folgende
Proposition hervor:

Proposition 3.4.7. Es seien m: M — A eine surjektive Submersion, H C TN eine glatte
Distribution auf N und (T7)~}(H) € TM eine glatte Urbilddistribution. Weiter sei X €
Sym|[U, D] eine infinitesimale geometrische Symmetrie von D. Es gelten folgende Annahmen:

(1) Alle m-Fasern in U seien zusammenhéngend.
(77) Es gelte LxVm = [X, V7] C V.

(iii) Es gelte Lx(Tm) Y (H) = [X, (Tm) Y (H)] C (T'7) "L (H).
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Dann existiert eine eindeutig bestimmte infinitesimale geometrische Symmetrie Y €Sym|[n(U), H]
mit der Eigenschaft Y or =Trmo X.

M X TM

| .

N Y ™N

Beweis. Wir betrachten zunéchst ein beliebiges Vektorfeld X € I'y/(t) auf M. Das Vek-
torfeld X ist projizierbar auf N' = m(M) genau dann, wenn fiir alle p € My NU mit
peU C M gilt Tyn(X,) = Tpm(Xp). Zum Nachweis dieser Eigenschaft betrachten wir den
Fluss ¢y = exp(tX) zum Vektorfeld X € Sym[U, D] mit X, = [t — ¢¢(p)]t=o0. Nach Vorausset-
zung (i7) und Proposition 3.4.2 ist X eine infinitesimale geometrische Symmetrie von V7 und
es gilt T'¢(V ) = Vr fiir alle hinreichend kleinen Parameter ¢ € (—e, ). Wegen ¢ = idyy und
der Voraussetzung (i) konnen wir nach Proposition 3.3.2 ohne Beschrankung der Allgemeinheit
davon ausgehen, dass ¢; ein w-fasererhaltender Diffeomorphismus ist. Weiter finden wir zu
jedem Parameter ¢t € (—e¢, €) einen lokalen Diffeomorphismus ¢;: N' — N mit der Eigenschaft
Yy o = m o ¢y. Folgerichtig erhalten wir schlielich

Yip) = Tpm(Xp) = [t = (70 ¢)(p)li=o = [t = (70 ¢t)(D)]t=0 = Tpm(Xp) = Ya(p)-

Die Voraussetzung (i) impliziert T ((Tm)~1(H)) = (I'm)~*(H). Nach Proposition 3.3.3 ist
Y eine geometrische Symmetrie von H. Insbesondere ist Y € Sym[n(U), H] eine infinitesimale
geometrische Symmetrie von H. O

Korollar 3.4.8. Es secien m: M — N eine surjektive Submersion, D C TM eine glatte
Distribution auf M und H C TN eine glatte Distribution auf N.

(i) Es gelte Vi = Char[D®)] fiir ein k € No.
(i3) Es gelte (T'm)~Y(H) = D) fir ein k € N.

Dann existiert um jeden Punkt p € M eine Umgebung p € U C M derart, dass jede
infinitesimale geometrische Symmetrie X € Sym[U, D] auf eine infinitesimale geometrische
Symmetrie Y € Sym[n(U), H| projizierbar ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 3.3.4. 0



Kapitel 4

Kontaktsymmetrien

Der klassische, von Sophus Lie eingefiihrte Symmetriebegriff ist der der Kontaktsymmetrie.
Analog zur Galoistheorie fiir algebraische Gleichungen wollte Lie die Struktur von (gewohn-
lichen) Differentialgleichungen mit Hilfe von kontinuierlichen Transformationsgruppen un-
tersuchen. Aufgrund des hohen Rechenaufwandes blieben diese Methoden jedoch lange Zeit
ungenutzt. Erst mit dem Aufkommen von Computeralgebrasystemen fand die Symmetrieana-
lyse von Differentialgleichungen starke Beachtung. Im vorliegenden Kapitel betrachten wir die
klassische Lie-Symmetrietheorie von Differentialgleichungen aus geometrischer Sicht.

4.1 Kontakttransformationen

Ende des 19. Jahrhunderts beschrieb Sophus Lie ausfiihrlich sogenannte Berihrungstrans-
formationen [20], [21], unter anderem, um Differentialgleichungen und Methoden wie die
Legendre-Transformation und die kanonische Transformation der klassischen Mechanik zu
studieren. In heutiger Sprache sind sie Diffeomorphismen des Jetbiindels, welche Kontakt-
strukturen erhalten, und heiflen Kontakttransformationen.

Definition 4.1.1. Ein lokaler Diffeomorphismus ®: J,m — J 7 heifit Kontakttransformation
der Ordnung q > 1, wenn gilt T®(C,) = C; oder dquivalent T*®(CY)) = CY.

Zusammen mit der Kontaktdistribution C, C T'J,m bildet das Paar (7?: Jy;m — X,C,)
eine lokal l6sbare Differentialgleichung im Sinn der Definition 3.1.4 und die geometrischen
Symmetrien von C; sind gerade die Kontakttransformationen auf J 7. Die zugehorige Lie-
Pseudogruppe bezeichnen wir mit I'(J,m, C;). Eine einfache Folgerung aus der Definition ist
die folgende Beobachtung: Es sei N' = im j,0 C J,7 das Bild eines prolongierten Schnittes
0 € pp(m) und @: U C J;m — V C Jym eine Kontakttransformation mit N C U. Dann ist
®(N) eine Integralmannigfaltigkeit der Kontaktdistribution C,. Ist ®(N) zusétzlich transversal
zur Projektion 7¢: J,m — X, dann existiert nach Proposition 2.2.2 ein lokaler Schnitt
7 € Tjpp(m) mit ®(N) = im j,o. Falls die Kontakttransformation ® ,nah“ an der Identitét
id,~ liegt, so bildet sie prolongierte Schnitte in prolongierte Schnitte ab.

Zum besseren Verstandnis der Kontaktbedingung T'®(C,) = C, wollen wir sie in lokalen
Koordinaten (x,u(?) auf J,7 untersuchen. Jede Abbildung ®: J,m — J,7 besitzt die Form

@(x,u(Q)) = (&(x, u(q)),¢(x, u(q))).

Hierbei ist £ = £(x,u(®) eine lokale Darstellung von 79 0 ®: J,7m — X und ¢ = ¢(x,ul?)
bezeichnet alle verbleibenden Komponenten von ®. Nach Proposition 2.2.2 wird die Kontakt-
distribution C, lokal durch zwei Arten von Vektorfeldern aufgespannt: transversale Vektorfel-

der Ci(q) mit 1 <14 < n und vertikale Vektorfelder C# € Vﬂ'gil mit 1 < a <m, |u| = q. Die

41
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linke Seite der Kontaktbedingung 7,,®((CK),) € (Cq)é(p) lautet, ausgeschrieben:

Z o€ 8$Z+Z Z e uV+Z Z aw”a 5 (4.1)

i=1 B= 10<\V|<q u B=1|v|= q

Hierbei beschreibt die rechte Seite einen Vektor im Bildpunkt ®(p) € J,m, wobei die Ableitun-
gen der Koeffizientenfunktionen in p = (x,u(?) ausgewertet werden. Die letzte Doppelsumme
liegt im vertikalen Anteil der Kontaktdistribution V¢,(p)7rg_1 C (Cy)a(p)- Die ersten zwei

Summen liegen genau dann in (Cy)q(,), wenn diese eine Linearkombination der transversalen

Kontaktvektorfelder (Ci(q))q)(p) sind. Ein Koeffizientenvergleich ergibt die hierzu dquivalenten
Bedingungen an die Komponenten von ®:

aua warlza a O< |l <lpul=gq (4.2)
i=1

Diese Bedingungen nennen wir im Folgenden wertikale Kontaktbedingungen. Sie beschreiben
in lokalen Koordinaten die geometrische Forderung T® (V7] ;) C C,. Falls ® die vertikalen
Kontaktbedingungen (4.2) erfiillt, so schreiben wir (4.1) in der Form

% T Ouf .
Z (cu)Ca + D D S u )y (43)

(@)

Fiir die transversalen Kontaktvektorfelder C,
Rechnung die folgende kompakte Darstellung:

T,8((C?) ancq (&) xJ+Z 3 cwho B+ZZC 0. (44)
7j=1

p=10<v|<q B=1|v|=q

mit 1 < 7 < n erhalten wir nach gleicher

Man bestéatigt leicht, dass die rechte Seite genau dann in (Cq)q)(p) liegt, wenn gilt

Zw,,ﬂ 0< v <q (45)

Diese Bedingungen nennen wir im Folgenden transversale Kontaktbedingungen. Sie beschrei-
ben in lokalen Koordinaten die geometrische Forderung T®(H) C C, fiir ein Komplement

H= <C§q), cey ,(Lq)) von V7l _; in Cy, das durch Basisvektorfelder CZ-(q) aufgespannt wird. Falls
® die transversalen Kontaktbedingungen (4.5) erfiillt, so schreiben wir 7, pCID((CZ(q)) p) als

T,8((CY),) =

n
J:

(€0 (x, u@)(C)g +Z 3 W) (x,u D) (€. (46)

1 B=1|v|=q

Ein lokaler Diffeomorphismus ®: J,m — J,7 ist folglich genau dann eine Kontakttransforma-
tion, wenn die beiden Kontaktbedingungen (4.2) und (4.5) erfiillt sind. Aus der Diffeomorphie
von ¢ ergibt sich weiter, dass die zusammengesetzte quadratische dim C, x dim C,-Matrix

¢’ ;
<6u"‘> (quq) (€ )) I<i<n
W lsisn 1<5<n C
Kq; = 8wﬁ 1<a<m,|u|=q = <Jl1cI) }T)
(a Z) (C 7 (’l/}l/)) 1<B<m,|v|=q
Uy, Eﬁém"”‘iq

1<j<n

invertierbar ist. Sie entspricht der Abbildungsmatrix von T,®((c,),: (Cg)p = (Cg)a(p)-
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Beispiel 4.1.2. Wir betrachten auf dem Jetbiindel erster Ordnung eine Selbstabbildung
®: Jim — Jim mit lokaler Darstellung ®(x, u,u(y)) = (%, o(x, 1), ¥(x,u, u(l))). Die vertikalen
Kontaktbedingungen (4.2) sind trivialerweise erfiillt. Die Abbildung @ erfiillt genau dann die
transversalen Kontaktbedingungen (4.5), wenn gilt!

B _ M _ o
1/%' (X7 u, u(l)) - Cz (@ﬂ)(xa u, u(l)) - ﬁ(xv U) + Oéz_: U, ouc (X7 11). (47)

Wenn dies der Fall ist, sehen wir anhand der partiellen Ableitungen

oy 8iﬁ(x w), fallsi=~k
a 5 (X7 u, u(l)) = 8’[1/'7 ’ ’ ’
Uk 0, falls i # k,

dass die Jacobi-Matrix von ® eine linke untere Blockstruktur besitzt

I, | 0 .
9 | Op
Ox | Ou
_ O¢
Jd = %0 ... 0 |,
* . :
el
0 ou
wenn z! < - <" <ul <o <um <ul <wd <o <UP <o <ul <u2 << Ul

die zugehorige Ordnung der Jetvariablen (x,u, u(l)) bezeichnet. Hierbei steht I, fiir die
n x n-Einheitsmatrix. Nach dem Entwicklungssatz fiir Blockmatrizen erhalten wir

n+1
det J®(x,u,u(y) = <det g(p (%, u)) .

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die obige Abbildung ®: Jim — Ji7 genau dann eine
Kontakttransformation ist, wenn die Matrix dp/0u invertierbar ist und (4.7) gilt. g

Bemerkung 4.1.3. Die aufgestellten Kontaktbedingungen (4.2) und (4.5) lassen sich alternativ
mit Hilfe der formalen Ableitung D;: F(J,m) — F(Jy417) formulieren. Es gilt:

Dl = Zwyﬂ Dig, 0<|v<q. (4.8)

7j=1

Diese Formel entsteht durch Summation der beiden Kontaktbedingungen, wie folgt:

u o OVl
Dy = W) + 3 Y upn gk
Oéil ‘u‘:q M

Z Z/-‘rlJC’L gj + Z Z u,u-i—l (Z ﬂ)y+1] aua)

J=1 a=1|ul=q

Z 1/+1 ( fj +Z Z Uu+1 ) Z¢u+1 Dy’

a=1|ul=q

!Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir u$ statt uf;.
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Umgekehrt lassen sich aus (4.8) wieder die beiden Kontaktbedingungen leicht herleiten.
Beispielsweise erhalten wir die vertikalen Kontaktbedingungen direkt aus

oYy _ d(Diy) _ ¢
- Zwarl] au Zqurl] 8’&0” 0 < ’V’ < |M| =q.

(03
ous, 8uu+1

Ein Nachteil der obigen Prolongationsformel (4.8) ist, dass sie Ableitungen der Ordnung ¢ + 1
enthélt und somit formal gesehen auf einem héheren Jetbiindel J, 17 definiert ist. <

Aus der Diffeomorphie einer Kontakttransformation ®: J,m — J,7 folgt direkt
dim (T®(Cy) mod Vil ) =n. (4.9)

Betrachten wir die Koeffizienten vor den transversalen Kontaktvektorfeldern in Darstellun-
gen (4.3) und (4.6), so stellen wir in lokalen Koordinaten dquivalent fest, dass die zusammen-

gesetzte n x dim C,-Matrix
og’ ‘ (@) i
C:v (& .
((8%“) oo |G,

1<a<m,| |,u,| q

vollen Zeilenrang n besitzt. Sie besteht aus den ersten n Zeilen der Matrix Kg. Die Matrix
C = C(p) mit Eintrdgen Cj; = C (51)(3( u(@), im Folgenden Kontaktmatriz von ® genannt,
spielt an mehreren Stellen eine entscheldende Rolle. Es gilt rang C(p) = dim T, (7% o ®)(H,)
fiir das Komplement H = <C£q), cee T(Lq)>. Die beiden miteinander gekoppelten Kontaktbedin-
gungen zusammen mit der erwihnten Rangbedingung (4.9) legen alle Koordinatenfunktionen
P8 = 2 (x,u?) von ® mit 0 < |v| < ¢ eindeutig fest. Damit ist ® durch 7 o ® eindeutig
bestimmt. Zu beliebig vorgegebenen Funktionen & = & (x,u(®) und ? = #(x,u?) kann es
folglich héchstens eine Kontakttransformation ® mit diesen Koordinatenfunktionen geben.
Einschrinkungen an die Wahl von & und 1? entstehen aus den zugehérigen Kompatibilitéits-
bedingungen und der geforderten Diffeomorphie von ®. Welche Funktionen & und ¢? eine
Kontakttransformation ® tatséchlich festlegen, ist der Inhalt des Theorems von Bécklund 4.2.6.

Wir wollen die in Kapitel 3 vorgestellten Methoden fir Strukturanalyse der Lie-Pseudo-
gruppe I'(J,m, C,;) einsetzen. Zu diesem Zweck untersuchen wir die Eigenschaften der k-fach

(stark) abgeleiteten Kontaktdistribution Cék) C T'Jym, rekursiv definiert durch
e = ¢,

CiFY = (c®) =P + [e®.c], ke,

Die néchste Proposition beschreibt in lokalen Koordinaten eine natiirliche Basis von Cék).

Proposition 4.1.4. Die k-fach (stark) abgeleitete Kontaktdistribution Cék) C TJ,m wird
lokal durch zwei Arten von Vektorfeldern

m
Ci(q—m =0+ > g 1,0us, 1<i<n, (4.10a)
a=10<|u|<q—k
Céf:auﬁ, I1<a<m,q—k<|u <gq (4.10Db)

aufgespannt. Es gilt? ng_k_l C C(gk) mit dim Cék) =n+m [(";Lq) - (”jﬁ;ﬁ;l)}

2Fir k > q setzen wir allgemein Vﬂ'gikil = Vri,
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall £ = 1. Laut Proposition 2.2.2 wird die Kontaktdistri-
bution C, C T'J,m lokal durch die Vektorfelder CZ-(q) und C# mit |u| = g erzeugt. Man bestétigt
leicht, dass mit Ausnahme von

[C&H_liaci(q)} = &Lff ¢ Cq, lul=q—1

alle Lie-Klammern verschwinden. Daher gilt dya € C, fiir alle [u| = ¢ — 1 und somit auch

m
¢l Z Y ul10u €C,DC,  1<i<n.

(A
lnl=g—1

Mittels vollstéandiger Induktion folgt im Fall 1 < £ < g analog
: —k+1
cert el =agec,  Jul=q-k

(k—1)

Alle anderen Lie-Klammern verschwinden. Insbesondere ist Cyq nicht involutiv. Weiter gilt

LM . cla-k+D) Z Soou 0 ecP oY, 1<i<n

1
a=1|ul=q—k

(k)

Fir k£ > ¢ finden wir C(gk) = T'J,ym. Die Dimensionsformel fiir C;” C T'J,m ergibt sich aus

dim Clgk) =n+ dim Vﬂg—k—l
=n+ (dim Jym — dim J,_j_17)

- ()]

Wir bemerken in Analogie zum Korollar 2.2.3, dass die k-fach abgeleitete Kontaktdistribu-
tion C(gk) C TJ,m lokal in zwei Subdistributionen H @ ngfk—l zerfallt. Das transversale
Komplement H ist n-dimensional und nicht eindeutig bestimmt. O

=n+m

Die so entstandene aufsteigende Kette von Distributionen
! " (¢—1) () —
CgCCyCCyC--CCy CCl=TJym

wird nach ¢ Schritten stationar. Weiter ist C; eine holonome Distribution mit C(gq) =TJ,m.
Die in Bemerkung 3.2.3 eingefiihrte schwache Ableitung von Distributionen liefert im Fall
der Kontaktdistribution das gleiche Ergebnis, denn es gilt C~(§k) = C(gk) fiir alle £ € Ng. Die in
Proposition 4.1.4 angegebene Basis von C(gk) C T'J,m ist iiber k& Ordnungen projizierbar, d.h.

T 7737 k.(Ci(qfk)) ist ein wohldefiniertes Vektorfeld auf J,_ ;7. Aus diesem Grund gilt
(€o)p = Tymg™ ((C311)7)
fiir alle p € (wd*")~1({p}), vergleiche Formel (2.4), sowie (Cék))p = (prgfk)‘l((cq k) (p))

fir alle k < ¢. Mit anderen Worten ist Cék) = (Tmy_ ) H(Cy—) die Urbilddistribution von Cq,k.

Korollar 4.1.5. Es seien ®: J;m — J,m eine Kontakttransformation der Ordnung ¢ > 1 und
C(gk) C TJ,m die k-fach abgeleitete Kontaktdistribution auf Jym. Dann gilt T® (Cc(lk)) = C(gk)
oder dquivalent T*®((CY)W) = (2.
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Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 3.2.4 mit M := J,m und D := C,. Man beachte,
dass nur die Félle 0 < k < ¢ nicht trivial sind: Fiir £ = 0 erhalten wir die Ausgangsdefi-
nition 4.1.1 von Kontakttransformationen. Fiir k = ¢ ergibt sich, wegen Cé‘n = TJ,m, die
Tatsache, dass ® ein lokaler Diffeomorphismus ist. O

Es seien ®: J,m — J 7 eine beliebige glatte Abbildung und 5ug € Vﬂ'g_k_l C Cék) ein
vertikales Vektorfeld mit 0 < |u| = ¢ — k, dann gilt allgemein

TO(Dg) = - gi y Z 3 awvaﬁ

1o<\u|<q Ui

ae s & oyl
zajw 33 (G Sl X T Gy

B=10<|v|<q Y B=1|v|=¢q Y

(k)

Insbesondere liegt T'®(0yq) genau dann in €y, wenn die Koordinatenfunktionen YP von ®
den verallgemeinerten vertikalen Kontaktbedingungen

81/1’8 -
i=1

geniigen. Fiir eine Kontakttransformation ® erhalten wir nach Korollar 4.1.5 somit

o€ Ui O n
Z afa Z(Q) + Z Z ((;ij Zwu+1z ou ) /J‘ + Z Z wlolé aug 4 12)

B=1|ul<lv|<q Nz B=1|v|=¢q Ui

Der geometrische Ursprung der verallgemeinerten vertikalen Kontaktbedingungen (4.11) liegt
natiirlich in der Lie-Ableitung und der Rechenregel

_ (9) (9)
0,040 = D, ([%H,Ci D [@ Oz, ®.CP]

Wir wollen der Vollstédndigkeit halber zeigen, dass die gefundenen Bedingungen (4.11) in
Wirklichkeit Integrabilititsbedingungen sind, d.h. sie entstehen durch geschickte Manipulationen
der beiden Kontaktbedingungen (4.2) und (4.5) und werden von jeder Kontakttransformation
automatisch erfiillt. Der Beweis wird mittels vollstdndiger Induktion nach der Lénge |u| gefiihrt.

IA. Im Fall |u| = q ist nichts mehr zu zeigen, siche (4.2).

IV. Es gelte (4.11) fur alle Multiindizes p mit r < |u] < gq.

IS. Essei 0 < r = |u| < g. Wir leiten die transversalen Kontaktbedingungen
Zwyﬂ ¢, o< <r

nach uf 1, ab und erhalten unter Verwendung der Produktregel zunéchst

(@) awlé awg ”+1J ]
“ <8uﬁ+1i> i Qugy Z 1 Oug, e +Z¢V+1] Z a "

/H—l

> i Z ¢V+1J 8ua'
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Anschlieflend stellen wir die Terme geeignet um:
oy ¢
8u0‘ Z ¢u+1] aua (4.13)
B SEAATTTYCI ST SR T S
2; u+1 .?% ey T\ Qugy, .;% v dug
1v. u+1 " o(@ og
= i 7/’1, T
z:: u+1 z:: b 8“u+1

Die auf der rechten Seite stehenden Summenausdriicke lassen sich fir 0 < |v| < r zu
Null vereinfachen. Erneutes Anwenden der Induktionsvoraussetzung ergibt schliefflich

V. o [ — ock () _ () afj
9] PO LA R oL
= k=1 7

ot 8ug+1
O3 (St )“ -3 (S ) 5 —0
pt+1;

j=1 a“/Hrl

Nach Umbenennung der Summationsindizes folgt die Behauptung

Die obigen Rechnungen korrespondieren damit, dass wir die Lie-Klammer [0,

To(C")]

pt1;?
auf zwei unterschiedliche Arten auswerten: Fiir jeden Multiindex p mit |u| < ¢ gilt

B=10<|v|<q

(44)
s o, o Evem e £ 5 o
@(p)

I3 8'8
-y DL

=1 B= 1o<|y\<q Ui

J

B
e (2 )awz > ()0,
7=1 ,U»+1 u i v

B=10<|v|<q

B=1|v|=q

[aU3+1i7T(I)( (46 [ u+1 ’ZCQ) gj q +Z Z C(q wﬁ ]
@(p)
=§) 2 (Zc<q (&) w”“) ;

B=10<|v|<q U1

a¢ (a) & (q)
+Zc ( )ch+zauach

,u-i-l

iz?;j; 0013 X e ()0,

B=1|v|=¢ IJ»+1

Es ist wichtig zu betonen, dass die obigen Lie-Klammern im Bildpunkt ®(p) ausgewertet

werden, da die Koeffizienten der transversalen Kontaktvektorfelder C @ Gom betrachteten
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Punkt abhédngen. Anschlieende Differenzbildung dieser Terme ergibt

. (9) I - (a)
0= [a“ﬁﬂ , T2(C; )Lb(p) [8“#+1i’T(I)(C’ )}‘P(p)
Ny &
-y ¥ ( Z%Haa ) ul
=1 0<rl<q \ VU
WP n o0&l
+Z > ¢ O Vot e 0,
B 10<|y‘<q 3uu+1 ] 1 Jaull"l‘lz v

n B n .
v o0&
3y (z Mo, gt - zc;@walj)w?) -

p=10<[v|<q M+1 =1 Yt

Da die Vektorfelder 0 s der Standardbasis von T'Jy linear unabhéingig sind, folgt wie in (4.13)

gj

V‘H ( ) ( )
6u0‘ Zwu+1] 8ua Z 3%“] Ci9 (&) ZC q ¢y+1

vy -
—c ( Z%HJ au ) ;o 0< v < ul.

,u+1

Mittels vollsténdiger Induktion nach der Lénge |u| sehen wir, dass die Terme auf der rechten
Seite identisch verschwinden. Diese Herleitung zeigt besonders deutlich die zugrundeliegende

geometrische Idee [Vl T®(Cy)] C [C(k 1),Cq] C Cék). Erst die Einfithrung der abgeleiteten

Kontaktdistributionen C,gk) ermoglicht eine koordinatenunabhéngige geometrische Interpreta-
tion der gefundenen Integrabilitdtsbedingungen (4.11), die in nicht angepassten Koordinaten
eine ganz andere Gestalt haben.

Als erste Anwendung dieses Resultates betrachten wir eine m?-fasererhaltende Kontakt-
transformation ®: J,m — Jym mit lokaler Darstellung ®(x,u(?) = (£(x),%(x,ul?)). Die
verallgemeinerten vertikalen Kontaktbedingungen (4.11) implizieren, wegen 9¢'/du; = 0, dass

die Komponenten ¢y = ¢ (x, u(?) mit 0 < |u| = r tatsichlich nur von Ableitungen u(") abhéin-

gen diirfen. Weiter ist die n x n-Kontaktmatrix C' mit Eintragen Cj;(x) = CZ-(Q) (€9)(x) = E)il (x),

als transponierte Teilmatrix der Jacobi-Matrix von ®, in jedem Punkt des Definitionsbereichs
von ® invertierbar. Linksmultiplikation mit der inversen Kontaktmatrix

n -1, N .

Uper, (x,ul" ) % (x) - Ei(x) ) () (x, ul D)
: = : (4.14)

¢g+1n (Xa u(r+1)) ga%(x) R gﬁz (X) C7(1T+1) (wzz)(x, u(r+1))

zeigt, dass die transversalen Kontaktbedingungen (4.5) alle Komponenten ¢f = 97(x, u)
fiir 4] = r > 0 eindeutig festlegen. Diese Komponenten ¢} sind linear in u(,) und es gilt

TO(Vrl) =Vnrl, 0<r<y,

sowie T®(Vr?) = Vx4, was unmittelbar aus Darstellung (4.12) folgt. Tatséchlich gilt auch
die umgekehrte Aussage, wenn auch der direkte Beweis nicht so einfach ist. Zu vorgegebenen
Funktionen ¢ = £/(x) und ¢ = ¢*(x,u) existiert genau dann eine Kontakttransformati-
on ®: J,m — J,m, wobei (£(x),1(x,u)) eine lokale Darstellung von 7§ o ®: J,m — & ist,
wenn die Matrizen 9¢/0x und 9v¢/0u invertierbar sind. Zum Nachweis dieser Behauptung
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verwenden wir die transversalen Kontaktbedingungen in der Form (4.14) und konstruieren die
gesuchten Funktionen 5 = 15(x, u) fiir |u| = r > 0 Ordnung fiir Ordnung. Es ist wichtig
zu bemerken, dass die so gewonnenen Koordinatenfunktionen tj; wohldefiniert sind, da ihre
Konstruktion von der Reihenfolge der Indizes abhéngt. Es gilt:

hurto+1; — Yiur)+1, = > CJ’fC (Ya+1,) Z Clkc (Y1)

k=1
= Z Z (Cjkclgzq) (Czs) - Clkc(q)( )) 2 (1/1#)
k=1s=1
+ 30 (egueis — canes) (G 0 C) ()
k=1s=1
LR oc;s ocis o
:ZZ<CJI€8 - zk8]k>cgq)(w,u):07 OSI,U/’Sq_Q
s=1k=1
Hierbei bezeichnet c;, = c;x(x) den (i, k)-ten Eintrag der inversen Kontaktmatrix C~!. Die

hier auftretenden Koeffizienten

“ 802'5 8Cj5 1<iig<

Z Cjkw_cikw ) =%,75=N

k=1

verschwinden in Folge der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen. Es bleibt zu zeigen, dass
die so konstruierte Abbildung ®: J,m — J,7 ein lokaler Diffeomorphismus ist. Hierzu ist es
erforderlich die Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix J® nachzuweisen. Diese Eigenschaft werden
wir spater in einem allgemeinen Kontext indirekt beweisen, siche Seite 64.

Bemerkung 4.1.6. Es sei ¥: J,m — J,7 eine beliebige glatte Abbildung mit lokaler Darstel-
lung ¥(x,ul?) = (£(x,ul?),(x,ul?)) derart, dass die zugehorige Kontaktmatrix C' der

Ordnung ¢ + 1 mit Eintrégen Cj; = Cj(-q+1)(§i)(x, ul@t)) invertierbar ist. In Analogie zu den
transversalen Kontaktbedingungen lassen sich aus

i () = Zwﬂjcﬁ”” ),  ll=g (4.15)

zu jedem Multiindex v € Nj der Lange |v| = ¢ Funktionen 1/}5+11, e 7¢5+1n € F(Jgam)
gewinnen. Die so erhaltenen Funktionen sind im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, d.h. zu
jedem Multiindex p der Lénge ¢+1 finden wir mdglicherweise mehrere unterschiedliche Funktio-
nen ¢5 mit v+1; = p = 7+1. Fiir jede Auswahl dieser Funktionen erhalten wir eine Abbildung
19 Jyp1m — Jypam mit lokaler Darstellung j; ¥(x, ul®) = (¥(x,ul?), ¢ (x,ule*1))) und
der Eigenschaft W o 7rg+1 = 7rg+1 o 71 V. Weiter ist j; ¥ vertrdaglich mit der Prolongation von
lokalen Schnitten von 7, d.h. fiir jeden lokalen Schnitt o € I'jox(7) mit ¥(im j,0) = im j,0
gilt j1¥(im jg410) = im js410. Als konkretes Beispiel betrachten wir einen Diffeomorphismus
U: Jim — Jim mit lokaler Darstellung W(z, y, u, s, uy) = (2, y, U, Uy, uz). Die Abbildung W
unterscheidet sich von der Identitéit id s, . in der Vertauschung von u, und u,. Insbesondere ist
U keine Kontakttransformation. Aus der Bedingung (4.15) ergeben sich zwei unterschiedliche
Abbildungen j; vl b V2. Jom — Jom mit lokaler Darstellung

jl‘ll (l‘ Y, u, Umauyaummauxyauyy) (m Yy, u, uyauxauzyauyyyuxy)
jl‘ll (X, Yy Uy Uz, Uy, Uy Uy Ugyy) = (T, Y, Uy Uy, Uy, Uy, U, Uy ) -

Fiir jeden lokalen Schnitt o € T'jox(7) der Form o(x,y) = f(x + y) gilt dann trivialerweise
71V (2, y, jeo(x,y)) = (2,9, jeo(x,7y)). Weiter sind j; P!, j; U2 keine Diffeomorphismen. <
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Betrachten wir eine Kontakttransformation ®: J,m — J,7m mit lokaler Darstellung

(I)(Xv u(q)) = (f(x7 u)? 1/1(& u(q)))’

so sehen wir eine weitere bemerkenswerte Konsequenz der Diffeomorphie von ®. Definitionsge-
maf ist der Definitionsbereich U = dom ® eine nicht ndher bestimmte offene Menge. Es folgt
aus der Eigenschaft (4.9), dass die Kontaktmatrix C' = C(x,u")) mit Eintréigen

Cij(x,u®) = €0(&) (x,ul) = 2 (x,w) + Zuz ot

in allen Punkten p € U invertierbar sein muss, da 9§/0u(;) = 0 verschwindet. Daher gilt
Un{pe Jyr| detC(p) =0} =0.

Mit anderen Worten: Es existiert keine Fortsetzung von ® zu einer Kontakttransformation,
deren Definitionsbereich mit der Menge {p € J,m| det C(p) = 0} einen nichtleeren Durchschnitt
hat; auch dann nicht, wenn die Funktionen &/ auf ganz Jqm definiert sind. Eine weitere
Beobachtung ist, dass die Komponenten ¢} von ® mit |e] = 1 nicht notwendigerweise linear
in u(y) sind. Ein konkretes Beispiel verdeutlicht das Gesagte.

Beispiel 4.1.7. Wir betrachten eine Kontakttransformation ®: Jym — Jim in zwei unabhéngi-
gen Variablen (z,y) und einer abhingigen Variable u mit lokaler Darstellung

(p('r’yauv Umauy) = (l’ +y7y +U,u,¢, ()0)

und noch unbestimmten Funktionen ¢ = ¢(z,y, u, usz, uy) und ¢ = @(z,y,u, uz, uy). Die
vertikalen Kontaktbedingungen (4.2) sind fir jede Wahl von ¢, ¢ automatisch erfillt. Fir die
zugehorige Kontaktmatrix von ® mit ¢! = z 4+ y und €2 = y + u finden wir

cle) e _ (1w )
C=0C(z,y,u,ug,uy) = (Cél)(gl) ngl)(ﬁg) =11 4w, mit detC' =1 — uy; + uy.

Auflerhalb der Hyperebene {p € Ji7 | det C(p) = 0} lassen sich die unbekannten Funktionen
¢, ¢ direkt aus den transversalen Kontaktbedingungen (4.5) bestimmen:

¢ Wy e\ e\ (1w | fua 1 "
<¢>:<C£l><el> cé”@) <C£,1><u>>:<1 1+Uy> <Uy>:1ux+uy (uu)

Diese Komponenten ¢, ¢ sind nicht linear in u(;y. Anhand der Jacobi-Determinante von ®

110 0 0
01 1 0 0 . 1
det JO =det [0 0 1 0 0 — —
1+ g 1 —uy +uy)d det C)3
00 0 oty Gy (I —ug +uy)® )
00 0 =1 1

(I—ugtuy)?  (I—uztuy)?

sehen wir weiter, dass die so bestimmte Kontakttransformation ®: Jim — Jim keine stetige
Fortsetzung auf die Hyperebene {p € Jy7 | det C'(p) = 0} besitzt. Demnach ist ® eine echte
lokale Kontakttransformation erster Ordnung. <

Als Néchstes untersuchen wir die Eigenschaften der involutiven Cauchy-Cartan-Charakte-
ristiken-Distributionen, um weitere Informationen iiber Kontakttransformationen zu erhalten.
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Proposition 4.1.8. Fiir die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen Char[Cék)] gilt
(1) Char[Cy] = {0},
(i1) Char[c{”] =Vl c eV fiw 0 <k <q,

(ii7) Char[C{V] = TJm.

Beweis. Es geniigt den Beweis in lokalen Koordinaten zu fithren.

(i) Es sei X € X(J,m) eine Cauchy-Cartan-Charakteristik von C, mit lokaler Darstellung

n

X =3 €xuc? + 33 p2(x,u@)ck

=1 a=1 |u|:q

Definitionsgemé$ gilt [ X, Cy] C C4. Zur Bestimmung der Koeffizienten von X berechnen
wir zuerst die Lie-Klammer [X, 9 s] mit |v| = ¢ und erhalten

x0,) =3 (¢]e.0,] - 25e) - 35 57 Ty

a=1|ul=q 8ul,

[cq 0,5 modc,

= — Z fiﬁu;s , mod C,.

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Standardbasis von T'J,7 und 9 s ¢ C, folgt
v—1;

aus der Beliebigkeit des Multiindex v sofort ¢! = 0. Demnach gilt Char[CqZ] - ng_l
Nun betrachten wir die Lie-Klammer [ X, C](-q)] fir 1 <j <mn und finden

e = X 5 [encl”] = X2 5 (o fer.cf”] - pee)

a=1|ul=q

= Z > ler.ei”] modc,

a=1|ul=q

m
=Y > nﬁ@uﬁ_lj mod Cg.

a=1 |u|=q
uj>0

Da die Basisvektorfelder aug_l, ¢ C,4 linear unabhéngig sind, folgt aus der Beliebigkeit
J

des Index j unmittelbar 77 = 0. Zusammenfassend erhalten wir Char[Cy] = {0}.

(i1) Es sei X € X(J,m) eine Cauchy-Cartan-Charakteristik von Cék) mit lokaler Darstellung

X=>uNc™ 3 3 pt(xu@)er.
=1

a=1q¢—k<|u|<q
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Nach Definition 3.2.6 gilt [X, Cék)] C Cék). Wir zeigen zuerst, dass die Koeffizienten ¢!
von X verschwinden. Zu diesem Zweck berechnen wir die Lie-Klammer [X, 0, 5] mit
|v| = ¢ — k > 0 und erhalten analog zu obiger Vorgehensweise

X, 0,5] = Zgl €79.0,5]  mod cP

Uy 1;
VZ>O

Zu jedem Koordinatenindex i finden wir einen Multiindex v = (v1,...,v,) € Nj der
Linge |v| = ¢ — k mit v; > 0, sodass folgt ¢! = 0 und somit Char[Cc(,k)} - ng_k_l. Nun
betrachten wir die Lie-Klammer

n Cg,qu) mod C®)
=3 Y e §

a=l|p|l=q—k

:Z Z 7738“2‘—1j modC(gk).

Wegen a“ﬂflj ¢ C,gk) folgern wir in Analogie zu obiger Argumentation n; = 0 fiir alle

|| = ¢ — k. Daher gilt Char[Cék)] C Vﬂ'gik. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus
k)

den Strukturgleichungen von cg , vgl. den Beweis von Proposition 4.1.4. Also gilt

Char[C{"] = ¢V nVa{ = ¢~ N Char[c{t~Y)]. (4.16)

(737) Im Spezialfall k = ¢ ist C,gQ) = T'Jym involutiv, deshalb gilt Char[C,gQ)] = CéQ) =TJ,m.

Wir halten fest, dass die Vertikalbiindel Vﬂ'g_l - V7T3_2 C --- C Vrf{ mit den Cauchy-
Cartan-Charakteristiken-Distributionen Char[C;] C Char[C]] C --- C Char[Céqﬁl)] identifiziert
werden konnen. Man beachte aber, dass das Vertikalbiindel V7§ nicht aus den Cauchy-Cartan-

Charakteristiken-Distributionen Char[Cék)] gewonnen werden kann. O

Bemerkung 4.1.9. Man kann mit Hilfe der hergeleiteten Eigenschaften von Cauchy-Cartan-
Charakteristiken-Distributionen das lokale Aquivalenzproblem fiir Jetbiindel l6sen, siehe
Yamaguchi [40], [41]. Die Kernfrage dabei lautet: Wann ist eine Mannigfaltigkeit (M, D) lokal
diffeomorph zum Jetbiindel (J,m,C,)? Die natiirlichen Voraussetzungen dazu sind:

dim M = dim J,zr, dimD® = dimC(gk) und  dim Char[D®)] = dim Char[C(¥)].

(
q
Fordert man in Analogie zu (4.16) zusitzlich Char[D®)] = D*=1 n Char[D4~V], so ist
(M, D) lokal diffeomorph zum Jetbiindel (J,7,C,), wenn g > 1 ist. Dieses Ergebnis zeigt auf
eindrucksvolle Weise die immense Bedeutung von Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distri-
butionen. <

Es folgt aus Korollar 3.2.9, dass das Vertikalbiindel ngik = Char[Cék) | mit 0 < k <gq
invariant unter Kontakttransformationen ist. Geméafl Proposition 3.3.2 ist jede Kontakttrans-
formation ® € I'(J,m,C,) tber k Ordnungen lokal projizierbar, d.h. es existieren lokale
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Diffeomorphismen ®,_j: J,_pm — J4_i7, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

P

Jgr—2 > Jw

q— _
ﬂ(llkl lﬂ(llk
[f]

STt ———— i

Wir werden in Proposition 4.2.1 beweisen, dass die so erhaltenen Diffeomorphismen ®,_; in
der Tat selbst Kontakttransformationen sind. In lokalen Koordinaten (x,u(?)) auf J, ergibt
sich folgendes Bild: Jede Kontakttransformation ®: J,m — J,m besitzt lokal die Form

d(x,u?) = (¢(x,uM), y(x,u?)), (4.17)

wobei die Komponenten ¢y = 9j(x, u) mit |u| = 7 > 0 von Ableitungen u") abhingen.
Weiter sind 1 fiir 1 < o < m Funktionen von (x,u?). Insbesondere sind die Komponenten
v = Pi(x, u) mit |g| = r > 2 linear in u(,y, was unmittelbar aus den transversalen
Kontaktbedingungen (4.5) folgt. Der Rest dieses Abschnittes befasst sich mit verschiedenen
Beweisen und Beweisvarianten der folgenden Proposition:

Proposition 4.1.10. Es sei ®: J,m — J 7 eine Kontakttransformation der Ordnung ¢ > 1.
(¢) Es gilt T®(Vr}) = Vi fir alle 0 < k < g.
(ii) Im Fall m = dim & — dim X > 1 gilt zusétzlich T®(Vrl) = Vrl.

Beweisvariante 1: Teil (i). Nach Proposition 4.1.8 gilt V] = Char[Céq_k)] fir 0 < k < gq.
Laut Korollar 3.2.9 sind die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen invariant unter
Kontakttransformationen. Folglich gilt T®(V7{) = V. O

Beweisvariante 2: Teil (i). Wir wollen als Néchstes einen rechnerischen Beweis der Invarianz
von Vrl fiir 0 < k < ¢ présentieren. An der Darstellung (4.12) erkennen wir leicht die hierzu
dquivalente lokale Aussage 9¢!/0u) = 0 fiir alle k < |7| < ¢. Die zugrundeliegende Idee wird
bereits am Vertikalbiindel V?T _, sehr deutlich. Zum Nachweis der Eigenschaft 9¢*/0u) = 0
fir |7| = ¢ betrachten wir die Verallgemelnerten vertikalen Kontaktbedingungen

Wy s 0

o v+, P
dug =1 dug;

0<|v|<|p[=q-1

Leiten wir diese Gleichungen nach ) mit |7| = ¢ ab, so erhalten wir

0 8¢y _ 0 V+1 85 19} fj
oul dus © oul (Z 1/1,/ +1 8ua) Z oul Hu“ ;1% + ﬁuaau '

Aus den (verallgemeinerten) vertikalen Kontaktbedingungen ergibt sich zum Vergleich

o vl a " / %H o€ D3¢
dus oul (32:21 vl 9wl ) _j:1 dus ou’ Zwyﬂﬂ avﬂﬁua
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Dank dem Satz von Schwarz muss die Differenz der beiden letzten Gleichungen verschwinden:

Ly, 08 N0V, 08 I [0, ogk ) 9¢7
0= Gug oul Z oul 8u0‘ _Z 8ua Z¢”+1 1k aua oul’

j=1 j=1

Der Klammerausdruck auf der rechten Seite verschwindet fiir alle 0 < |v| < ¢ — 2 identisch.
Wir untersuchen die rechte Seite im Fall |v| = ¢ — 2 und behaupten, dass der Ausdruck

- v+l ok | o¢/ _
]Z_:l ( 6u0‘ Z¢u+1 1, Bua) o0l V| =q—2 (4.18)

genau dann verschwindet, wenn 9¢7 /0u} = 0 gilt. Hierzu betrachten wir T P (Oug) € Cy mit

n

Yate S v (B3, i),

=1 ﬂ1|o'|q1

a
/31|cr|q Rz

Da ® nach Voraussetzung ein lokaler Diffeomorphismus mit der Eigenschaft T®(C;) = C; ist,
muss die Matrix A = A(p) mit Eintrédgen

Agg’,,u) = aug Z wU‘Hka a’ |lu’| = |O'| =q—1

in jedem Punkt des Definitionsbereichs von ® invertierbar sein. In dieser Notation werden

Zeilen von A durch hochgestellte Indizes, und Spalten von A durch tiefgestellte Indizes
markiert. Angenommen, es gelte 97 /0u) # 0 fiir ein festes Tripel (j, v, 7), dann gilt

B+l _ Bu+1,) 06 [ OE o

A(O%N) o 214(047“) 8u¥ 81[;/ ’ |V| =4 2.

1=

i#j

Daher ist die (5, +1;)-te Zeile in A eine Linearkombination der anderen Zeilen. Insbesondere

ist A nicht invertierbar, im Widerspruch zur Diffeomorphie von ®. Folglich kann der obige

Ausdruck (4.18) nur dann verschwinden, wenn 9¢¢/0u) = 0 gilt. Als Folge dieser Erkenntnis

erhalten wir T®(Vr]_;) = Vrl_. Durch Induktion nach k folgt mit der gleichen Uberlegung

allgemein T®(Vr}) = V] aus der Eigenschaft T®(Vr)_, \Vrl) € {471 Dabei kann die
obige Argumentation wortlich iibernommen werden, wenn man tiberall |v| < g—2,|u| =q¢—1,
|7| = ¢ durch |v| < k —1,|u| =k, |7| = k + 1 ersetzt. O

Natiirlich ist T®(V ) = Vr dabei die stirkere Aussage, denn sie impliziert die Invarianz
der Vertikalbtindel V7 fiir alle 1 < k < ¢. Die beiden Inklusionen

Te®(Vr)
T®(Vr})

T‘I>(V7TZ NVrl) cT®(Vril) = Vri,
T@(ng N Céq—k—l)) C T‘I’(Céq_k_l)) _ Céq_k_l)

ergeben zusammen die behauptete Invarianz T®(V i) C Vi n C(gq_k_l) = V.

Die néchste Proposition liefert eine weitere geometrische Erklarung fiir die Invarianz
der Vertikalbiindel. Es wird sich herausstellen, dass die (involutiven) Vertikalbtindel, unter
gewissen Voraussetzungen, schon die hochste Dimension haben.
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Proposition 4.1.11. Es sei U C Ctgk) eine reguldre involutive Subdistribution der k-fach
abgeleiteten Kontaktdistribution Ctgk) & T'Jym. Dann gilt

<"+q>—<n+q_k> > dim, (4.19)
q q—k

R |
dimVWg_k_lzs—i—m(n s+4 )—i—m

q—k
wobei s € {0,...,n} die Dimension des m9-transversalen Anteils von U bezeichnet.
Beweis. Es seild C Cék) eine reguldre involutive Subdistribution, sodass s: J;m — {0,...,n}

mit p — dim7,79(U,) eine konstante Abbildung mit Wert s ist. Da P := U N VTrgfkf1
involutiv ist, zerfallt U in zwei Subdistributionen Y = H @ P mit einem s-dimensionalen
Komplement H. Folglich gilt diml/ = s+ dim P. Im Fall s = 0 erhalten wir &/ C V”kafl mit

. n+q n+qg—k—1
dlmVﬂg_k_l—m[< . )—( P k1 )

Im Fall s > 1 konstruieren wir in lokalen Koordinaten zunéchst spezielle involutive Subdis-

> dimU.

tributionen H @ P von Cék), deren Dimension maximal ist. Es sei H aufgespannt durch die
transversalen Basisvektorfelder CZ-(lq_k), e ,Ci(f_k) € C(gk). Wir konstruieren nun P C Vﬂ'g_k_l
derart, dass U := H @ P involutiv und maximal ist. Die Involutivitidt von U bedeutet ins-

besondere, dass zu jedem Vektorfeld X € P die Lie-Klammern [X C.(qfk)], D¢ C(qfk)] in

7T is

Uuc Cék) liegen. Man bestétigt sofort, dass die vertikalen Vektorfelder

Oug € ng_k_l mit |u] = ¢ —kund (w4, ..., pmi,) # (0,...,0)
nicht zu P gehoren, da die entsprechende Lie-Klammer [Oug,C(f]_k)] = 8%7_ mit p;; > 0

/L']
bereits aus Cék) hinausfiihrt. Wir setzen daher

L

Pi=({0u € Vrl, | falls |u| = g — k dann (psy, ..., ) = (0,...,0)}).

(k)

Dann ist Y = H @ P eine involutive Subdistribution von C;"’ mit maximaler Dimension

dimVrl > dimU =s+m|{p € Ny | |ul =q—k,piy =+ = pj, = 0}
+m{p eNg [q—k+1<|ul <q}|
=s+ml{p e NG| |ul = q¢—k}|
+m{p €Ng [g—k+1<|ul <q}|

tm n—s+q—k—-1 m n+q\ [(nt+q—k .
q q—k

q—k
Generell kénnen wir, nach eventueller Uberfithrung in die reduzierte Zeilenstufenform, anneh-
men, dass ein Komplement H durch s Vektorfelder der Form

Xj=c 4 Y a4y, 1<j<s
r=s+1

aufgespannt wird. Hierbei sind Y; € V?TZ_k_l \ P geeignete vertikale Vektorfelder und
a; € F (J,7) reelle Funktionen. In Analogie zu obiger Uberlegung sehen wir, dass die vertikalen
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Vektorfelder Oya € ng_k_l mit |pu| =q—k und (wiy, ..., pmi,) 7 (0,...,0) nicht in P liegen,
da die entsprechende Lie-Klammer

[auﬁ,xj} mod Cék) :(%z 1, + Z a’”@ oy #0  mit p;; >0
per
aus C(gk) hinausfiithrt, woraus dann die behauptete Abschétzung (4.19) folgt. O

Die erste Ungleichung in (4.19) ist genau dann mit Gleichheit erfiillt, wenn gilt

— —k—-1
mz<n T—I—q—l ):5.

q_

Dies ist genau dann der Fall, wenn entweder s =0oderm=n=1<qg—koderm=1=q—k

gilt. Unter allen involutiven Subdistributionen von C,gk) hat das Vertikalbiindel Vﬂg_ w1 die
(k)

hochste Dimension. Im Fall m > 1 ist VW;{ s die einzige involutive Subdistribution von Cg
mit Dimension dim ngfkfl. Damit ist Vﬂ'gikil nach Proposition 3.2.11 invariant unter
Kontakttransformationen.

Bemerkung 4.1.12. Eine alternative Herleitung der Dimensionsabschéitzung (4.19) fiir den
Spezialfall k£ = 0 wird in Vinogradov et al. [18, Chapter 4] bzw. Vinogradov [38, Chapter 2]
beschrieben. Die wesentliche Idee dort beruht darauf, dass jede w?-transversale s-dimensionale
Integralmannigfaltigkeit @ C Jg—1m der Kontaktdistribution C,—; auf eindeutige Weise zu
einer mazximalen Integralmannigfaltigkeit O C J,m von C, geliftet werden kann. Es wird gezeigt

~ 1
dim0:s+m<n st+a ),
q

in Ubereinstimmung mit unserem Ergebnis, wenn O eine Integralmannigfaltigkeit von U/ ist. <

Beweisvariante 3: Teil (i). Wir betrachten das Vertikalbiindel V7{. Nach Korollar 3.2.10 ist
U :=TP(Vrl) eine regulire involutive Subdistribution von C(gq—z) mit Dimension dim Vr{.
Im Allgemeinen héngt die Dimension dim 7,7%(U,) des m?-transversalen Anteils von U vom
betrachteten Punkt ab, weshalb die folgenden Ausfiihrungen teilweise etwas technisch sind.
Zunichst bemerken wir, dass die Rangabbildung r: p — dim T,7%(U,) unterhalbstetig ist,
d.h. um jeden Punkt p existiert eine offene Umgebung p € O C im ®, sodass r(p) > r(p)
fir alle p € O gilt. Wir betrachten eine Partition von im ® C J,7 in Teilmengen der Form
Ui:={p €im®|r(p) =i}. Dann gilt im & = WJ;__, U;. Es sei nun s die grofite Zahl in {0,...,n}
derart, dass die Menge () # Us C im ® nichtleer ist. Dann muss Us notwendigerweise offen
sein. Im Fall s = 0 folgt automatisch U, = V,n{ fiir alle p € im ®. Nach dieser einleitenden
Vorbereitung kénnen wir die obige Dimensionsformel (4.19) mit k¥ = ¢ — 2 anwenden und
erhalten auf Ug C im ®

1 -1
0=dimVz{—dim¥ > s {m(n—;+2> —1} =s {(m—l)+m(n—s)+m(s2) > 0.
Die rechte Seite dieser Ungleichung verschwindet genau dann, wenn s =0 oder m =n=s=1
ist. Im reguléren Fall mn > 1 muss notwendigerweise s = 0 folgen und es gilt Uy = im ®. Dies
ist dquivalent zu & = Vr{ auf dem ganzen Bildbereich von . O
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Im Ausnahmefall mn = 1 erhalten wir dagegen keine Information. Der Grund, weshalb wir
die bereits bekannte Invarianz von V7] mit dieser Methode nicht nachweisen kénnen, liegt darin,
dass wir die innere Struktur der Kontakttransformationen nicht vollends beriicksichtigt haben.
Unsere Argumentation beruht ausschliefilich auf der Bedingung dim 7®(V7{) = dim V7] und

der Eigenschaft T®(Vri) C Céqd). Zum besseren Verstindnis dient folgendes Beispiel.

Beispiel 4.1.13. Wir betrachten eine glatte Abbildung ¥: J,m — J,7 in einer unabhéngigen
Variable x und einer abhingigen Variable u mit lokaler Darstellung

z, 2 T T
U(x,u,ui,...,ug) = (u+u2, eus/2, e"ug, e ,u?,,...,uq),

wobei uy, fir die k-fache Ableitung von w nach = steht. An der Jacobi-Matrix von ¥

0 10 1
e®u3/2 0 0 e uy 0
JU = e“up 0 0 €* mit rang J¥ = ¢+ 1 < dim J,m
e’ 00 O
0 | T2

sehen wir, dass das Vertikalbiindel Vi = (0y,,...,0u;,0u,) C Céqﬂ) unter TU auf die

involutive Subdistribution U = (9,,,. .., 8u3,Cg(62) ) # Vil von C(gq_Q) abgebildet wird. Weiter
finden wir TU(Vr}) = Vi fiir alle 1 < k < ¢. Dabei gilt zwar dim 70 (V7{) = dim Vr{ aber
nicht TW(C,) = C4, weshalb ¥ keine Kontakttransformation ist. Wegen rang J¥ < dim J,m
ist ¥ kein lokaler Diffeomorphismus. <

Im Sonderfall mn = 1 besitzt die k-fach abgeleitete Kontaktdistribution

ck) — <C(q—k)> D (Dugs-- -0 A, )

) Y UG k41 Y Ug—

= (Ouyp) ® (Ougs -+ Ouy_yop1,COM)

verschiedene lokale Zerlegungen in involutive Subdistributionen der Dimensionen 1 und &k + 1.
Beruht die Argumentation allein auf der Bedingung dim 7' @(Vﬂ;{ k1) = dim V7r37 41+ SO kon-

nen wir den Fall T@(Vﬂg_k_l) = (Ouys - - - s Oug_y, +1,Cg(cq_k)> grundsétzlich nicht ausschliefen.

Beweisvariante 3: Teil (ii). Wir betrachten analog das Vertikalbiindel V7 und setzen U :=

T®(Vri) C Céq_l). Ohne Beschréankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass der
Rang s := dim T79(U) = dim Tl (U) auf im ® C J,7 konstant ist. Anhand der Dimensions-
abschétzung (4.19) mit £ = ¢ — 1, ndmlich

0=dimVrd —dim¥ > s(m—1) >0,

sehen wir, dass die rechte Seite dieser Ungleichung genau dann verschwindet, wenn s = 0 oder
m = 1 ist. Gilt m > 1, so folgt notwendigerweise s = 0 und somit auch & = V(. O

Im Sonderfall m = 1 ist V&l nicht invariant, siehe Beispiel 4.2.2. Im Fall m > 1 ist jede
Kontakttransformation ® € I'(J,7,C,) iiber ¢ Ordnungen lokal projizierbar und besitzt in
lokalen Koordinaten die Form

(I)(Xv u(q)) = (f(X, u)? gD(X, u)a w(xv u(q)))’
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wobei die Komponenten 5 = ¥f(x, u() mit 0 < |u| = 7 von Ableitungen u(”) abhéngen. Es
existiert folglich ein lokaler Diffeomorphismus ®4: & — £ mit ®g o nf = 7l o .

P
Jgr—2 > Jm

Beweisvariante 4. Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einem weiteren, rechnerischen Beweis

von Proposition 4.1.10 im Fall mn > 1. Die zugehorige Beweisidee beruht auf der folgenden

Beobachtung: Falls V7l invariant ist, dann folgt aus der Involutivitét von V] automatisch
Val, T®(Vr})] = [Vrl,Val] C Val.

Aus diesem Grund betrachten wir die Lie-Klammern

— [0, T®(00g)] 0< |ul=Ir[ <q

[0, T0(0,)] o(p)’

und werten sie auf zwei unterschiedliche Arten aus. Dank dem Satz von Schwarz gilt

@(p)

[aug,m(au;)]@(p) (0,0, T®(0u5)] o0
= |02 Z@wZ > 8%] —[ zaflaﬂz )3 aﬂ’a 0,5
=0 B=10<v|<q ®(p) p=tosiviza 71 g,
5 Sy T,
- a: i + o u
=1 8“78 i B= 1o<|u\<q Ouz Qugy v
n a?gl O*p B _
B Z 8u°‘3u7 z:10<%:<q uaauT u =0 O<lu=Irl<q

Berechnet man denselben Term mittels der Darstellung (4.12), so ergeben sich zusétzliche
Integrabilititsbedingungen an die Komponenten von ®. Der Ubersicht halber betrachten wir

hier den Spezialfall || = |7| = ¢ und erhalten

[auﬁ,:r@(au;)] - [auz,:rcp(aug)]

®(p) D (p)
Owy n m
ERN RPN %] : { SIS sp gt
=S 2 ey =1 p=tivl=a O g
i—1 Quy L ®(p) 6u78ua 1 Pty 3ua
_ - g (q) B 193¢ (q m 821/,6
= aug [‘%LQ‘ Lp(p) P auaauT z:: z:: uaauT
B n aé‘l (@) B agz @ B -
B i=1 duq [&Lg,Ci LI)(P) et 3ug { U;Y’Ci Lp(p)’ ’:u’ = ’T‘ =4q.

Nach Auswertung der Lie-Klammern im Bildpunkt ®(p) ergeben sich folgende Beziehungen:

n aé—l n afl
V—‘rl V+1 < _ _
Z dus ol Z dul oug’ 0<[v[<|ul=Irl=gq. (4.20)
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Beziehungen dieser Art lassen sich alternativ direkt aus den verallgemeinerten vertikalen
Kontaktbedingungen (4.11) herleiten:

"y, O8O up anw X 0%¢’ 0 oy zn:w 1 e
v+ v+

— Ouf oul dug 8uT P Zﬁuvﬁuo‘ oul oug Zauo‘au
n 851
V+1
< = < q. .
Z Dl ou’ 0< vl <lul=Ir]<q (4.21)

Wir bemerken, dass hierin ausschliefSlich Eintrdge der Jacobi-Matrix von & vorkommen.
Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die so gewonnenen Integrabilitatsgleichungen (4.20) an die
Komponenten von ¢ dann mit der Rangbedingung rang J® = dim J,m kompatibel sind, wenn

mq = 1 oder 9¢¢/ Oug, = 0 fiir alle Multiindizes p mit |u| = g gilt. Letztere ist dquivalent dazu,
dass V7T 1 1nvar1ant ist. Mit Hilfe der Darstellung (4.3) folgt aus der Eigenschaft

dimT®(Vr! ) =dimVrl
dass die zusammengesetzte (n + dim Vrl_) x dim V] -Matrix

g’
3Uff 1<i<n

1<a<m,|u|=q

1P .= == =
T (o (
Oufy | 1<p<m.jol=q

1<a<m,|pl=q

vollen Spaltenrang rang J?¢ = dim V?Tgil besitzt. Bezeichnet Z¢ die i-te Zeile in 9/ Ou(g) und
OWB¥+L) die (B, v + 1;)-te Zeile in 0 /0u,), dann kénnen Gleichungen (4.20) in der Form

n

> Gt -3 Witz o, pj=g-1
:

geschrieben werden. Mit anderen Worten beschreiben (4.20) die lineare Abhéngigkeit der Zeilen
von J9®. Es sei s = rang = € {0,...,n} der Rang der Matrix 9§/0u(,. Dann besitzt JI®
insgesamt dim ker Z + dim ker © > (n —8) +sm ("Jrq1 %) verschiedene linear abhiingige Zeilen,

die den Rang von J9® um mindestens sm("+q12) s > 0 erniedrigen. Wegen
n 5 s =0,
m(n 1 >—s=0<:> m=1n=1,
qg—1
m=1,q¢=1

erhalten wir in den Fillen mn # 1 # mq sofort 0 = s = rang = und somit 9¢!/ Ouy; = 0 fir
alle Multiindizes p der Léange q. Damit ist gezeigt, dass das Vertikalbiindel V7T371 invariant
ist. Mit der gleichen Uberlegung folgt aus (4.21) allgemein, dass das Vertikalbiindel Vil im
Fall mn # 1 # m(k + 1) invariant ist. Hierzu betrachte man die Matrix

g’
auﬁ 1<i<n

Jk+1q) = ( 1<a<m,|u|=k+1 ,

oug

ou®
1) 1<B<m|o|=k+1
1<a<m,|p|=k+1
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welche vollen Spaltenrang rang J¥*1® = dim Vi t! = m(’;ff) besitzt. Diese Eigenschaft

ergibt sich direkt aus dim (T@(Vﬂfj“) mod V)l +1) = dim Vi ! und der Darstellung (4.12).

Nach (4.21) gibt es mindestens (n — s) + sm (”H,j 1) verschiedene linear abhiingige Zeilen in
J*+1® wobei s den Rang von 0¢ /0,41y bezeichnet. Wegen

ko1 s=0,
sm(n >—s:0<:> m=1n=1,

k
m=1k=0
folgt leicht die Behauptung. O

Die vorgestellten Beweisvarianten von Proposition 4.1.10 beruhen im Wesentlichen auf
den Strukturgleichungen der Kontaktdistribution C,. Sie unterscheiden sich in Ansatz und
Argumentation, weshalb sie auch unterschiedliche Zusatzannahmen iiber (m,n,q) erfordern.

‘ ‘ Teil ( ‘ Teil (i7) ‘

‘ Beweis ‘(mzl,nzl,q>1 ‘ —1n>1q>1 ‘(m>1q>1 ‘ (m>1) ‘
Variante 1 v v v X
Variante 2 v Ve v X
Variante 3 X v v v
Variante 4 X Ve v Ve

Tabelle 4.1: Geltungsbereich der Beweisvarianten von Proposition 4.1.10.

4.2 Theorem von Backlund

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Kontakttransformationen unterschiedlicher Ordnung
eine mehrstufige Hierarchie bilden. Grundlage sind zwei natiirliche Operationen mit einer
Kontakttransformation der Ordnung q: Projektion und Prolongation. Erstere erniedrigt die
Ordnung; letztere erhoht sie. Wie es der Titel ausdriicklich ankiindigt, beweisen wir das
Theorem von Bécklund in umfassender Ausfiihrlichkeit, wobei wir die wichtigste Vorarbeit
bereits in Proposition 4.1.10 erledigt haben.

Proposition 4.2.1. Es sei &: U C J,m — V C J,7 eine Kontakttransformation derart, dass
alle md-Fasern im Definitionsbereich U von ® zusammenhéngend sind. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Kontakttransformation ®: 7{(U) C Jym — 7p(V) C Jim mit der
Eigenschaft ®; o 7} = 7} o ® fiir jedes 0 < k < q.

(73) Im Fall m = dim€& — dim X > 1 existiert zusétzlich ein lokaler Diffeomorphismus
Pg: w(U) C &€ — wd(V) C € mit der Eigenschaft & o nl =l o .

Beweis. Nach Voraussetzung und Proposition 4.1.10 ist ® ein 7{-fasererhaltender Diffeomor-
phismus. Folglich existieren bijektive Abbildungen ®: n}(U) C Jym — 7 (V) C Jpm mit der
Eigenschaft &y o 7TZ = 7TZ o ® fiir alle 0 < k < q. Es bleibt zu zeigen, dass die so gewonnenen
Diffeomorphismen @, fiir 0 < k < g Kontakttransformationen sind. Dies folgt direkt aus
der Invarianz der abgeleiteten Kontaktdistributionen nach Korollar 4.1.5 und der Beziehung
Cr = TWZ(Céq_k)), vgl. auch Korollar 3.3.4:

T4(Cr) = (TP 0 Trf) (CY) = (T o T®) (CY™) = T (CT™Y) = Cp.
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Zum Nachweis dieser Eigenschaft in lokalen Koordinaten geniigt es zu zeigen, dass die
Komponenten von @y, die transversalen Kontaktbedingungen (4.5) erfiillen:

®) () = Z S ow HH

a=1 k<|ul<q R
(4.5) , o
Z¢ +ljcz ]) - Z Z ,LH-IZ aua
a=1k<|u|<q
(k = o ol
-5 g [52-S, ]
a=1k<|u|<q ’
Z%H Mg 0< v <k

In der letzten Gleichheit haben wir die verallgemeinerten vertikalen Kontaktbedingungen (4.11)
an die Komponenten von & verwendet. ]

Der Grund, weshalb Kontakttransformationen erster Ordnung in einer abhéngigen Variable
im Allgemeinen nicht projizierbar sind, liegt darin, dass die Kontaktdistribution C; C T'Ji«
mit dim C; = 2n verschiedene lokale Zerlegungen C; = ‘H & U in involutive Subdistributionen
der Dimension n besitzt. In lokalen Koordinaten (x, u, u(l)) auf Jim gilt beispielsweise

C = <c§”,c§1>, . ,cn1>> B (Ouys Dugs - -+ O, )
= (0w, ¢, e o (e, 0, O )

— <au1,...,aun,l,c§}>> ® <c§1>,...,c§21,aun>.
Zu jeder solchen Zerlegung finden wir eine Kontakttransformation ®: Jiw — Jy7m mit der

Eigenschaft T®((C),...,cM)) = H und TO(Vad) = U.

Beispiel 4.2.2. Wir betrachten im Ausnahmefall m = dim £ — dim X = 1 Kontakttransforma-
tionen erster Ordnung W¥y: Jiw — Jim fir 1 < s < n mit lokaler Darstellung

_ s+1 n 1 s 1 S
Vs (x,u,u0y)) = (s Us, 7 U — Uy — = U, = =2 U1y, U

Die Abbildung ¥, wird in der Literatur Euler- Transformation oder partielle Legendre-Trans-
formation genannt. Anhand der zugehorigen Jacobi-Matrix

0 0 0 I 0
0 I, s 0O 0 0
JUg=|—-uy--—us 0 1 —zl-i—2° 0 mit det J¥, =1
—1 0 o0 0 0
0 0 0 0 I_s

erkennen wir leicht die folgenden Eigenschaften von Wy:

T, (V) = (V.. C, Bus O ) # Vi,
T (e, ... e = (Bus s By Ch O ).
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Die Transformation V,,, Legendre- Transformation genannt, tauscht Koordinaten mit Impulsen
aus und dient in der klassischen Mechanik als wichtiges mathematisches Verfahren zur
Variablentransformation. Es handelt sich um ein Spezialfall der Transformationen der Form

(I)(Xv u, 11(1)) = (gi(xa u(l))7 ou + SO(Xa u(l))a ¢i(xa 11(1)))
Fiir & = 1 werden solche Kontakttransformationen kanonisch genannt, vgl. Tietz [34]. <

GeméB der Vereinbarung Cy = T'E bezeichnen wir lokale Diffeomorphismen auf £ = Jyw
als Kontakttransformationen der Ordnung Null. Transformationen dieser Art werden in der
Literatur Punkttransformationen genannt.

Definition 4.2.3. Es sei ®: U C J,m — V C Jym eine Kontakttransformation der Ord-
nung ¢ > 0. Eine Kontakttransformation j,®: U C Jgtrm — vV C Jg+rm der Ordnung g +r
heifit r-te Prolongation von ®, wenn die Eigenschaft wg” 0jrd =0 7rg+" auf der offenen
Menge U N (7377)"L(U) # 0 erfiillt ist.

Jr®
JgprT — > Jy o

q+r q+r
Tq l i”q
[

Jgm Jqm

Es folgt direkt aus der Definition, dass die Einschriankung der r-ten Prolongation j,.® auf
die Menge () # U N (773+T)_1(U ) € Jgqrm iiber  Ordnungen projizierbar ist. Insbesondere ist
jr® ein It -fasererhaltender Diffeomorphismus mit der Eigenschaft T, ®(Vad*") = Vadtr.
Die r-te Prolongation einer Punkttransformation wird in der Literatur ebenfalls Punkttrans-
formation (der Ordnung r) genannt. Eine Kontakttransformation @ ist folglich genau dann
eine Punkttransformation, wenn T®(Vr() = Vg gilt.

Beispiel 4.2.4. Wir betrachten demonstrativ die Legendre-Transformation Ws: Jim — Ji7 in
zwei unabhéngigen Variablen (x,y) mit lokaler Darstellung

\IIQ(CC, Y, U, Uy, uy) = (u1‘7 Uy7 U — TUg — yuy7 -, _y)
Die erste Prolongation j1 W9 von Ws hat in lokalen Koordinaten auf Jom die Form
jl\IJQ(J/', Y, Uy Uy, Uy, Ugg, Uy, uyy) = (uxa Uy, U — TUg — YUy, =T, Y, ¢w1’ wwyv ¢yy)-

Zur Bestimmung der unbekannten Komponenten ¥** 1®¥ %Y von j1¥s verwenden wir die
transversalen Kontaktbedingungen (4.5). Mit Hilfe der Kontaktmatrix C' von j; Vs,

(7 u . 2
C = C(U(Q)) = <uzz uii) mit detC = Umeyy - ny,

lassen sich die Gleichungen (4.5) in der Matrixdarstellung als
-1 0 _ Ugyx uxy I/JM ¢xy
0 —1) Nugy uyy) \Q% W

notieren. Hieraus ergeben sich die gesuchten Funktionen

P = —Uyy P = Uzy P¥ = ~Uzz

) M *
UggUyy — U%y Uz Uyy — U%y Ugpzplyy — U%y
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Diese Komponenten sind nicht linear in u(,). An der Jacobi-Determinante

1 1

ot J(j102) (Uzztlyy —u2,)?  (det C)3

sehen wir weiter, dass die Kontakttransformation j; Us keine stetige Fortsetzung auf die Menge
{p € Jorr | det C(p) = 0} besitzt. Trivialerweise gilt Tj1 Wo(V7i) = Vi <

Eine intrinsische Konstruktion der Prolongation ist etwas verwickelt, daher begniigen
wir uns zunichst mit einem rechnerischen Zugang. Es sei ®(x,u(?) eine lokale Darstel-
lung einer Kontakttransformation ® der Ordnung ¢ > 0. Dann besitzt jede Abbildung
§r®: Jgrm = Jgiem mit der Eigenschaft 777 0j,® = ®ord™" in lokalen Koordinaten die Form

Jr®(x, u(q+7’)) — (@(X’ u(q))’ Y(x, u(q+r)))

mit zunichst unbekannten Komponenten 92 = 2 (x, uldt") fiir ¢ < |v| < ¢ + r. Offenbar
erfillt j,® genau dann die verallgemeinerten vertikalen Kontaktbedingungen (4.11), wenn
die Komponenten 2 mit |v| = ¢ + s ausschlieBlich von Ableitungen ul@t9) abhingen. Weiter
erfiillt 7,® genau dann die transversalen Kontaktbedingungen (4.5), wenn gilt

) () = Zw 2,0, gl <q+r

Falls j,® in einer Umgebung um p € Jy,m zusatzlich ein lokaler Diffeomorphismus ist, dann
folgt aus der Rangbedingung (4.9) die Tatsache, dass die Kontaktmatrix C' = C(, +1(,0)) von
4»® im Punkt p invertierbar ist. Hieraus resultiert die Eindeutigkeit der Komponenten 12
fir ¢ < |v| < g+ r in einer Umgebung um p. Folglich ist der Definitionsbereich der r-ten
Prolongation j,® eine offene Teilmenge von {p € Jyi,7 | det C (WZI{ (p)) # 0}.

Zum Nachweis der Ezistenz von j,® betrachten wir einen beliebigen Punkt p € J,4,7, in

dem die Kontaktmatrix C' = C (ngi(p)) mit Eintragen Cj; = quﬂ) (¢7) invertierbar ist. Defi-

nitionsgeméf ist p eine Aquivalenzklasse von lokalen Schnitten o € T'y(7) mit p = 7917 (p) € X
und [U]}(,ﬁr) = p. Wir nehmen einen beliebigen Reprasentanten o von p und betrachten das
prolongierte Bild im j,0 C Jym in einer Umgebung um p = W§+T(p). Dann ist ®(im j,o) eine
Integralmannigfaltigkeit der Kontaktdistribution C,. Wir zeigen, dass die Untermannigfal-
tigkeit ®(im j,o) transversal zur Projektion 79: J,m — X ist. Hierzu betrachten wir den
Tangentialraum Tj(im j,o) C TpJ,m im Punkt p, aufgespannt durch n Vektoren

Tjq0 (0, C(q—l—ZZJMH 1<i<n.
a=1|ul=q

Da ® nach Voraussetzung eine Kontakttransformation ist, folgt aus den beiden Kontaktbe-
dingungen (4.2) und (4.5) sofort, dass der Tangentialraum T (s ®(im jso) im Bildpunkt ®(p)
durch n Vektoren der Form

(T® 0 Tjy0) (0) = S €7 V(E@)C + 37 3 ¢ VWi, 1<i<n
j=1 p=1|v|=q

aufgespannt wird. Die Koeflizienten vor C](-Q) entsprechen den Eintragen der invertierbaren
Kontaktmatrix C', weshalb ®(im j,o) transversal beziiglich 77 ist. Es existiert folglich ein
lokaler Schnitt o € I'(ra0a)(p)(7) derart, dass gilt im j,o = ®(im j,0). Schliefllich setzen wir

jrq)(/)) = [5} ﬁfﬂ%)(ﬁ) .
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Bei einem anderen Reprisentanten o’ von p stimmen die Ableitungen von ¢’ mit denen
von o bis hin zur Ordnung ¢ + r {iberein, sodass der Ausdruck j,.®(p) wohldefiniert ist. Nach
Konstruktion gilt 7d*" 0 j,® = ® o 7d*".

Allgemein ist die r-te Prolongation j,® einer Kontakttransformation ® der Ordnung ¢ > 0
genau dann wohldefiniert in p € J,4,7, wenn das folgende Diagramm

Jg+r0
Jao
g
X p g 7rg Jq7r ﬂg+7” Jq+r7r
w4
mlodoj o P ir® (422)
/F\
- rdtr
X<—¢& o Jqm Jggrm
Ja0
jq-HE’
fiir jeden lokalen Schnitt o € [a];ﬁ:)(p) = p kommutiert. Mit der Bezeichnung

g:=(rdodojo)o(nlodojo)!

folgt direkt j,® o jg+r0 = jg+,0. Insbesondere ist die Identitat id,, ,,~ die r-te Prolongation
von id, .. Die Rechenregel j,.(® o W) = j,® o j, ¥ fiir Kontakttransformationen ®, ¥ impliziert,
dass mit ® auch j,® ein lokaler Diffeomorphismus ist. Die Verkettung zweier Punkttransforma-
tionen bleibt eine Punkttransformation. Das néchste Korollar konkretisiert die Voraussetzung,
unter welcher der Definitionsbereich der Prolongation maximal grof ist.

Korollar 4.2.5. Es sei ®: U C J,m — V C J,m eine Kontakttransformation der Ord-
nung q > 0 mit der Eigenschaft T@(Vﬂ'gil) = Vﬂ'gil. Dann existiert zu jedem r > 0 eine
eindeutig bestimmte r-te Prolongation j.® von ® mit

Jo®: (7L HU) € Tyirm — (187 HV) C g,

Beweis. Fiir jeden Schnitt o € [O’]Srqqt:)(p) = p e (7d™")71(U) gilt nach Proposition 2.2.2

T(im j,o) C Cqf und  T'(im joo) N Vg limj,e = {0}

im jqo
Nach eventueller Einschrankung des Definitionsbereichs von ¢ derart, dass domo C U gilt,
folgt aus der Isomorphie von 7® und der Voraussetzung T®(Vr,_;) = Vr_; unmittelbar

T(®(m jy0) ) N VI |am jyr) = {0}

Dementsprechend ist ®(im j,o) eine m9-transversale Integralmannigfaltigkeit der Kontaktdis-
tribution C,. Das Diagramm (4.22) kommutiert. In lokalen Koordinaten ergibt sich folgendes
Bild. Anhand der Darstellung (4.3) ergibt sich aus der Voraussetzung T® (Vg ;) = Vg,
die Tatsache, dass die Kontaktmatrix C'= C(7g*"(p)) von ® mit Eintrégen

gi (%), falls ¢ = 0,
. m _
gijz (X’ u) + E uza guja (Xa u)7 falls q= 1,
a=1
Cii — . —~ ,
N giji (x,u) + 3w 8*531 (x,u), falls ¢ > 1,m > 1,
a=1
gi (x,u,ueyy) + u1i%(x,u, ug)) + > u1k+1iai%(x,u,u(1)), fallsg>1,m=1
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in jedem Punkt p € (x4*")~}(U) invertierbar ist, sodass die r-te Prolongation j,® auf ganz
(mdt)"HU) C Jgqrm definiert ist. O

Das Theorem von Bécklund [6] ging historisch als Antwort aus der Frage® hervor, ob es
Kontakttransformationen hoherer Ordnung gibt, die nicht als Prolongation von Punkt- bzw.
Kontakttransformationen erster Ordnung entstehen.

Theorem 4.2.6 (Bécklund; Lokale Version). Es sei ®: J,m — J,m eine beliebige Kontakt-
transformation der Ordnung q > 1. Dann gelten folgende lokale Aussagen:

(i) Im Fallm > 1 ist ® = j,®¢ die q-te Prolongation einer Punkttransformation ®q: &€ — £.

(1) Im Fallm =1 ist ® = j,_1P1 die (¢ — 1)-te Prolongation einer Kontakttransformation
erster Ordnung ®1: Jim — Jyi7.

Beweis. Es sei p € J,m ein beliebiger Punkt des Definitionsbereichs von ®. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei U C Jy7 eine hinreichend kleine offene Umgebung um p, die vollstandig
im Definitionsbereich von & liegt, derart, dass alle 7¢-Fasern in U zusammenhéngend sind.
Nach Proposition 4.2.1 existiert im Fall m > 1 ein lokaler Diffeomorphismus ®( auf «{(U)
mit ®g o 7} = 7d o ® und im Fall m = 1 eine Kontakttransformation ®; auf 7{(U) mit
o] = 7§ o ®. Aus der Eindeutigkeit der Prolongation folgt ® = j,®¢ bzw. ® = j,_1P1. O

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Lie-Pseudogruppe I'(J,m,C,) im Fall m > 1
lokal isomorph zur Lie-Pseudogruppe I'(€,Cp) = Diffj,x(€) und im Fall m = 1 lokal isomorph
zur Lie-Pseudogruppe I'(Ji7, Cy) ist. Fiir global definierte Kontakttransformationen lassen
sich diese Aussagen prézisieren.

Theorem 4.2.7 (Béacklund; Globale Version). Im Fall mq > 1 ist jede global definierte
Kontakttransformation ®: Jym — Jym die g-te Prolongation eines m-fasererhaltenden Diffeo-
morphismus ®o: & — £ mit & = j,Po.

Beweis. Es sei p € Jym ein beliebiger Punkt. Die wesentliche Voraussetzung ist, dass die
Kontakttransformation ® entlang der gesamten Faser (md)~'({nf(p)}) C J,m definiert ist.
Wir geben zuerst einen rechnerischen Beweis an. Im Fall m > 1 sei ®¢: £ — £ ein lokaler
Diffeomorphismus in einer Umgebung um 7{(p) mit der Eigenschaft j,®, = ®. Die zugehorige
Kontaktmatrix C' = C(7{(p)) von ® mit Eintrigen

A J m J
Gyl u®) = ED () 6o n) = 2 () + 3 up oo ()
a=1

muss laut der Rangbedingung (4.9) in jedem Punkt p € (78)"*({nd(p)}) invertierbar sein.
Wir zeigen ¢/ = ¢7(x). Zu diesem Zweck betrachten wir die nichtverschwindenden Eintriige
von 0¢/0u. Angenommen, es gelte 9¢7 /0u® # 0 fiir ein festes Paar (4, 3). Wir setzen

afj afj
— - [/ — fall =
uf = 8:01/8115’ alls a = 6,

0, sonst.

Auf diese Weise finden wir einen Punkt p € (nd)"*({nl(p)}), in dem die j-te Spalte in
C = C(r{(p)) eine Nullspalte ist, weshalb C' nicht invertierbar ist, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Folglich ist &/ unabhingig von u. Dementsprechend ist ®g ein 7-fasererhaltender

3 Giebt es Transformationen, welche keine Beriihrungstransformationen sind, bei denen Beriihrung hoherer
Ordnung invariante Beziehung ist?“ S. Lie [20, S. 223 (Fufinote)]
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lokaler Diffeomorphismus. Aus der Beliebigkeit des betrachteten Punktes p und der Surjek-
tivitdt der Projektion m{ folgt die Behauptung. Im Fall m = 1 verfahren wir analog. Es sei
®,: Jiym — Jimw eine Kontakttransformation in einer Umgebung um 71'(11 (p) mit j,_1P1 = P.
Wir betrachten die zugehérige Kontaktmatrix C' = C(7(p)) von ® mit Eintrdgen
&l &l o0&l (
k

Cz'j (X’ u(2)) — %(X, u, u(l)) + Uliaiéu(x, u, U(l)) + Z u1k+1iﬁ X, U, U(l))
k=1

und zeigen zuerst &/ = & (x, u). Hierzu bemerken wir, dass die Kontaktmatrix C in jedem
Punkt p € (74)71({r{(p)}) invertierbar ist. Angenommen, es gelte & /Guy, # 0 fiir ein festes
Paar (j,s). Wir setzen

&l &7 ¢l
— . = — falls k =
Ulp+1; = (8{67‘ + et 3u> /8U1S, alls & %

0, sonst.

Dann ist die j-te Spalte in C' = C(73(p)) eine Nullspalte, weshalb C' nicht invertierbar ist,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich ist ¢/ unabhéngig von u(). Aus den vertikalen
Kontaktbedingungen (4.2) fiir ®; folgt ®; = j1®¢ und somit auch ® = j,®¢. Es bleibt
&) = ¢J(x) zu zeigen. Im Fall 9¢7 /0u # 0 setzen wir naheliegenderweise

_ o Jog
ozt / Ou

U; =

und erhalten direkt einen Widerspruch zur Invertierbarkeit der Kontaktmatrix C' = C(7{(p))
von ®. Folglich ist ® = j,®o fasererhaltend beziiglich 9. Aus der Surjektivitdt der Pro-
jektion 7d folgt & = 7wd(Jym) und somit die Behauptung. Ein intrinsischer Beweis hierzu
basiert im Wesentlichen auf der Invarianz der Vertikalbiindel. Im Fall mq > 1 ist das Ver-
tikalbiindel V?Tg_l nach Proposition 4.1.10 invariant unter Kontakttransformationen. Es
gilt

T(@(im jy)) N VAL o jpr) = {0}

ohne Einschréankungen fiir alle Schnitte o € I'jo (). Folglich ist jede Integralmannigfaltigkeit
®(im j40) von C, automatisch we-transversal. Insbesondere induziert ® eine Bijektion

Tion(m)  — Tyon(m)
P —_ 5:(WgOQquU)O(quq)quU)_l»

die vertriiglich mit der Aquivalenzklassenbildung von g¢-Jets ist. Demnach ist ® = j,®
fasererhaltend beziiglich 79, vgl. Definition 2.1.3. O

Im beschriebenen Fall mg > 1 ist die Gruppe I'(J,m, C4) N Diff(J,7) isomorph zur Gruppe
der m-fasererhaltenden Diffeomorphismen {® € Diff(€) | T®(Vr) = Vr}. Einen alternativen
Beweis der (schwécheren) globalen Version des Theorems von Bécklund fiir den Spezialfall ¢ > 1
findet man in Alonso-Blanco et al. [3].

4.3 Infinitesimale Kontakttransformationen

In Analogie zu Abschnitt 3.4 untersuchen wir die infinitesimalen geometrischen Symmetrien
der Kontaktdistribution C,;. Im Vergleich zu allgemeinen Kontakttransformationen sind
infinitesimale Kontakttransformationen deutlich einfacher zu beschreiben.
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Definition 4.3.1. Ein lokales Vektorfeld X € I'y(7y,x) heiflt infinitesimale Kontakttransfor-
mation der Ordnung q > 0, wenn der zugehorige Fluss @: 44 C R x U — U eine einparametrige
lokale Lie-Gruppe von Kontakttransformationen auf U C J,m bildet.

Korollar 4.3.2. Ein Vektorfeld X € I'y(7),x) ist genau dann eine infinitesimale Kontakt-
transformation der Ordnung q, wenn gilt LxCq = [X,Cq| C Cq oder dquivalent EXcg C Cg.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Proposition 3.4.2 mit M := U C J,m und D := C,. O
Die Menge der infinitesimalen Kontakttransformationen der Ordnung ¢, in Zeichen
Sym[Ua Cq] = {X € FU(TJqT() | [Xv Cq] - Cq}v

bildet nach Proposition 3.2.5 eine reelle Lie-Algebra. Nach Konstruktion gilt Sym[J,m, Cy] C
Sym[U,C,] und Sym[U, Cy] = I'y(7¢) im Fall ¢ = 0. Wir nehmen in der Regel an, dass die
Teilmenge U C J,m im Giltigkeitsbereich der lokalen Karte (x, u@) liegt und alle mi-Fasern
in U zusammenhéngend sind, vgl. Proposition 3.4.7(z).

Zum besseren Verstandnis der Kontaktbedingung [X,C,] C C, wollen wir sie in lokalen
Koordinaten (x,u(?) auf .J, 7 formulieren. Jedes lokale Vektorfeld X € X(J,m) kann beziiglich
der Standardbasis von T'J,m in der Form

X=>¢xu0,:+> > nlxu)9, (4.23)
=1 B=10<|v|<q :
dargestellt werden. Wir berechnen zuerst die Lie-Klammer [X,CH] mit || = ¢ und finden
o¢ oy oy
X CM - Z ou a 551 Z Z U 5 o Z Z U uu

p= 10<|V|<q u B=1|v|= q Hu

Die letzte Doppelsumme liegt stets im vertikalen Anteil der Kontaktdistribution V7r _1 CCy.
Die ersten zwei Summen liegen genau dann in C;, wenn diese eine Llnearkomblnatlon der

)

transversalen Kontaktvektorfelder Ci(q sind. Ein Koeflizientenvergleich fiihrt auf Relationen

ol o o

a Uy 1, a’
i o du

0< v <lul=q (4.24)

Falls die Koeffizienten & = ¢*(x,u(?) und n? = 7% (x,u?) mit 0 < |v| < ¢ diese vertikalen
Kontaktbedingungen erfiillen, dann gilt [X, V?T 1) € Cq. In diesem Fall schreiben wir
" g

[X,CH] = — Z XuQ) q Z 3

=1 p=1lv|=q

S5
m

o (x
(x DY € Cy. (4.25)

=

Z(q)] aus und erhalten

Auf gleiche Weise werten wir die Lie-Klammer [X, C;

[rclt] = -l @m -3 S (6000 )0 -2 X

p=10<v|<q B=1lv|=q

Die rechte Seite liegt genau dann in C,, wenn die folgenden Rekursionsgleichungen erfiillt sind:

n
Moir, = cl Z 0<|v<q. (4.26)
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Falls die Koeffizienten & = €' (x,u(®) und n? = n(x,u?) mit 0 < |v| < ¢ diese transversalen

14

Kontaktbedingungen erfiillen, dann gilt [X, #] C C, fiir ein Komplement H = (C%q), e ,Cﬁlq)>
von Vg, in Cy. In diesem Fall besitzt die Lie-Klammer [X, Ci(q)] folgende Darstellung:

[ } Zn: ci(¢h) (x,u@)C Z 3 ) (x,u?)cy e ¢, (4.27)

B=1|v|=q

Ein Vektorfeld X € X(J,m) ist folglich genau dann eine infinitesimale Kontakttransformation,
wenn die Koeffizienten von X die beiden Kontaktbedingungen (4.24) und (4.26) erfiillen.

Das folgende einfache Beispiel zeigt explizit, dass der Fluss einer infinitesimalen Kontakt-
transformation im Allgemeinen keine Gruppe bildet.

Beispiel 4.3.3. Wir betrachten eine einparametrige Gruppe von Kontakttransformationen
®: R x Jym — Jym in einer unabhéngigen Variable z und einer abhéngigen Variable u mit

(ul)2 _ :52

Oy (z,u,u’) = (33 cos(t) + u'sin(t), u — zu' sin?(t) + sin(2t), u’ cos(t) — xsin(t)) .

Man bestéatigt leicht det J®; =1 und ®; 0 &5 = &, ,. Das zugehorige erzeugende Vektorfeld

d (u/)Z_x2
X=—9o =u0, + ——0, — 10y
7 theo = u'0x + 5 Oy — 0

ist eine infinitesimale Kontakttransformation erster Ordnung, denn es gilt
[X, Cél)} = Oy’ und [X, &A = —Ca(sl).
Fiir die erste Prolongation j1®¢(x, u, v/, u”) = (®¢(z, u,u), Y(z, u, v, u")) von ®; finden wir

c? (u' cos(t) — zsin(t))  —sin(t) 4 u” cos(t)

= - = — tan(t — arctan(u”)).
CP (zcos(t) + u/sin(t))  cos(t) +u”sin(t) ( ()

wt(xu u, ul7 U”) -

Anhand der Jacobi-Determinante det.J(j1®;) = (cos(t) + u”sin(t))~2 sehen wir, dass die
Kontakttransformationen j1®: 4 C (=3, §) x Jom — Jow eine echte lokale Lie-Gruppe bilden.
Fiir das entsprechende erzeugende Vektorfeld j; X finden wir

(u/)Q _ $2

00— 20y = (14 ("))

. d .
nX = @ .71(I)t’t:0 = ulax +
Insbesondere ist j; X eine infinitesimale Kontakttransformation zweiter Ordnung mit
[le, Cg)} = —u"C? und [j1 X, 0] = 20" 8.

Offenbar gilt [j1 X, V7?] C Va2 und X on? = Tn? 0 j1 X. <

Wenn wir die Rekursionsgleichungen (4.26) genauer betrachten, so sehen wir, dass die Ko-
effizienten &/ = & (x,u?) und n® = n?(x,ul?) eine infinitesimale Kontakttransformation X
mit Darstellung (4.23) eindeutig festlegen. Es bleibt zu untersuchen, welche Kompatibilitéts-
bedingungen an & und 7 notwendig und hinreichend fiir die Existenz des Vektorfeldes X
sind. Das folgende Korollar fasst hierzu die wesentlichen Informationen zusammen.
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Korollar 4.3.4. Es sei X € Sym[U, C,| eine infinitesimale Kontakttransformation der Ordnung
q > 1 mit lokaler Darstellung (4.23). Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es gilt EXCC(,k) = [X, C(gk)] - C(gk) fir 0 < k < gq. In lokalen Koordinaten gilt dquivalent:

3776 ,6’ agi
o= < —k < |yl < 4.2
ous gt ”Hl@ av 0<|v[<gq <|ul <gq, (4.284a)
. =c ZuM ), o<y <q-k (4.28b)

(ii) Es gilt LxVnl = [X,Vrl] CVrl fir 0 <k <gq. In lokalen Koordinaten gilt dquivalent:

o’
3ufj

onp
3ufj

—0, k<lul<q und —0, O<pl<k<lu<q  (429)

FEs existiert eine infinitesimale Kontakttransformation' Y € Sym|[n{(U),C4] der Form
n ) m
Y = Zgz(xa u(l))axl + Z Z 775(?(7 u(l))a
i=1 B=10<[v|<1
mit der Eigenschaft Y o] =Tnlo X.
Im Fallm > 1 gilt LxVrd =[X,Vrl] C Vrd. In lokalen Koordinaten gilt dquivalent:

o’
(9u/°j

gt
8ug

=0, 0<|u[<q und =0, 0<ul<q (4.30)

Es ezistiert eine infinitesimale Kontakttransformation Y € Sym|[nd(U),Co] der Form
n
YzZ{’xua —i—Zn x,u)0
i=1

mit der Eigenschaft Y ol = Trdo X.

Beweis. Die angegebenen Integrabilitdtsbedingungen (4.28)-(4.30) lassen sich alternativ direkt
aus den beiden (infinitesimalen) Kontaktbedingungen (4.24) und (4.26) herleiten.

(1) Nach Korollar 4.1.5 sind die k-fach abgeleiteten Kontaktdistributionen Cék) invariant

unter Kontakttransformationen. Geméafl Korollar 3.4.3 gilt £ XCék) - Cék) fir 0 <k <gq.
In lokalen Koordinaten ergibt sich folgendes Bild: Wir nutzen die in Proposition 4.1.4
angegebene lokale Basis von C(gk) und berechnen die zugehorigen Lie-Klammern:

o & ¢!
[X,C ] mOdC Z Z (aul(;_ uf+1iaiuzt 8u5a q_kS‘M‘SQ7

B=10<v|<q—k o=l

[x.c P mod e =3 3 (nfﬂi — W)+ Y uf,, e (£j)) 9,

B=10<|v|<q—k j=1

Die Koeflizienten der rechten Seite verschwinden identisch in Folge der linearen Unab-
héngigkeit der Standardbasis von T'J,7.
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i1) Nach Proposition 4.1.8 gilt Vr{ = Char ClM fir 0 < k < g. Da die Cauchy-Car-
k q

tan-Charakteristiken-Distributionen Char[Céq_k)] nach Korollar 3.2.9 invariant unter

Kontakttransformationen sind, folgt LxVr] C Vr} direkt aus Korollar 3.4.3. Wegen

Céq b= = (Tw])~1(Cy) existiert nach Proposition 3.4.7 eine infinitesimale Kontakttransfor-
mation Y € Sym[ﬂ‘f(U ), C1] mit der Eigenschaft Yor{ = T'r{oX. In lokalen Koordinaten
erhalten wir folgende Aussagen:

(X, 05| mod Vil = — Zagz B> 8””%, k< |ul <q.

a 331
u B= 10<\u|<k

Analog verschwinden die Koeffizienten der rechten Seite in Folge der linearen Unabhén-
gigkeit der Standardbasis von T'J,m.

Im Fall m = dim € — dim X > 1 ist das Vertikalbiindel V7d nach Proposition 4.1.10 invariant
unter Kontakttransformationen. Laut Korollar 3.4.3 gilt folglich LxVrl C Vrl. Wegen T'J,m =

C,g ) = (Trd)~1(Co) existiert nach Proposition 3.4.7 eine infinitesimale Kontakttransformation
Y € Sym[n{(U),Co] der Ordnung Null mit der Eigenschaft Y o 7§ = Tn{ o X. In lokalen
Koordinaten erhalten wir folgende gleichwertige Aussage:

{X, 8%(}] mod Vg = Z 88 Z 8u/3, 0<|pl <q.

dus Oa
Mit dem gleichen Argument wie oben verschwinden alle Koeffizienten der rechten Seite. [

Zu beliebig vorgegebenen Funktionen & = £'(x,u) und n® = 7% (x,u) existiert folglich
genau eine infinitesimale Kontakttransformation X der Ordnung ¢ > 0 mit

X = Zflxu&rz—i—z Z m,( xu”)a (4.31)
B=10<|v|<q
Die hier auftretenden Koeffizienten 1° = 1?(x, u()) mit || > 0 werden nach der Formel
(4.28b) _(r " , -
M = @) =, @), 0<hl=r<g (432)
j=1

berechnet. Im Sonderfall m = dim € — dim X = 1 existieren weitere infinitesimale Kontakt-
transformationen der Ordnung ¢ > 1 mit lokaler Darstellung

n

X =Y €(xuun)0p +nx,uun)du+ > m(x,ul)s,,
i=1 0<|v|<q

genau dann, wenn die Koeffizienten ¢ = ¢%(x, u, u(p)) und n = n(x,u, u() die Gleichungen

0 4.28) o~ OC"
87716(&% u(y)) .2 ZUlﬁik (x, u,uyy), 1<k<n (4.33)
=1

erfilllen. Koeffizienten héherer Ordnung 7, = 7, (x, u{”) mit |v| > 0 werden analog gemi8
der Rekursionsformel (4.32) berechnet. Man bestétigt leicht, dass das Vektorfeld

X = Zul xz—i—z 8 —Zﬂsl@uz

eine genuine infinitesimale Kontakttransformation erster Ordnung ist.
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Beispiel 4.3.5. Wir betrachten generische infinitesimale Kontakttransformationen 2. Ordnung
X =80y + 10y + 00y + pOy, + Uauy + 90u,, + ¢0 gy T wauyy

in zwei unabhéngigen Variablen (x,y) und einer abhéngigen Variable u mit beliebigen Ko-
effizientenfunktionen £ = ¢(z,y,u), 7 = 7(x,y,u) und n = n(z,y,u). Die in der Darstellung
von X auftretenden Koeffizienten héherer Ordnung lassen sich direkt aus den Rekursionsglei-
chungen (4.32) bestimmen:

e+ (N — &) e — TpUy — 5uug23 — TuUg Uy,

- gyuar + (77u - Ty)uy - guuwuy - Tuuza

+ (2Ngu — grm>uz — TapgUy + (nuu 2§xu) 2Tmuumuy guuui

2
zUy (nu - 2£x)u:m: - QTxey — 3 UgUzy — 27—uuxuzy — TuUyUgz,

5 { CE; (h) - uzyc@(f;)(s) - uyyc;;’)w
Ca(0) — ugaCa™ (§) — UayCa™ ()
= Nay + (Myu — Eay)tta + (New — Tay)ty + (Muu — Eou — Tyu) Ustly — Toutly
- Tuuuxuz - fuuuiuy — &ytge + (M — Ty — Ea)Uay — Tallyy — EullyUsy
— 28 Up Uy — 2Ty Uylgy — TyUzUyy,
= C;(/Q)(U) - Umycg(f) (&) - uyycg(/Q) (1)
= Nyy = SyyUa + (2yu — Tyy) Uy — Eyutiatly + (Nuu — 2Tyu)u§ - §uuuxuf,
— Tuuuz — 28Uy + (N — 27Ty Uyy — EullaUyy — 264Uy Uy — 3Ty Uy Uy

Die so bestimmten Koeffizientenfunktionen p, o, ¢, ¢, sind linear in Ableitungen von &, 7,7
und polynomial in Jetvariablen (ug, Uy, Uzz, Uy, Uyy)- <

Anhand der Rekursionsformel (4.32) sehen wir allgemein, dass die Funktionen n° der
Ordnung |v| = r > 0 linear in Ableitungen von & und n? sind. Die Koeffizienten dieser
Linearkombinationen sind Polynome in Jetvariablen (u,. .., ug,).

Es ist wichtig zu bemerken, dass die Darstellung der (infinitesimalen) Kontaktbedingun-
gen (4.32) und (4.33) von der Wahl der (lokalen) Basis von T'J,m abhéngt. In Abschnitt 4.1
haben wir darauf hingewiesen, dass die Kontaktdistribution C, C T'J,m holonom ist. Daher
liegt es nahe infinitesimale Kontakttransformationen X € Sym[U,C,] der Ordnung ¢ > 1
beziiglich einer der Kontaktdistribution angepassten lokalen Basis in der Form

X = Zg(xu C(q+z 3 QE(x,ul?) (4.34)
i=1

B=10<v|<q

darzustellen. Die zugehorigen Bedingungen an die Koeffizientenfunktionen & = £ (x, u(?)
und QP = Q(x,ul?) leiten wir direkt aus dem Korollar 4.3.4 her. Die Invarianz der k-fach
abgeleiteten Kontaktdistributionen impliziert

B
X8 mod € = 3 e z S Gt

B=10<|v|<q—k

wi>0, Iul =q—k

0
:_Z Z (ag 5|qy‘k 15/851/+1§> U:07 q—ks‘ﬂ‘gq,

(0%
B=10<|v|<g—k #
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%, ¢ modcff Z > (@ - @) o, =0 (4.35)

B=10<|v|<g—k

Aus der Invarianz der Vertikalbiindel folgt analog

{X, 8%3} mod Vr}l = —Z gjlc(q) Zgl — Z Z aan v
i—1 YU

10<\y|<k

1i>0, \u\ k+1

Zauaz Z > ( 5651&) =0, k<l <q,

10<\1/|<k “
“ 8{’ ig 8@5
X, ug | mod Vrf = > 5z Zg i, — Z us 0,9
/'Lz>0 Iul 1
298 ) oQ° s m>1
; 871124 i Z ue a § uf ) < ‘:U" =4q

In Folge der linearen Unabhéngigkeit der gewéhlten Basis von T'J,;m verschwinden alle Ko-
effizienten auf der rechten Seite. Hieraus ergeben sich folgende Aussagen: Die Funktionen
Q" = Q8 (x, u(l)), Charakteristiken von X genannt, haben die Eigenschaft

oQ"
an _ Tuz’ falls o« = ﬁ,
ou; 0, falls o # B,
und legen, vermoge der rekursiven Vorschrift
(4.35) (r
QL =D, o<l =r<q, (4.36)

alle Koeffizienten Q2 = Q8 (x,ul") von X mit |v| > 0 eindeutig fest. Des Weiteren gilt

gx,uM)y = ——_(x,u), 1<i<n. (4.37)

Im Fall m = dim€ — dim X > 1 sind die Charakteristiken @° = Q%(x,uV)) linear in uy).
Folglich lassen sich infinitesimale Kontakttransformationen der Ordnung ¢ > 1 in der Form

n ﬁ m m
X= -3 % e+ QMo 1Y Y @il

B
i-1 Ou; B=1 A=10<|v|<q

darstellen. Im Spezialfall m = 1 induziert jede Funktion @ € F(Jim) eine infinitesimale
Kontakttransformation der Ordnung ¢ > 1 mit lokaler Darstellung

0
=-> 33 (x, u, u(1))CZ»('1) +Qx,wum)d+ Y. Qu(x,ul"No,,

=17 0<lv|<q

Anhand der Rekursionsformel (4.36) sehen wir analog, dass die Funktionen Q7 der Ordnung
lv| = r > 0 linear in Ableitungen von @Q” sind. Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen
sind wieder Polynome in Jetvariablen (u(y,...,ug,).
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Beispiel 4.3.6. Wir betrachten infinitesimale Kontakttransformationen zweiter Ordnung
X = =Qu,C — Qu,CY + Q0 + pu, + 00u, + POu,, + GOus, + P00y,

in zwei unabhéngigen Variablen (z,y) und einer abhédngigen Variable u. Die zugehorige Cha-
rakteristik @ ist eine beliebige Funktion in Jetvariablen (z,y, u, us, uy). Die in der Darstellung
von X auftretenden Koeffizienten lassen sich aus den Rekursionsgleichungen (4.36) berechnen:

p= C (Q) Qz + uzQu,
0= yl (Q) = Qy + quua

x
+ Qzuy Ugy + Quuy Uz Uzy + Quuy Uz Ugy,

@
¢ = { Z6,2) (p) = sz + Qyuux + Qmuuy + Quuuxuy + (Qu + qul)uary
+ Qwuyuyy + Quuzuzuzy + Quuyuwuyya
P = C;SQ) (U) = ny + 2Qyuuy + Quuuz + Qyux Uy
+ (Qu + Qyuy)uyy + Quu:C Uy Ugy + Quuy Uy Uy -

Die so bestimmten Koeffizientenfunktionen p, o, ¢, ¢, 1 sind linear in Ableitungen von () und
polynomial in Jetvariablen (g, wy, Ugg, Ugy, Uyy)- <

Die angegebenen Darstellungen (4.23) und (4.34) einer infinitesimalen Kontakttransforma-
tion X kénnen durch einen einfachen Basiswechsel in T'J,;7 ineinander transformiert werden:

X = &0, —l—z Y mds
i=1

B=10<|v|<q
SITLES SIS ol (55 WA LFED sp ok
i=1 B=10<|v|<q B=1|v|=q

Im Fall m > 1 ergeben sich hieraus folgende Beziehungen:
n
Q% (. ul) =0 (x.u) = 3w (x ),
i=1

. B
axmz—%%@mx

ou;

n B
7’ (x,u) = Q% (x,u"! Zuﬁa@

Im Spezialfall m = 1 gelten die gleichen Bez1ehungen, nur mit dem Unterschied, dass die hier
auftretenden Koeffizienten ¢, 7 und @ Funktionen in Jetvariablen (x,u, u(p)) sind.

Bemerkung 4.3.7. Man kann die obige Rekursionsformel (4.36) leicht exakt auflsen:
QF=CP(Q%, o< <q
(9)

wobei € = (C@)”1 o0---o0 (CT(LQ))”" die Hintereinanderausfithrung der Operatoren C;

bezeichnet. Hieraus ergibt sich sofort eine explizite Formel fir die Koeffizienten 775:

cs? (nﬁ > ufé) 2t Rls0<pl<q

_ i=1 i=1

s

s (nf =3 uffZ) , falls |v| = q.
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In der Literatur wird diese Prolongationsformel stets mittels der formalen Ableitung formuliert:
n . n . n .
n, =D, (775 - Zuiﬁél> +2 “5+1i51 = D,Q" + Zuf'f'ligz’ (4.38)
i=1 i=1 i=1
und man verlangt, dass die rechte Seite nicht von Ableitungen der Ordnung ¢ + 1 abhéingt. <

Definition 4.3.8. Es sei X € Sym([U,(,] eine infinitesimale Kontakttransformation der
Ordnung ¢ > 0. Eine infinitesimale Kontakttransformation j, X € Sym[(7*")~*(U),Cyyr] der
Ordnung q + r heifit r-te Prolongation* von X, wenn X o It = Trdt" o0 j,. X gilt.

irX
Jq+7"7T TJq_H«ﬂ'
7r3+T i \LTWZM
X
Jgm TJ,m

Liegt U C J,m im Geltungsbereich der lokalen Karte (x, u(Q)), so ist die r-te Prolongati-
on j,X von X mit lokaler Darstellung (4.23) eindeutig bestimmt und es gilt

PX =X+ > nlxulho s
B=1q<|v|<g+r

Thre Koeffizienten 1% = n (x, u"D) fiir ¢ < |v| < ¢+ werden nach der Formel (4.32) berechnet.
Es gilt stets [7,X, ng“‘r] - ng‘”. Nach Korollar 4.3.4 ist X € Sym[U, C,] genau dann die
g-te Prolongation eines Vektorfeldes Y € Sym([n{(U),Co], wenn [X, Vrl] C Vrl gilt. Dabei
wird X naheliegenderweise infinitesimale Punkttransformation (der Ordnung ¢) genannt.
Ferner gilt X = j5,X genau dann, wenn

n n
X =) a0+ ) by, a,b* e R
=1 a=1

eine Translationssymmetrie ist.
Korollar 4.3.9. Es seien X,Y € Sym[U,C,| zwei Vektorfelder. Dann gilt
(X, Y]) = [r X, e Y]

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass beide Vektorfelder j.([X,Y]) und [j,X, Y] auf
(ﬂg”)*l(U ) € Jg4rm iiber  Ordnungen projizierbar sind und es gilt

TR (51X, Y]) = [X, Y] o mg*" = Trf*™ (1jn X, 3, Y)).

Mit Hilfe der Jacobi-Identitat [[7,X, 5, Y], Cotr] = [5r X, [1rY, Cour]] +1[5r X, Cqtr] , 5r Y] C Cyir
sehen wir, dass das Vektorfeld [j, X, j,Y] ebenfalls eine infinitesimale Kontakttransformation
der Ordnung g+ r ist. Aus der Eindeutigkeit der r-ten Prolongation folgt die Behauptung. [J

Theorem 4.3.10 (Bicklund; Infinitesimale Version). Es sei X € Sym[(n8)~1(U),C,] eine
infinitesimale Kontakttransformation der Ordnung q > 1. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Im Fallm > 1 ist X = j,Y die q-te Prolongation eines Vektorfeldes Y € Sym[U, Cy|.

4Die Notation ist in der Literatur nicht einheitlich; oft wird auch prm X oder X™ geschrieben.
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(13) Im Fallm =1 ist X = j,1Y die (¢ — 1)-te Prolongation einer infinitesimalen Kontakt-
transformation Y € Sym[(w})~H(U), C4].

Beweis. Nach Korollar 4.3.4 existiert ein Vektorfeld Y € Syml[U,Cy] mit der Eigenschaft
Y ond = Trd o X bzw. ein Vektorfeld Y € Sym[(n}) 1 (U),C1] mit Y on{ = T o X. Aus der
Eindeutigkeit der Prolongation folgt sofort j,Y = X bzw. j,_1Y = X. O

Einen ausfiihrlichen rechnerischen Beweis der infinitesimalen Version des Theorems von
Bécklund findet man beispielsweise in Anderson und Ibragimov [5, Chapter 2]. Wir halten
fest, dass die Prolongation einen Lie-Algebren- Monomorphismus
0. { Sym([U, Co) — Sym|(m§)~*(U), C1]

K1t )
X — le

und einen Lie-Algebren-Isomorphismus

o { Sym|[(mp)~H(U),C1] — Sym|(x§) ™ (U),Cy]
-t X — X

definiert, wobei ! genau dann surjektiv ist, wenn m = dim € — dim & > 1 gilt.

4.4 Lie-Symmetrien von Differentialgleichungen

In Anlehnung an den Symmetriebegriff aus der elementaren Geometrie beschreiben wir in
diesem Abschnitt die klassischen Lie-Symmetrien von Differentialgleichungen. Die leitende
Idee besteht darin Transformationen zu finden, die Losungen einer gegebenen Differentialglei-
chung in andere Loésungen iiberfiihren. Wir beschrinken uns dabei auf Kontakttransforma-
tionen, da sie prolongierte Schnitte in der Regel auf prolongierte Schnitte abbilden. Es seien
®: J,m — Jym eine Kontakttransformation und o € I'jox(7) eine lokale Losung der Differenti-
algleichung R, C J,m. Liegt das prolongierte Bild im j,o im Definitionsbereich von ®, so ist
®(im j,0) C J,m eine Integralmannigfaltigkeit der Kontaktdistribution C;. Wir nehmen fiir den
Moment an, dass die Untermannigfaltigkeit ®(im j,o) transversal zur Projektion 79 ist, dann
existiert nach Proposition 2.2.2 ein lokaler Schnitt & € I'jo () derart, dass ®(im j,0) = im j,0
gilt. Definitionsgemaf} ist o genau dann eine Losung von R4, wenn das prolongierte Bild
im j,o vollstédndig in R, liegt. Diese Beobachtung motiviert folgende vorlaufige Definition.

Definition 4.4.1. Es sei R, C Jy eine Differentialgleichung der Ordnung ¢. Eine Kontakt-
transformation ®: U C J,m — V C J,m heifit (dufiere) Kontaktsymmetrie von R4, wenn das
Bild ®(im j,0) = im j,0 jeder prolongierten Losung im j,o C U N Ry, falls definiert, wieder
eine prolongierte Losung von R, ist.

Es ist sinnvoll zusétzlich zu fordern, dass der Definitionsbereich U der Kontaktsymmetrie ®
die Untermannigfaltigkeit Ry, C J,m nicht trivial schneidet, d.h. U N R, # 0. Betrachten wir
beispielsweise eine Monge-Amperesche Gleichung der Form

. 2 _
R : {umuyy — Ugy = 0,

so sehen wir, dass die prolongierte Legendre-Transformation j; ¥y aus Beispiel 4.2.4 auf der
Untermannigfaltigkeit Ry C Jom nirgends definiert ist. Daher gibt es auch keinen Grund
die Transformation j; W9 als eine Kontaktsymmetrie von Ro zu betrachten. Es ist weiter
wiinschenswert, dass zu jeder Kontaktsymmetrie ® von R, mindestens eine Losung o gibt,
die unter ® auf eine (andere) Losung abgebildet wird. Anderenfalls wiirden wir nicht von
Symmetrien sprechen. Hierzu ist es aber notwendig, dass der Definitionsbereich von ® mit der
Losungsmenge @) # Sol(R4) € R, einen nichtleeren Durchschnitt hat.
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Beispiel 4.4.2. Wir betrachten eine nichtlineare gew6hnliche Differentialgleichung der Form
Ri: {(u')2 —4zu’ +4u = 0.

Es handelt sich um ein Sonderfall der Clairautschen Differentialgleichung f(u') + zu’ —u =0
mit f(z) = —z2/4. Das prolongierte System Ry C Jorm wird zusiitzlich durch die Gleichung
u”(u' — 2x) = 0 beschrieben. Es gibt folglich zwei Haupttypen von glatten Lésungen® von Ry:
triviale Geradenlésungen u(x) = 2cx — ¢® mit ¢ € R und eine nichttriviale Lésung u(x) = 22

Man bestéatigt leicht, dass die Gruppe von Kontakttransformationen j1®;: Jiw — Ji7 mit
510z, u,u') = (Z,u,0") = (z+ 2t,u+ 4t (z + 1) ,u' +4t), t e R, (4.39)
Kontaktsymmetrien von R4 sind. Mit C' := ¢ + 2t gilt tatsédchlich

§1®¢(z, 2cx — ¢2,2¢) = (@ + 2t,2cx — ¢ + 4t(x + t),2c + 4t) = (z,2Cx — C?,20),
J1®(x, 22, 2x) = (z + 2, (x + 2t)%, 2(x + 2t)) = (z, T2, 27).

Insbesondere ist die singulire Integralkurve {(z, 22, 2z) € Ji7 |2 € R} invariant unter j;®;. <

Um nachzuweisen, dass eine Kontakttransformation tatséchlich eine Kontaktsymmetrie ist,
muss der Losungsraum der betrachteten Differentialgleichung explizit bekannt sein. Weiter
stellt die Berechnung der transformierten Schnitte eine nicht triviale Aufgabe dar. Aus
diesen Griinden finden Kontaktsymmetrien nach Definition 4.4.1 kaum praktische Anwendung.
Wir beschreiben im Folgenden hinreichende und einfacher zu verifizierende Bedingungen
fiir Kontaktsymmetrien. Als Motivation betrachten wir die Eigenschaften einer beliebigen
nd-fasererhaltenden Kontaktsymmetrie ®: U C Jym — V C Jym mit U N Sol(Ry) # 0. Zu
jedem Punkt p € U N Sol(R,) finden wir eine Lésung o € I'jpx () von R, mit der Eigenschaft
p € imjoo € UNSol(Ry) derart, dass die Untermannigfaltigkeit ®(im j,0) C J,7 das Bild
einer prolongierten Losung im j,o 3 ®(p) ist. Daher gilt ®(UNSol(R,)) = VNSol(R,). Folglich
ist die Losungsmenge Sol(R,) C R, invariant unter 7¢-fasererhaltenden Kontaktsymmetrien
von R,. Falls die betrachtete Kontaktsymmetrie ® nicht 7%-fasererhaltend ist, so konnen wir
die Invarianz der Losungsmenge Sol(R,) auf diese Weise im Allgemeinen nicht folgern. Als
Beispiel betrachten wir eine einfache partielle Differentialgleichung erster Ordnung der Form

’U,C,;ZO,
Ri:q uy =0,
u = 0.

Man bestétigt sofort, dass die Legendre-Transformation Ws aus Beispiel 4.2.4 eine Kontakt-
symmetrie von R, ist. Bezeichnet o die Nulllésung von Rq, so ist die Untermannigfaltigkeit
Wy(im jio) C Jim nirgends 7!-transversal und es gilt Uo(Sol(R1)) € Sol(R1). Generell stellen
Differentialgleichungen erster Ordnung in einer abhéngigen Variable in vielen Situationen eine
Ausnahme dar. Im regulédren Fall mq > 1 sehen wir an der Eigenschaft

T(@(iqua)) N Vﬂg_1|<1>(iqua) = {0},

dass fiir jede Kontaktsymmetrie ® von R, das Bild ®(im j,0) jeder prolongierten Losung stets
mi-transversal ist, woraus dann ®(UNSol(R,)) = VNSol(R,) folgt. Die Lésungsmenge Sol(R,)
einer Differentialgleichung R, C J,m ist somit invariant unter Kontaktsymmetrien von R,.
Diese Beobachtung fithrt uns zur folgenden Definition.

SWeitere C'-Loésungen, die sich aus den beiden Lésungsfamilien stiickweise zusammensetzen, werden
unter j; ®; ebenfalls auf C'-Lésungen abgebildet.
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Definition 4.4.3. Es sei R, C J,;m eine Differentialgleichung. Eine Kontakttransformation
¢: U C Jym =V C Jym heiit Lie-Kontaktsymmetrie von Ry, wenn ®(U NR,) = V NR, gilt.

Die Menge der Lie-Kontaktsymmetrien von R, bildet auf natiirliche Weise eine Lie-
Pseudogruppe I'(Ry,C;). Die Identitét idj, . ist stets eine (Lie-)Kontaktsymmetrie. Ist die
betrachtete (Lie-)Kontaktsymmetrie ® = j,®¢ die ¢-te Prolongation einer Punkttransformati-
on &g: & — &, so sprechen wir von (Lie-) Punktsymmetrien. Jede Lie-Kontaktsymmetrie ist
offenbar eine Kontaktsymmetrie, denn das Bild ®(im j,0) jeder prolongierten Lésung von R,
liegt automatisch in R,. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Der wesentliche Grund
hierfiir ist, neben der verletzten m?-Transversalitiatsbedingung im Fall mqg = 1, die mogliche
Existenz von Integrabilitdtsbedingungen Sol(R4) & Ry.

Beispiel 4.4.4. Wir betrachten eine Differentialgleichung R, die durch das lineare System5

u, = 0,
R1:{ v
Uy = TU

beschrieben wird. Nach einer Uberkreuzableitung sehen wir, dass die Nullfunktion u(z,y) = 0
die einzige Losung von Ry 2 Sol(R1) # 0 ist. Folglich sind die Translationen in z-Richtung,

q’t(%%%“m“y) = (x+tay7u7u$7uy)7 tER,

Kontaktsymmetrien von R; mit erzeugendem Vektorfeld X = d,. Da die Jetvariable z in
der Repréasentation von Ry explizit vorkommt, ist die Kontakttransformation ®; keine Lie-
Kontaktsymmetrie, d.h. die Untermannigfaltigkeit Ry C Jy7 ist nicht invariant unter ®;.
Betrachten wir stattdessen das prolongierte System Ro = Sol(R2) C Jom mit Darstellung

Ugz =0, up =0,
Ro:q Uy =0, wuy=0,

Uyy =0,  u=0,
so bestéatigt man sofort, dass die erste Prolongation ji1®;: Jom — Jom von ®; mit
jlq)t(ma Y, U, Ug, uy’ Uga, uxya Uyy) = (l’ + tv Y, U, Uy, uya Ugq, Uzya uyy)

eine Lie-Kontaktsymmetrie von Ry ist. Das vervollstdndigte System Rgl) = Sol(Ry) ist
dann ebenfalls invariant unter ®;. Dieses einfache Beispiel zeigt explizit, dass durch die
Vervollsténdigung neue Lie-Kontaktsymmetrien entstehen kénnen. <

Korollar 4.4.5. Es seien ®: J;m — Jym eine Kontakttransformation der Ordnung q¢ > 0 mit
lokaler Darstellung (4.17) und U € F(J,m) eine beliebige glatte Funktion. Dann gilt

n

> ((Diw) 0 j1®) Dy(€)) = D;( 0 @), (4.40)

i=1

5Die zugehérige Vessiot-Distribution V[R1] wurde in Beispiel 3.2.2 untersucht.
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich durch direktes Nachrechnen. In lokalen Koordinaten gilt:

n

S (DiW) (j1@(x, ') D; (€ (x, u))
i=1

= Z 81.1

(4. 5 Z axz

= D; (\Ir(cb(x, u@))) .

> G (mla @)
; D,(05)

,u

f:

In der vorletzten Gleichheit haben wir die transversalen Kontaktbedingungen (4.5) an die
Komponenten von j;® verwendet, siche auch (4.8). O

Nach diesem Korollar ist die r-te Prolongation j,.® einer Lie-Kontaktsymmetrie ® von R,
stets eine Lie-Kontaktsymmetrie von Ry, Ist in der Tat ¥(x,ul®) = 0 eine Gleichung der
lokalen Représentation von R, C Jym und p € Ry41 ein Punkt, in dem die Kontaktmatrix
von j; ® invertierbar ist und ¥(® (7 (p))) = 0 gilt, dann ergibt sich aus der Rechenregel (4.40)
durch Linksmultiplikation der inversen Kontaktmatrix unmittelbar D; ¥ (j;®(p)) = 0. Folglich
ist Rg+1 invariant unter j;®. Natiirlich kénnen wir diesen Vorgang beliebig oft wiederholen und
so die Invarianz von Rg4, unter j,® schlussfolgern. Aus der Projizierbarkeit der Prolongation
von Kontakttransformationen folgt allgemein die Invarianz von Réﬂr unter j,®, vgl. auch
Korollar 4.4.8. Wir kénnen somit wéhrend der Vervollstindigung von R, keine (Lie-)Kon-
taktsymmetrie verlieren (aber wie in Beispiel 4.4.4 gezeigt, konnen wir durchaus neue Lie-
Kontaktsymmetrien gewinnen).

Nach dem Theorem von Bécklund 4.2.6 sind die meisten Kontakttransformationen faktisch
Prolongationen von Punkttransformationen. Diese strukturellen Eigenschaften tibertragen
sich automatisch auf (Lie-)Kontaktsymmetrien.

Proposition 4.4.6. Es seien R, C J,7 eine reguldre Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1
und ¢: Ry — Jym die zugehorige Inklusionsabbildung. Dann gelten fiir jede Lie-Kontaktsym-
metrie ®: J,m — J,m von R, die folgenden Aussagen:

(i) Fir alle 0 < k < ¢ gilt T®(T«(TR) NCH |, my) = TUTRy) NC|ir,)-
(#) Fir alle 0 < k < ¢ gilt T®(T(TRy) NVllyr,) = TuTRy) N V7l r,)-
Im Fall m =dim € — dim & > 1 gilt zusétzlich
TO(TUTR,) N Vlliry) = Te(TRG) N Vrlre). (4.41)

Beweis. Der besseren Lesbarkeit halber identifizieren wir R, mit dem Bild ¢(Ry). Es sei
p € dom® NR, C Jym ein beliebiger Punkt. Nach Korollar 4.1.5 gilt T,®(T7,R4 N (C(k)) ) C
(Cé )) a(p) fiir alle 0 < k < g. Weiter ist T,®|7,r,: TyRqy — Tp(,)Rq ein Vektorraumisomor-
phismus mit der Eigenschaft T,®(7,R, N (Cc(lk)) p) € TRy Insgesamt erhalten wir die
behauptete Inklusion T, (T,Ry N (C),) € TaRq N (C8))a(,)- Aus Proposition 4.1.10
folgt analog T,®(T,R, N V,7}) C Vg(,y7f. Mit dem gleichen Argument, dass T,®|7,%, ein
Isomorphismus ist, erhalten wir T,®(T,R, N V,m) € Te(,)Ry und somit auch T,®(T,R, N
prZ) C Top)Rg NV p)ﬂ'g. Die umgekehrten Inklusionen resultieren direkt aus der Tatsache,
dass ®~! ebenfalls eine Lie-Kontaktsymmetrie von Rq ist. O
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Natiirlich besitzt auch jede Lie- Punktsymmetrie & von R, stets die Eigenschaft (4.41).
Fiir mi-fasererhaltende Lie-Kontaktsymmetrien ® von R, gilt zusitzlich

TO(TUTR,) NV, r,) = TUTR,) NV, (4.42)

Die Verwendung der Inklusionsabbildung ¢: R, < Jy7 legt schon nahe, dass die beschriebenen
Distributionen ausschlieBlich auf der Differentialgleichung R, (intrinsisch) definiert sind. Wir
sehen unter anderem, dass die Vessiot-Distribution V[R,] und das Symbol N, im reguléren
Fall mqg > 1 invariant unter Lie-Kontaktsymmetrien sind. Betrachtet man ausschliefllich
Lie- Punktsymmetrien, so ist auch das Symbol A7 C TR stets invariant. Das folgende Beispiel
zeigt, dass das Symbol N7 C TRy im Fall mg = 1 im Allgemeinen nicht invariant unter
Lie- Kontaktsymmetrien ist.

Beispiel 4.4.7. Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung der Form
Ri: { uy = 0.

An der letzten Komponente sehen wir, dass die partielle Legendre-Transformation ¥y aus
Beispiel 4.2.2 mit Darstellung V1 (z,y, u, ug, uy) = (ug, y, ¥ — TUy, —x, uy) eine Lie- Kontakt-

symmetrie von Ry ist. Das eindimensionale Symbol Tw(N7) = (9, ) ist wegen TW1(9,,) = ¢V

nicht invariant unter ¥;, wohingegen die Vessiot-Distribution Tt(V[R1]) = ( 19 , 1(,1), Ou, )
invariant ist. Die Erklarung hierfiir liegt in der Struktur der Vessiot-Distribution V[R;] =
(X1,X2) & (Y) = (05 + uz0q,05) @ (Og), die sich auch in der Form V[Rq] = (9g, Ozz) @
(OF + uzOg) zerlegen lasst. Jede glatte Losung u(z,y) = f(z) von Ry mit f”(x) # 0 wird
unter ¥, auf die negative Legendre-Transformierte u(z,y) = — f*(z) abgebildet:

\Ill(xa?%f(x)?f,(m)?o) - (f,($)7y7f(x) - l‘f’($>, —.f,O) = (f,g,ﬂ(f,g),ﬁ:i(f,g),()).

Beispielsweise wird u(z,y) = 2% + 1 auf 4(Z,y) = —2%/4 + 1 abgebildet, weshalb ¥; eine
nichttriviale Lie-Kontaktsymmetrie ist. Fiir Losungen der Form u(x,y) = ax + b ist ¥(im j;0)
nicht m!-transversal. Mit Hilfe der Jacobi-Matrix .J(j1¥1) bestétigt man leicht, dass das
eindimensionale Symbol Tt(N3) = (9,,,) des prolongierten Systems

Ugy = 0,
RQ . Uyy = 0,
uy =0

in der Tat invariant unter der ersten Prolongation j; W von Wy ist. Es gilt

2
0 o —1 Ugy UgzUyy — Ugy
J1 1(x7y>u7urvuyaumraumy>uyy) = | Uz, Y, U — TUg, —T, Uy, 5 5 .
Ugy Ugx Uz

Die Vessiot-Distribution Tt(V[R3]) = ( 9(02),Cg§2) , Ou,.,) bleibt weiterhin invariant unter j; ;. <

Nach Proposition 4.2.1 lassen sich Kontakttransformationen lokal projizieren. Zu jeder
Kontakttransformation ®: J,m — J,m der Ordnung ¢ > 1 existiert eine Kontakttransformation
S, 1 Jy—rm — Jy—pm der Ordnung ¢ — k mit der Eigenschaft ®,_j, o Fg_k = wg_k o ®. Hierbei
gilt 0 < k£ < g. Im Fall m > 1 kann die Projektionsordnung k auch den Wert ¢ annehmen.

Korollar 4.4.8. Es seien Ry C Jym eine Differentialgleichung und ®: Jym — J,m eine Lie-
(k)

Kontaktsymmetrie von Ry. Dann sind die Mengen Rq_

i © Jy—km invariant unter ®,_.
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Beweis. Es sei p € Ry ein Punkt derart, dass p = 7rg k(p) k zusédtzlich im Definitions-
bereich von ®,_; liegt. Aus der Eigenschaft ®,_j o 7r E = i © @ folgt direkt

Byi(p) = (P 0 7)) = (11_ 0 ®)(p) € 7_(Ry) = RW,.

k)

Folglich sind die Projektionsmengen 7?,((1_ i © Jg—gm invariant unter @, . Falls R, eine reguldre

Differentialgleichung ist, dann ist ®,_ eine Lie-Kontaktsymmetrie von Rékjk mit & = jpPy_p. U

Als Néchstes untersuchen wir die (lokale) Eindeutigkeit der Lie-Kontaktsymmetrien auf R,.

Korollar 4.4.9. Es seien Ry C Jqm eine Differentialgleichung und ®,¥: U C Jym — Jym 2wei
Lie-Kontaktsymmetrien von R, mit der Eigenschaft (I>|U0Rq = \I’|U0Rq'

(i) Im Fallm > 1 sei O = nl(UNR,) eine offene Teilmenge von E. Dann stimmen ®
und ¥ auf ganz U N (7d)~1(O) diberein.

(i) Im Fallm =1 sei O = 7{(U N'Ry) eine offene Teilmenge von Jim. Dann stimmen ®
und ¥ auf ganz U N (7])~1(O) diberein.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Theorem von Béacklund 4.2.6 und Korollar 4.2.5. [

Hat eine lokale Reprasentation von R, C J,m im Fall m > 1 eine Gleichung der Form
U(x,u) =0, d.h. 7d(U NR,) ist nicht offen in &, so konnen unterschiedliche Lie-Punktsym-
metrien von R, existieren, deren Verhalten auf R, libereinstimmt. Entsprechendes gilt auch
fiir den Fall m = 1. Ein konkretes Beispiel verdeutlicht das Gesagte.

Beispiel 4.4.10. Wir betrachten eine explizite gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung:
Riy: {u' =0.
Man bestétigt sofort, dass die Gruppe von Kontakttransformationen ®;: Jim — Ji7 mit
Oy (2, u,u') = (z+ 2t u+t(u)? o), teR
Lie-Kontaktsymmetrien von R sind. Offenbar gilt ‘I)t|7a1 =idg, = id J17T|R1 fir allet e R. <

Um in diesem Sinn identische Lie-Kontaktsymmetrien auszuschliefen, kénnen wir auf
['(Rq,Cq) eine Aquivalenzrelation ® ~z, ¥ i @40, orr, = Ul 4om wrR, einfithren.

Der Rest dieses Abschnittes befasst sich mit infinitesimalen Lie-Kontaktsymmetrien von
Differentialgleichungen. Hierbei handelt es sich um spezielle Unterstrukturen der Lie-Pseudo-
gruppe I'(Ry,Cy), die wir in der néchsten Definition einfiihren.

Definition 4.4.11. Es sei R, C J,7 eine Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1. Eine infini-
tesimale Kontakttransformation X € Sym[U, C,| heifit infinitesimale (Lie-)Kontaktsymmetrie
von Ry, wenn der zugehdrige Fluss ®@: 4 C R x U — U eine einparametrige lokale Lie-Gruppe
von (Lie-)Kontaktsymmetrien von R, bildet.

Im Fall X = j,Y sprechen wir naheliegenderweise von infinitesimalen (Lie-)Punktsymmet-
rien. Jede infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie ist offenbar eine infinitesimale Kontaktsym-
metrie. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, wie das Beispiel 4.4.4 demonstriert. Der
Grund hierfiir ist die mogliche Existenz von Integrabilitdtsbedingungen Sol(R,) & R,.
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Proposition 4.4.12. Es seien R, = Sol(R,) C J,7 eine lokal lésbare Differentialgleichung
der Ordnung ¢ > 1 und X € Sym|[U, C,] eine infinitesimale Kontaktsymmetrie von R,. Dann
ist X eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie von R,.

Beweis. Wir betrachten den zugehorigen lokalen Fluss @4: U, CU — V; C U, t € (—¢,¢)
von X . Nach Voraussetzung existiert zu jedem Punkt p € U; N'R, eine lokale Losung o von R,
mit der Eigenschaft p € im j,o0 C Uy N'Ry. Da im reguldren Fall mg > 1 stets

T(®4(im j40) ) O VI g, im o) = {0} (4.43)

gilt, ist ®;(im j,o) eine ml-transversale Integralmannigfaltigkeit der Kontaktdistribution C,
und somit eine Losung von R,. Folglich gilt ®,(U; N'R,) = Vi N R, fur alle t € (—¢,¢). Im
Sonderfall mg = 1 argumentieren wir anders. Zu jeder prolongierten Losung p € im ji0 C U
von R existiert ein € > 0 derart, dass die Untermannigfaltigkeit ®;(im jyo) C Jy7 fiir alle
Parameterwerte t € (—¢,¢) transversal zur Projektion 7! ist. Folglich gilt ®;(p) € Ri. Da
die Eigenschaft (4.43) generisch ist, existiert zu jeder kompakten Umgebung p € A C U ein
e =¢(A) > 0 derart, dass P, (ANRy) = P(A) NR; fiir alle t € (—e,¢) gilt. Insbesondere ist
®, eine lokale Lie-Kontaktsymmetrie von R, was zu zeigen war. O

Man beachte, dass die Voraussetzung der lokalen Losbarkeit in der obigen Proposition nur
hinreichend aber nicht notwendig ist. Beispielsweise ist X = 0, eine infinitesimale (Lie)-Kon-
taktsymmetrie der Differentialgleichung R aus Beispiel 4.4.4, obwohl Ry nicht lokal l6sbar ist.

Der R-Vektorraum der infinitesimalen Lie-Kontaktsymmetrien von R, in Zeichen”

Sym[Rg,Cq) :={X € Sym[U,C,] | X, € T,R, fiir alle p € U N R},

bildet eine reelle Lie-Algebra. Sind in der Tat X,Y € Sym[R,,C,| zwei beliebige infinitesimale
Lie-Kontaktsymmetrien, so ist auch der Kommutator [X,Y] € Sym[U, C,] nach dem Theorem
von Frobenius tangential zu R,. Die Menge der infinitesimalen Lie- Punktsymmetrien von R,

Sym[Ry,Cq; V] := {X € Sym[R,,C,] | [X, Vrd] C Vrl},

bildet eine Lie-Unteralgebra von Sym[R,,C,]. In lokalen Koordinaten (x,u®) auf U C J,m
ergibt sich folgendes Bild: Es sei &(x, u(q)) = 0 eine lokale Repréasentation der Differential-
gleichung R, C Jym derart, dass 0 € R? ein regulérer Wert der Abbildung ¢: U C J,m — R!
ist. Nach dem Satz vom regulidren Wert gilt dann 7T,R, = ker T}, ® fiir alle p € U N'R,. Eine
infinitesimale Kontakttransformation X € Sym[U, Cy| mit lokaler Darstellung

X = Zfi(x, u(l))axi + Znﬂ(x,u 0,8 + Z Z 17 (x, ullh 8 (4.44)

i=1 B=1 =10<|v|<q

ist folglich genau dann eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie von R,, wenn die Koeffizien-
tenfunktionen des Ansatzes fiir X das homogene lineare Gleichungssystem

& 8¢T 6¢T
> 5.7 ()€ (o) + >y
=1

B=10<v|<q auv

(p) =0, 1<7<¢t

in jedem Punkt p € U N'R, erfiillen. Diese Bedingungen lassen sich kompakt schreiben als
VpeRy: X" (p) =0, 1<7 <t (4.45)

Zum besseren Verstdndnis demonstrieren wir die Bestimmung der infinitesimalen Lie-Kontakt-
symmetrien einer Differentialgleichung an einem konkreten Beispiel.

"Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir Sym[R,C,] anstelle von Sym[U NR, Cql-
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Beispiel 4.4.13. Wir betrachten die lineare Warmeleitungsgleichung
Ra: {ut—:cumzo.
Zur Bestimmung der infinitesimalen Lie- Punktsymmetrien von R, machen wir den Ansatz
X = joY = &0k + 10y + 00y + pOy, + 00u, + POy, + POy, + Y0y,

mit beliebigen Koeffizientenfunktionen & = £(t, x,u), 7 = 7(t,x,u) und n = n(t, z,u). Es gilt
X (up — XUzy) = —TUgy + p — tpz. Die hierfur benétigten Koeffizienten p und ) sind bereits in
Beispiel 4.3.5 angegeben. Dabei ersetzen wir die Jetvariable u; durch zu,, und sortieren die
Terme nach Monomen in verbleibenden Jetvariablen u,, usy, tz,. Die zugehorigen Koeffizienten
bilden dann das bestimmende System:

éa: =0, Nuu— 274, =0,
P : gu =0, Nt — TNgx = 0,
Tuuw = 0, 27y + 23y = 0,

Tt + m(277xu - T:m:) =0,
T—x(21, — &) =0.

Nach Losen dieser Differentialgleichungen erhalten wir

&= f(t) = C4t2 + c3t + c2,
T =171(t,x) = 2¢4tx + c32,
n=n(t,z,u) = h(t,z) — cazu + c1u,
wobei h(t, z) eine beliebige Losung der Ausgangsgleichung bezeichnet. Letzteres ist eine direkte

Folge des Superpositionsprinzips. Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Lie-Algebra
Sym|[Rz2,Ca; Vrd] = Sym[R2, C2] durch die zweifache Prolongation der Vektorfelder

Yl = 8t) 2

Yy = t°0; + 2tx0; — xu0y,
Y2 = u@u,

Yh = h(t, x)@u
Y3 = t(?t + x@x,

erzeugt wird, wobei Ra keine weiteren infinitesimalen Lie- Kontaktsymmetrien besitzt. Mit
Hilfe der formalen Theorie kann man, ganz ohne die explizite Konstruktion von Lésungen,
Aussagen iiber die Dimension des Lésungsraumes erhalten. Durch die Cartan-Charaktere 1asst
sich das noch verfeinern: Sie geben an, wie viele Funktionen mit wie vielen Argumenten die
allgemeine Losung enthélt. <

Bemerkung 4.4.14. Es gibt eine Vielzahl an Variationen des infinitesimalen Symmetriean-
satzes (4.45). Zum einem konnen wir zusatzliche Bedingungen an den Loésungsraum einer
Differentialgleichung R, C Jy7 stellen, um nur solche Losungen zu beriicksichtigen, an denen
wir primér interessiert sind, vgl. Olver und Rosenau [24]. Die additive Trennung der Variablen
durch einen Ansatz der Form u(t,x) = f(t) + g(x) ist beispielsweise dquivalent zur Zusatz-
bedingung wu, = 0. Der multiplikative Separationsansatz u(t,z) = f(t)g(z) korrespondiert
mit der nichtlinearen Gleichung uu;, = u;u,. Zum anderen kénnen wir zusétzliche Nebenbe-
dingungen an die Koeffizienten des Ansatzes fiir eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie
X € Sym[R,C,] stellen, um das zugehoérige bestimmende System algorithmisch lésen zu
kénnen. Der Einfachheit halber kénnen wir beispielsweise annehmen, dass die Koeffizienten
¢ = €i(x,u) und n° = n¥(x,u) von X mit Darstellung (4.31) Polynome in Jetvariablen (x,u)
vom Grad nicht hoher als s sind. Auf diese Weise erhalten wir im Allgemeinen eine echte
endlichdimensionale Lie-Unteralgebra g C Sym[Rg, Cq; Vml]. SchlieBlich konnen wir diese
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beiden Ideen miteinander kombinieren: Bei nichtlinearen Differentialgleichungen findet man
spezielle Losungen meist dadurch, dass man die entsprechenden Systeme auf invarianten
Untermannigfaltigkeiten betrachtet. Als ein Spezialfall wollen wir hier die Suche nach grup-
peninvarianten Losungen erwéhnen, siehe Olver und Rosenau [23]. Mit anderen Worten
suchen wir nach denjenigen Losungen o € I'jox () einer Differentialgleichung R, C J,m, die
invariant unter einer einparametrigen Transformationsgruppe exp(¢X) mit infinitesimalem
Generator X = j,Y sind. Der Graph imo C & dieser Losungen muss also eine invariante
Fliche unter den durch Y = Y"1 | £4(x,u)0,: + 37" n%(x, 1) ya definierten Transformationen
exp(tY’) sein. Diese Eigenschaft fiihrt auf m Bedmgungen fiir invariante Fldchen, ndmlich
Q% (x,uM) = n%(x,u) — " ; u¥&*(x,u) = 0. Das so entstandene kombinierte System lautet:

5. " (x,u?)=0, 1<7<t,
e Qo‘(x,u()) 0, 1<a<m.

Damit Losungen ¢ = ¢(x,u) und % = n%(x,u) existieren, miissen beide Teilsysteme
konsistent sein. Ein wichtiges Resultat hierzu besagt, siche Pucci und Saccomandi [29], dass
die Integrabilitdtsbedingungen fiir das kombinierte System durch Anwenden des prolongierten
infinitesimalen Generators j,Y auf die Ausgangsgleichungen von R, entstehen:

VpeRy: (jgV)0 (p) =0, 1<7<t

Wenn wir fordern, dass diese Gleichungen identisch erfiillt sein miissen, entspricht das genau
der nichtklassischen Methode, die von Bluman und Cole bei ihrer Analyse der Warmeleitungs-
gleichung in [7] vorgestellt wurde. <

Korollar 4.4.15. Es seien X € Sym[U,C,| eine infinitesimale Kontakttransformation mit
lokaler Darstellung (4.44) und ¥ € F(Jqm) eine beliebige glatte Funktion. Dann gilt

JX(DAW) = Dy(XW) — 3 (D) (Dy ). (1.46)
j=1

Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus der Eigenschaft (4.27), angewandt auf j; X:

{le’Ci(qul)}: ZC(Q+1 5] fI+1 Z Z C-(qul)(T}ﬁ)Céf‘

J=1 a=1|u|=q+1

Mit D;¥ = CZ-(qH)(\IJ) und (71 X)¥ = X ¥ erhalten wir sofort

J1X(Dy®) = Dy(X W) = [j1 X, ¢ V] w = — fj(DisfxDj\P)-
j=1

In der letzten Gleichheit haben wir die Tatsache ausgenutzt, dass ¥ = ¥(x,u?) nicht von
Ableitungen der Ordnung ¢ + 1 abhéngt. Nach Umstellen folgt die Behauptung. O

Korollar 4.4.16. Es seien Ry C Jym eine reguldre Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1
und X € Sym[Ry,C,] eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie von R,. Dann ist j, X eine

(s)

infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie der prolongierten Differentialgleichung Rq o

C Jq+r7r.

Beweis. Nach Korollar 4.4.15 ist j,4sX eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie der Diffe-
rentialgleichung Ry4r4s C Jgqr4s7. Da das Vektorfeld j,4sX = js(j,X) tiber s Ordnungen
projizierbar ist und die Eigenschaft j,X o WSI:JFS = ng_tiﬂ o jrrsX gilt, ist j,.X eine

infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie von R:(j?r = 10T (Rytrts) C JgprT. O
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Dieses Korollar bestétigt erneut die Tatsache, dass wéhrend der Vervollstandigung von R,
keine infinitesimale (Lie-)Kontaktsymmetrie verloren gehen kann. Fiir eine reguldre lokal
16sbare Differentialgleichung R, C J,m sind die Lie-Algebren Sym[R,, C;] und Sym[R g4, Cqtr]
isomorph zueinander.

Proposition 4.4.17. Es seien R, C J, eine reguldre Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1
und ¢: Ry — Jym die zugehorige Inklusionsabbildung. Dann gelten fiir jede infinitesimale
Lie-Kontaktsymmetrie X € Sym[R,, C,] die folgenden Aussagen:

(i) Fir alle 0 < k < g gilt | X|,,), T«(TRy) NCM|yr,| € TUTRY) N CF|r,)-

(ii) Fiir alle 0 < k < ¢ gilt [X|L(Rq),TL(TRq) n ng\L(Rq)} C TUTRy) NVllyr,):
Im Fall m = dim € — dim X > 1 gilt zusétzlich
| X|ury), TUTRY) NV llir,) | € THTR) NV r,). (4.47)

Beweis. Es seien X € Sym[R,,C,| eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie und Y € Cék) ein
beliebiges Vektorfeld mit der Eigenschaft Y, € T, R, fiir alle p € UNR,. Nach Korollar 4.3.4(3)
und dem Theorem von Frobenius gilt [X,Y], € T,R, N (Cék)) p fir alle p € UNR,. Etwas
priiziser formuliert, betrachten wir das zuriickgezogene lokale Vektorfeld X = /*X \L(Rq) auf R,

und die Distribution® (¢*(C{")%)0 = V[Rg] + V&l_,_, C TR,. Dann gilt
L VIR + VAL, 1) = [X, VIR + VAL | VIR + VAL, ;.

Nach Korollar 4.3.4 und dem Theorem von Frobenius finden wir analog [X,Y], € T,R, N V, 7}
fiir jedes vertikale Vektorfeld Y € V7] mit der Eigenschaft Y, € T,R,, fiir alle p € U NRy. In
inneren Koordinaten auf R, erhalten wir dquivalent L+ V#af = [X,Va]] C Va]l. Alternativ
folgt die Behauptung aus Proposition 4.4.6 und Proposition 3.4.2. O

Korollar 4.4.18. Es seien Ry C Jym eine Differentialgleichung und X,Y € Sym[U, C,| zwei
infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrien von R, mit der Eigenschaft X ]Uqu = Y]Uqu.

(¢) Im Fallm > 1 sei O = n{(UNR,) eine offene Teilmenge von E. Dann stimmen X
und Y auf ganz U N (7d)~1(O) tiberein.

(ii) Im Fallm =1 sei O = n{(UNRy) eine offene Teilmenge von Jiw. Dann stimmen X
und Y auf ganz U N (7])~1(O) diberein.

Beweis. Dies ist eine Folge von Korollar 4.4.9, angewandt auf den Fluss von X resp. Y. [O

Ist O nicht offen in £ bzw. Jim, dann existieren moglicherweise unterschiedliche infinitesi-
male Lie-Kontaktsymmetrien von R, deren Verhalten auf der Untermannigfaltigkeit R, C J,m
iibereinstimmt. Als Beispiel betrachten wir hier die infinitesimalen Kontakttransformationen
im Fall mg = 1 mit lokaler Darstellung

" 0Q o 0Q ~(0Q  0Q
X9=-% 5 Ot + <Q - Zmau) O+ (&Ei + ui&) Qu;-
i=1 i=1 ¢ i=1

Essei Ry C Ji eine beliebige Differentialgleichung mit lokaler Reprisentation @(x,u,u()) = 0.
Wir setzen Q := (- @t)Q. Dann gilt zwar X% € Sym[Ry,Ci] mit X9|z, = X, aber
nicht X¢ = X° wobei X° das Nullvektorfeld auf J;7 bezeichnet. Um in diesem Sinn identische
infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrien von der Betrachtung auszuschlieffen, fithren wir auf
Sym([Rg,C,] eine Aquivalenzrelation X ~g, Y & X|4 . xRy = Yldomyrr, €D

SFir k > q setzen wir allgemein Vﬁ'gfkfl = Vri,



Kapitel 5

Innere Symmetrien

Eine wichtige Verallgemeinerung der klassischen Symmetriekonzepte basiert auf der Vessiot-
Theorie. Die eigentliche Stérke der Vessiot-Theorie liegt darin, dass sie eine sehr schéne
yinnere*“ geometrische Modellierung von Differentialgleichungen als eine Mannigfaltigkeit mit
einer Distribution, der Vessiot-Distribution, liefert und dadurch den Einsatz der in Kapitel 3
beschriebenen geometrischen Methoden fiir Symmetrieanalysen ermdoglicht. Unter einer inneren
Symmetrie einer gegebenen Differentialgleichung verstehen wir eine geometrische Symmetrie
der zugehorigen Vessiot-Distribution. Diese intrinsische Formulierung erméglicht es, zahlreiche
Ergebnisse, die bisher die relativ abstrakte Sprache der d&ufieren Differentialformen benutzen,
ndher an Anwendungen zu riicken. Eine in diesem Zusammenhang bislang offene Frage ist,
wann es mehr innere als duflere Symmetrien gibt. In der mathematischen Literatur findet sich
nicht viel zu dieser Thematik. Eine Gemeinsamkeit fast aller uns bekannten Arbeiten aus
diesem Bereich ist, dass ihre Ergebnisse erst unter sehr starken Voraussetzungen giiltig sind,
welche die Mehrzahl der in Anwendungen auftretenden Differentialgleichungen nicht erfiillen.
Die im vorliegenden Kapitel ausgearbeitete geometrische Sichtweise trigt zu einem tieferen
Verstédndnis der Zusammenhénge verschiedener Symmetriearten bei.

5.1 Symmetrien der Vessiot-Distribution

Den Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen stellen die klassischen Lie-Kontaktsymmet-
rien dar. Nach Proposition 4.4.6 bildet jede Lie-Kontaktsymmetrie ®: J,m — J,m einer
Differentialgleichung R, C J,m die zugehorige Vessiot-Distribution V[R,] in sich ab. Es
ist dabei nicht relevant, wie sich die Transformation ® auflerhalb der Untermannigfaltigkeit
Ry C Jym verhalt. Die fiir unsere Zwecke wesentliche Information ist in der Einschrankung ¢ :=
@\Rq : Rq — Ry festgehalten. Dies motiviert folgende Begriffsbildung, vgl. Definition 3.1.2:

Definition 5.1.1. Es seien (Ry, 7%, X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit und ¢: R, < J,m eine
Einbettung mit 79 = 7%0.. Ein lokaler Diffeomorphismus ¢: R4 — R4 heifit innere Symmetrie
von Ry, wenn ¢ eine geometrische Symmetrie der Vessiot-Distribution V[R,| = (L*Cg )0

RS Jym

S

Hierbei bezeichnet (R4, 7%, X') zunéchst eine beliebige gefaserte Mannigfaltigkeit, die
vermoge t: Ry < Jym in ein Jetbiindel der Ordnung ¢ eingebettet wird. Dabei sind alle
relevanten Informationen iiber die Struktur des Losungsraumes in den Eigenschaften der
Vessiot-Distribution V[R,] = (L*Cg)o kodiert. Wir verdeutlichen die Idee am Beispiel 4.4.2.

85
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Beispiel 5.1.2. Es seien (Ry, 7!, X) = (R?, pry, R) eine gefaserte Mannigfaltigkeit mit globalen
Koordinaten (Z,p) auf Ry = R2 und ¢: Ry < Jy7 eine Einbettung mit Komponenten

©(7,p) =T, u(T,p) =Tp -
Die zugehorige Punktmenge ¢(R1) C Ji7 kann implizit durch die Gleichung
t(Ry) : { (u')? — dau' +4u =0
beschrieben werden. Fiir die Vessiot-Distribution V[R1] = ((p — 27)dp)° finden wir

VIR = { (0g) | falls P # 2,

(O, 0p), fallsp=27.
Insbesondere ist V[R1] eine singuldre Distribution auf R;. Jeder lokale Diffeomorphismus
¢: R1 — R hat in globalen Koordinaten (%,p) auf Ry die Form ¢(%,p) = (£(Z,D), ¢(T,D))-
In einer Umgebung eines reguldren Punktes ist ¢ genau dann eine innere Symmetrie, wenn
die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

9¢ Ip
det Jo(z,p) # 0 — 0, — =0.
et Jo(T,p) #0, (TP # 5 (ToP) =
Die erste Bedingung besagt, dass ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist. Die zweite und dritte
Bedingung ergeben sich aus der Forderung Tz 56 (V(z5)[R1]) = V@ p[Ra] fiir alle (T,7) €
dom ¢. Es existiert folglich eine nichtverschwindende reelle Funktion A € F(R1), sodass gilt

0§ 23 ot

=@p) o (@) L@
T<z,p>¢<é)= o % 2 % % @: B | £ ae@) (3)

oz 0P D) 5= (T P)

fir alle (Z,p) € dom ¢ mit p # 2z. Dementsprechend ist ¢(Z,p) = ¢(p) eine Funktion in p.
Da die Menge der singuldren Punkte S\%[Rl] = {(@,p) | dimV(z5)[R1] = 2} C Ry invariant
unter inneren Symmetrien ist, gilt ¢(p/2,p) € S\%[Rl] fir alle (p/2,p) € dom ¢. In diesem Fall
ist p(p) = 2£(p/2,p) durch die Komponente £ eindeutig bestimmt. Zusammenfassend halten
wir fest, dass Jede Funktion ¢ = £(7,p) mit den Eigenschaften a—m(x p) # 0 und 2 (p/ 2,p) +
265 (p/2,p) = p( ) # 0 eine (globale) innere Symmetrie ¢¢: R1 — Rq vermoge qﬁg(:c D) =
f(i‘ D), 2£(p/2,p)) festlegt. Dabei werden triviale Geradenlosungen N = {(Z,a)|T € R} C Ry
mit @ € R auf Geradenlésungen N%(9/2:9) ahgebildet und die nichttriviale Losung N =
{(z,27) |z € R} C Ry bleibt unter ¢¢ invariant. Des Weiteren stellen wir fest, dass das Symbol
N C V[Rl] mit

N = { {0}, falls ]E # 2%,

(Op), fallsp=27

genau dann invariant unter 7T'¢¢ ist, wenn g—%(ﬁ/ 2,p) = 0 gilt. Beispielsweise ist ¢¢: R1 — R1
mit £(Z,P) := T+ P eine globale innere Symmetrie, welche das Symbol nicht invariant lasst. <

Jede innere Symmetrie ¢ von R, induziert einen lokalen Diffeomorphismus ¢ o ¢ o P
L(Ry) — t(Ry) auf der Untermannigfaltigkeit .(R,) C J,m derart, dass die Vessiot-Distribution

Tu(V[Ry]) =T (TRy)NC, | ) unter TvoT'¢o (T ) ! invariant bleibt. Da die Untermannig-

faltigkeit t(Ry) C Jgm regular 1st besitzt ¢ o ¢ o 1! stets eine Fortsetzung zu einer glatten
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lokalen Abbildung ®: J,m — J,m mit der Eigenschaft | (Ry) = LO®oO t~'. Wir nennen @
ebenfalls innere Symmetrie von ((R,). Zur Vereinfachung der Notation gehen wir davon
aus, dass die totale Mannigfaltigkeit R, in der Tat eine reguldre Untermannigfaltigkeit des
Jetbiindels J,m ist. Hierzu identifizieren wir R, mit dem Bild «(Ry) C J,.

Die Menge der inneren Symmetrien von R bildet eine Lie-Pseudogruppe I'(R, V[R,]). Wie
das obige Beispiel explizit zeigt, kann die Menge der inneren Symmetrien in einer Umgebung
eines festen Punktes p € Ry, in Zeichen I'y)(Ry, V[Ry]) = {¢ € I'(Rq, V[Ry]) | p € dom ¢}, sehr
stark vom betrachteten Punkt abhéngen. Die Punktmenge Sé[Rq] ={peRy| dimV,[R,] = ¢}
ist invariant unter allen inneren Symmetrien. Es folgt direkt aus der Definition, dass die
Integralmannigfaltigkeiten der Vessiot-Distribution unter inneren Symmetrien auf Integral-
mannigfaltigkeiten abgebildet werden. Man beachte aber, dass das Bild ¢(N) C R, einer
wt9-transversalen Integralmannigfaltigkeit N° C R, im Allgemeinen nicht #9-transversal ist.
Dieses Verhalten ist uns bereits von den Lie-Kontaktsymmetrien bekannt. Falls das Symbol
N, C V[R,] invariant unter der Tangentialabbildung T'¢ ist, so ist ¢(N) transversal beziig-
lich 9. In diesem Fall bildet ¢: Ry — R4 jede lokale Losung von R, auf eine lokale Losung ab.
Offenbar ist {¢ € T'(Rq, V[Rq]) | T#(Ny) = Ny} eine Lie-Pseudountergruppe von I'(Ry, V[R,]).
Es wird zu untersuchen sein, unter welchen Bedingungen das Symbol N, unter allen inneren
Symmetrien invariant bleibt.

Nach Proposition 4.4.6 definiert die Einschrénkung

o - ['(Rq,Cq) — T(Ry, VIR])
b o p= Dy

einen Homomorphismus von Lie-Pseudogruppen. Im Allgemeinen ist xp nicht injektiv, siehe
Beispiel 4.4.10. Es ist naheliegend zu fragen, fiir welche Differentialgleichungen der Homo-
morphismus kr nicht surjektiv ist. Mit anderen Worten, wann gibt es mehr innere als duflere
Symmetrien? Da R, C Jy7 eine reguldre Untermannigfaltigkeit ist, besitzt jede innere Sym-
metrie ¢: R, — R, eine Fortsetzung zu einem lokalen Diffeomorphismus ®: J,m — J,m
mit der Eigenschaft @\Rq = ¢. Wir interessieren uns dabei fiir spezielle Fortsetzungen, die
zugleich Kontakttransformationen sind. Der Nachweis der Nichtexistenz solcher Transforma-
tionen ist ein duBlerst schwieriges Fortsetzungsproblem, da die Lie-Pseudogruppe I'(R, V[R,])
praktisch unbekannt ist. Wir kénnen aber leicht eine Reihe von hinreichenden Bedingungen
dafiir angeben. Zunéchst stellen wir fest, dass die Distributionen V[Ry| + V#a} C TR, fiir
0 < k < g invariant unter Lie-Kontaktsymmetrien sind. Gleiches gilt fiir die Vertikalbiindel
Vil € TRq fiir 0 < k < ¢. Diesen Distributionen entsprechen T (TR4) N Cék)] (Ry) DZW.
T (TRy) N V”ZL(RQ) in der dufleren Beschreibung auf 7T'J,m. Falls eine dieser Distributionen
nicht invariant unter ¢ € I'(Rq, V[R,]) ist, dann ist xr nicht surjektiv. Sind alle beschriebe-
nen Distributionen invariant unter inneren Symmetrien, dann sind die Lie-Pseudogruppen

I'(Rq,Cq) und I'(Ry, V[R,]) im Wesentlichen identisch.

Beispiel 5.1.3. Wir betrachten eine explizite gewohnliche Differentialgleichung 3. Ordnung:
Rs: { " = 0.

Die zugehorige eindimensionale involutive Vessiot-Distribution V[R3] C TR3 wird in inneren
Koordinaten (z,u,u’,u”) auf Rg durch das transversale Vektorfeld X = 9, + u'9,, + u" 0y
erzeugt. Jeder lokale Diffeomorphismus ¢: R3 — R3 mit lokaler Darstellung ¢(z, u, u’,u”) =
&(z,u, v/, u"), p(x, u, v/, u”), (e, u, v, u”), w(z, u, v, u”)) 1dsst sich zu einem lokalen Diffeo-
morphismus ®: Jsm — J37 mit ®(z, u, v’ v’ u") = (¢(x,u, v, u"),u") fortsetzen. An der
letzten Komponente von ® sehen wir die Invarianz der Untermannigfaltigkeit R3 = ®(R3).
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Aus der Symmetriebedingung T,¢(X,) = A(¢(p)) Xg(,) mit 0 # X € F(R3) folgt direkt, dass
¢ bzw. ® genau dann eine innere Symmetrie ist, wenn die Komponenten von ¢ die folgenden
Bestimmungsgleichungen, vgl. (3.4), erfiillen:

dp ufa‘:o ullai b - <6§ 1 0€ ,,65) :

6$+u%+u ou’

% /% //aii <6§ /% //af)
8az+u3u+u ow Y 6x+u8u+u ou')’
Ow 0w 0w

Beispielsweise ist ¢(x, u, v, u") = (z, o(x,u, v, u"), v u") mit

1 1
o(x,u, v’ u") = —5:1:21/' +au + f (u”, u — o u— xu + 2x2u”)

eine innere Symmetrie von R3, wobei f = f(z1, 22, 23) eine beliebige Funktion bezeichnet. Es gilt

0 1
det J¢ = of <u", u — v u—zu + J:2u”> )
823 2
Insbesondere ist ®(x, u, v, v, u"") = (z, o(x,u, v, u"), v, v u") genau dann eine Lie-Punkt-
symmetrie, wenn ¢(x, u,u’,u"”) = u gilt. Es existieren somit innere Symmetrien von Rg C Js,
die keine Kontaktsymmetrien sind. <

5.2 Eigenschaften innerer Symmetrien

In diesem Abschnitt untersuchen wir Distributionen der (reguldren) Differentialgleichung
Ry C Jym, die unter allen inneren Symmetrien ¢ € I'(Ry, V[R,]) invariant sind. Um eine ganze
Reihe verschiedener Arten singuldren Verhaltens auszuschlieflen, gehen wir davon aus, dass die
Vessiot-Distribution V[R,] = H@®N, regulér ist. Im Speziellen nehmen wir an, dass das Symbol
N, C TR, uberall konstanten Rang hat und jedes #9-transversale Komplement H C TR, den
Rang n = dim X’ besitzt. Insbesondere enthalt R, alle Integrabilitatsbedingungen erster Art.

In Analogie zu abgeleiteten Kontaktdistributionen, definieren wir die k-fach (stark) abge-
leitete Vessiot-Distribution V(*) [Ry] € T'R, punktweise rekursiv durch

128 [Rq] == V[Ry],
VEDR,| = (VOIR) = VIR, + [VORLVOR,], ke No.
Nach Konstruktion gilt VIW[R,] C V[R,]+V#L_,_; baw. Tu(VH[R,]) C TL(TRq)mC(Sk)L(Rq).
Das néchste Korollar erklart, weshalb wir an solchen Distributionen interessiert sind.

Korollar 5.2.1. Es seien Ry C Jy7 eine Differentialgleichung und ¢: Ry — Ry eine beliebige
innere Symmetrie von Ry. Dann gilt To(VHF[R,]) = V®I[R,] fir alle k € Ny.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Proposition 3.2.4 mit M := R, und D := V[R,]. O

Zur Bestimmung der ersten abgeleiteten Vessiot-Distribution V'[R,] seien {X1,...,X,}
eine Basis eines #%-transversalen Komplements # C V[R,] und {Y1,...,Y,} eine Basis des
involutiven Symbols Ny C V[Rg]. Dann wird V'[R,] = V[R,| + [H, H] + [H,N,] zusétzlich
durch die Vektorfelder
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erzeugt. Ist das gewéhlte Komplement H selbst involutiv, dann gilt V'[R,] = V[R,] + [H,N].
Falls die Vessiot-Distribution V[R,] involutiv ist, gilt V'[Ry] = V[Rg]. Zur Beschreibung der
ersten abgeleiteten Vessiot-Distribution Tt(V'[R,]) in dufleren Koordinaten auf J,m betrachten
wir beliebige lokale Fortsetzungen der Vektorfelder 1+X; und ¢, Y. Da Ry C Jym eine requldre
Untermannigfaltigkeit ist, finden wir um jeden Punkt p € R, lokale Kontaktvektorfelder
Xi € Ly(77,x) und Yy € T'p(77,7) mit der Eigenschaft X;|r, = 1+X; bzw. Yilr, = 1Y ¢ derart,
dass Tu(V'[R4]) zusétzlich durch die Vektorfelder

[Xi, Xilg, = e([Xi, Xi]),  1<i<k<nm,
[Xi,Yellg, = el[X3,Ye]), 1<i<n 1<e<r
erzeugt wird. Zur Verdeutlichung der Vorgehensweise betrachten wir ein konkretes Beispiel.

Beispiel 5.2.2. Es sei Ry C Jym eine Differentialgleichung mit lokaler Darstellung der Form
Re: {us = 62(x, 0D 00, (o) €B.

Jede Gleichung der lokalen Beschreibung von R, ist nach einer Hauptableitung uj; der Ordnung

|| = q aufgelést. Hierbei bezeichnet B die Menge aller Paare (a, p1), sodass ug; eine Hauptab-

leitung ist. Die verbleibenden, parametrischen Ableitungen uj; der Ordnung |u| = g werden

mit @, notiert. In inneren Koordinaten (X, u(q_l),@) auf R, finden wir leicht, dass das
Symbol N, = Vﬁg_l C V[R,] durch die Vektorfelder

Yi=05 (B ¢B =g

aufgespannt wird. Des Weiteren stellen wir fest, dass die Vektorfelder

Xi=o=+ Y ohn,(Ru@ay)om+ Y wlidm  1<i<n
(apt1i)€B 0<lpl<q
(a,p+1:)¢B
ein n-dimensionales #9-transversales Komplement H C V[R,| erzeugen. Fiir eine ausfiihrliche
Herleitung verweisen wir auf Fesser [13, Proposition 3.1.19]. Zur Beschreibung der abgeleiteten
Vessiot-Distribution V'[R,] bestimmen wir die zugehorigen Lie-Klammern:

X Xil = > Yi(¢z+lk)% - > Yk((pfj‘Fli)%’
(a,ut+1g)EB (a,u+1;)EB
%—i— Z 72((]5!3‘“1,)%, falls v; > 0,
—y — v—=1; .
[ng Xl] = (oz,,u-i—ll)GBiV
Z Y 5( Z‘Hi)%, falls v; = 0.
(o,u+1;)eB

Wir sehen an den hier auftretenden Strukturkoeffizienten, dass die abgeleitete Vessiot-Distri-
bution V'[R,] = <Y,~,?E, (X4, Xk, [?g,yz]) im Allgemeinen singulér ist. In &ufleren Koordi-
naten ergibt sich folgendes Bild: Das Symbol T'w(N,) C Tt (V[R,]) wird durch die Vektorfelder

. P>
WY =Ch+ > —5Ch  (Bw)¢B |vl=g
(a,p)eB UV

aufgespannt, wohingegen die Vektorfelder

WXi=C9+ 3 cPecr,  1<i<n

(a,u)eB
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ein n-dimensionales Komplement Tw(H) C Twu(V[R,]) erzeugen. Diese Vektorfelder auf
Ry C Jgm lassen sich in naheliegender Weise zu Kontaktvektorfeldern

Yi=Ch+ ) “C“ (B,v) & B, [v| =q,
(a,p)eB

Xi=c?+ 3 e, 1<i<n
(a,p)eB

auf ganz J,m fortsetzen. Die einfache, aber etwas liangliche Rechnung liefert:

N 3%
[Xi,Xk] - Z C7L(q)(¢u+1k (8ua + Z ou a uy)
eB

(o,u+1y)€e (B,v)eB

0y,
Z C/E:q)@ffﬂ (“a+ Z aia ul,)’

(a,ut+1;)EB (B,v)EB
ol 0% 0
g, ¢ T oge £ Mnfags T o). g,
v—1; (a,p)eB aul/—li (a,u+1;)EB au” (y,7)EB u

Yy, Xi] =

0 0
> Sk o+ X So0s), 0
(aput1)eB Ouw (vmes Ol

Die so gewonnenen Vektorfelder aus C(’Z sind nach Konstruktion tangential zu R, C J,m und
es gilt Tu(V'[Ry]) = (Xilr,. Yilr,, [Xi, Xillr,, [V§, Xi]lr,)- <

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass der vertikale Anteil
NF =VWRINVAL_, |,  keN,

im Folgenden verallgemeinertes Symbol genannt, der k-fach abgeleiteten Vessiot-Distribution
VRIR, = H @Nq(k) im Allgemeinen nicht involutiv ist, siche Beispiel 5.2.8. Aus diesem
Grund miissen bei der Bestimmung von

VIR, = VOR,] + [H, NP | + (NP NP, keN

auch die Vektorfelder der Form [./\/'q(k),./\/q(k)] berticksichtigt werden. In Bemerkung 3.2.3 haben
wir den Begriff der schwachen Ableitung von Distributionen erwdhnt. Wir definieren die

k-fach schwach abgeleitete Vessiot-Distribution V®[R,] = H @ /\7q(k) C T'R, rekursiv durch
Vo [Rq] := VI[Rq),
VDR, ] = VWR,] + [V[R], VW[R,]| k € No,
= VR, + [HNE] + [N NP, keN.

Insbesondere ist auch V(*) [Rq] C Vk) [Rg| invariant unter inneren Symmetrien von R,. Falls

die Subdistributionen Nq(k), k > 1 involutiv sind, so stimmen beide Ableitungsbegriffe tiberein.
In diesem Fall erhalten wir

VEDR,) = VIR, + [H NP = VIR, + [H NP = VD[R, keN.
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Die so entstandene aufsteigende Kette von invarianten Distributionen auf R,
V[Rq] < V/[Rq] < V”[Rq] c--C v {Rq] < V(kJrl)[Rq] - CTRy, (5.1)

wird in jedem Punkt p € R, nach endlich vielen Schritten stationdr. Wir demonstrieren
verschiedene Eigenschaften der abgeleiteten Vessiot-Distributionen an einigen Beispielen.

Beispiel 5.2.3. Wir betrachten erneut die in Beispiel 2.3.4 beschriebene Differentialgleichung

Ugy = U,
7?,2:{

Ugy = Uy

fﬁr eine unbekannte Funktion u(x y). Die Zugehérige reguléire Vessiot Distribution V[R2] wird

X1 = 0 + 1z (0q + O;) + Wy,

Xo = 0f + UyO0g + U0y + Uyy gy,
Y = 05—

Uyy

erzeugt. An den nichtverschwindenden Lie-Klammern
(X1, Xo] = (U — 0)0uy; — UyOy, [V, X2] =0y

sehen wir, dass der Rang der glatten abgeleiteten Vessiot-Distribution V'[Rs] nicht konstant
ist. Der Koeffizient vor 0z in [X1, X o] entspricht einer Integrabilititsbedingung. Wir setzen

71 = 8@ und 72 = (% — ﬂ)%

Dann gilt V'[Ra] = (X1, X2,Y, Z1, Z2). Insbesondere ist R = {p € Rz | dim V] [Ry] = 4}
invariant unter inneren Symmetrien von Ro. Erneute Ableltung von V'[Rs] hefert die nicht-
verschwindenden Lie-Klammern

(
[Zz, ]:(:v ﬂ)&Jr( —0)0g; = (Tz —W)W1 + Z>.

Daher gilt V'[Rq] = (X1,X2,Y,Z1, Z9, W1, W), wobei die Vektorfelder Z9 und Wo mit
(@y —u)Zy = (uzy — U)Wy linear abhiingig sind. Weiter ist R2 = {p € Rz | dim V][Rs] = 5}
invariant unter inneren Symmetrien von Ro. Auflerhalb der Punktmenge {p € Ro | Uz =T
oder @, = u} ist die Vessiot-Distribution holonom, d.h. V"[R3] = T'Rs. Dieses Beispiel zeigt
explizit, dass die abgeleiteten Vessiot-Distributionen singulér sein kénnen. <

Man beachte, dass die Integrabilitdtsbedingungen von hoherer Ordnung als das Ausgangs-
system keinen Einfluss auf die FEigenschaften der abgeleiteten Vessiot-Distributionen haben,
da die Koeffizienten einer Lie-Klammer [X, Y] zweier beliebigen Vektorfelder X,Y € X(J )
héchstens die Ordnung ¢ haben.

Beispiel 5.2.4. Das folgende Beispiel eines linearen Systems zweiter Ordnung fiir eine unbe-
kannte Funktion u(z,y, z) geht wohl auf M. Janet [17] zurtick:

RQ : {uzz + YUy = 07
Uyy = 0.
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Wenn wir hier die erste Gleichung zweimal nach y ableiten und zweifache Ableitungen der zwei-
ten Gleichung nach x bzw. nach z davon abziehen, so erhalten wir die Integrabilitdtsbedingung

2uxxy = Dyy(uzz + yumc) - (Dzz + yD:):x)uyy =0,

also eine Gleichung dritter Ordnung. Weitere Uberkreuzableitungen fithren zu einer zusitzlichen
Integrabilitdtsbedingung vierter Ordnung, ndmlich der Gleichung

Ugpprr = Drxy(uzz + yuxw) - (Dzz + mex)ura:y =0.
Die zugehorige Vessiot-Distribution V[Rs] ist dagegen holonom mit V[Rso]-Typ (7,10,11). <

Das folgende Beispiel demonstriert, dass die Kette der (reguldren) abgeleiteten Vessiot-
Distributionen (5.1) im Allgemeinen nicht mit TR, endet.

Beispiel 5.2.5. Wir betrachten die planaren U (1)-Yang-Mills-Gleichungen
Ry - Vgt — Uge = 0,
Vig — Ugg = 0

fiir zwei unbekannte Funktionen u(t,z) und v(t, x). Ihre Vessiot- Distribution V[R2] wird in

X1 = 07 + wOxg + U0y + WOy + Wiz (Ouz + Op) + Uz Oy
X2 = 05 + U0 + V305 + U0y + Uz (Ouz + Op) + VO,

?1:8@5 ?3:%7
Yo = Ouy, Yi= 05

aufgespannt. Die erste abgeleitete Vessiot-Distribution V'[Rs] wird zusétzlich von

Z1 =Y, Xo] = [Y1,X1] = O,
Zy = [Y3,X1] = [Y4, X2 = O,
Z3=[Y9,X1] = [V3,X2] = O + Oz

erzeugt und es gilt V'[Rs] & V[Ra] + V#2. Erneute Ableitung von V'[Ry] zeigt, dass die
zweifach abgeleitete Vessiot-Distribution V'[Rs] & TRy zusitzlich durch die Vektorfelder

Wi = [Z3,Xs] = [Z1,X1] = 0,
Wo=1[Z3,X1] = [Z2, X2] = &
aufgespannt wird. Weiter ist V”[R3] involutiv und es gilt dim V"[R2] = 11 < 12 = dim Ro mit

beispielsweise N = 95 — Oz € TR2 \ V"[R2]. Nach dem klassischen Theorem von Frobenius
kann Ro C Jom durch eine Familie von Differentialgleichungen

Vi — Uge = 0,
RS 1 Vg — Ugy = 0, a€R
Ut — Uy = G,
tiberdeckt werden. Es gilt V'[R4] = TR%. Man bestétigt sofort, dass die Gleichungen zweiter

Ordnung in R differentielle Konsequenzen der Gleichung vy — u; = a sind und es gilt
R2 = Sol(R2) = W,er S0l(R$S). Insbesondere sind ¢g: Ra — R mit globaler Darstellung

¢ (t T, U,V utuudfuUtuvx)uttuut:cauxxuvxx) (ﬂf,ﬂﬁ—f(@—@)(l - eis)uﬁuuitu

U — (U — Uz )e”*, U, Uy, Utt, Uty Uz, Uzz), S € R
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genuine innere Symmetrien von Ry mit erzeugendem Vektorfeld!

_ — 1= 1=
X = (U — ) (T0g + Oy) = (v — Uz) (le + 575 - 2N) :

Offenbar gilt T'¢s(N2) = N fiir alle Parameterwerte s € R, weshalb auch ¢5 jede Losung
von Ro auf eine andere Lésung abbildet. Nach Proposition 3.3.2 ist ¢s um eine Ordnung
projizierbar. Wir finden einen Diffeomorphismus Vg: Jim — Jim mit globaler Darstellung

\I’S(taxvuavuutauxavtavx) = (t,x,u + ZE(’Ut - UCC)(]- - eis))rl};ut;vt - (Ut - ux)eisavtvvm)a

sodass Uso07? = #20¢y gilt. Mit Hilfe der transversalen Kontaktbedingungen (4.5) erhalten wir,
wegen der Nichteindeutigkeit der Prolongation nach Bemerkung 4.1.6, zwei unterschiedliche
Fortsetzungen ®1, ®2: Jom — Jom von ¢ mit der Eigenschaft ®!|z, = ¢5 = ®%|%, und

(I);(tv €, 11(2), V(2)) = (\I’s(ta Z, u(l)) V(l))u Utt, Uty Utx_(vt:c_u:(;x)eis’ Utt, Ut Uxx)a

‘Iﬁ(t’ x, 11(2), V(2)) = (‘I’s(t x, 11(1), V(l)), Utt, Utt—(vtt—utx)e_s, Utz_(vtx_umm)e_sa Utt, Uta Um)~

Des Weiteren finden wir ®%(Sol(R%)) = Sol(R}) mit b = ae™* sowie T®L(V7?) = V2. Da
die Yang-Mills-Gleichungen den Prototyp einer Eichtheorie darstellen, definieren fiir jede
beliebige Funktion A(t,z) die Funktionen w(t,x) + A¢(t, z) und v(t, ) + A, (t, z) eine Losung
von R§, wenn u(t, x),v(t,z) eine Losung von R ist. Die so gegebenen Lie-Punktsymmetrien
Ga®p: Jom — Jom mit ®p(t, z,u,v) = (t,2,u + A(t,7),v + Ay(t, 2)) sind 72-fasererhaltend
und bilden eine Gruppe. <

Ist allgemein V) [R,] ¢ TR, regulir und involutiv, so lisst sich die Untermannigfaltigkeit
R, C Jym nach dem Theorem von Frobenius durch eine (dim R, — dim V)[R, ])-parametrige
Familie von Differentialgleichungen der Dimension dim V(%) [Rg| lokal iiberdecken.

Wenn wir die Differentialgleichung R, C J,m prolongieren, dann besitzt auch jede der
erhaltenen Gleichungen R4, C Jgyr7 eine Vessiot-Distribution V[R44,|. Es besteht folgender
Zusammenhang zwischen abgeleiteten Vessiot-Distributionen unterschiedlicher Ordnung:

T2 (V) [Ryrr]) € VAIRY] mit p = 7247 (5).

Diese Eigenschaft ergibt sich leicht aus C;, = Tﬂq” (Cé Jr)r) der Inklusion

TL(V(T) [Rq+r]) - TL(TR(]+T> N Cq—&-?“‘ t(Rg+r)

und der Tatsache, dass die Projektion 773” Rysr — R,(l r) surjektiv ist. Auf der Ebene von

Loésungen bedeutet diese Eigenschaft Folgendes: Es sei o € I'jor(m) eine Losung von R, mit
p € imj,o C R((f). Dann ist p € im jg1,0 € Ryy, mit p = 737(p) eine Integralmannigfaltig-

keit der Vessiot-Distribution V[Ry4] € V) [Ryip] mit Tp(im jgir0) C V5[Rytr] C V/gr) [Rgtr)-
Insgesamt erhalten wir somit

Tp(iqua) - Tﬁﬁq—w (Tﬁ(iqu+r‘7)) C Tprd™r (Vﬁ[Rq+r]) - Tﬁﬁtqﬁ_r (VQ") [Rq+r]) C Vp[Rt(zr)]-

q = pP"q p
Fiir jede beliebige Losung o € [o h(g - Rg ") gilt folglich
T(imjo) € |J Tl (vl W) U Tl (VS [Rern]) € VIRY.
pEFEIT) 1 ({p}) pEFEIT) 1 ({p})

' Allgemein ist X = f(V; — Uz)(T0x + Or) mit f € F(R) eine infinitesimale innere Symmetrie von Rs.
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Falls die r-fach abgeleitete Vessiot-Distribution V(") [Rq+r] eine ﬁg“"“—projizierbare Basis besitzt,
dann ist jede prolongierte Losung im j,0 eine Integralmannigfaltigkeit der Subdistribution

THIT (VO [Ry,]) € VIRY]. Im Spezialfall VI [Ry ] = V[Rg4r] + V#IT] erhalten wir stets

THIT (VO [Rygsr]) = VIR,

Beispiel 5.2.6. Wir setzen das obige Beispiel 5.2.5 fort. Die erste abgeleitete Vessiot-Distribu-
tion V'[Ra] besitzt trivialerweise eine #3-projizierbare Basis mit

= (0 + W0 + U405, O + UzOg + U205, Op, Ony, O + Oy Oy Ougs Oy Oy -

Vzx

In inneren Koordinaten (¢, z,w, v, us, g, v¢, v;) auf Rgl) 72(Rz) = Ji7 erhalten wir
77} (VI[Ra]) = (€17, CY, Ouys Ou O, + 0u, ) & Ca.

Fiir jede Losung o von Ro, ist im jio eine Integralmannigfaltigkeit von T4% (V'[R2]) € C1. <

Als Néachstes untersuchen wir die Eigenschaften der Cauchy-Cartan-Charakteristiken-
Distribution von V*)[R,]. Definitionsgemsf ist

CharVP[R,]] = {X e VW[R ]| [ X, VP[R,]] S VV[R,},  keN

eine inwvolutive Subdistribution der k-fach abgeleiteten Vessiot-Distribution V®[R,]. Sie
lasst sich direkt aus den Strukturgleichungen von V(k+1)[7€q] ableiten. Ist allgemein V(*) R
involutiv, so gilt Char[V®)[R,]] = V)[R,]. Wie das folgende Korollar zeigt, sind die Cauchy-
Cartan-Charakteristiken-Distributionen invariant unter inneren Symmetrien.

Korollar 5.2.7. Es seien Ry C Jym eine Differentialgleichung und ¢: Ry — Ry eine beliebige
innere Symmetrie von Ry. Dann gilt T¢p(Char[V®[R,]]) = Char[VH®)[R,]] fiir alle k € N.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Korollar 3.2.9 mit M := R, und D :=V[R,]. O

Im Gegensatz zur Kontaktdistribution C; mit der Eigenschaft Char[C,] = {0} ist die
Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distribution Char[V[R,]] im Allgemeinen nicht trivial.

Beispiel 5.2.8. Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
Ra: {Um—ugy/iiz(),
Ugy — “12/1,/ /2=0

findet man leicht, dass die zugehorige regulére Vessiot-Distribution V[Rg] holonom ist. Es gilt
V'Ra] = (X1,X2,Y,Z, W1, Ws) = TRy mit Vektorfeldern

J— U 3 u 2 — .

X1 = Op + WpOp + =30 + =5~ Oy, Z =Y, Xo] = Ouy + yy Oy,
2

— U — — —

Xy = O + Wy + =5~ O + Ty Oy, Wi = [Z,X,] = 0,

Y = 0y, Wo=1[Y,Z] = 0.

Anhand der Kommutatoren-Tabelle von V"[R]
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L] X3 Xo Y Z Wi | Wa
X 0 0 | —UpyZ | —UyyW1 | 0 | =W,
X, 0 0 —Z Wy 0 0
Y | wyZ | Z W 0 0
Z | ugyWy | Wi | =W 0 0 0
Wi 0 0 0 0 0 0
Wy Wi 0 0 0 0

sehen wir, dass der vertikale Anteil ./\/2(1) =(Y,Z) von V'[Rq] = (X1, Y2>@N2(1) C V[Ro)+V#d
nicht involutiv ist. Weiter besitzt V'[Rz] keine #3-projizierbare Basis. Zur Berechnung der
Cauchy-Cartan-Charakteristiken X € Char[V[Rs]] machen wir den tiblichen Ansatz

X =aX;+bXy+cY

mit beliebigen Koeffizientenfunktionen a, b, c € F(R2). Aus den Bedingungen

erhalten wir X = a(X1 — Uy, X2) mit a € F(R2). Zusammenfassend gilt
Char[V[Ro]] = (X1 — Uy X2) = ( O — Uy 0y + (W — Uy Uyy)05 — == 0z = =50y ).

Auf gleiche Weise finden wir Char[V'[R3]] = Char[V[Rs]] und Char[V"[Rs]] = V' [Rs]. <

Falls das verallgemeinerte Symbol /\/'tl(k+1) C TR der (k + 1)-fach abgeleiteten Vessiot-
Distribution VE*D[R ] = H @ ./\/q(kﬂ) involutiv ist, dann folgt aus der Rechenregel

q

[Nq(k),v(kﬂ)mq]} _ [N(k)77_4 + [Nq(k)"/\/’q(k-i-l)} c V(k-i—l)[Rq] JrNq(kﬂ) _ V(k-l—l)[Rq]

unmittelbar A" C Char[VE+HD[R,]]. Im Spezialfall k = 0 erhalten wir hieraus einen Zusam-
menhang zwischen dem Symbol A, und der Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distribution
Char[V'[R,]]. Wir verdeutlichen auch diesen Zusammenhang an einem konkreten Beispiel.

Beispiel 5.2.9. Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
Ry - Ugy + Ugy = 0,
Uyy + Ugy = 0

fiir eine unbekannte Funktion u(z,y). Die zugehorige Vessiot-Distribution V[Rs]| wird in

X1 = 05 + WO — Uy Oz — Omy),
Xy = Oy + W0 + Uy Oz — O,
Y = Oy

Uzy

aufgespannt. Die erste abgeleitete Vessiot-Distribution V'[Ro] wird zusétzlich vom Vektorfeld

Z = [Xla?] = [Yay?} :aﬁ_a@
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erzeugt. Es gilt V'[Ra] & V[R2] + V#3. Erneute Ableitung von V'[Rs] zeigt, dass die zweifach
abgeleitete Vessiot-Distribution V"[Rq] zusitzlich von

W: [Zvyl] = [Y%Z] = 8'17

aufgespannt wird. Anhand der Kommutatoren-Tabelle von V"[R;]

[ X1 | Xo | Y | Z | W
Xl 0 0 Z | -W |0
X, 0 0 |—Z| W |0
Y | -Z| Z 0 0 0
Z | W | -W| 0 0 0
W | 0 0 0 0 0

sehen wir, dass sowohl V"[Rs] als auch N2(1) = (Y, Z) involutiv sind. Weiter ist V"[Ra] & TR2
nicht holonom. Es gilt beispielsweise N = O + 0z, € TR2 \ V'[Ra]. Zur Berechnung der
Cauchy-Cartan-Charakteristiken X € Char[V[R3]] machen wir den iiblichen Ansatz

Y:CLY1+I)Y2+C?
mit beliebigen Koeffizientenfunktionen a, b, c € F(Rz2). Aus den Bedingungen
,X1] mod V[Ry] = —cZ =0,
X,X5] mod V[Rs] =cZ =0,
X,Y] mod V[Rs]=(a—b)Z =0

erhalten wir X = a(X; + X2) mit a € F(Rz2). Folglich gilt Char[V[R2]] = (X1 + X2). In
analoger Weise berechnen wir Char[V'[Rz]] 2 Char[V[R;]]. Hierzu machen wir den Ansatz

X

—

X1
X

—

X =aX|+bXo+cY +dZ
mit a, b, c,d € F(Rz2). Aus den nichttrivialen Bedingungen
1] mod V/[RQ] = dW = 0,
y 2] mod V/[RQ] = —dW = O,
[(X,Z] mod V'[Rs]=(b—-a)W =0
erhalten wir schliefllich N2 C Char[V'[R2]] = (X1 + X»,Y) = Char[V[R3]] & Na. <

Wie bei Lie-Kontaktsymmetrien im Fall mg = 1 ist das Symbol N, im Allgemeinen nicht
invariant. Aus diesem Grund interessiert uns besonders die Situation, wann N; = Char[V'[R,]]
gilt. Hierzu sei {X1,...,X,,Y1,...,Y,, Z1,...,Z;} eine Basis der ersten abgeleiteten Vessiot-
Distribution V'[Ry] = V[R,] @ (Z1,...,Z;). Wir machen den Ansatz

Y

| >

S

n r l
Y = Z aiyi + Z bk?k + Z Cj?j
=1 k=1 7=1

mit a;, by, ¢; € F(R,) fiir X € Char[V'[R,]]. Die zugehérigen Bedingungen lauten:
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Trivialerweise gilt M, C Char[V'[R,]] genau dann, wenn [Nq,./\/’q(l)] C V'[R,] gilt. In diesem
Fall erhalten wir keine Bedingungen an die Koeffizienten b, € F(R,). Es bleibt

[(X:,Zs] mod V'[R Z

mit Strukturkoeffizienten CX € F(R,), wobei {W7,...,W;} eine Vervollstindigung zu einer

Basis von V'[R,] = V'[R,] © (W1,..., W) darstellt. Bezeichnet =¥ eine n x [-Matrix mit
Eintrigen (2F);s = CF und ¢ = (c1,...,¢) bzw. a = (a1, . .., a,), dann gilt

¢ ¢
ce ﬂ kerZF und ac ﬂ ker (Ek)T
k=1 k=1

Falls der Durchschnitt der Kerne ker Z* respektive ker (Ek)T trivial ist, dann ist das Symbol

N, = Char[V'[R,]] invariant unter inneren Symmetrien. In analoger Weise ist Nq(k) invariant
unter inneren Symmetrien, wenn /\/'q(k) = Char[V*F+HD[R,]] gilt.

Beispiel 5.2.10. Wir betrachten die berithmte Korteweg-de-Vries-Gleichung
Rs : {ut — O6uly + Uggy =0

fir eine unbekannte Funktion u(¢, x). Sie beschreibt das Verhalten von Flachwasserwellen in
engen Kanéilen Nach der héchsten Ableitung umx aufgelést finden wir, dass die zugehérige Ves-

auf R3 gllt V”l [Rg] <X1, XQ, Yl, Yg, Y3, Zl, ZQ, Z37 Wl, WQ, U> TRg mit Vektorfeldern

X1 = 0 + W0y + WOy + Utz Oy + Wit Orzgy ~+ Ut Oy + Wi Oty

Xy = 0z + UpOp + Wiz Oy + U Oz + Wita Oz + Wtwa Oy + (06U — Ug) O,

Y1 = Ougrs Y2 = Ours Y3 = Oy

Zy = [Y1,X1] = [V, Xo] = O, Wi =[Z1,X1] = [Z2, X2] = O,
Z3 =Y, X1] = [V3, X2] = Ogy, Wa = [Z2, X1] = [Z3, X2] = Og,
Z3=[Y3,X1]| = O, U=[Wi,X] =0z

Aus den Strukturgleichungen von V"'[Rs]

(X1, Xo] = (6ut + 6w uy — Uy)Z3, (X2, W1] = Z1,
(X2, Wy| = —6uZs — U, [(Xo,U] = —6u;Z3

ergeben sich folgende invariante Distributionen:

V[R3] = V[R3] + Vi3, Char[V[R3]] = {0},
V/[Rs] = V[Rs] + Vil = (Ta3)~? (V[R;”]), Char[V'[Rs]] = N3 = V73,
V'[Rs] = VIRs] + Vi = (T7]) 7 (VIRY)),  Char)"[Re] = A" = VA,

V”/ [Rg] = TRg, Char[V”’[Rg]] = TR;J,.



98 Kapitel 5. Innere Symmetrien

Mit R?) = Jimund V"[R3] = (T'#})~1(Cy) folgt aus Korollar 3.3.4, dass jede innere Symmetrie
¢ € I'(R3,V[R3]) auf eine Kontakttransformation ®; € I'(Jy7w,Cy) erster Ordnung lokal proji-
zierbar ist und es gilt jo®1|r, = ¢. Insbesondere ist jo®; eine Lie-Kontaktsymmetrie von R3. <

Die néchste Proposition beschreibt allgemein, unter welchen Bedingungen innere Sym-
metrien lokal projizierbar sind. Wir sprechen ausdriicklich von der lokalen Projektion, um
Annahmen iiber Definitionsbereiche zu vermeiden, vgl. Proposition 3.3.2.

Proposition 5.2.11. Es seien R, C J,7 eine reguldre Differentialgleichung und ¢: R4y — R,
eine innere Symmetrie von R,. Es gelten die folgenden Annahmen fiir ein k € {1,...,¢}:

(i) To(VAL,) = VAL,
(i1) To(VIRG) + VAL, 1) = VIR + VAL, ;.

. o . k k) . . .
Dann existiert eine innere Symmetrie ¢q_p Rggk — Rggk mit ¢k 073, =7 4 0P

¢
Rq Rq
21 l i
q—k q—k
k bq—k k
R

Beweis. Die erste Bedingung garantiert nach Proposition 3.3.2, dass ¢ lokal 7?;17 -fasererhal-

tend ist. Es existiert folglich ein lokaler Diffeomorphismus ¢, : Rék_)k — R((]k_)k mit der Eigen-
schaft ¢, o ﬁg_k = ﬁg_k o ¢. Wegen

. . -1 k
VIR +Va] 4 = (ng—k) (V[R((;—)k])
ist die Urbilddistribution (Tfrgfk)_l(V[Rgi)k]) invariant unter T'¢. Nach Proposition 3.3.3 ist

¢¢—k eine innere Symmetrie von Rfl _) i Was zu zeigen war. O

Definition 5.2.12. Es seien R, C J,;m eine reguldre Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1
und ¢: Ry — R, eine innere Symmetrie von R,. Die kleinste ganze Zahl k € {0, ..., ¢}, fir
die gilt? To(V#}) = Va1, heit Ordnung von ¢.

Jede innere Symmetrie ¢: R, — R4 der Ordnung k ist iiber ¢ — k Ordnungen lokal
projizierbar. Beispielsweise besitzt jede innere Symmetrie der planaren U(1)-Yang-Mills-
Gleichungen aus Beispiel 5.2.5 wegen Char[V'[Rq]] = N3 hochsten die Ordnung Eins.

Korollar 5.2.13. Es sei Ry C Jym eine requldre Differentialgleichung der Ordnung q¢ > 2 mit
folgenden FEigenschaften fir ein k € {1,...,q — 1}:

(i) VAL, = Char VO [R,],
(11) V[Rq] + Vﬁg—k—l =y [Rql-

Dann ist jede innere Symmetrie von Ry lokal projizierbar auf eine innere Symmetrie von Rék—)k

*Im Fall k = q gilt definitionsgeméaf V#Z = {0}.
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Beweis. Beide Distributionen V®[R,] und Char[V*)[R,]] sind nach Korollar 5.2.1 bzw.
Korollar 5.2.7 invariant unter allen inneren Symmetrien von R,. Mit Proposition 5.2.11 folgt
die Behauptung. Man beachte, dass die zweite Bedingung zwar Vi, C Char[V®)[R,]] aber

nicht die umgekehrte Inklusion impliziert. Insbesondere ist V(*) [Rq] & T'R, nicht involutiv. [

Im Sonderfall k = ¢ kann die erste Bedingung wegen V(@[R,] = V[R,| + V#9 = TR, nicht
erfiillt sein. Die angegebenen Kriterien sind zwar hinreichend aber nicht notwendig. In einigen
Féllen ist es moglich die Invarianz der betreffenden Distributionen auf anderem Wege zu
folgern, vgl. Proposition 3.2.11. Beispielsweise ist das Symbol N, dann invariant unter inneren
Symmetrien, wenn N, C V[R,] die einzige involutive Subdistribution der Vessiot-Distribution
ist mit Dimension dim Nj.

Essei ¢: Ry — Ry eine beliebige innere Symmetrie der Ordnung g — k. Falls die betrachtete
reguldre Differentialgleichung R, C J,m lokal l6sbar ist, dann lasst sich der aus Propositi-
on 3.3.2 erhaltene Diffeomorphismus ¢,_j: Rflk_)k — ng_)k entlang von Losungen wieder
prolongieren. Zunichst folgt aus der Invarianz des Vertikalbiindels Vﬁg_ . unter T'¢, wegen

ToNg) = Top(Vig_y NVag_) CTo(Vig ) =Vig .,
T¢(Nq) = T¢(Vﬁ3_1 n V[Rq]) C T¢(V[Rq]) = V[Rq],

sofort die Invarianz des Symbols T¢(N,) C V7r _x NV[R,] = Ny unter T'¢, vgl. Propositi-
on 3.2.1(7). Dementsprechend ist ¢(im j,o) = im qu' stets w9-transversal, wenn o eine lokale
Lésung von R, bezeichnet. Es gilt ¢q_;(im jg—ro) = im j,_0 mit im j,_ro C Rék_)k und
wir setzen jpdq—(im jgo) := im j,o. Aus der Eindeutigkeit der Prolongation von Losungen
folgt jrdq—r = ¢. Natiirlich ist diese Definition der Prolongation von ¢,_j nicht geeignet
fiir konkrete Rechnungen, da die Losungen von R, praktisch unbekannt sind. Stattdessen
betrachten wir eine beliebige Fortsetzung von ¢4_j zu einer Abbildung ®,_j: J,_pm — Jy_p7
auf dem umgebenden Jetbiindel J,_;7. Diese Transformation ®,_j, ist in der Regel keine Kon-
takttransformation, auch kein (lokaler) Diffeomorphismus. Nichtsdestotrotz ist die zugehorige
Kontaktmatrix auf ng_)k C Jy—im invertierbar. Mit Hilfe der transversalen Kontaktbedin-
gungen (4.5) konnen wir dann eine Abbildung j,®,_: Jym — Jym konstruieren mit der
Eigenschaft j,®,_r|r, = ¢. Man beachte aber, dass die Prolongation j,®, % im Allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt ist, siehe Bemerkung 4.1.6. Falls R, nicht lokal 16sbar ist, dann gilt
in dieser Situation weiterhin ji®, k[so1(r,) = @lsol(Rr,)- Damit haben wir schon ein Analogon
zur lokalen Version des Theorems von Béacklund 4.2.6 fiir innere Symmetrien bewiesen.

Theorem 5.2.14. Es sei Ry C Jym eine reguldre lokal losbare Differentialgleichung der
Ordnung q > 2 mit folgenden Eigenschaften fir ein k € {1,...,q—1}:

(i) V&I, = CharVW[R,]],
(i) V[Rql + Vﬁgfk—l =y [Rq]-

Dann ist jede innere Symmetrie ¢ € I'(Rq, V[Ry]) die k-te Prolongation einer geeigneten
inneren Symmetrie ¢4y, € I‘(Rék_)k, V[R( )k])

Die Voraussetzung der lokalen Losbarkeit von R, C J,m garantiert, dass die innere
Symmetrie ¢ durch Prolongation von ¢,_j, iiber k¥ Ordnungen eindeutig rekonstruierbar ist.
Insbesondere ist j.¢ := ji4r@q—k eine innere Symmetrie von Rqq, C Jyqpm.
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Korollar 5.2.15. Es sei Ry C Jym eine lokal losbare Differentialgleichung der Ordnung q > 2
mit folgenden Eigenschaften:

(i) 71 (R,) ist offen in Jym,
(i1) V#{ = Char[V—D[R,]],
(iid) (T#1) " (VIRYV]) = VD[R],

Dann besitzt jede innere Symmetrie ¢ € I'(Ry, V[R,]) eine eindeutige lokale Fortsetzung
¢ € I'(Ry,Cy) mit der Eigenschaft ®|r, = ¢.

‘P:jq,1¢1

ST — i

Beweis. Die ersten zwei Bedingungen garantieren die Existenz eines lokalen Diffeomorphismus
¢1: Jim — Jim mit der Eigenschaft ¢1 o #] = #{ o ¢, d.h. ¢ hat hochstens die Ordnung
Eins. Die dritte Bedingung impliziert, dass die Abbildung ¢; eine Kontakttransformation ist.
Insbesondere ist ® = j,_1¢1 eine Kontakttransformation der Ordnung ¢. Da R, = Sol(Ry)
nach Voraussetzung lokal losbar ist, ist ® eine Lie-Kontaktsymmetrie von R, mit der Ei-
genschaft ®|g, = ¢. Im Fall m = dim€ — dim A > 1 ist ® nach dem Theorem von Béck-
lund 4.2.6 eine Lie-Punktsymmetrie von R,. Falls VU=D[R,] eine #f-projizierbare Basis
besitzt, dann ist die dritte Bedingung dquivalent zu T#{ (VY [R,]) = C;. Mit anderen
Worten ist kp: I'(Ry,Cq) — I'(Rq, V[R,]) ein lokaler Isomorphismus von Lie-Pseudogruppen.
Ist die erste Bedingung verletzt, dann besitzt eine innere Symmetrie ¢ der Ordnung Eins dann
eine lokale Fortsetzung zu einer Kontakttransformation ® mit ®|r, = ¢, wenn m = 1 gilt. [

Nicht jede innere Symmetrie erster Ordnung ist eine Lie-Kontaktsymmetrie. Ein einfaches
Gegenbeispiel ist die folgende lineare partielle Differentialgleichung

U, = 0,
Rq: { N
v =0
fiir zwei unbekannte Funktionen u(z,y) und v(z,y). Das Theorem von Bécklund 4.2.6 besagt,
dass diese Differentialgleichung ausschlielich Lie- Punktsymmetrien besitzt. In inneren Koordi-

eine genuine innere Symmetrie von R ist.

Beispiel 5.2.16. Wir betrachten erneut die in Beispiel 2.5.3 beschriebene lokal 16sbare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung fiir eine unbekannte Funktion u(z,y):

Urz = AU,
Ro : {
Uyy = Bu.
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Thre Vessiot-Distribution ist holonom und es gilt V'[Ra] = (X1, X2,Y, Z1, Zo, W) = TR» mit

X1 = 05 + UpOg + aUOg; + UayOuy 71 =1Y,Xs] = 0,
7 &4‘ uy&"i‘ uxya@"i_ ﬁua@ 72 = [?7Y1] = a@a
?:%7 W: [71771] :85

Anhand der zugehorigen Kommutatoren-Tabelle von V"[R;]

[ -] X, Xs Y | Z, | Z W
X, 0 BuzZo —qiyZy | —Zs | =W | 0 | —aZ;
Xo | quyZy — Uy Zs 0 —-Z1| 0 | =W | —BZ,
Y Zs 74 0 0 0 0
A w 0 0 0 0 0
Zo 0 w 0 0 0 0
w aZy BZ 0 0 0 0

bestétigt man leicht die folgenden Eigenschaften:

V'[Rol = (X1 — auZy — UgyZa, Xo — UgyZy — BuZa, Z1, Z2,Y)
= (O + Uz 0g, Oy + UyOq, Oy, Ouy, Ouzy ),
Char[V'[Ra]] = N2 = { Oay) -

Bezeichnen (x,y, u, s, u,) die inneren Koordinaten auf Rgl) = m3(R2) = Ji7, so erhalten wir
T#% (V'[Ra]) = {0z + uzOu, Oy + Uy Oy, Oy, Oy ) = C1.
Folglich l&sst sich jede innere Symmetrie von Ro zu einer Lie-Kontaktsymmetrie fortsetzen. <

Es sei R, C Jym eine (reguldre) lokal losbare Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1
mit der Eigenschaft 7(R,) = £. Dann besitzt jede innere Symmetrie ¢: R, — R, nullter
Ordnung eine eindeutige lokale Fortsetzung zu einer Lie- Punktsymmetrie ® = j 9 von R,.

D=jq90
/N
Jym =R, R4© Jqm
#d wd
4 i o l m

Ist 7d(R4) C & nicht offen in &, so ist die Fortsetzung ® nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel 5.2.17. Es sei Ry C Jym eine lokal 16sbare partielle Differentialgleichung der Ord-
nung ¢ > 2 mit lokaler Darstellung in Cauchy-Kovalevskaya-Form

Re: {ug = d2(x, 0D 0g),  (aup) €B.

Hierbei gilt B = {(a,p) | |p| = p1 = qund o = 1,...,m} mit [B] = m. Es liegt nahe

(%, u(q_l),%) als innere Koordinaten auf R, zu verwenden. In Beispiel 5.2.2 haben wir eine
Basis der Vessiot-Distribution V[Ry] = H &N, = (X1,..., Xn) @ {Y3 | (B,v) ¢ B, |v| = q})
angegeben. Als Néchstes berechnen wir V'[R,]. Es gentigt die Lie-Klammer

VX =05 (Bl ¢Br=q-1
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fir i > 2 zu betrachten. Da zu jedem Multiindex v € Nfj der Lange |v| = ¢ — 1 das Paar

(B, v+ 12) nicht in B liegt, finden wir V'[R,] = V[R,] ® <{%\ vl =q—1}) = VIR ] + Vi _,.
Die Berechnung der Cauchy-Cartan-Charakteristiken- Dlstrlbutlon Char[V'[R,]] vereinfacht
sich enorm, wenn wir fir V'[R,] = H & qu) = H ® V7] , ein anderes #t9-transversales

Komplement H C V'[R,] withlen, das durch die Vektorfelder

=(g—1) B'd « = ~(0—1) &~
Y =Xi— Y o, (xul g
(avu+1i)¢B
aufgespannt wird. Wir machen dann den iiblichen Ansatz
F=yad e S T ogs X o
=1|v|=¢-1 lvl=q
Bv )¢B
fiir eine Cauchy-Cartan-Charakteristik X € Char[V'[R,]]. Aus den Bedingungen

(X, ¢ Y] mod VIR > b0 s=1,...,n,
B=1|v|=q—2

{%,Y} mod V'[R ZGZ y=1,....m, |t =q¢—1
Tz>0

folgt sofort bJ = 0 = a; und somit Ny = V&I | = Char[V'[Ry]]. Wegen 7 _|(Ry) = Jg17
und T77 4 (V’ [Rq]) = C,4—1 besagt das Theorem 5.2.14, dass jede innere Symmetrie von R, in
Wirklichkeit von der ersten Prolongation einer Kontakttransformation auf J,_i7 herriihrt. <

Mit der gleichen Uberlegung folgt allgemein, dass jede innere Symmetrie einer lokal l6sbaren
Differentialgleichung R, der Ordnung ¢ > 2 mit den Eigenschaften 7 ,(R,) = J;— 17 und

3 -2
dimV'[R,] = dim V[R,] + dim ng_% =dim V[R,] + M<n ;;E 1 )

die erste Prolongation einer Kontakttransformation auf J,_i7 ist. Aus der Maximalitdt der
Dimension von V'[R] erhalten wir sofort V'[R,] = (Tﬁ'gfl)fl(cq_l). Wegen 7] (Rq) = Jy—17

gilt V'[R,] = <C§q Vo ,é(q_l)) © Vit]_, und somit auch Ny = Char[V'[R,]].

n

CI>:j1 ¢q71

~4q ~q
W\ lwa qul %
—1 —1
q bq_ q

Jqflﬂ'

5.3 Infinitesimale innere Symmetrien

In diesem Abschnitt untersuchen wir lokale Lie-Untergruppen von I'(R4, V[R,]). Solche
algebraischen Unterstrukturen lassen sich in Analogie zu infinitesimalen Lie-Kontaktsymmet-
rien mittels Vektorfeldern beschreiben, weshalb sie deutlich einfacher zu berechnen sind.
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Definition 5.3.1. Es seien (R, 79, X') eine gefaserte Mannigfaltigkeit und ¢: Ry — J,m
eine Einbettung mit der Eigenschaft #7 = 7% o «. Ein lokales Vektorfeld X € X(R,) heifit
infinitesimale innere Symmetrie von R4, wenn der zugehérige Fluss von X eine einparametrige
lokale Lie-Gruppe von inneren Symmetrien von R, bildet.

Bei dieser Definition ist es grundsétzlich nicht ausgeschlossen, dass die Vessiot-Distribution
von R, singulér ist, vgl. Beispiel 5.1.2. Um nachzuweisen, dass ein Vektorfeld X € X(R,)
tatsdchlich eine infinitesimale innere Symmetrie darstellt, ist es in solchen Féllen in der
Regel erforderlich, zuerst den zugehorigen Fluss von X zu berechnen. Falls aber die Vessiot-
Distribution V[R,] = (L*Cg)o reguldr ist, so liefert Proposition 3.4.2 ein effektiv verifizierbares
Kriterium fiir infinitesimale innere Symmetrien.

Korollar 5.3.2. Ein lokales Vektorfeld X € X(R,) ist genau dann eine infinitesimale innere
Symmetrie von Ry, wenn gilt L5V[Ry] = [X,V[Rq]] C VIR, oder dquivalent L t*C C 1*Cy).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 3.4.2 mit M := R, und D := V[R,]. O

Jede infinitesimale innere Symmetrie X € X(R,) definiert vermoge des Pushforwards
ein Vektorfeld ¢, X auf «(R,) C J,m, das zu einem lokalen Vektorfeld X € X(J,m) fortge-
setzt werden kann. Umgekehrt definiert ein Vektorfeld X € X(J,m) mit der Eigenschaft
X|,r,) € X((Rq)) genau dann eine infinitesimale innere Symmetrie X = 1*X|,g,) € X(Ry),
wenn geeignete lokale Kontaktvektorfelder Xi,...,X,,Y1,...,Y, € X(Jym) mit Tu(V[R,]) =
(Xiluryg)s Yelu(r,)) existieren, sodass die Lie-Klammern [X, Xi]|,(z,) und [X,Y?]|,(z,) in
Tu(V[R,]) liegen. Wir nehmen im Folgenden an, dass die totale Mannigfaltigkeit R, be-
reits eine reguldre Untermannigfaltigkeit des Jetbiindels J,m ist, d.h. R4 C J,m. Im Spezialfall
R, = Jym ist X = X eine infinitesimale Kontakttransformation.

Die Menge der infinitesimalen inneren Symmetrien von R, C J,m, in Zeichen?

Sym[Ry, VR]] = {X € Typ(rr,) | [X, VIRy]] € VIR,]},

mit festem Definitionsbereich U = U N Ry € Ry bildet nach Proposition 3.2.5 eine reelle
Lie-Algebra. Wir beschreiben die Konstruktion der Lie-Algebra Sym[R,, V[R,]] in inne-
ren Koordinaten (X,¥) auf R,: Hierzu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die
s-fach abgeleitete Vessiot-Distribution V(%) [Rq] € TR, regulér und involutiv ist. Weiter sei

{X1,... ,Yn,Y(l), - ,?00, LY ,?fs} eine Basis von V() [R4] mit der Eigenschaft

r

VB[R, =VEDR e (T, .VE),  0<k<s.

s Lo
Falls V®)[R,] & TR, nicht holonom ist, so wihlen wir geeignete (linear unabhiingige) Vektorfel-
der Ny,...,N; € TR,\V®[R,] derart, dass V)[R, J®(N1,...,Ns) = TR, gilt. Mit anderen
Worten ist {X7,... ,Ym?ﬁ’, LY YT, ... ,?is,ﬁl, ..., Nt} ein Rahmen des Tangenti-

s+ oot

albiindels TR,. Jedes Vektorfeld X € I'z7(7r,) kann dann beziiglich dieser Basis in der Form

s 7 ) f 4 o
X=)¢®VXi+> ) ffENY L+ ¢'(% V)N, (5.2)
=1

1=1 =0 k=1

3Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir Sym[R,, V[R]] anstelle von Sym[U N R, V[R,]]-
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dargestellt werden. Aus den charakterisierenden Bedingungen [X, V[R,]] C V[R,], ausgeschrieben

n T0
[ an] mod V[Rq} :Zg [leXJ]+Z77?[Yk7XJ]
=1 k=1
+ 33 (Y5 X5 - X0
=1 k=1

i=1
(X,¥5] mod VIR, = > ¢'[X,, V)] + 33 (nf V3. V3l - V)Y
=1 =1 k=1
/
+ 3 (PN Y = V5(eON) =0, j=1,...,m0,
=1

erhalten wir mit Hilfe der Strukturgleichungen von V()[R ]@ (N1, ..., N;) ein im Allgemeinen
iiberbestimmtes System linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Ko-
effizienten &7, nf , o' € F(R,) des Ansatzes fiir X, das ebenfalls bestimmendes System genannt
wird. Diese Koeffizienten lassen sich nun durch das Losen von bestimmenden Gleichungen
gewinnen. Ein wesentlicher Vorteil der Darstellung (5.2), gegeniiber der Zerlegung von X
beztiglich der Standardbasis von TR, liegt darin, dass das zugehdrige bestimmende System
direkt aus den Strukturgleichungen von V() [Rgl @ (N1,...,Ny) aufgestellt werden kann. Ist
die Vessiot-Distribution V[R,] involutiv, so gilt stets V[R,] C Sym[R, V[R]].

Beispiel 5.3.3. Wir setzen das Beispiel 5.2.9 fort. Es gilt V" [Ro]®(N) = TR2. Dementsprechend
ist {X1,X2,Y,Z,W,N} ein Rahmen von TR,. Jedes Vektorfeld X € X(Rz) besitzt eine
eindeutige Darstellung beziiglich dieser Basis in der Form

X =X1+7Xo0+nY +pZ +0N + oW

mit Koeffizientenfunktionen &, 7,1, p, o, ¢ € F(Rz2). Mit Hilfe der Strukturgleichungen von TR,

L XX | Y| Z | VW
X |00 | z|-w| w|o
X, 0] 0 | Z| W | -W]o
Y| -Z| Z 0 0 0 0
Z|IW | -=W | 0 0 0 0
N| W w 0 0 0 0
Wl 0 0 0 0 0 0

stellen wir fest, dass das Vektorfeld X genau dann eine infinitesimale innere Symmetrie von R
ist, wenn die folgenden Lie-Klammern modulo V[R2| verschwinden:

(X, X1 mod V[Rs] = —(n + X1(p))Z = X1 (0)N + (0 + p = Xa())W = 0,
Xo] mod V[Ro] = (n - X2(p))Z — X2 ( )N+ (0 —p
—7-Y

[X,Y] mod V[Rs] = (¢ Y(p))

N\
;\
S
=
|
=
O

=

Il

(@]
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Das zugehorige bestimmende System lautet, ausgeschrieben:

N+ pa + Uzpu — Uzy(Pu, — Pu,) =
N — Py — UyPu — Umy(ﬂuz - puy) =0

I
o o o o

0 —p— Py — UyPu — Uzy(Pu, — Puy)
O+ P — O — UgPy + uwy(@ux - (Puy)

D : O + Uz Oy — Ugy(Ou, — 0y,) =0,
_ Oy + Uyoy + Ugy(Ou, — 0u,) =0,
5 - T Puzy - 07 o _
— Uzy —
Souzy - O)

Koordinaten auf R bezeichnen. Die Koeffizienten 7, p,o und £ — 7 sind wegen

1= % - X)), o= 5%+ X)),

E—T
2

(5.3)

1 - = lo, - =
Pzi(Xl_X2)(SD), ZZY(Xl—X2)(<P)
eindeutig durch ¢ = ¢(z,y, u, us, uy) bestimmt. Man beachte, dass die Gestalt der so erhalte-
nen bestimmenden Gleichungen stark von der Wahl der Basis von T"R9 abhéngt. <

Wie E. Fackerell in [12] treffend bemerkt, hat der obige Ansatz (5.2) fiir X eine ,,Schwach-
stelle* darin, dass iiber die Abhéngigkeit der Koeffizienten von Koordinaten praktisch nichts be-
kannt ist, weshalb das Losen des bestimmenden Systems deutlich aufwendiger ist. Die folgenden
zwei Korollare produzieren zusitzliche Integrabilititsbedingungen an die Koeffizienten von X,
die bei konkreten Rechnungen das Losen des bestimmenden Systems enorm erleichtern kénnen.

Korollar 5.3.4. Es seien X € Sym[Ry, V[R,]| eine infinitesimale innere Symmetrie von R,
und V®[R,] die k-fach abgeleitete Vessiot-Distribution. Dann gilt

LV PR, = X, VPR € VPR,
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 3.4.3 mit M := R, und D := V[R,]. O

Korollar 5.3.5. Es seien X € Sym[R,, V[R,]] eine infinitesimale innere Symmetrie von R,
und Char[V[R,]] die Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distribution von VI [R,]. Dann gilt

L+ Char[VP[R,]] = [X, Char[V® [R,]]] € Char[VP[R,]].
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 3.4.3 mit M := R, und D := Char[V®[R,]]. O

Beispiel 5.53.6 (Fortsetzung von Beispiel 5.53.3). Aus der Invarianz der abgeleiteten Vessiot-
Distributionen V'[R3] = V[R2] & (Z) und V"[Ra] = V'[Rs] & (W) ergeben sich folgende
zusitzliche Integrabilititsbedingungen an die Koeffizienten &, 7,0, ¢ von X:

Diese lauten, ausgeschrieben

Ouy = Ouy = 07 T — 5 — Yy, T Puy = 07 oy = 0. (54)
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Ohne das bestimmende System D; vollsténdig zu lésen, kénnen wir direkt o = o (u, + uy) schluss-
folgern. Die Invarianz der Cauchy-Cartan-Charakteristiken-Distributionen Char[V[Rs]] =
(X1 4 X3) und Char[V'[Rs]] = Char[V[R2]] & Ny = (X1 + X3, Y) liefert zusitzlich

[X, X1+ Xo] mod Char[V[Re]] = (X1(£) + X2(£) — Xa(7) — Xa(7
— (X1(n) + X2(n)Y — (Xa(p )+7 (p))Z
— (X1(0) + Xa(0))N — (X1(p) + X

1
[X,Y] mod Char[V'[Re]] = (Y(§) = Y(7) X2+ (£ =7 =Y (p)Z —Y(0)N = Y(p)W =
Hieraus erhalten wir neun weitere Integrabilitdtsbedingungen, von denen drei nichttrivial sind:

§o + &y — Ty + (uz + uy)(§u — 7u) =0,

Ne + My + (Uac =+ uy)nu =0,

éuxy - Tua:y = 0
Anhand der Zerlegung £X1 +7Xo = (£ +7)/2(X1 + X2) + (£ — 7)/2(X1 — X2) sehen wir,
dass die Summe (£ 4+ 7)/2 =: h eine beliebige Funktion in (z,y, u, s, Uy, uszy) ist, da das
Vektorfeld h - (X1 + X3) € Char[V[Rz]] € Sym[Ra, V[Rs]] stets eine infinitesimale innere
Symmetrie darstellt. Nach Losen der bestimmenden Gleichungen D; finden wir, dass die
Lie-Algebra Sym[Rq, V[R2]] durch drei Funktionen h = h(z1, 22, 23, 24, 25, 26), f = f(z) und

g = g(z1, 22, 23, 24) parametrisiert werden kann und es gilt

99 _ 99
f(x7y7u7uxauy7u$y) = h(xayaU,uz,uy’uxy) + <823 B 822) ’

dg  Og
T($>yau7 uzauyvuxy) = h(xvyau7u$7uy7uwy) 8723 a 87252 ’

(70(1‘) y7 U, uxa uy) = 2xf(ux + uy) + g(y - I’, ux7 uy7 - ‘T(uv’c + uy))
Die Koeffizienten 7, p und o werden nach den Formeln in (5.3) berechnet. <

Fiir regulére lokal 16sbare Differentialgleichungen R, C J,m ist jede infinitesimale innere
Symmetrie X durch ihren #¢-Anteil T#{ o X eindeutig bestlmmt Es existiert keine nichttriviale
infinitesimale innere Symmetrie X mit verschwindendem 7¢-Anteil. Aus diesem Grund ist auch
jede Cauchy-Cartan-Charakteristik X € Char[V[R,]] C V[R,] transversal zur Projektion #9.

Bei partiellen Differentialgleichungen enthiilt jede Aquivalenzklasse p = [J],(f) € Rqy in der
Regel unendlich viele Losungen. Falls der Durchschnitt dieser Losungen

JS ﬂ im j,0
oeloll?ne

nur den Punkt p enthilt, so verschwindet jede Cauchy-Cartan-Charakteristik X in p.
Zur Beschreibung der (infinitesimalen) Shuffling-Symmetrien von R, betrachten wir die
zugehorige R-Vektorraum-Projektion Popar: Sym[Ry, V[R,]] — Char[V[R,]] und finden

Shuf[Ry, VIR,]] = {X € Sym[Ry, V[R,]] | Ponar(X) = 0} € Sym[Ry, V[R,]]

Auf diese Weise konnen wir Shuf[Ry, V[R,]] als eine Lie-Unteralgebra von Sym[R,, V[R,]]
ansehen. Dann gilt Sym[R,, V[R,]] = Char[V[R,]] & Shuf[Ry, V[R,]]. Demnach lasst sich jede
infinitesimale innere Symmetrie X in der Form X = X cpar + Xshut additiv zerlegen. Die
Menge der vertikalen infinitesimalen inneren Symmetrien, in Zeichen

Sym[Ry, Ny] 1= {X € Ty, lvaa) | [X, Ng] € N} € Shuf[Ry, V[R,]],
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ist wiederum eine Lie-Unteralgebra der Shuffling-Symmetrien. Ist die Vessiot-Distribution
involutiv, dann gilt Sym[Ry, N,] = Shuf[R,, V[R,]].
Es seien allgemein Uy, ..., U, € TR, beliebige Subdistributionen, dann ist die Menge

Sym[Ry, VIRJith, ..., Us] := {X € Sym[Ry, V[R]] | [X, U] € Uy fiwx i = 1,...k}

eine Lie-Unteralgebra von Sym[R,, V[R,|]. Sind Ui, ..., Uy invariant, dann gilt nach Ko-
rollar 3.4.3 stets Sym[R,, V[R|; Ui, ..., Ux] = Sym[R,, V[R]]. Als Spezialfall erhalten wir
hieraus laut Proposition 4.4.17 die infinitesimalen Lie-Kontaktsymmetrien

Sym[Rq, V[Rq]§ Vﬁtll, V[Rq] + Vﬁg] = Sym[Rq, CqVNRq

im Fall m = dim £ — dim & = 1 und die infinitesimalen Lie-Punktsymmetrien

Sym[Rq, V[Rg); Val] = Sym[Ry, Cq; Vi) /~r, -
Im Speziellen ist der Lie-Algebren-Homomorphismus

Sym[Rg, Cg; Vmg] — Sym[Rg, V[R,]]
Kp:
X — X |7g q

dann surjektiv, wenn die Algebren Sym[R,, V[Ry; V4d] und Sym[R,, V[R]] iibereinstimmen.

Beispiel 5.5.7 (Fortsetzung von Beispiel 5.3.6). Wir beschreiben die Konstruktion von einigen
Lie-Unteralgebren von Sym[Ra, V[R2]]. Beispielsweise werden Shuffling-Symmetrien von Ry,
wegen Char[V[Rs]] = (X1 + X2), durch die Zusatzbedingung ¢ + 7 = 0 charakterisiert. Das
zugehdrige bestimmende System lautet somit

Dla
St
{§+T:0.

Nach Losen dieser Gleichungen S; finden wir, dass die Lie-Unteralgebra Shuf[Ra, V[R2]] durch
zwei Funktionen f = f(2) und g = g(z1, 22, 23, 24) parametrisiert werden kann und es gilt

1/ 0g dg
E(2, Y, u, Ug, uy) = 5 (623 - 6@) (Y — @, g, Uy, u — T(Uz + uy)),
1/0 0
7’($,y,u,u$,uy) = 75 <az‘i) - 6292) (y - xvu:tauyau - x(ux +uy)),

QO(Q?, yﬂ%“za“g/) = 2.Z'f(u3; + Uy) + g<y - x?“ﬂw“y?u - Q?(Um + uy))

Die Koeffizienten 7, p und o werden stets nach den Formeln in (5.3) berechnet. Wegen
Char[V’[RQH = <Y1 +Y2,?> = Char[V[RQ]] BNy gilt Shuf[RQ,V[RQH - Sym[Rg, V[RQ};NQJ,
d.h. das Symbol A5 ist invariant unter Shuffling-Symmetrien. Die vertikalen infinitesimalen
inneren Symmetrien X € Sym[R2, N3] C Shuf[Rs, V[R2]] werden durch die zusitzliche
Bedingung & — 7 = 0 charakterisiert. Das zugehorige bestimmende System lautet

Dla
Vi E+7=0,
E—17=0.

Nach Losen dieser Gleichungen V; finden wir, dass die Lie-Unteralgebra Sym|[Rs2, N3] durch
zwei Funktionen f = f(z) und g = g(z1, 22, 23) parametrisiert werden kann und es gilt

90(377.%% ul‘vuy) = 2.fL'f(U$ + uy) +g(y - x?”df + Uyau - .T(Ux + uy))
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Zur Bestimmung der infinitesimalen Kontaktsymmetrien X € Sym[Ra, V[Ra]; Na, V[Ra]+V 73]
betrachten wir zunéchst die zugehorigen Bedingungen: Aus der Invarianz des Symbols N> folgt

X.7] mod Ao = V(&)X ¥(r)Xa + (€ 7~ V(p))Z - V(o)N — V()W = 0.
Aus der Invarianz der Subdistribution V[Rs] + Va2 = (X1, Xo,Y, Z, N) C TR erhalten wir
X.Z] mod (V[Ra] + V#}) = —(6 — 7+ Z(¢))W =0,
[X,N] mod (V[Rg} + Vﬁ%) =—(E+7+ N(p)W =0.

Hieraus ergeben sich drei nichttriviale Zusatzbedingungen, vgl. (5.4)
ICl . Dl) €ny = 07
§+T+Spugc+90uy:07 Tugcy:O-

Man erhélt die Losungen von Kp durch die Festlegung der Funktion h = (£ 4+ 7)/2:

1 9 dg 9 d
h(@,y,u, e, uy) = =5 (Pu, + Pu,) = =22 <9§_( 7 g>+ 8:;

(923 822

Dann wird die Lie-Unteralgebra Sym[Ra, V[Ra]; Na, V[Ra]+V#3] C Sym[R2, V[Ra]; N2] durch
zwei Funktionen f = f(2) und g = g(z1, 22, 23, 24) parametrisiert und es gilt

_ 9,00 99 9g
S@y, v s, uy) = 2 0z 0z 0z4

_ of  0Og dg
Ty, ey ty) = 20 FIr

80($,3/,U7U:cauy) = 2$f(ux + uy) + g(y - x’u$7uy7u - LE(UI + uy))

Zur Bestimmung der infinitesimalen Lie-Punktsymmetrien X € Sym[Ra, V[Ra]; V#Z] betrach-
ten wir das Vertikalbiindel V42 = (Y, Z, N). Aus den Invarianzbedingungen

[(X,Y] mod Vi = -Y ()X, - Y (1) X2 — Y (o)W =0,
[X,Z] mod Vig = — (€ -1+ Z())W — Z(6)X1 — Z(1) X2 = 0,
[X,N] mod Vit = —(£+ 7+ N(@)W - N(€)X; - N(1)X2=0

ergeben sich vier weitere Zusatzbedingungen an das System KCy:

K1, Tw, — Tu, =0
P]_ . fuz _ guy _ 07 Ug Uy 9
Tug T Tu, = 0.

fuw + é‘uy = 07

Nach Losen dieser Gleichungen P; sehen wir, dass die Lie-Unteralgebra Sym[R2, V[R2]; V#3]
durch vier Funktionen g1, ...,g4 € F(R) und drei Konstanten ¢y, ¢a, c3 bestimmt wird. Es gilt

§(w,y,u) = 292(y — x) + g3(y — ) + caz + c3u,
7(z,y,u) = 292(y — ) + ga(y — @) + cox + c3u,
@(may7u7 u:cauy) = 91(?] - ‘T) + UQQ(ZU - LL’) +cix — uxf(x7y7u) - UyT(%yyU)‘
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Insgesamt erhalten wir folgendes Bild:

/SYIH[R% V[RQH\
Char[V[Ry]] Shuf[Ra, V[Rs]] ——=—— Sym[Ra, V[Ra]; N2
Sym|[Ra, N3] Sym[Rz2, V[Ra]; N2, V[Ra] + Vad]

Sym[Ra, V[Ra]; V7]
Die hier angegebenen Inklusionen sind alle echt. <

Definition 5.3.8. Es sei X € Sym[R,, V[R,]] eine infinitesimale innere Symmetrie von R,.
Die kleinste ganze Zahl k € {0, ..., ¢}, fir die gilt [X,V#]] C V#{, heiBt Ordnung von X.

Jede vertikale infinitesimale innere Symmetrie X € Sym[R,, N,;] C Sym[R,, V[R,]; V]
hat definitionsgeméf hochstens die Ordnung ¢ — 1. Gilt allgemein N, C Char[V'[R,]], dann hat
auch jede Shuffling-Symmetrie X € Shuf[V[R,]] hochstens die Ordnung ¢ — 1. Insbesondere
besitzt jede infinitesimale innere Symmetrie einer Differentialgleichung vom endlichen Typ
hochstens die Ordnung ¢ — 1.

Proposition 5.3.9. Es sei R, C J,m eine reguldre Differentialgleichung der Ordnung ¢ > 1
derart, dass alle ﬁg_ o-Fasern zusammenhéngend sind. Dann existiert zu jeder infinitesimalen

inneren Symmetrie X € Sym[R,, V[R,]] der Ordnung kleiner gleich ¢ — k ein Vektorfeld
Y € %(Rék_)k) mit der Eigenschaft Y o] , = T#l , o X. Gilt zusitzlich

Ly (VIR + VAL, ) = [T VR + VAL, ] € (VIR + VAL, ),

k) k)

dann ist Y € Sym[REIk_)k, V[REI_ «J] eine infinitesimale innere Symmetrie von REI_ p © Jg—kT.
X
Ry TR,
77 ki J/ngk
(k

) Y (k)
R,k TR,
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 3.4.7 und der Eigenschaft

. . -1 k
VIR + Vil = (T7l,)  (VIRYL).

Falls die Voraussetzungen von Korollar 5.2.13 erfiillt sind, dann gilt allgemein
Sym[Rq, V[Ry]; Vﬁg—w VIRq] + Vﬁg—k—l] = Sym[Rg, V[R]]. [

Da Rflkjk C Jy—im eine regulire Untermannigfaltigkeit ist, lasst sich das so erhaltene
Vektorfeld Y € %(Rék_)k) zu einem lokalen Vektorfeld Y € X(J,_;m) mit lokaler Darstellung

Y = Zgi(xv u(q_k)>a:ci + Z Z Uﬁ(xa u(q_k))aufj
=1

a=10<u|<q—k
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fortsetzen. In der Regel ist Y keine infinitesimale Kontakttransformation. Wir kénnen Y
nach der Prolongationsformel (4.32) zu einem Vektorfeld j,Y € X(J,m) prolongieren. Dann
gilt t*(jrY)lsoi(r,) = Xlsol(r,)- Fiir eine lokal 16sbare Differentialgleichung R, finden wir

folglich +*(jrY)|r, = X. Man beachte aber, dass die Prolongation von Y im Allgemeinen
nicht eindeutig ist.

Beispiel 5.8.10. Wir betrachten erneut die planaren U(1)-Yang-Mills-Gleichungen aus Bei-
spiel 5.2.5. Man bestétigt leicht, dass das Vektorfeld

_ 1 1
X = (o~ ) (w05 + 0) = (5~ ) (271 + 570~ )
eine vertikale Shuffling-Symmetrie der Ordnung Eins ist, d.h. X € Sym[R2, A3]. In inneren

Koordinaten (t,x,u, v, u, uy, v, vy) auf Rgl) = 712(Rg) = Ji7 finden wir Y = 2(vy — uz)0y +
(v — Uz )0y, mit Y o 77 = T#? o X. Die erste Prolongation j;Y € X(Jom) hat die Form

nYy =Y+ 771;1tautt + ntlzaum + nixaum + 77t2tavn + n?xavm + Wizavm

mit nichtverschwindenden Koeffizienten 7., = CQ(CQ) (nl) = Cg(cz) (V¢ — Uy) = Vg — Ugy und

771 — Ct(2) (77;) = Ct(Q)(Ut — U:Jc) = Ut — Uiz,
) P b =cP o) =o.

Insgesamt erhalten wir zwei unterschiedliche Prolongationen von Y:

jlYl =Y + (vtt - utz)aum + (Ut:v - uzz)aum;:
jlYQ =Y + (Ut:v - uzz)a

Uz

mit j1Y? g, = j1Y?|R,. Die dazu gehérenden Fliisse @1, ®2 sind bereits in Beispiel 5.2.5
angegeben. Wegen Char[V'[R2]] = N3 gilt allgemein Sym[Rs, V[R2]; N2] = Sym|[Ra, V[Rs]]. <

Zusammenfassend halten wir folgendes Ergebnis fest:

Theorem 5.3.11. Es sei Ry C Jym eine reguldre lokal losbare Differentialgleichung der
Ordnung q > 1 derart, dass alle ﬁg_ w-Fasern zusammenhdngend sind. Eine infinitesimale innere

Symmetrie X € Sym[Rg, V[R,]] ist genau dann die k-te Prolongation einer infinitesimalen

inneren Symmetrie von Rg]i)k C Jy—im, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:
(i) [X,val,| cval,,
(ii) [ X, VR +VEL, | € (VIR + VAL, ).

Zum Nachweis der Gleichheit Sym[Ry, V[Rq]; Vi ., VIR + V7], 1] = Sym[Rq, V[R]],
wenn die (hinreichenden) Bedingungen von Korollar 5.2.13 nicht erfiillt sind, betrachten wir die
zugehdrigen bestimmenden Systeme Hy C Jym und Dy C Jiw. Wie bereits erwahnt, handelt es
sich um Differentialgleichungen erster Ordnung. Wegen H; C D; geniigt es Sol(H1) 2 Sol(Dy)
nachzuweisen. Hierzu miissen wir lediglich feststellen, ob die zusétzlichen Gleichungen in H1
Integrabilitatsbedingungen von D; sind. Nach Vervollstdndigung beider Systeme erhalten wir

Sol(H,) = H,:2] € DY) = Sol(Dy7)) € .

Es handelt sich nun um Differentialgleichungen der Ordnung » + 1 in J,417. Anhand ihrer

Dimensionen dim 7—[7([2% < dim Df,sfi konnen wir dann leicht entscheiden, ob die betrachteten
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Lie-Algebren {ibereinstimmen, und zwar ohne die bestimmenden Systeme vorher zu 16sen. Im

Fall dim H\ < dim D' ist Sym[Ry, VIR]J; VAL, VIRy] + V&7, _,] eine echte Lie-Unter-

algebra von Sym[Ry, V[R,]]. Gilt dagegen dim H£ JH = dim ’Dfn JJ, dann sind beide Lie-Algebren
identisch. Die beschriebene Vorgehensweise lasst sich auf allgemeine Situationen anwenden,
wenn beispielsweise Sym[Ry, V[Rq]; Ui, . .., U] = Sym[Ry, V[R,]] nachzuweisen ist.

Beispiel 5.3.12. Zur Veranschaulichung der Vorgehensweise betrachten wir eine explizite
gewohnliche unterbestimmte Differentialgleichung zweiter Ordnung

Ry : {u” = ¢(v") mit ¢”(z) # 0Vz

fiir zwei unbekannte Funktionen u(z) und v(z). Ihre Vessiot-Distribution wird in inneren

Koordinaten (Z,w, v, u/,v’,v"”) auf Re durch zwei Vektorfelder

X = 05 + W0g + 005 + ()0 + V"0, Y =0

(U//

aufgespannt. Insbesondere ist V[Rs] nicht involutiv und es gilt Char[V'[Rz]] = {0}. Wir zeigen,
dass das Symbol Ny = (Y) dennoch invariant unter infinitesimalen inneren Symmetrien ist,
d.h. Sym[R2, V[Rz]; N2] = Sym[R2, V[Rs]]. Hierzu machen wir den iiblichen Ansatz

Z =EX 4+ 7Y + 005 + pdr + 00z + 00
fiir Z € Sym([Ra2, V[Ro]] mit Koeffizienten &, 7,7, p, o, o € F(R2). Aus den Invarianzbedingungen

[Z,X] mod V[Ry] = (r¢' = X(n))05 + (1 = X(p))05 + (n = X(0))9a + (p — X())05 =0,

[Z,Y] mod Ny =Y ()X — (§¢' +Y (1) — (£ +Y(p)d7 — Y (0)0z — Y (p)05 =0
erhalten wir die beiden bestimmenden Systeme D; und H; in der Form

E+Y(p)=0, &' +Y(n) =0,

X =0, v~ X =0, [ D
PN R =0, Te)=o ™ %l'{ws):
T—X(p) =0, Y(p)=0

Zum Nachweis der Gleichheit Sym[Rzg, V[R2]; N2] = Sym[Ra, V[R2]] geniigt es zu zeigen, dass

die zusitzliche Gleichung Y (¢) = 9¢/0v” = 0 in H; eine Integrabilititsbedingung von Dj ist.

Die Koeffizienten &, 7, und p sind wegen
T=XXW%

PYX(p) = YX(U),
FXX(p) = TX(0).
Wegen Y (§) = —YQX( )= —¢"0¢/0w/ und ¢'[Y, X](p) = [Y, X](c), ausgeschrieben
Oy dy  Oo oo
e n29¥ _ 99 199
¢8W+(¢) o' o o'’
erhalten wir aus der Ableitung nach v direkt
8@ do
o E = g

Da die rechte Seite nicht von v” abhingt, folgt ¢ = ¢(T,u,v,v") und somit auch Y (£) = 0.
Jede infinitesimale innere Symmetrie von Ry hat folglich hochstens die Ordnung Eins. <
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Kapitel 6

Verallgemeinerte Symmetrien

In diesem letzten Kapitel wollen wir die sogenannten verallgemeinerten Symmetrien geome-
trisch untersuchen. Es handelt sich um eine weitreichende Verallgemeinerung der infinitesimalen
inneren Symmetrien. Trotz ihrer Kompliziertheit sind gerade die verallgemeinerten Symme-
trien (auch Lie-Bécklund-Symmetrien genannt) in den physikalischen Anwendungen von
auBerordentlicher Wichtigkeit, vor allem deshalb, weil die mitunter iiberraschend reichhaltige
ErhaltungsgrofSenstruktur nichtlinearer partieller Differentialgleichungen nur durch den Zu-
gang iiber verallgemeinerte Symmetrien erschlossen werden kann. Unser priméres Ziel besteht
in der intrinsischen Formulierung solcher Symmetrien, die es uns ermdoglicht, verschiedene
strukturelle Eigenschaften zu charakterisieren.

6.1 Verallgemeinerte Vektorfelder

Fiir die differentialgeometrische Formulierung der verallgemeinerten Symmetrien von Differen-
tialgleichungen fithren wir den Begriff des verallgemeinerten Vektorfeldes ein.

Definition 6.1.1. Eine glatte lokale Abbildung X: U C J.w — T'Jsm mit der Eigenschaft
Tr.x 0 X = 7|y heilt verallgemeinertes Vektorfeld vom Typ (r,s) mit r > s > 0. Die Menge
der verallgemeinerten Vektorfelder vom Typ (r, s) wird mit X,(J,7) bezeichnet.

J. X TJr
Ty A\'
Jm

Zur Vereinfachung der Notation werden wir auf die explizite Angabe des Definitionsbereichs
verzichten, und immer eine globale Schreibweise X : J.m — T'Jsm benutzen. Im Spezialfall r = s
erhalten wir die iiblichen Vektorfelder auf Jym, d.h. X5(Jsm) = X(Js7). Jedes verallgemeinerte
Vektorfeld X : J.m — T.J, besitzt in lokalen Koordinaten (x,u(")) auf J,7 die Form

X=>8xuo:+3 > nixu)d,,. (6.1)
i=1 a=10<|u|<s

Man bestétigt leicht, dass die verallgemeinerten Vektorfelder vom Typ (r, s) auch als lokale
Schnitte X € I'jo((75)*(77,7)) des zuriickgezogenen Tangentialbiindels (T'Jm, 7., Jsm) auf-
gefasst werden konnen. Hierbei bezeichnet

() (Tgem): Jpm X TJgw — Jpm

s
Jsm

113
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die Projektion auf den ersten Faktor. Neben dieser geometrischen Definition besteht auch die
Moglichkeit einer algebraischen Definition: Wéhrend ein klassisches Vektorfeld X € X(J,m) als
eine R-lineare Abbildung X : F(J,7) — F(J,7) mit der Eigenschaft X (fg) = X (f)g+ fX(9)
verstanden wird, beschreibt ein verallgemeinertes Vektorfeld X € X,(J,m) eine R-lineare
Abbildung X : F(Jsm) — F(Jy7), die der verallgemeinerten Leibniz-Regel

X(fg) = (fom)X(9) + X (f)(gom)

geniigt. Die kleinste ganze Zahl k € {s,...,r}, fiir die ein verallgemeinertes Vektorfeld
Y: Jym — TJem derart existiert, dass X = Y o7, gilt, heilt Ordnung von X. Hat X die
Ordnung s, d.h. X =Y on], dann ist Y € X(Jsm) ein klassisches Vektorfeld auf Jsm. Von
besonderem Interesse sind vertikale verallgemeinerte Vektorfelder.

Definition 6.1.2. Ein verallgemeinertes Vektorfeld X : J.m — V7® C T Jgm heillt vertikal.

Jedes vertikale verallgemeinerte Vektorfeld hat in lokalen Koordinaten (x,u()) die Form

X:i > Qe u)oy. (6.2)

a=10<|u|<s

Derartige Vektorfelder sind trivialerweise lokale Schnitte X € Tyor((75)*(Tin|yps)) des
zuriickgezogenen Vertikalbiindels (V7% 7y x|y s 5 Js7).

Verallgemeinerte Vektorfelder vom Typ (r, s) lassen sich, in Analogie zu infinitesimalen Kon-
takttransformationen, zu verallgemeinerten Vektorfeldern vom Typ (r + ¢, s + ¢) prolongieren.
Die nachfolgenden Ausfiihrungen beschrianken sich auf den fiir unsere Zwecke ausreichenden
Fall eines verallgemeinerten Vektorfeldes X : J.m — T'E. Wir beschreiben zuerst die Konstruk-
tion der g-ten Prolongation eines wvertikalen verallgemeinerten Vektorfeldes X : J.m — V.
Hierzu bemerken wir, dass die Projektion v = 7o 7¢ly,. : Vm — X eine surjektive Submersion
ist. Folgerichtig ist (V7r,v, X) eine gefaserte Mannigfaltigkeit. Diese Beobachtung erlaubt es,
das Jetbtindel v?: J,v — X zu konstruieren. Des Weiteren ist 9 = 7% o TJqﬂ-|Vﬂ-q Val - X
ebenfalls eine surjektive Submersion.

Proposition 6.1.3. Die gefaserten Mannigfaltigkeiten (V79,99, X)) und (Jyv,v?, X) sind
kanonisch diffeomorph.

Beweis. Definitionsgeméf ist jeder Vektor aus V,m?¢ eine Aquivalenzklasse von Kurven
v: I € R — (Jym), mit der Eigenschaft v(0) = p, wobei (J,7), die Faser iiber p = 79(p)
bezeichnet. Anstelle eines solchen Repréisentanten v kénnen wir eine Familie von lokalen
Schnitten o, € T'jx () betrachten, die in einer Umgebung um p € X’ definiert sind, so dass

() = [at]g(;q) fir alle ¢ € I gilt. Diese Sichtweise erlaubt es, den kanonischen Diffeomorphismus

Vi T
67 oy 19
a () — (7).,

zu definieren. Man verifiziert leicht, dass die Abbildung ¢, unabhéngig von der Wahl des
Représentanten v und der Familie oy ist. O

Definition 6.1.4. Es sei X: J,m — V' ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld. Die ¢-te
Prolongation von X ist ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld

JgX =g 0 pr@ X Jgrm = Vil

mit der Eigenschaft T'md|yzq 0 joX = X o md*™.
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Die Beziehungen fasst das nachstehende kommutative Diagramm zusammen.

T q+r
T
X ~—Jom<~— Jyp,m

idxl Xl pr(@) Xl
X

X<="—Vr<=—"—Jyw |idX

N
Tﬂ-g |V7rq
Vi

e

Hierbei bezeichnet pr(® X : Jg4rm — Jyv die iibliche Prolongation einer gefaserten Abbil-
dung X iiber idy. Ist allgemein (&', 7/, X') eine gefaserte Mannigfaltigkeit und ¥: J,m — &’
eine gefaserte Abbildung tiber idy, d.h. 7/ o ¥ = idy on”, so ist die g-te Prolongation von ¥
diejenige eindeutig bestimmte Abbildung pr(@ ¥: Jg+rm — Jgm', sodass das Diagramm

jq+r0'
Jro
X T Jrﬂ' ﬁ Jq+r7r
1dxt JI\L ipr@) v
’ (ﬂ_/)q
X< ¢ ~ J,!
(e
Jao

fiir jeden lokalen Schnitt o € T'jox(7) kommutiert. Mit ¢/ := ¥ o j,0 € T'jox(7’) erhalten wir
prl® Woj, .0 = j,0'. Wird ¥ in adaptierten Koordinaten (x,v) auf £ durch v™ = ¥7(x, u(")
dargestellt, dann besitzt die ¢-te Prolongation pr(@ ¥ lokal die Form v, =D, T (x, u(‘“‘”))
mit 0 < |u| < ¢. Es sei nun X : J,m — V' ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld mit loka-
ler Darstellung X = 3™, Q%(x,u"))d,e. Dann besitzt die ¢-te Prolongation JgX die Form

JX =" > D.Q*xultt)g,.. (6.3)

a=10<u|<q

Hat X =Y on}, die Ordnung k > 0, so hat j,X = j,Y o ngz die Ordnung q + k. Im Sonderfall
X =Y on{ stimmt die g-te Prolongation j,X mit j,¥ o 7rg+’" iiberein, wobei die infinitesimale
Punkttransformation Y: £ — Vo C T'E gemafl der Formel (4.32) prolongiert wird.

Als Néchstes beschreiben wir, wie X : J.m — V7 auf lokalen Schnitten von 7 operiert. Hier-
zu sei 0 € 'o(m) ein lokaler Schnitt. Dann ist die Verkettung X (o) := X 0j,0: O C X — Vr
ein lokaler Schnitt von v. Wir betrachten nun allgemein eine parametrisierte Familie lokaler
Schnitte o: I x O — &, wobei I C R ein offenes Intervall ist. Dann gilt X (01)(p) € Vg, () mit
o(p) = o(t,p). Auf der anderen Seite definiert die Aquivalenzklasse [s — 04s(p)]s=0 einen
Vektor aus V,, )7 C Ty, ;)€ Diese Beobachtung fiihrt uns zur folgenden Definition.

Definition 6.1.5. Es sei X: J.m — V7 ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld. Unter
einer Losung von X verstehen wir eine parametrisierte Familie lokaler Schnitte o, € T'(7)
mit ¢ € I, sodass X (0¢)(p) = [s — 0t+5(p)]s=0 fiir alle (¢,p) € T x O gilt.

Bezeichnet (x,0(t,x)) eine lokale Darstellung einer Losung o, von X, so erfiillen die
Komponentenfunktionen o®(t,x) die folgenden Evolutionsgleichungen

r

Ooc® "o

) =@ (X,a'(t,x),...,axy(t,x)>, I <a<m. (6.4)
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Nach Konstruktion der g-ten Prolongation j, X : Jy4,m — V79 erhalten wir sofort

JqX (0t)(p) == (4gX © Jg+r0t)(p) = [s = JqOt+s(P)]s=0-

In lokalen Koordinaten (x, u(dt")) auf Jg4rm gilt dquivalent

b 8|u|0.a a‘ﬂ‘ o 0o
% o BX) = 5@ (X"’“’X”“’axﬂ’f’x))
. oo 1<a<m,
=DuQ (X”’(t’x)’“"axv ’ ) 0<|pl<q

An dieser Darstellung sehen wir besonders deutlich, dass die Prolongation von X direkt aus
der Kettenregel im Jetbiindelformalismus hervorgeht.

Definition 6.1.6. Es sei R; C Jym eine reguldre Differentialgleichung der Ordnung g.
Ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld X : J.m — Vr heifit vertikale verallgemeinerte
Symmetrie von Ry, wenn gilt j, X|r,,,: Rgrr = VA1 C TRy,

Im (trivialen) Spezialfall R, = Jym ist X : J.m — V7 stets eine vertikale verallgemeinerte
Symmetrie von Jym. Die Menge der vertikalen verallgemeinerten Symmetrien vom Typ (r,0)
von Ry C Jym mit festem Definitionsbereich U C J,.7 bildet einen R-Vektorraum.

Es sei &(x, u(q)) = 0 eine lokale Reprasentation der Differentialgleichung R, C J,m derart,
dass 0 € R? ein regulidrer Wert von @ ist. Ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld X =
S Q%(x,ul™)dye ist genau dann eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie von Ry, wenn
die Koeffizienten Q® = Q“(x, u(")) des Ansatzes fiir X das homogene lineare Gleichungssystem

m
> 2

o
a=10<|p|<q ~

oo™

(P)D,Q“(p) =0, 1<r<t

in jedem Punkt p € R4y, erfiillen. Diese Bedingungen lassen sich kompakt schreiben als
Vp € Rywr : (JgX) D (p) =0, 1<r<t. (6.5)

Im Vergleich zu infinitesimalen Lie-Kontaktsymmetrien, vgl. (4.45), sind die vertikalen verall-
gemeinerten Symmetrien deutlich schwieriger zu berechnen.

Beispiel 6.1.7. Wir betrachten die Wéarmeleitungsgleichung
R : {ut—um:O

und ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld X : Jym — V7 erster Ordnung mit Darstel-
lung X = u,0,. Insbesondere ist X keine infinitesimale innere Symmetrie von Ry, da X
keine infinitesimale Kontakttransformation ist, vgl. Beispiel 5.2.17. Die zweite Prolongation
§2X: Jam — V7?2 von X hat in Koordinaten (t,,u, us, Uz, Ust, Ute, Uzx, Uttt Uitz Utzs, Uzzs)
auf J3m die Form

jQX = uxau + utacaut + ua:xauz + utta:auzt + utzxautz + ua:xza

Uga *
Aus der ersten Prolongation der Differentialgleichung Ry C Jom mit
Utt — Utzy = 0,

R3: § Utz — Uggz = 0,

Up — Ugy = 0
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folgt unmittelbar (j2X)(u — tugy) = Uty — Ugzy = Dy(uy — tuge) = 0 auf Ry C Jzw. Dement-
sprechend ist X eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie von Re C Jomw. Bezeichnen

die inneren Koordinaten auf Ro, so finden wir fiir joX : R3 — V42 C TRy leicht
J2X = Uz0g + Ut Oy + WOy + Ut Oy + Uit O
Das so gewonnene vertikale verallgemeinerte Vektorfeld jo X ist nicht projizierbar auf Re. <

Das folgende Theorem liefert, unter gewissen Annahmen, eine weitere wichtige Charak-
terisierung von vertikalen verallgemeinerten Symmetrien. Es beschreibt unter anderem den
Zusammenhang zwischen den Losungen von X und den Losungen von R, C Jy7.

Theorem 6.1.8. Es sei R, C Jym eine reguldre lokal losbare Differentialgleichung der
Ordnung q. Ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld X : J.m — Vm ist genau dann eine
vertikale verallgemeinerte Symmetrie von R4, wenn zu jeder Losung o € T'jop(m) von Ry eine
Lésung oy € Tiop(m) von X existiert mit oo = o derart, dass oy Losungen von R, sind.

Beweis. Zum Beweis der Riickrichtung seien oy € I'j,; () eine beliebige lokale Losung von R,
und o; € I'jpx(7) eine Losung von X : J,m — V' derart, dass o, Losungen von R, sind. Ferner
sei D(x, u(q)) = 0 eine lokale Reprasentation der Differentialgleichung R, C J 7 derart, dass
0 € R? ein regulidrer Wert von @ ist. Dann gilt:

U oP" . 9 okl
= Z Z Ju (%, jqo (t,%)) aw(tax

a=10<|u[<q = H

= Z Z gf;— (X,jqd(t, X)) DNQQ (ijq+TU(ta X))

a=10<|u[<q = H

JgX) D7 (%, jgyro(t, %)), 1<r<t.
Im Speziellen erhalten wir (j,X) 97 (p) = 0 fur p = [ao]éq”) € Rg+r. Da auch Ry, C Jyppm
lokal 16sbar ist, gilt (j,X) 97 (p) = 0 fiir alle Punkte p € Ry4,. Definitionsgemaf ist X eine
vertikale verallgemeinerte Symmetrie von R,.

Es seien umgekehrt X : J.m — V' eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie von R, und
o € I'jor(7) eine beliebige lokale Lésung von R,. Wir nehmen an, dass das Anfangswertproblem

do® o o
()= Q (x,o-(t,x), o W(t,x)) . l<a<m, (6.62)
c?(0,x) = o%(x), I1<a<m (6.6b)

eine eindeutige glatte Losung o (t,x) besitzt. Es bleibt im j,o0 C R, zu zeigen. Hierzu
verwenden wir die Eigenschaft [t — j,0t(p)]t=0 € Vj 077 Da Ryir C Jyyr eine reguldre
Untermannigfaltigkeit ist, existieren nach dem Satz von Hadamard, siehe z.B. Seiler [31,

Lemma C.1.5], geeignete Funktionen P!™ € F(Jy4,m), sodass gilt

t
§X(9T)=>_ > PYD,o", 1<r<t (6.7)
r=10<|u|<r



118 Kapitel 6. Verallgemeinerte Symmetrien

Aus den obigen Uberlegungen wissen wir bereits, dass die Funktionen v7 (¢, x):= 7 (x, j,0 (¢,%))
mit v7(0,x) = 0 Losungen der folgenden linearen partiellen Differentialgleichung

Z > P/”<xa-tx) 8;? (t, ))g;(tx) 1<7<t (6.38)

k=10<|p|<r

8

sind. Wir gehen davon aus, dass die Nulllgsung die einzige Losung zum Anfangswert v (0, x) =0
ist. Falls diese Annahme erfiillt ist, erhalten wir @7 (x, j,o(t,x)) = 0, was zu zeigen war. [J

Im Allgemeinen hat das obige Cauchy-Problem (6.6) nicht immer eine Losung und falls doch,
so muss diese nicht eindeutig sein. Falls die betrachtete vertikale verallgemeinerte Symmetrie
X: Jym — Vr auf der Losungsmenge Sol(R,) = R, fir r > ¢ bzw. Sol( £q—r)) =R figr
r < q verschwindet, so wird X ¢rivial genannt. Dann ist o (¢,x) := o(x) die gesuchte Losung
von X. Weiter kann auch (6.8) mehrere Losungen zum Anfangswert v”(0,x) = 0 besitzen. In
diesem Fall kann im j,o; € R, nicht garantiert werden. Fiir den Rest dieses Kapitels setzen
wir voraus, dass die hier betrachteten Differentialgleichungen regulir und lokal l6sbar sind.

Das néchste Korollar zeigt, dass jede vertikale verallgemeinerte Symmetrie X : J,m — Vi«
von R, C J,m eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie von Ryys C Jyqo7 ist.

Korollar 6.1.9. FEs seien X: J,m — Vr ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld und
U e F(Jym) eine beliebige glatte Funktion. Dann gilt

(jq—&-lX)(Di\I’) = Dz‘((qu)\Ij)‘ (6'9)

Beweis. Die Behauptung ergibt sich durch direktes Nachrechnen. In lokalen Koordinaten gilt:

U 8\11
(g1 X)(Di®) =" > (D#Q“)Di< >+Z >, (D nQ%) 5,
a=10<|u|<q+1 Ui a=10<|pu|<q+1
11:>0
_Y Y (000D, ( >+z > DL
a=10<|ul<q Ui a=10<]u|<q Kz
= D;((jgX)¥)

In der zweiten Gleichheit haben wir die Tatsache ausgenutzt, dass die Funktion ¥ = ¥(x, u(?)
nicht von Ableitungen der Ordnung g + 1 abhéngt. O

Bezeichnet @(x,ul?) = 0 eine lokale Repriisentation von R, C J,m, so erhalten wir

: T T (67 T K T K
e X)) = Di((3,X)27) DS 3 (Di(PLT)D, @ + PL7Di(D,, @)
r=10<|u|<r

sowie (jg+1X)(P7) = (jgX)(97). Offenbar verschwinden diese Funktionen auf jeder prolongier-
ten Losung im jg4r410 € Ryg4r41, weshalb auch X eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie
von Rg41 ist. Durch wiederholte Anwendung der Formel (6.9) sehen wir allgemein, dass X
eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie von R4, ist. Ist umgekehrt X : J.m — V7 eine
vertikale verallgemeinerte Symmetrie von R4, dann gilt j, X o ﬁgiﬁ” = TRIT® 0 joys X
auf Rg4s4,. Folglich ist X auch eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie von R

Um auf der Menge der vertikalen verallgemeinerten Symmetrien von R, C J,m die Struktur
einer reellen Lie-Algebra zu erkliren, betrachten wir zunéchst eine naheliegende Aquivalenzre-

lation auf My = {X € Xo(Jy7) |7 >0 und dom X = (7)1 (U)}, definiert durch
X: ()N U) C T - TE ~p Vi (nf)"HU) C Ty — TE = XonF =Y oder Yor = X.
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Der geometrische Hintergrund dieser Konstruktion liegt in der Beobachtung, dass mit X auch
X ok +7 eine (vertikale) verallgemeinerte Symmetrie ist, welche auf dem Lésungsraum von R,
auf die gleiche Art wie X operiert. Insbesondere enthilt die Aquivalenzklasse [X] € My /~u
stets einen Représentanten minimaler Ordnung. Zusammen mit der Addition [X] + [Y] :=
(X omF*7) + (Y o mp )] und der skalaren Multiplikation a[X] := [aX] mit a € R wird die
Menge der vertikalen verallgemeinerten Vektorfelder, in Zeichen

X(U,Vr) ={[X]eMy/~y | imX CVr},

zu einem R-Vektorraum. Als néchsten Schritt wollen wir auf X(U, V) eine Lie-Klammer
angeben. Es seien X € [X]| und Y € [Y] zwei Représentanten der Ordnung r und k, wir setzen

X1, Y]] = [T o [X, 5, Y1) (6.10)

Man verifiziert leicht, dass diese Definition eine wohldefinierte Lie-Klammer auf X(U, V)
festlegt, vgl. Olver [26, Proposition 5.15] und Saunders [30, Proposition 6.4.10]. Dann ist auch

Sym[Ry, V] := {[X] € X(U, V) | im jyX|r,,, C V#'}

abgeschlossen unter der Lie-Klammer (6.10). Es ist streng genommen nicht relevant, wie
sich j,X : (7™")"(U) C Jy1»m — V7 auBerhalb der Untermannigfaltigkeit Ry, C J i,
verhélt. Um identische Symmetrien auszuschlieBen, konnen wir eine weitere Aquivalenzrelation
[(X] ~r, Y] & X o L 7?'2'”C auf Sym[R,, V7] einfiihren.

Als Néchstes beschreiben wir die Konstruktion der ¢g-ten Prolongation eines verallgemeiner-
ten Vektorfeldes X : J.m — T'E. Hierzu bemerken wir, dass die Verkettung v = wore: TE — X
eine surjektive Submersion ist. Dementsprechend ist (T'E,v, X) eine gefaserte Mannigfaltig-
keit und (Jyv,v?, X') das zugehorige Jetbiindel der Ordnung g. Wir betrachten weiter eine
surjektive Abbildung v,: J,v — T'J,m, punktweise gegeben durch

[5]1(;1) — Pg (jq(6 —T(r¢oa)o(Tmo 5))) + (qu(Tg o 6)) o(Twoa)(p).

Hierbei gilt 7¢ 07 € T'jpr(m) und T'm o 6 € Tjoi(7x) sowie T (1 07) o (T'm o) € I'jp(v). Man
iiberzeugt sich leicht davon, dass diese Definition nicht von der Wahl des Repréasentanten &
abhéngt und somit wohldefiniert ist, vgl. Saunders [30, Definition 6.4.14].

Definition 6.1.10. Es sei X: J.m — TE ein verallgemeinertes Vektorfeld. Die ¢-te Prolonga-
tion von X ist ein verallgemeinertes Vektorfeld j, X := 14 o pr@ X Jgtrm — T'Jgm mit der
Eigenschaft T'7f 0 j, X = X o 7.

u LA
X <~—Jpm <~— Jypom

idxl Xl pr(q> Xl
v

X Y TE Jq”U JaX

\wa
T7rg
wd O‘rJq7r quﬂ-

In lokalen Koordinaten (x,u(?t")) auf Jg+r7 erhalten wir folgendes Bild: Es sei

X = Z{i(x, u™)d,: + Z 7 (x, u)Bya
i=1

a=1

=3 ¢, uMe + 3 (na(x, u®) — Y ugel(x, u<7">>> Do
=1 a=1 =1

= X¢+ Xg



120 Kapitel 6. Verallgemeinerte Symmetrien

eine lokale Darstellung eines verallgemeinerten Vektorfeldes X : J,.m — TE der Ordnung r > 0.
Insbesondere ldsst sich X eindeutig in einen transversalen X¢ und einen vertikalen Anteil Xq
additiv zerlegen. Dann besitzt die g-te Prolongation j, X : Jy4,m — T'Jym von X die Form

WX =L Eu®on 3 X il to

a=10<]u|<q

_Zflxu C(q+1+z Z D( (x,u) — Zuaﬁzxur))>8
=1

a=10<]|ul<q
= JqXe + JqXq-

Die gesuchten Koeffizientenfunktionen 7, = nz‘(x, u(|“|+r)) werden nach der Formel

n n n
=D, (77“ - ZU?€’> Y Ul & =D+ > ut & 0<|u/<q  (6.11)
i=1 i=1 i=1
berechnet, vgl. die Prolongationsformel (4.38), wobei die Funktionen
n .
Q°(x,u) := n%x,u) — Z uf el (x,u”
=1

wie im Fall von infinitesimalen Kontakttransformationen, Charakteristiken von X genannt
werden. Im Sonderfall eines verallgemeinerten Vektorfeldes X : £ — T'E der Ordnung Null, ist
JgX o Jgm — T'Jym eine infinitesimale Punkttransformation der Ordnung g.

In Analogie zu Definition 6.1.5 nennen wir eine parametrisierte Familie von lokalen
Schnitten 7:€ I'p, (7) mit ¢ € I naheliegenderweise Losung von X : Jym — TE, wenn fiir alle
(t,pr) € I x Oy gilt X(0¢)(pt) = [s — 0t45(pt)]s=0. Sind x = x(¢,x) die Bildkoordinaten auf
O; C X und (X, 0(t,x)) eine lokale Darstellung einer Losung o, von X, so ist (x, o (t,x(t,x)))
eine lokale Darstellung einer Losung von X¢g und umgekehrt.

Definition 6.1.11. Es sei R, C J,m eine regulére Differentialgleichung der Ordnung ¢. Ein
verallgemeinertes Vektorfeld X : J.m — T heilt verallgemeinerte Symmetrie von R4, wenn
gilt 4 X|r,, : Rgrr = TRy

Im Spezialfall Ry = Jym ist X : J,m — TE stets eine verallgemeinerte Symmetrie von Jgm.
Insbesondere ist X = X¢g = Y701, fi(x,u(r))Ci(l) mit Q%(x,ul™) = 0 eine verallgemeinerte

Symmetrie von R, C Jym. Diese Beobachtung beweist bereits die niachste Proposition.

Proposition 6.1.12. Es sei R, C Jy7 eine reguldre lokal l6sbare Differentialgleichung der
Ordnung g. Ein verallgemeinertes Vektorfeld X : J,m — TE ist genau dann eine verallgemei-
nerte Symmetrie von R,, wenn der vertikale Anteil von X eine vertikale verallgemeinerte
Symmetrie von R, ist.

Beweis. Es seien o € I'jo; () eine beliebige Losung von R, und X : J.m — T ein verallgemei-
nertes Vektorfeld. Es gilt j,X (o) = (Tjqo o T'm)(X (0)) + jqXq(0). Da Ryir C Jgirm lokal
16sbar ist, folgt aus joX¢(0) = (T'jq0 o T)(X (0)) C TR, sofort die Behauptung. O

Zusammenfassend halten wir fest, dass die Menge der verallgemeinerten Symmetrien von R,
Sym[Ry, T€] = {[X] € My /~y | imjyX[r,,, C TRy} 2 Sym[Ry, V),

eine reelle Lie-Algebra bildet, wobei die Lie-Kammer durch (6.10) gegeben ist. Wir nennen
zwei (vertikale) verallgemeinerte Symmetrien [X] und [Y] dquivalent, wenn [(X —Y')q] eine
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triviale vertikale verallgemeinerte Symmetrie ist. Insbesondere ist [X] dquivalent zu [Xg)].
Man beachte, dass der R-Untervektorraum der verallgemeinerten Symmetrien der Ordnung
kleiner gleich r, in Zeichen Sym,.[R,, T€] := {[X] € Sym[Ry, TE]| X € Xo(J,m)}, in der Regel
keine Lie-Unteralgebra bildet, da dieser unter der Lie-Klammer nicht abgeschlossen ist.

6.2 Eigenschaften verallgemeinerter Symmetrien

In diesem abschliefenden Abschnitt wollen wir auf den Zusammenhang zwischen infinitesimalen
inneren und verallgemeinerten Symmetrien ndher eingehen. Es ist leicht zu zeigen, dass jede
infinitesimale innere Symmetrie eine verallgemeinerte Symmetrie ist. Uns interessiert vor
allem die umgekehrte Frage, unter welchen Bedingungen eine verallgemeinerte Symmetrie
stets eine infinitesimale innere Symmetrie ist. Zur Beantwortung dieser Frage vergleichen wir
ihre Wirkungen auf dem Losungsraum einer gegebenen Differentialgleichung.

Zunichst stellen wir fest, dass zu jeder infinitesimalen Lie-Punktsymmetrie j,X €
Sym[R, Cy; Vd] ihre Projektion Tl 0 j,X = X on{ eine verallgemeinerte Symmetrie von R,
der Ordnung Null ist. Fiir genuine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrien j,—1X € Sym[R, Cy]
erster Ordnung sehen wir analog, dass ihre Projektion T'rd 0 j,—1X = T'n§ o X o 7{ eine ver-
allgemeinerte Symmetrie von R, C Jy7 erster Ordnung ist. Folglich definiert die Zuordnung

P Sym[RQa Cq] - Sym[Rq’ Tg]
e X s [TrloX]

einen Lie-Algebren- Monomorphismus. Wie das Beispiel 6.1.7 explizit zeigt, ist nicht jede
verallgemeinerte Symmetrie erster Ordnung eine infinitesimale Lie-Kontaktsymmetrie. In der
Regel gilt ki (Sym[Rg,Cy]) & Symy[Ry, TE].

Wie bereits in Abschnitt 5.3 ausdriicklich betont wurde, besitzt jede infinitesimale innere
Symmetrie X € Sym[R,, V[R,]] eine lokale Fortsetzung zu einem Vektorfeld X : J,m — T'J,.

Proposition 6.2.1. Es seien R, C J,m eine reguldre lokal losbare Differentialgleichung der
Ordnung ¢ > 1 und X € Sym[R,, V[R,]] eine infinitesimale innere Symmetrie von R, mit
duBerer Fortsetzung X : Jym — T'Jym. Dannist Y := T'nlo X : J,m — TE eine verallgemeinerte
Symmetrie von R,.

Beweis. Es sei g € ', (m) eine beliebige lokale Losung von R, = Sol(R,). Wir betrachten
den Fluss ®; = exp(tX) von X, angewandt auf das Bild im j,o0 € R,. Offenbar sind
®,(im jy00) = imjgor € Ry C Jym Integralmannigfaltigkeiten der Kontaktdistribution C,.
Insbesondere ist o, = (7g o @4 0 jy00) o (770 Py 0 qu'())_l eine Losung von Y. In lokalen
Koordinaten (x,u?) auf J,m besitzt ®; die Form ®(¢,x,ul?) = (x(t,x,ul®), ¢(t,x,ul?))
mit erzeugendem Vektorfeld X = 327, €% (x,ul@)d,: + ™, 20<|u|<q Mo (X u(Q))aug. Es gilt:

a(;; (t,x,u?) = £(d(t,x,u?)), 1<i<n,
0%, @) — o @
W(t,x,uq):nﬂ(tﬁ(t,x,uq)), I1<a<m,0< |l <gq.

Wir betrachten auf X' eine Familie von lokalen Diffeomorphismen ¢;: X — X gegeben durch
o(t,x) = x(t,%, jq00(x)), wobei die zugehdrigen inversen Diffeomorphismen mit 1); bezeichnet
werden. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir 6%(t,X) = ¢“(¢,X, jq00(X)). Dann ist



122 Kapitel 6. Verallgemeinerte Symmetrien

o%(t,x) = 0*(t,9(t,x)) eine Losung von Yg. Tatséchlich gilt

do® ol o Toae O
o 6% = (t,w<t7x>)+j218xj(t7¢(t X))~ (t:%)
e WINPT " o Dt
=n (X,jqU(t,X)) _jz::laa—:j(tal/}(tax)) (; 8.%'2 (t,X) ot (t>w(tax))>
= e g (83)) — 3 S (1 X)€ (g (1,%)) = Q° g (1, ).
=1

In der zweiten Gleichheit haben die Identitat x = (¢, ¢(t,x)) verwendet, welche nach dem
Parameter ¢ abgeleitet wurde. Zusammenfassend sehen wir, dass die verallgemeinerten Vektor-
felder X owgq: Jogm — T'Jgmund 5, Y : Jogm — T'J,m auf der prolongierten Differentialgleichung
Raq C Jogm iibereinstimmen. Insbesondere ist qu\RQ . Raq — TRy projizierbar auf R, und
es gilt j,Y|R,, = X o ﬁgq. O

Fiir zwei unterschiedliche Fortsetzungen X1, Xo: Jym — T Jym von X € Sym[R,, V[R,]]
stimmen Tﬂ'g o X7 und T7r(q) o Xo auf R, C Jy7 iiberein, weshalb die Zuordnung

K { Sym[Ran[RqH — Sym[Rg, T€]/~r,
X —  [Twd o X]
einen wohldefinierten Lie-Algebren- Monomorphismus festlegt. Im Allgemeinen ist die Inklusi-
on rr(Sym[Rgy, V[R,]]) € Sym,[Ry, TE]/~r, echt. Hat die betrachtete infinitesimale innere
Symmetrie X die Ordnung r > 0, so hat auch [T o X] die Ordnung r. Vor diesem Hinter-
grund bemerken wir weiter, dass jede infinitesimale innere Symmetrie dquivalent zu einer

vertikalen verallgemeinerten Symmetrie ist. Jede vertikale infinitesimale innere Symmetrie
X € Sym[R,, N,] ist eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie.

Beispiel 6.2.2. Wir betrachten ein normales System expliziter gewohnlicher (nicht unterbe-
stimmter) Differentialgleichungen der Ordnung ¢ > 1 der Form

Ryt {ud = ¢*(z,u@),  1<a<m.

Die zugehorige eindimensionale Vessiot-Distribution ist involutiv und wird durch das Vektorfeld

m q—2 )
X = Dylr,,, = 8+Zzuk+13a+2¢8 +Z( el (g +Z¢B i ug
a=1k=0 B=1 8q‘rl

aufgespannt. Da ihr Symbol N, = {0} trivial ist, hat jede infinitesimale innere Symmetrie von
R, C J m hochstens die Ordnung ¢ — 1. Wegen V[R,] = Char[V[R,]] ist &(z, uld=D) X mit
& € F(Jy—1m) stets eine infinitesimale innere Symmetrie. Insbesondere ist & Cél) =Trl o (£X)
eine verallgemeinerte Symmetrie der Ordnung ¢ — 1. Die verbleibenden vertikalen Shuffling-
Symmetrien haben in dufleren Koordinaten auf J,m die Form

m q—1

V=3 Y (x*QY)(z,ulrt) (a +Z (2, ul" 1)%),

a—=1 k=0 !

wobei X¥ = X o-..0 X die k-fache Hintereinanderausfithrung des Operators X bezeichnet.
Dann ist TnloY = Zgzl Q%(x,ul?Y)d,a eine vertikale verallgemeinerte Symmetrie. Folglich
gilt k7 (Sym[Ry, V[R,]]) C Squ_l[Rq,TS]/NRq. <
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Das néchste Theorem beschreibt allgemein, unter welchen Bedingungen eine verallgemei-
nerte Symmetrie stets eine infinitesimale innere Symmetrie ist.

Theorem 6.2.3. Es seien Ry C Jym eine reguldre lokal losbare Differentialgleichung der
Ordnung q und X: Jym — TE eine verallgemeinerte Symmetrie von R, derart, dass die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Die gq-te Prolongation j,X|r,,.: Rqrr — TRy ist iiber r Ordnungen projizierbar, d.h.
es existiert ein Vektorfeld X € X(Rq) derart, dass gilt j,X|r,,, = X o ®I*".

(ii) Es gilt L5V[Rq] = [X,V[R4]] C V[R].
Dann ist X € Sym[R,, V[R,]] eine infinitesimale innere Symmetrie von Ry mit kr(X) = [X].

Beweis. Da Ry C Jym nach Voraussetzung lokal 16sbar ist, ist die Projektion ﬁg”: Rosr =+ Ry
surjektiv. Aus der ersten Bedingung folgt die Existenz eines Vektorfeldes X € X(R,) mit
der Eigenschaft T7§ o X o #t" = X o #f*". Die zweite Bedingung besagt, dass X eine
infinitesimale innere Symmetrie von R, ist. Fiir jede lokale Losung o € I'jox(7) von R, ist
im; = (7 o exp(tX))(im j,0) der Graph einer Losung von X. Folglich gilt k;(X) = [X]. O

Ist X: J,m — T& eine verallgemeinerte Symmetrie einer Differentialgleichung R, C J,m
vom endlichen Typ, so ist j, X|r,,,: Rqsr — TR, liber r 4+ 1 Ordnungen projizierbar.

Beispiel 6.2.4. Wir betrachten die nichtviskose Burgersgleichung
Ri: {ut = Uly.

Als Ansatz wéhlen wir ein vertikales verallgemeinertes Vektorfeld Y : Jim — V& mit Darstel-
lung Y = Q(t, z, u, uz)0y. Aus der Invarianzbedingung (6.5) folgt, dass Y genau dann eine
vertikale verallgemeinerte Symmetrie von Ry ist, wenn die Gleichung D:Q = uD,.Q + u,Q
auf Ro C Jor erfiillt ist. Die prolongierte Differentialgleichung Ro lautet, ausgeschrieben

2 2
Ut = Uy Uy + Uy = U Ugg + 20U,

. _ 2
Ro 1 Q Uty = Ulgy + Uy,

Up = Ully.
Nach Substitution ergibt sich folgende Gleichung fir Q = Q(¢, z,u, uz):
0Q 9Q  ,0Q

— —u—tu

ot oz TOouy

Sie kann nach der Charakteristikenmethode gelost werden; als allgemeine Losung erhélt man

1
Qt,x,u,uy) = ug@ (ac + tu, u,t + )
U

T

mit einer beliebigen glatten Funktion ¢ = ¢(z1, 22, 23). Jede nichttriviale verallgemeinerte
Symmetrie X : Jim — TE von Ry besitzt die Form

X = 51(t,m,u,uz)C§1) + £Q(t,x,u, um)C:E,l) + Q(t, z,u,uy)0y. (6.12)
Fir die erste Prolongation j1 X : Jor — T Jim von X finden wir

le = glat + 52835 + (Q + Utgl + Uméz)(au + Uzaut) + (DmQ + Utxfl + U:m:€2)(8uz + uaut)
+ (DtQ - UDxQ - UQ:Q - Utuxgl + uttgl - uutacgl - u33€2 - uuxw§2 + utz§2)aut-
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In inneren Koordinaten (¢, Z, W, Uy, Uz, ) auf Re erhalten wir somit

71X =0+ 0+ (Q+ Ut + W) + @f +u$g§ —i—ux2§1> -

_[(0Q  _ 4 2)
+um(m+u£ +&°) Oy

Offenbar ist j1 X : Ro — TRy genau dann projizierbar auf R, wenn gilt

2Q

s (6.13)

& = —ug' -

Auf diese Weise erhalten wir ein Vektorfeld X € X(R;) mit der Eigenschaft X o 4% = j; X:

1 2 )
X = Xgl Xzz) = § (6t U0z + Uy aux) mam (Q Uy 9“3;) Oy ( T Uy 9u> Ug

Es bleibt zu iiberpriifen, ob X eine infinitesimale innere Symmetrie ist. Die zugehdrige
Vessiot-Distribution V[R4]| wird durch die Vektorfelder
Xi =0t utdy,  Xo=0r+u0r, V=0

aufgespannt. Es gilt Xa € Char[V[Ry]] = (X1 — uXs + 4,%2Y) C Sym[Ry, V[R1]]. Man
verifiziert leicht [X 4, X;] C (X2,Y) und [X,,Y] C (X5,Y). Folglich ist eine verallgemeinerte
Symmetrie der Form (6.12) genau dann eine infinitesimale innere Symmetrie, wenn (6.13) gilt.

<



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Forschungsgegenstand der Arbeit ist eine intrinsische geometrische Formulierung der Symme-
trietheorie fiir Distributionen, im Speziellen der Vessiot-Distribution. Wir betrachten dabei
allgemeine Systeme (partieller) Differentialgleichungen; dies schliefit insbesondere beliebig
komplizierte nichtlineare Systeme ein. Ein wesentliches Hauptziel dieser Arbeit war es zu
klaren, wann es mehr (infinitesimale) innere als (infinitesimale) dufiere Symmetrien gibt.

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen stellt das klassische Theorem von Bécklund dar,
welches bei genauerer Betrachtung mannigfache Eigenschaften von Kontakttransformationen
offenbart. Die fiir unsere Zwecke wesentliche Eigenschaft betrifft die Vertikalbiindel. Nach
einer griindlichen Analyse der Prolongationsformeln stellt man fest, dass die prolongierten
Kontakttransformationen die Vertikalbiindel invariant lassen. Diese Tatsache ist bereits in
der Definition der Prolongation implizit festgehalten. Unter diesem Blickwinkel besagt das
Bécklunds Theorem (mit einer Ausnahme), dass jede Kontakttransformation die Vertikalbiindel
in sich tiberfithrt. Die Invarianz der Vertikalbiindel muss aber notwendigerweise eine Folge der
Kontaktbedingung sein. Daher war es naheliegend einen differentialgeometrischen Grund fiir
diese Beobachtung in den Eigenschaften der Kontaktdistribution zu suchen.

Da die Vertikalbiindel unterschiedlicher Ordnung nicht in der Kontaktdistribution enthal-
ten sind, suchten wir nach einer geschickten Moglichkeit Letztere geeignet zu erweitern. Es hat
sich herausgestellt, dass die iterierte Ableitung der Kontaktdistribution das gewtinschte Ergeb-
nis liefert. Die mehrfach abgeleiteten Kontaktdistributionen enthalten die Vertikalbiindel und
sind invariant unter Kontakttransformationen. Uber den Zusammenhang mit Cauchy-Cartan-
Charakteristiken-Distributionen ist es uns gelungen das Theorem von Bécklund auf anderem
Wege zu beweisen. Es stellt sich weiter heraus, dass die beschriebene Vorgehensweise auf be-
liebige Distributionen verallgemeinert werden kann, hiervon handelt das dritte Kapitel. Dabei
abstrahieren wir uns von den zugrundeliegenden Differentialgleichungen und betrachten die
Situation auf der Ebene von Distributionen. In diesem verallgemeinerten Kontext untersuchen
wir die FEigenschaften der Lie-Pseudogruppe von geometrischen Symmetrien. Unser Ansatz
besteht in der Konstruktion von Subdistributionen, die unter allen geometrischen Symmetrien
invariant sind. Aus der Vertauschbarkeit der Lie-Klammer mit dem Pushforward lassen sich
eine Vielzahl an invarianten Subdistributionen gewinnen. Im Speziellen sind die abgeleiteten
Distributionen invariant. Diese entstehen aus einer gegebenen invarianten Distribution durch
Hinzunahme von Lie-Klammern der beteiligten Vektorfelder. Mehr noch, es stellte sich heraus,
dass die so konstruierten abgeleiteten Distributionen spezielle invariante Subdistributionen
enthalten, welche ausschlieflich aus Cauchy-Cartan-Charakteristiken bestehen. Die Existenz
dieser Subdistributionen hat weitreichende Folgen. Sie ermdglichen unter anderem den Nach-
weis der Invarianz der Vertikalbiindel, die bei Projektionen von geometrischen Symmetrien
eine entscheidende Rolle spielen.
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In Kapitel 4 und 5 wenden wir die beschriebene geometrische Symmetrietheorie auf die
Kontaktdistribution bzw. die Vessiot-Distribution an. Die fiir innere Symmetrien wichtige
Erkenntnis ist, dass diese im Lokalen genau dann duflere Punktsymmetrien sind, wenn die
Vertikalbiindel invariant sind. Durch die Einfiihrung der abgeleiteten Vessiot-Distributionen
kénnen wir dafiir hinreichende und leicht verifizierbare Kriterien angeben. Die Situation
vereinfacht sich enorm, wenn wir ausschlielich infinitesimale innere Symmetrien betrachten.
In diesem Fall geniigt es, die Dimensionen der zugehorigen involutiven bestimmenden Systeme
zu berechnen. Damit sind wir in der Lage algorithmisch zu entscheiden, wann eine gegebene
Differentialgleichung mehr infinitesimale innere als infinitesimale duflere Symmetrien besitzt,
und zwar ohne die bestimmenden Systeme vorher zu losen.

In Kapitel 6 geben wir eine intrinsische Formulierung der verallgemeinerten Symmetrien
an. Wir beschreiben genau, unter welchen Bedingungen verallgemeinerte Symmetrien mit
infinitesimalen inneren Symmetrien iibereinstimmen.

In der geometrischen Theorie der Differentialgleichungen wird in der Regel angenommen,
dass die Vessiot-Distribution regulér ist. Diese Annahme ist aber nur dann erfiillt, wenn
die betrachtete Differentialgleichung keine Singularitdten besitzt. Eine wichtige Richtung fiir
zukiinftige Forschung ist die Weiterentwicklung der Vessiot-Theorie fiir Differentialgleichungen
mit Singularitdten. Es wire zweifelsohne hilfreich zu verstehen, wie sich die abgeleiteten
Vessiot-Distributionen in einer Umgebung von Singularitdten verhalten.

Ein eng mit Symmetrien verwandtes Thema ist das lokale Aquivalenzproblem. Eine
Formulierung mittels Vessiot-Theorie wiirde erlauben, es auch auf Systeme mit Singularitdten
(wie sie z.B. haufig bei der Modellierung elektrischer Schaltkreise auftreten) zu erweitern.
Hierzu ist eine Klassifizierung der Strukturgleichungen der Vessiot-Distribution erforderlich.
Ein besonders fiir Anwendungen interessanter Spezialfall besteht darin zu erkennen, wann eine
nichtlineare Differentialgleichung in eine lineare Differentialgleichung transformiert werden
kann.

Die Mehrzahl der in Anwendungen auftretenden Differentialgleichungen gestattet weder
eine analytische Losung noch eine vollstédndige qualitative Untersuchung. Anwendungen der
Symmetriemethoden auf singulér gestorte Differentialgleichungen haben gezeigt, dass das
Vorhandensein kleiner Parameter einige Symmetrien zerstért. Diese Beobachtung motiviert
die Entwicklung neuer approximativer Symmetriemethoden, welche stabil beziiglich kleiner
Anderung der Parameter sind. Approximative Symmetrien haben bisher nur wenig Beachtung
gefunden, dabei konnten sie im Zusammenspiel mit der Stérungstheorie eine grofie Rolle in
Anwendungen spielen.
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