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��� �����
	� . . . . 52
4.13 Konvergenzordnungfür 2-Spinor � 	� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.14 Konvergenzordnungfür 2-Spinor

��� �����
	� . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.15 � ���.��� �� "! Energien für � 	� , Vergleich zwischen2-Spinorund 4-Spinor5.-

Ord.FEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.16 � ���.��� �� "! Energien für

��� ������	� , Vergleich zwischen2-Spinorund 4-Spinor
7.-Ord.FEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.17 465�4878$:9<; Wertefür 2-Spinor � 	� 7.- u. 9.-Ord.FEM, mit ���0$ . . . . . . 58
4.18 RelativistischetotaleEnergie für 2-SpinorN � , mit 5.-Ord.FEM und ���=$+&�� 59
4.19 RelativistischetotaleEnergie für 2-SpinorCO, mit 5.-Ord.FEMund ���=$+&�� 60
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4.4 Relative FehlerüberIterationszahlfür 2-Spinor � 	� und

��� �����
	� . . . . . 53
4.5 C<DF;G5IHKJJ 9 vs. CEDF;G5�L M 9 , VergleichdesKonvergenzverhaltenszwischen2-Spinor

und4-Spinor � 	� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.6 C<DF;G5IHKJJ 9 vs. CEDF;G5�L M 9 , VergleichdesKonvergenzverhaltenszwischen2-Spinor

und4-Spinor
��� �����
	� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

B.1 SchematischeDarstellungdesProgrammablaufs. . . . . . . . . . . . . . 80

9



10 ABBILDUNGSVERZEICHNIS



Kapitel 0

Einleitung

Die quantenmechanischeBehandlungatomarerund molekulareNaturpḧanomeneerforderteine
relativistischeBeschreibung. Hier wird die Dirac’schenGleichungzugrundegelegt. DieseGlei-
chunghat engeVerbindungzur Schr̈odinger-Gleichung,welchedie nichtrelativistischeBeschrei-
bung darstellt.Die Erfahrungzeigt, dassmanbei der Dirac’schenGleichungmit vielen numeri-
schenSchwierigkeitenkonfrontiertwird. So z. B. verhindertdie Singulariẗat am Kernort (inbe-
sonderefür großeKernladungP ) eineguteKonvergenzundergibt schlechtereLösungen,alsman
erwartenwürde.

EswurdenverschiedeneMöglichkeitenzurVerbesserungderLösungsmethodenfür relativisti-
schezweiatomigemolekulareSystemebehandeltRef. [3, 4, 6, 7], und [10]-[25]. Einigebeziehen
sich auf numerischeMethodenund anderesind theoretischeMethoden,die die numerischenEi-
genschaftenderDirac’schenGleichungverbessern.BeideWege werdenin RahmendieserArbeit
behandelt.

ZumeinenwurdenKoordinatentransformationengefunden,diesystematischin einerbestimm-
ten Ordnungdie Singulariẗat am Kernort teilregularisierenund damit die Konvergenz und die
Lösungenverbesseren.Wir erreichtenhochgenaueEnergiewerteauchfür hochrelativistischeSy-
steme,wie amBeispielvon QSR �����
	� gezeigtwird. Diesgelangdurchdie Kombinationvon neuen
Koordinatentransformationenmit Extrapolationstechniken,geometriscḧuberdie Iterationsschritte
(IterationszahlT+UWV ), sowie logarithmisch(rationaleoderdie inversePotenzEntwicklung)über
die GitterpunkteN XZY T+U V ) Ref. [4, 3]. DieseKombinationermöglicht einegenaueFehler-
Diagnostik,d. h. die FehlerausverschiedenenQuellen,die auf die SingulariẗatamKernort(kurz-
reichweitigeFehler)zurückzuf̈uhrensind,oderdie,dieaufdieApproximationderWellenfunktion,
(in dieserArbeit die FEM-Approximations-Polynome,die Formfunktionen),zurückzuf̈uhrensind
(langreichweitigeFehler),werdenanalysiert.BeideFehlerartenwerdendadurchreduziertundda-
mit einebessereLösungerreicht.

Zum anderenkann man durchdasMin-Max Prinzip einezwei komponentigeFormulierung
(2-SpinorFormulierung)derDirac’schenGleichungerreichenRef. [1, 2] und[11]-[14]. Eswurde
gezeigt,dassdiesverbesserteEigenschaftenhervorbringt,die ähnlichderSchr̈odinger-Gleichung
sind.DieszeigtderVergleichmit vier komponentiger(4-SpinorFormulierung)LösungunddieUn-
tersuchungderKoordinatentransformationensowiedieAnwendungderExtrapolationstechnikenan
beidenFormulierungen.Eswird festgestellt,dassdie 2-SpinorFormulierungzwei grunds̈atzliche
undentscheidendeVorteilegegen̈uberder4-SpinorFormulierunghat:[ Die ReduzierungdesAufwands,welcherin Finiter ElementeAnwendungsehrwichtig ist,
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12 KAPITEL 0. EINLEITUNG

weil die MatrizenaufkleinereDimensionenreduziertwerden.[ BesserenumerischeEigenschaft,weil dieFehlerwichtungin 2-SpinorFormulierungähnlich
dernichtrelativistischenSchr̈odinger-Gl. ist. Dasverbessertdie Konvergenzstarkinsbeson-
derein kleinenGittern.Und im Gegensatzzum4-SpinorFall Ref. [6] beobachtetmankeine
spuriosenoderkontaminierendeZusẗandeim 2-SpinorFall [1, 2].

DieseArbeit undalleswasich hier erreichthabe,ist durchdie vielenRatschl̈ageunddie Zu-
sammenarbeitmit meinemDoktorvaterHerrn Prof. Kolb gelungen,unddurchzahlreicheDiskus-
sionenmit ihm undunteranderemauchmit FrauM. J. EstebanundJ. Dolbeaultvom mathema-
tischenFachbereichderDauphineUniversiẗat in Parisundfernermit A. Rutkowski vom Departe-
mentof PhysicsandComputerMethodsderUniversiẗat WarmiaundMazouryin Olsztyn,Polen
entstanden.

Die Arbeit gliedertsich wie folgt: In 1. Kapitel werdeich die mathematischenund physika-
lischenGrundlageneinführen.In 2. Kap. werdeich detailierterdasSCF-SchemaunddasGrund-
ger̈ustunsererFehleranalysediskutieren,auf die ich sp̈aterbei derDiskussionderErgebnisseein-
gehe.Im 3. Kap. werdeich mich ausf̈uhrlichermit derFinite ElementeMethodeunddemFEM-
Lösungsverfahren,derFEM-MatrixdarstellungderOperatorenim 4-Spinorund2-SpinorFall, und
der Lösungder Poisson-Gl.für die Potentialberechnungbescḧaftigen.Anschließendim 4. Kap.
werdendie Ergebnissevorgestelltund diskutiert. In diesemKapitel wird zwischender 4-Spinor
und 2-SpinorFormulierungder Dirac-Gl. unterschiedenund damit verfolge ich denchronologi-
schenWeg, denwir bei der Entwicklung desProgrammsund dieserArbeit gegangensind. Der
VergleichzwischendenbeidenFormulierungengeḧort zumKernpunktderDiskussion.In 5. Kap.
werdeich einigeanschließendeBemerkungenundeinenAusblick eingeben.

Bemerkungen:

Zwei allgemeineHinweisezurArbeit:\ Konstantenund Einheiten:
Eswerdenwie üblich für alle GleichungenundErgebnisse,wennnicht anderesgesagt,die
atomarenEinheiten]+^`_K^ verwendet.Siesindwie folgt definiert:abdcfegcih�jScik

,abdcml�on ,
b

dasPlanck’scheWirkungsquantume
und

hpj
sinddie Ladungunddie MassedesElektrons.

DieLichtgeschwindigkeitist in dieserArbeit durchdenWert q c0ksr(t ^`u r+v'w+x'w'v ]'^y_K^ gegeb-
en.Die UmrechnungderEnergie in zF{ undderLängeneinheitin Meterist:| ^8]+^`_K^8}�~ t ^`~ k'k?r'w'v�t z�{| ^8]+^`_K^ c#�?� }�uK^ v ~ w(k+t't ~'�K^ k u(�(� �?� ,

�?�
ist derBohr’scheatomareRadius\'\ Abkürzungen in Text und Formeln:

Viele Wörter oder Begriffe werdensehr häufig benutzt.Es empfiehlt sich deshalb,eine
Abkürzungdafür zu verwenden.Dies habeich auchgetan.So wird z. B. für Koordina-
tentransformationdie AbkürzungKo.-Tr. benutzt.DieseAbkürzungsollte eigentlichnicht
zu Versẗandnisproblemenführen.Sollteesdennochan dereinenoderanderenStellenicht
klar sein,bitte ich,andieStellezurückzugehen,anderdieAbkürzungzuerstbenutztwurde.
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Außerdemwerdenauchwie üblich VektorenundMatrizenmit fettemSchrift undOperato-
renmit Dach-Symbolkennezeichnet.In mathematischenFormelnhabeich einigebekannte
Abkürzungenverwendet,wie z. B. dieEinstein’scheSummenkonvention,d.h.überdoppelte
Indizeswird summiert,oderdie Landau’scheKonventionfür die Bezeichnungder Fehler-
ordnung,die O-Symbole,welchewie folgt definiertsind,Ref. [35].
Esseien���F�+�6�,������� zweiSequenzenreelleroderkomplexerZahlen,dannheißt:

1. ��� c�� X��8�6� , wenneinenaẗurlicheZahl Y und eineKonstante� existieren,für die
gilt � �F� ��� ����� � �8� � für alle ���fY��

2. � � c#  X�� � � , wenngilt � ��� �� ��� � U¢¡ für ��U£V¤�
3. ���g¥¦�8� , wenngilt �F� c#� X��8�8� und ��� c#� X§����� .

Ich hoffe, die Formelndadurchin einekompaktereForm gebrachtund Mißversẗandnisse
vermiedenzu haben.

Ich hoffe auch,alles in eine ansprechendeForm gebrachtzu haben,die dem Leser ein gutes
Versẗandnisermöglicht und sein Interessean dieserThematiknicht schwindenlässt,und nicht
zuletzt,dassdie deutscheSprachemeinenSprachausdrückennichtzumOpfergefallenist.
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Kapitel 1

Physikalischeund mathematische
Methoden

Ich werdein diesemKapitel auf einigephysikalischeundmathematischeGrundlagen,die für die
relativistischeBeschreibungatomarerundmolekularerquantenmechanischerSystemegenutztoder
zurVerbesserungderLösungenentwickeltwurden,eingehen.Daesin dieserArbeit umdierelativi-
stischeBeschreibunggeht,wird die relativistischeDirac’scheTheoriezugrundegelegt. Die Dirac-
Gl. ist Ausgangpunktfür alle Berechnungen.Die theoretischenGrundlagenbei der4-Spinor- und
2-Spinor-Formulierung,dasMin-Max Prinzip,unddie Dirac-Fock-SlaterDichtefunktionalNähe-
rungfür Moleküle werdeneingef̈uhrt.

1.1 Die relativistischeDirac’ scheTheorie
Es wurde in dieserArbeit für zweiatomigeMoleküle die Born-Oppeheimer-NäherungRef. [31]
verwendet.Hier gehtmandavonaus,dasssichdieElektronenviel schnelleralsdieKernebewegen,
die viel schwererals die Elektronensind. Darausfolgt, dassdie Elektronender Kernbewegung
praktischinstantanfolgen und somit die Kerneals statischangenommenwerden.Darausfolgt,
dassdie Kern-Kern-Wechselwirkungdie reineklassischeCoulomb-Wechselwirkungist. In dieser
NäherunglautetderDirac Operatorfür MehrelektronenSysteme:¨©«ª c­¬®¯ °N� ±?² ¨³ �'´µ ¯s¶ �¸· ² � ´¹ T»º®¼ °K� z � P ¼�¾½ ¯ TO¿ ¼ ��ÀÁ Â�Ã ÄÅÆ,Ç �ÉÈ Ç  ° ÅÊ �3È  	ÌË�Í��ÉÈ  

¶ ¬® ¯�Î�Ï z ��Ð½ ¯ T ½ Ï �Á Â�Ã ÄË-Ñ
¶ º® ¼ Î'Ò z � P ¼ P Ò� ¿ ¼ TO¿ Ò �Á Â
Ã ÄË�Ó�Ô�Õ (1.1)

¨³ und ´¹ sinddie DiracMatrizen:¨³ c×Ö ¡ ¨Ø¨Ø ¡�Ù ´¹ c×Ö«Ú ¡¡ T Ú Ù (1.2)¨ÛGÜ�Ý ½ßÞ
sinddieEinteilchenDirac-Operatoren,{áà und {'�Fâ�ã sinddieCoulomb’scheElektron-Elektron-

undKern-Kern-Abstoßung.Ú ist die äæå�ä Einheitsmatrixund
¨Ø sinddiebekanntenPauli Matrizen.

Sielautenin kartesischenKoordinaten:¨Ø c%Ö ¡ || ¡ Ù � e � ¶ Ö ¡ Tèçç ¡ Ù � e?é ¶ Ö | ¡¡ T | Ù � e?ê (1.3)
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16 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHEUND MATHEMATISCHEMETHODEN

e�ë �
ç c | �
ä?��ì sinddie drei kartesischenEinheitsvektoren.
In denGl. (1.1) sind ígî'ï,ð Ü der Ort desk-ten Kernsund der Ort desi-ten Elektrons,und

¨µ Ü cTèç aRòñ Ü ist der Impulsoperatordesi-ten Elektrons,
�¸·

die MassedesElektrons.Für Einelektro-
nensystemevereinfachtsichGl. 1.1zu:¨©«ª c ² ¨³ � ¨µ ¶ � ² � ´¹ ¶ {Ì� mit { c { ¼ c Tóº®¼ °N� z � P ¼�Ð½ Tô¿ ¼ � (1.4)

DasPotentialist fest,dieSelfConsistentField(SCF)Iterationenentfallenundmanist gegennume-
rischeFehler(Fehlerakkumulation)wenigeranf̈allig. Unterschiedeim Konvergenzverhaltenzwi-
schen2-Spinorund4-SpinorRechnungensind deutlichzu sehen,die 2-Spinor-Formulierungder
Dirac-Gl.zeigtbessereEigenschaftenalsdie 4-Spinor-Formulierung.DieserUnterschiedwird ab-
geschẅachtin Mehrelektronensystemen(Dirac-Fock-Slater),da dasPotentialsich durchLösung
derPoisson-Gl.ergibt, unddabeialle vier SpinorKomponentenfür die Dichteberechnungbenutzt
werdenmüssen.

1.1.1 Dirac Gleichung

Um die Dirac Eigenwertgleichungzuerhalten,kannmandasEnergiefunktional:Ú c�õEö � ¨© ª T�÷ � ö¸ø (1.5)

variieren,wobei ù die 4-SpinorWellenfunktiondesSystemsöúc � ù ø�c XZû � �
û � ��û�ü���ûþý�� Ê c X.ÿ 	 �2ÿ � � Ê c�õ ù ��� c XZù � � �
ist. Man unterscheidetzwischendengroßenÿ 	 c XZû � �
û � � Ê unddenkleinen ÿ � c XZû ü ��û ý � Ê
Komponentenin der Wellenfunktion.Die Dirac’scheEigenwertgleichungist das relativistische
ÄquivalentderSchr̈odingerGl. undhatwie diesedie Form:¨©«ª ö c�� ö

(1.6)

In FEM wird aberdie Integralform, die sogenannte“ schwacheFormulierung“ verwendet,was
einigegrunds̈atzlicheVorteilebietet:õ ù � ¨©«ª � ù øþc��=ö � ´©«ª ö�� ½ ü c�����ö � ö�� ½ ü (1.7)

1.1.2 Die 4- und 2-Spinor Formulier ungen,dasMin-Max Prinzip

Die Lösungder Eigenwertgleichung(1.7) bereitetviele Schwierigkeiten,insbesonderefür stark
relativistischeSysteme.Die SingulariẗatamKernortbeeintr̈achtigtdasKonvergenzverhaltenstark.
DiesesProblemwurdein dieserArbeit durchneueKo.-Tr. behandelt.Wir werdenim Laufedieser
Arbeit die EffizienzdieserKo.-Tr. kennenlernen,undin Verbindungmit denExtrapolationstechni-
kenVersẗandnisdafür bekommen,wie sichdieSingulariẗataufdasKonvergenzverhaltenauswirkt.
EineanderetiefliegendeSchwierigkeitist, dasszumUnterschiedzurSchr̈odinger-Gl. dieLösungen
derDirac-Gl.nur station̈areZusẗandeeinesVariationprinzipssind,esgibt kein Energie Minimum,
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waszu demausderLiteraturbekanntenVariationskollapsführt, siehez. B. Ref. [22]. Aus mathe-
matischerSicht bedeutetdies,dasseskein Minimum sonderneinenWendepunktgibt, der viele
Schwierigkeitenbei dernumerischenBehandlungbereitet.Dieshatz. B. zur Folge,daßdasKon-
vergenzverhaltenbeimLösenvonGl. (1.7)viel schlechterist alsdasderSchr̈odinger-Gl., unddass
spurioseZusẗandeauftreten,wie u. a.ausf̈uhrlich in derArbeit von Düsterḧoft Ref. [6] diskutiert.

DieUmformulierungvonGl. (1.7)in eineGleichungfür diegroßeKomponenteÿ 	 c XZû � ��û � � Ê
war seit langerZeit eineHerausforderungfür die TheorieRef. [11]-[22] und die Literatur darin.
Es gibt bereitszahlreicheNäherungenzur Dirac-Gleichung,die Vorteile gegen̈uberder 4-Spinor
-Formulierunghaben,insbesonderefür schwachrelativistischeSysteme.Siekönnenabernichtdas
relativistischeVerhaltenvollständigbeschreiben,und sie enthalteneinengrunds̈atzlichenFehler,
indemsie keineguteProjektiongegendasnegative Kontinuumaufweisen(positronischeKonta-
mination)undspurioseZusẗandeauftreten.Auch die ammeistenangewandteNäherung

”
Kinetic

Balance“ hateinenFehlerderOrdnung
� X �ã	� � , ² die Lichtgeschwindigkeit Ref. [15] undist nicht

frei von spuriosenZusẗandenRef. [17]. UnsereMin-Max 2-Spinor-Formulierungist exakt und
keineNäherungderDirac-Gleichung,und im Unterschiedzu anderenFormulierungen(Näherun-
gen) gibt es keine spuriosenZusẗande.Sie besitztdar̈uberhinausviele numerischeVorteile, die
dernicht-relativistischenSchr̈odinger-Gleichungähnlichsind. Ich werdein meinerBeschreibung
der2-Spinor-FormulierungdemMin-Max-Prinzipvon Dolbeault,wie esin Ref. [14] (sieheauch
[11, 12,13]) beschriebenist, folgen.

DasMin-Max Prinzip

Die DiracEigenwertgleichung(1.4)kannin derfolgendenMatrixform geschriebenwerden:± { ¶ � ² � ¨
��¨
 {iT � ² � À Ö ÿ 	ÿ � Ù c�
 ¯ Ö ÿ 	ÿ � Ù (1.8)

Sie kann in zwei gekoppelteGleichungenfür die große ÿ 	 c XZû � �
û � � Ê und die kleine ÿ � cXZû ü �
û ý � Ê Komponentezerlegt werden:¨
�� ÿ � c X 
 ¯ T � ² � TO{á��ÿ 	 c X � ¯ T«{á��ÿ 	 (1.9)¨
 ÿ 	 c X 
 ¯ ¶ � ² � TO{á��ÿ � c X � ¯ ¶ ä � ² � TO{á��ÿ � (1.10)¨

= ç ² aR ¨Ø�� ñ ï und

¨Ø = � ü ¼ °N��� ¼ z ¼ , � ¼ sind die Pauli Matrizen und
� ¯ c�
 ¯ T � ² � , dasim

nichtrelativistischenLimes die Eigenenergie der Schr̈odinger-Gl ist. Aus 1.9 und 1.10 kann ÿ �
eliminiertwerden.Diesführt zurGleichung:¨
 � ± ¨
 ÿ 	� ¯ ¶ ä � ² � TO{ À c X � ¯ TO{��:ÿ 	 (1.11)

Dasist für denFall
¨
�� ¨
 �

(dieserfordert,dassmanin hinreichendglattenFunktionenr̈aumen
arbeitet,was jedochz. B. in finiten Elementenin elliptisch-hyperbolischenKoordinatenmit of-
feneninnerenRändernnicht gegebenist.) eineDif ferentialgleichung2. Ordnung,nicht-linearim
Eigenwert.DieseFormulierungwird alsdie sogenannte

”
starkeFormulierung“ bezeichnet.Eine

Integralform,die als
”
schwacheFormulierung“ bekanntist, ergibt sich nachMultiplikation von

(1.11)mit ÿ 	� Ref. [14]: � � ¨
 ÿ 	 � �� ¯ ¶ ä � ² � TO{ � ½ ü c � X � ¯ T«{á� � ÿ 	 � � � ½ ü (1.12)
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DieseGleichungwurdedannmit derFEM, wie im 4-SpinorFall, diskretisiertundgelöst.Da Glei-
chung(1.12)nichtlinearim Eigenwertist, mussdie linke Seit(dieOperatormatrix)entwickeltwer-
den,umsienichtin jederIterationneuberechnenzumüssen.Die Entwicklungwird in derfolgender
Weisegemacht:� � ¨
 ÿ 	 � �� ¯ ¶ ä � ² � T«{ c � � ¨
 ÿ 	 � �X ��� ¶ ä � ² � TO{á� ¶�� � ¯ c � � ¨
 ÿ 	 � ��GX ��� ��� | ¶ H�� Ç! � �!  #" c (1.13)� � ¨
 ÿ 	 � ��NX ��� � || ¶ H�� Ç! � �$  c � � ¨
 ÿ 	 � ��GX ��� �&%®' ° � X�T

� � ¯ � '�GX ��� � ' c � � ¨
 ÿ 	 � ��NX ��� � ¶ %®' °N� � � ¨
 ÿ 	 � ��NX ��� � ' 	K� XoT � � ¯ � '
Die AnzahlderTermein derReihe,diemitgenommenwerden,betr̈agtnormalerweisezwischenäNT(

für leichtrelativistischeSystemeund ) T | ä für starkrelativistischeSystemeallerdingsabḧangig

vonderStartenergie
� �

. Dererste(Matrix-) Term *,+ ¨
 ÿ.- + /! � �$  ist festundwird dahernurin derersten

Iterationberechnet,ebensowerdendie Terme*0+ ¨
 ÿ.- + /! � �$  21 in DateiengespeichertunddannbeimIte-

rierenmit demin der �GT tenIterationaktuellenXoT � � � �  ¯ � multipliziert.Diese X�T � � ¯ � abḧangigen
Termewerdenauf die rechteSeitederMatrix-Gleichunggesetzt.DiesverursachtkeineProbleme,
daohnehinein iterativesLösungverfahrenbeiFEM verwendetwird. Die Entwicklungin Gl. (1.13)
ben̈otigt maninsbesonderefür die gleichzeitigeBerechnungvon mehrerenEinlektronenzusẗanden
oder für die Berechnungvon Mehrelektronensystemen(Dichtefunktionale).Man wählt dannein
geeignetes

���
für alleZusẗande,dasetwain derMitte desmitgenommenenSpektrumsliegt.

1.2 Hartr ee-Fock-SlaterDichtefunktional Näherung

Ich werde in diesemAbschnitt die Herleitung der totalen Energie für Mehrelektronensysteme
einführen.Es sei angenommen,dassessich um geschlossenschaligeSystemehandelt,da es in
dieserArbeit um zweiatomigeMoleküle geht.Die ElektronengehorchendemPrinzip der unun-
terscheidbarenTeilchen,sie sind ununterscheidbareFermionen.Die WellenfunktiondesSystems
kanndurchdenSlater-Determinanten-Ansatzausgedr̈ucktwerden,welchedasPauli-Prinzipgaran-
tiert: N seidie AnzahlderElektronen,

½ ¯
, ç c | �����F���
Y derenOrts-SpinKoordinatenund ÿ ¯ X ½ Ï �

die Einteilchen-Wellenfunktiondes ç -tenElektronsmit derOrts-Spin-KoordinateX ½ Ï � . Der Ansatz
für die GesamtwellenfunktiondesSystemslautet:

ö X ½ � � ½ � �����F� � c |3 Y�4 5555555 ÿ � X
½ � � �F�����F��� ÿ � X ½ ¬ �ÿ � X ½ � � �F�����F��� ÿ � X ½ ¬ ������ �F�����F��� �����ÿ ¬ X ½ � � �F�����F����ÿ ¬ X ½ ¬ �

5555555 (1.14)

Die ÿ ¯ X ½ Ï � sinddie Einteilchenwellenfunktionenÿ ¯ X ½ Ï � c XZû �¯ X ½ Ï �,�
û �¯ X ½ Ï �,��û ü¯ X ½ Ï ���
û ý¯ X ½ Ï ��� Ê c X ÿ 	�6 ¯ X ½ Ï �,��ÿ � 6 ¯ X ½ Ï ��� Ê �
die orthogonalsind,undsieseiennormiert:� ÿ �¯ X ½ Ï ��ÿ Ï X ½ Ï � � ½ ü c�7 ¯yÏ
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Die totaleEnergie ergibt sichausdemErwartungswert
��829:8�c=õ ù � ¨© ª � ù ø :� 829:8 c�õ ¨©«ª ø c�õ ù � ¨©«ª � ù ø c�� ��â�ã ¶ ¬®¯ °N� � ÿ �¯ X ½ ¯ � ´RKX ½ ¯ �oÿ ¯ X ½ ¯ � � ½ ü¯¶ |ä ¬®¯ 6 Ï °K� �;� ÿ �¯ X ½ ¯ ��ÿ �Ï X ½ Ï � |< ¯yÏ ÿ ¯ X ½ ¯ ��ÿ Ï X ½ Ï � � ½ ü¯ � ½ üÏ

T |ä ¬®¯ 6 Ï °K� �;� ÿ �¯ X ½ ¯ ��ÿ �Ï X ½ Ï � |< ¯yÏ ÿ ¯ X ½ Ï ��ÿ Ï X ½ ¯ � � ½ ü¯ � ½ üÏ (1.15)

wobei
� ��â�ã die klassischeCoulomb’scheKern-Kern-Abstoßungsenergie ist.

¨ÛþÝ ½ Ü Þ � ¨= Ý ½ Ü Þ?>@ î Ý ½ Ü Þ sinddie EinteilchenDirac-Operatorenwie in (1.1)und < ¯yÏ c �8½ ¯ T ½ Ï � .
Man kann nun dasVariationsprinzipanwenden,um den Grundzustandzu erhalten.Ein wichti-
ger Punktist hier, dassim relativistischenFall die Zusẗandestation̈ar sind.Dies ist ein entschei-
denderPunkt für relativistischeBerechnungen,da durch VariierendesFunktionals(1.15) bzw.
(1.5) kein Minimum der Energie zu finden ist, esgibt nur einenWendepunkt.Dies wird sp̈ater
bei der Diskussionder Ergebnissenähererläutert.DasVariierenvon (1.15)bzw. (1.5) nachden
Einteilchen-Wellenfunktionen ÿ ¯ unter der Nebenbedingungder Orthogonaliẗat erfolgt mit Hil-
fe der LagrangeMultiplikatoren


$A¯yÏ
. Da essich um geschlossenschaligeSystemehandelt,kann

die Matrix B c X 
 A¯`Ï �,�
ç2�DC c | �
Y durcheineunitäreTransformationdiagonalisiertwerdenRef.
[33, 31], 
 ¯ cE
 ¯`Ï 7 ¯`Ï c XGF Ê 
 A¯yÏ Fi� ¯ 6 Ï
sodasssichdie Wellenfunktionenin die angenommenenorthonormiertenÿ ¯ ’s in derSlaterDeter-
minantetransformieren.Die diagonaleVariationunterderNebenbedingungergibt also:7 Ú7 ÿ ¯ c�7 � õ ¨© ª ø ¶ ¬® ¯ °N� T 
 ¯ � ÿ �¯ X ½ ¯ � ´ÿ ¯ X ½ ¯ � � ½ ü¯ � " cIH ¡ (1.16)

Mit Hilfe vonKoopman’sTheoremfolgt

 ¯ c ÷ ¯ , undesergibt sichdieDirac-Fock-Gl. (DF-Gl.):X ¨ÛGÜ ¶ { à ¶ {?J ¶ {+��â�ã���ÿ ¯ X ½ ¯ � c ÷ ¯ ÿ ¯ X ½ ¯ � (1.17)

in dieserGl. ist
¨ÛGÜ

wieder der Dirac’scheEinteilchenoperator, {áàÌ�
{+��â�ã sind wie in Gl. (1.1),
klassischerNatur. { J ist dasAustausch-Potential,esist reinquantenmechanisch:

{ J X ½ ¯ �oÿ ¯ X ½ ¯ � c T ¬®Ï °K� � ÿ �Ï X ½ Ï � |< ¯yÏ ÿ ¯ X ½ Ï ��ÿ Ï X ½ ¯ � � ½ ü¯ � ½ üÏ (1.18)

Im Gegensatzzu demdirektenPotential{ à ist { J nicht lokal. Eswird in derSlater’schenNähe-
runglokal durchdie totaleelektronischeDichteapproximiert:

{?J�}�{?JK c T ìä�L X ìMON X ½ ���QPR � mit N X ½ �2� c­¬®¯ °K� � ÿ �¯ X ½ �oÿ ¯ X ½ � � ½ ü (1.19)

{ J hatentgegengesetztesVorzeichenzu { à . Esverringertdie AbstoßungzwischendenElektro-
nenund wirkt damit als attraktivesPotential. L ist ein Parameterund wird in dieserArbeit wie
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üblich in derLiteratur L c ¡?^TS gesetzt.Die DF-Gl. gehtin die Dirac-Fock-Slater-Gleichung(DFS-
Gl.) über, indemman { J durch { JK ersetzt.Die totaleEnergie ist in derSlater’schenNäherung:�.U829:8 c­¬®¯ °N� ÷ ¯ ¶ |ä � N X ½ ��{ à X ½ � � ½ ü ¶ |V � N X ½ ��{WJK X ½ � � ½ ü ¶ � �Fâ�ã (1.20)

In Gl. (1.20) ist
� U8	9D8 cX� U829:8 � N " ein Dichtefunktional,wobei die DFS NäherungGl. (1.19) die

einfachsteDichtefunktionalNäherungfür dasAustausch-Korrelationspotential ist.

1.2.1 2-Spinor Slater’scheNäherung

In Abschnitt1.1.2habenwir eine2-SpinorNäherungfür die Dirac-Gl. mit festemPotentialher-
geleitet.Die Erweiterungfür die Slater’scheNäherungfolgt unmittelbar. Da wir zur Lösungvon
(1.12) dasSFC Iterationsschemaverwenden,kann manzu jeder Iteration in dem die Potentiale
ausder Dichteermittelt werden,dieseals fest annehmen;darausfolgt, dassdasGesamtpotential{ c { ¼ ¶ {áà ¶ { J ¶ {+��â�ã alsfestesPotentialangenommenwerdenkann.Damit siehtmanun-
mittelbar, dassim 2-SpinorFall dieDirac-Fock-SlaterGleichungdieselbeFormwie (1.12)hat.Die
unterenzweiSpinoren,diebeidenkleinenKomponenten,werdendannmit Hilfe von(1.10)berech-
net,unddarausdieGesamtdichteermittelt,diezurBerechnungderPotentialemit Hilfe derPoisson
Gleichungben̈otigt wird. Diesewerdendannzur Lösungder (nichtlinearen)Eigenwertgleichung
in derfolgendenSCF-Iterationeingesetzt.Esergebensichdie folgendenGleichungen:� � ´Y ÿ 	�6 ¯ � �� ¯ ¶ ä � ² � TO{ � ½ ü c � X � ¯ TO{á� � ÿ 	�6 ¯ � � � ½ ü (1.21)

ÿ � 6 ¯ c ´Y ÿ 	�6 ¯X � ¯ ¶ ä � ² � TO{á� (1.22)

N X ½ � c ¬®¯ °N� � ÿ �¯ X ½ ��ÿ ¯ X ½ � � ½ ü (1.23){ c { ¼ ¶ { à ¶ {ZJ ¶ {+��â�ã (1.24)

Die totaleEnergie kanndannaus(1.20)berechnetwerden.Die Gl (1.21)wird auchwie die Gl.
(1.13)entwickelt.LeidermüssenaberalleMatrixelementewegenderÄnderungdesPotentialsauf-
grundder neuenDichte in jeder Iterationneuberechnetwerden.Dies machteinenzus̈atzlichen
Aufwandfür das2-SpinorProgramm.Trotzdembleibtaberdas4-SpinorProgrammerheblichauf-
wendiger.



Kapitel 2

DasSCF Schema,numerischeFehler
und ihr e Verbesserung

In diesemKapitel werdendie möglichenFehlerquellenthematisiertundeinigeVerbesserungm̈og-
-lichkeiten,die in dieserArbeit gemacht,oderausgenutztwerden,eingef̈uhrt: Stabilisierungder
SCF-IterationdurchPotential-MischungundderkorrigierteEnergieausdruck,drei Typenvon Ko-
ordinatentransformationenunddie Extrapolation,die geometrischeunddie logarithmische(ratio-
naleoderinversePotenz-Entwicklung)zurVerbesserungderKonvergenzoderzurBeschleunigung
derSCF-Iteration,unddamitzur VerbesserungderErgebnisse.

2.1 NumerischeFehler

Zur Lösungvon (1.7) bzw. (1.12) werdennumerischeMethodenund in der Dirac-Fock-Slater
Näherungzus̈atzlichdasSCF-Iterationsschemaeingesetzt.DieseAlgorithmensind mit verschie-
denenFehlerquellenbehaftet.

I- Approximationsfehler: Zum einengibt esdie Approximationsfehler, die ausdenverschie-
deneApproximationenresultieren.In dieserArbeit wurdenFinite-Elemente-Polynomebe-
stimmterOrdnung[ zur Approximationder Wellenfunktionbenutzt.DieserFehlerist ein
systematischerFehler. Er ist diagnostiziertwordenRef. [34] undist abscḧatzbar7]\ �_^ �a`�bY b ��Y c

Gitterpunktzahl�:[ c FEM-Ordnung (2.1)

Mittels ExtrapolationstechnikenAbschnitt2.3 lässtsichweiter eineerstaunlicheVerbesse-
rung der Ergebnisse,d. h. Verbesserungder Genauigkeit,erreichen.Dies ist allerdingsim
wesentlichenerstunterEinführungeinesneuenTypsvonKoordinatentransformationenRef.
[4], sieheauchuntenPunkt II diesesAbschnitts,gelungen.Die Anwendungvon Extrapo-
lationstechnikenwurdesowohl im 4-Spinorwie 2-SpinorFall untersucht.Die Erweiterung
vonEinelektronen-zuMehrelektronen-Systemen,i. e.DFS,wurdeohneweitereSchwierig-
keitenerreicht.

II- Die Singularit ät am Kernort: Eine andereQuelle,die die Konvergenzerheblichvermin-
dert, ist die Singulariẗat am Kernort.Das steile VerhaltendesPotentialsin der Nähedes

21
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Kernsverlangsamtdie Konvergenz,insbesonderein starkrelativistischenSystemen(dawir
Punktkernein unserenRechnungenbenutzen)und erst für großeGitter ist dieseRegion
gut abgedeckt.Dassingul̈areVerhaltender relativistischenWellenfunktionenam Kernort
(abḧangig von den Drehimpulsanteilendivergierendie Funktionenoder derenAbleitun-
gen)begrenzendie Konvergenz.Wie in Ref. [7] gezeigtwurde,wird die Konvergenznicht
nur durchdie OrdnungderApproximationsfunktionensondernauchdurchdie Ableitungen
derWellenfunktionbestimmt.Wennmandie Approximationsordnung derFinite-Elemente-
Polynomeausscḧopfenmöchte,müssendie höherenAbleitungenbis zur entsprechenden
Ordnungexistieren(d. h. derBeginn einerTaylor Reihenentwicklung).
Eswurdenin derVergangenheitverschiedeneKoordinatentransformationenauf intrinsische
Koordinatenzur TeilregularisierungderWellenfunktionamKernortuntersucht,Ref. [7, 6].
Wir habeneinenneuenTyp von Koordinatentransformationen,Ref. [4] undAbschnitt2.2,
untersucht,dersystematischeineTeilregularisierungdessingul̈arenVerhaltensamKernort
ermöglicht. Kombiniertmit denExtrapolationstechniken(die logarithmische),Punkt I, er-
gibt diesein Versẗandnisfür dasFehlerverhaltenund liefert eineFehlerdiagnostik,die zur
VerbesserungderGenauigkeiteingesetztwird.

III- Instabilit äten: In dem Self-ConsistentField (SCF)-Schemawerdenin einer bestimmten
Iterationdie Dichtenermittelt,die Potentialeberechnetundmit diesendie nächsteIteration
gestartet.Diesist ausmathematischerSichteinFixpunkt-Iterationsschemac ¯ c�d X c ¯ � � �
Wie bei allen nicht-linearenVerfahrenkönnenInstabilẗatenbeim Übergangvon einerzur
anderenIteration auftretenoder die Lösungdivergiert. DiesesProblemkann z. B. durch
Dämpfungmit einerPotential-MischungzwischenderaltenundderneuenIterationRef.[6]
behobenwerden.Dabeiwird ein bestimmterAnteil desalten Potentialsausder IterationXZ��T | � , X | Te[ � ç c ��{+� � � mit demneuenPotential {+� in der �-T ten Iterationzusammen
gemischt. { �� c X | Tf[ � ç c �2{'� � � ¶ [ � ç c {+�
TypischeWertefür [ � ç c liegenzwischen¡?^ | Tô¡?^gS . DasPotential{+� wird danndurchdas
neue{ �� ersetzt.
Hinzu kommtnoch,dassdasProgrammmit Zufallsvektorenin dererstenIterationgestartet
wird. Dies kannschnellzu einer instabilenLösungführen,und damit zur Divergenz.Das
ist ein ernstzu nehmendesProblem.Eine Lösungwurdezum Beispieldurchdie Defekt-
Korrektur-Methodewie in Ref. [6] gefunden,auf die hier nicht weiter eingegangenwird.
Die 2-SpinorFormulierungzeigt grunds̈atzlich Vorteile, da sie numerischstabilerist und
andersals im 4-SpinorFall wurdenz. B. keinespuriosenZusẗandebeobachtet,d. h. sie ist
wenigzur numerischenFehleranf̈allig. Der Startmit Zufallsvektorenbleibt abernicht die
besteIdeeundsolltedurchandereMöglichkeitenersetztwerden.

IV- Korrigierter Energieausdruck: Eine weitereVerbesserungder Konvergenzist der korri-
gierteEnergieausdruckin Ref. [10]. DieserEnergieausdruckwurdehier nicht weiterunter-
suchtsondern,wie in Ref. [6] beschrieben,angenommen.Manmussdaraufhinweisen,dass
sichdurchdenkorrigiertenEnergieausdruckein Unterschiedin derKonvergenzordnungfür
die Orbitaleund die totaleEnergie ergibt, siehedazudie Diskussionam EndedesAbsch.
2.2.2.Die Gleichung(1.20)ist dannrichtig, wennsieausiteriertunddie Poisson-Gl.exakt
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gelöstwurde,d.h.wenn { à unddie Dichte N X ½ � zu einander
”
passen“ . Die Dichte N X ½ � für

dasPotentialstammtaberausdervorigenIterationundauchdie Poissongleichungwird nur
näherungsweisegelöst.Esgilt in der � -tenIteration:{ à 6Ð� � � �  c { à T«{ à 6 �h ·Di 8�kj \ U 6 �8	9D8 c ¬® ¯ °N� ÷ ¯ T |ä � N � X ½ ��{ à 6Ð� � � �  X ½ � � ½ T |V � N � X ½ ��{ J 6Ð� � � �  K X ½ � � ½ ¶ � ��â�ã (2.2)

{ à 6 �h ·:i 8 kannerstam Endeder Selbstkonsistenzermittelt werden.Somit beinhaltetdie tota-
le Energie Gl. (2.2) einenFehlerder erstenOrdnung

  X � N � . Der Fehlerkannaberredu-
ziertwerden[10], indemdieCoulomb-undAustausch-Energie

� à bzw.
� J auszueinander

geḧorendenTermenberechnetwerden:�Zj \ U 6 �829:8 c ¬® ¯ °K� ÷ ¯ T |ä � N � � � �  X ½ ��{ à 6Ð� � � �  X ½ � � ½ T |V � N � � � �  X ½ ��{ J 6Ð� � � �  K X ½ � � ½ ¶ � ��â�ã(2.3)

Dadurchwird die totaleEnergie schonwährendder einzelnenSCF-Iterationenauf konsi-
stenteArt undWeiseermitteltundauchdie LösungsfehlerderPiosson-Gl.werdenin erster
Ordnungkorrigiert.EsreduziertsichderFehlerin

� j \ U829:8 auf
  X2X � N � � � , somitgilt bei einer

Konvergenzschranke÷ ^÷ ^ � 555 � j \ U8	9D8 T � j \ U 6 �829:8 555 } 555 � j \ U 6 �8	9D8 T � j \ U 6Ð� � � �  829:8 555 c�  X�X � N � � � (2.4)

Damit ben̈otigt manwenigerIterationenals nachGl. (2.2) nötig wäre,um die gleicheGe-
nauigkeitzu erreichen.Die Güte derOrbitalewird durchdesAnwendungdeskorrigierten
Energieausdruckesabernicht ver̈andertRef. [10, 6]. Mit Gl. (2.3) erḧalt manfür die totale
Energie einesDichtefunktionalsdieselbeguteFehlerordnung

  X�X � N � � � wie manesfür den
ErwartungwertdesHamiltonsoperatorsz. B. Gl. (1.15)hat.

2.2 Koordinatentransformationen

2.2.1 Elliptisch-hyperbolischeKoordinaten

In dieserArbeit werdenzweiatomigeMolekülebehandelt.Dafür sinddieelliptisch-hyperbolischen
Koordinatenl'�nm(�no besondersgeeignet.Siesindwie folgt definiert:l c < � ¶ < �ä � m c < � T < �ä (2.5)< �p6 � ist die EntfernungeinesPunktesvon denbeidenZentren.Ihre Beziehungzu denkartesischen
Koordinatensiehtwie folgt aus:c c ¿ ärq�sut owv X2l � T | ��X | Tem � � c _GX2l:�]m?� q�sut ox c ¿ ä tzy|{ o v X2l � T | ��X | Tem � � c _GX2l:�]m?� tzy|{ o} c ¿ ä l �~m c�� X�l'�]m?� (2.6)
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Abbildung2.1: �I������� - und �	������� -Ebene, die beidenZentrensind auf der z-Achsebei �� ¢¡�£�¤ �¥]� und �¦ §¡u�©¨ ( �¤ «ª¬¥ ). Die Gitterpunktesitzenauf denRändernund ab dritter Ordnungauch

im InnerenderDreiecke.

2.2.2 SinguläreTransformationen

Wie im vorigenAbschnitterläutert,ist eineweitereTransformationfür relativistischeBerechnun-
gen,die intrinsischeKoordinatentransformation(eswird weiter die AbkürzungKo.-Tr. benutzt),
zur TeilregularisierungderSingulariẗat amKernortnötig, Abb. 2.1 XG­ß�z®�� -Ebene.DasPotentialbe-
sitzt einesingul̈areStellefür ¯ y|° hz± � X �h ��UWV , dawir ein Punktkern-Modellbenutzen,undsomit
hatdie Dirac’scheWellenfunktionsingul̈aresVerhaltenamKernort.In Ref.[7] wurdedasProblem
diskutiertundeinTyp vonKo.-Tr. . eingef̈uhrt.Wir habeneineneueKo.-Tr. untersuchtundgezeigt,
dasssieeinesehreffektive Wirkung hatRef. [4, 3, 1]. Für die TeilregularisierungderSingulariẗat
derWellenfunktionamKernortwurdenfolgendesingul̈areTransformationenl c � XG­F�,�nm c �NX	®��
entwickelt(genauerdieRücktransformationensindsingul̈ar):² c ä´³ l c | ¶ ä tzy|{¶µ � XG­�·8äß� c q�sutnµ XG­F�,��m c | TOä tzy|{ � X	®�·8äß� c q�sut X	®��² c V ³ l c | ¶�¸ tzy|{¶µ ý XG­�·8äß� ¶ V tzy|{¶µQ¹ XG­~·8ä8�m c | T ¸ tpyI{ ý Xº®�·8ä8� ¶ V tzy|{Q¹ X	®©·8ä8�² c ¸ ³ l c | ¶ ä8¡ tzy|{¶µ ¹ XG­�·ßä8� ¶ ì8¡ tzy|{¶µQ» XG­~·8ä8� ¶ | ä tzy|{¶µ � � XG­�·ßä8�m c | TOä8¡ tzy|{ ¹ X	®�·8äß� ¶ ì8¡ tpyI{ » X	®©·8ä8�-T | ä tzy|{ � � X	®�·8äß�² c )´³ l c | ¶ S8¡ tzy|{¶µQ» XG­�·ßä8� ¶ | ¸ ) tzy|{¶µ � � XG­�·8äß� ¶ |¼V ¡ tzy|{¶µ � � X�­�·8ä8� ¶ V ¡ tzy|{¶µ � ý6XG­~·8ä8�m c | T0S8¡ tzy|{ » X	®�·8äß� ¶ | ¸ ) tzy|{ � � Xº®�·8ä8�-T |�V ¡ tzy|{ � � X	®�·ßä8� ¶ V ¡ tzy|{ � ý Xº®�·8ä8�² c | ¡´³ l c | ¶ ä ( ä tzy|{¶µ � � XG­�·ßä8� ¶ ) V ¡ tzy|{¶µ � � XG­�·8äß� ¶ | ¡u)8¡ tzy|{¶µ � ý6XG­�·8äß�¶0¸ ì8¡ tzy|{¶µ � ¹ X�­�·8ä8� ¶ |�V ¡ tzy|{¶µ � » XG­~·8ä8�m c | TOä ( ä tzy|{ � � X	®�·8äß� ¶ ) V ¡ tzy|{ � � Xº®�·8ä8�-T | ¡u)8¡ tzy|{ � ý X	®©·8ä8� ¶�¸ ìß¡ tzy|{ � ¹ X	®�·ßä8�T |�V ¡ tpyI{ � » X	®©·8ä8�

oderallgemeindurch:l c | ¶ ² � tzy|{¶µ ' XG­~·8ä8� ¶ ² � tzy|{¶µ � ' 	 �2 XG­~·8ä8�ò���F�
� (2.7)m c | T ² � tzy|{ ' X	®©·8ä8� ¶ ² � tzy|{ � ' 	 �� X	®©·8ä8�-T����F�z½
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for ² c ä?� V � ¸ �])?� | ¡?�,�,�,� mit

² ¯ c ¡ for ç�¾ ² ä und� l� ­ c�¿ � � tzy|{¶µ � � 	N� XG­F�,� � m� ® c�¿ � � tzy|{ � � 	K� Xº®��
wobei

� ¿ � c � � � 	N�  H� H / � / Ó �
� c ' � T | c ¡:� | ��ä?�
ì?�,^3^ ^ und ¡ � ­kÀ#V¤� ¡ � ® � M ^
Die WirkungdieserKo.-Tr. bestehtim folgenden:

1. Die beidenKoordinatenl'�nm sindin derNähedesKernsl U | �Ám UÃÂ | äquivalentepara-
bolischeKoordinaten.WennsiedurcheineweitereKo.-Tr. transformiertwerden,mussdiese
Eigenschafterhaltenbleiben.Die Ko.-Tr. Gl. (2.7)bewahrtdieseEigenschaftaufgrundihrer
symmetrischenForm in ­8�z® , wie manandenFormelnsieht.Esgilt in derNäheeinesKerns:¯ y|°i ± � X2l � T | � } ` ' ��­ ' �]¯ y|°8 ± � X | T0m?� � } ` ' ��® ' � (2.8)

wobeidie Konstantè ausdemführendenKoeffizientenin (2.7) bestimmtist. Man sieht,
dassdiebeidenAusdr̈ucke,diein derBerechnungderIntegralevorkommen,mit dergleichen
OrdnungunddemgleichenVorfaktorgegenNull konvergieren.

2. Der Überganggegen Null, ­8�p®OU ¡ , ist durch die Ordnungder führendenTerme,d. h.­�çE�1R ' XG­��,�]­�çE� ' X	®�� , bestimmt.Dadurchkannmandie Konvergenzdurch ² systematischun-
tersuchenundkontrollieren,je nachdemwie starkdieSingulariẗat(dasSystemrelativistisch)
ist, benutztmandenerforderlichenKoordinaten-Typ, d. h. höhere² .

2.2.3 Skalierungstransformation

Ein negativer Effekt der vorigensingul̈arenTransformationl c � XG­����nm c �GX	®�� (für höhere ² )
ist die VerdichtungderGitterpunktein derNähedesKerns(zur Teilregularisierungdessingul̈aren
Fehlers)und somit eineVerdünnungder Gitterpunktein der äußerenRegion, weit entferntvon
denKernen(Zentren).DieseRegion ist wichtig, weil hier die langreichweitigenFehler(dieFEM-
ApproximationfehlerbestimmterOrdnung[ ) dominieren.Die Folgeist eineniedrigereGenauigkeit
alserwünscht,eswerdenmehrGitterpunkte(größereGitter) ben̈otigt, um diesenEffekt auszuglei-
chen.Allerdingsgibt esdie Möglichkeit,eineweitereKo.-Tr. einzuf̈uhren,Ref. [1]. Ihre Funktion
bestehtdarin,dasssie mehrPunktein die äußereRegion schiebt,abersie bleibt in der Näheder
Zentren(innereRegion) linearunddamitdieTeilregularisierungsordnungbewahrt.DieseTransfor-
mationenlauten:Ä c Ä �Å�z�ÇÆ tpyI{¶µ XGÈ � ­��ÉnÊ {¶µ XGÈ � Ä �Å�z�I� TOä tpyI{¶µ � X È � ­ä �:Ëè� Q c M ä�Ì tzy|{¶µ XGÈ � ®��ÉnÊ {¶µ X�È � n � � TOä tzy|{¶µ � X È � ®ä �:ÍÈ � � Ä ���p�ÉnÊ {¶µ XGÈ � Ä ���p��� c È � � M ·ßäÉ]Ê {¶µ XGÈ � n � � � (2.9)

mit einemfreien Parameter, wir wählen È � , wobei ­¼���p�?� M die AusdehnungdesGrundgebietsinXG­ß�z®�� oder X Ä �2QS� sind.Die Untersuchungwurdeallerdingsnur im Fall von 4-Spinorgemacht,daÎ
Die Formelnwurdenmit Hilfe von Mathematicaentwickeltundeshatsichgezeigt,dasssieeineVer-

bindungzu den hypergeometrischenFunktionen ÏzÐ Î haben.Dies sieht man,wenn man die AbleitungenÑ�ÒÔÓDÕ£Öu× Ï ÒÙØ Î � Ñ�ÒÚÓ:Õ£Ö Ï ÒÙØ Î integriert. Û kannbeliebiggroßsein.Die Wirkung beimTransformierenist, dass
der Übergang �~�G��ÜÝ¡ in höhererPolynomordnungerfolgt (die Umkehrtransformationist in höhererOrd-
nungsingul̈ar), Þ?ß�¥n¡ bringt keineVorteilemehr.
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essich im Vergleichzwischen2-Spinorund 4-SpinorRechnungengezeigthat,dassfür 2-Spinor
wenigerhoheTransformationsordnungennötig sind.Dies wird in der DiskussionderErgebnisse
genauerverdeutlicht.

2.3 Extrapolation

Im letztenAbschnitt habenwir die Singulariẗat und ihre Teilregularisierungdurchverschiedene
Ko.-Tr. diskutiert.In diesemAbschnittwerdenwir unsmit derVerbesserungderErgebnissedurch
Anwendungvon Extrapolationstechniken [27], und [35]-[38] bescḧaftigen.Zunächstergibt das
SCF-IterationsverfahreneineWertefolge;im einfachstenFall, mathematischausgedr̈uckt,hatman
eineFixpunkt-Iterationsvorschrift derFormc � c�d X c � � � �,�?��U V
Die Konvergenz kann beschleunigtwerden,in dem man einenTeil dieserFolge, z. B. c ¯ ��ç c¡?� � ½ �¢à V extrapoliert.Hier begegnetmanderspeziellengeometrischenExtrapolation(über
die Iterationszahlç�U V ) Ref. [35].
Ein andererApproximationfehlerist derFEM-Fehler, dadie WellenfunktiondurchPolynomebe-
stimmterOrdnung[ approximiertwird; er wurdein Ref. [34] analysiert.Der Fehlerist glatt und
lässtsichsomitüberdieGitterpunktzahlY (rationaloderinversePotenz)entwickeln.Mankannei-
neFolgevonWerte � Ä ¬ Ç �'ç c | ��ä?���F�,� � � für verschiedenePunktzahlenderOrdnung[ erzeugen

�
,

und wiederumein VerfahrenodereineMethodezur Verringerungder Fehler(auchKonvergenz-
beschleunigunggenannt)finden,um einebessereGenauigkeitzu erreichen.Hier habenwir die
logarithmische(rationaleoderinversePotenz)ExtrapolationRef. [36, 35, 37] angewandt.

2.3.1 GeometrischeExtrapolation

DasresultierendelineareFEM-GleichungssystemGl. (3.29),wird iterativ gelöst (inverseVektor-
Iterationsmethode).Der Iterationsprozesskannim einfachstenFall durchdie folgendeVorschrift� �á³ c c � c Q�X c � � � �,� (2.10)

ausgedr̈ucktwerden.DiesgehorchtderspeziellengeometrischenEntwicklung:� � c �®â ° � ² â 
 � â ¶   X 
 �þ� �,���¸U£V¤� ¡´À � 
 � À | (2.11)

Vernachl̈assigtmandenFehlerterm
  X 
 �þ� � ist dasein linearesGleichungssystemfür

² â , ausdem² �Oc �äã c � � ± % bestimmtwird, d. h. die Sequenzwird geometrischextrapoliert (dies wird
oft mit geom.Extrapol.abgek̈urzt).EsbedeuteteineReduzierungdesAufwandsinsbesonderefürÏ DieseFolgewird sowiesoerzeugt,dawir einesogenannteUpgridrechnungdurchf̈uhren.Wir startenmit
einemGittermit einerkleinenPunktzahlå Î ; dieLösungist dannStartfür dienächsteRechnung(Gitter)mit
höhererPunktzahlå�æ , dann å�çÙè]é£éêé undsoweiter, amEndehatmaneineFolge ëíì?î	ïÅðGñzè�òäó�ô�è©õuè]önö]ö2÷ùøúüû für die Energienmit verschiedenenPunktzahlen,die manextrapolierenkann,anstattïÅý sehrgroßzu
wählen.Diesverbessertdie ErgebnisseundreduziertdenAufwand,wie wir bei derDiskussionderErgeb-
nissesehenwerden.
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großeGitter Ref. [4], sozusageneineBeschleunigungder Konvergenz,wobei mandenWert für
unendlicheIterationen( þ ÿ � ) durchExtrapolationberechnethat.Die Entwicklung(2.11)gilt für
alle IterationsvorschriftenderForm (2.10).DennnachGl. (2.11)verbleibtdamitnurdererheblich
kleinereFehler� �����	��
 .
2.3.2 Logarithmische Extrapolation

Wie amAnfangdiesesAbschnittserläutert,lässtsichderFEM-Fehler(asymptotischin eineRei-
he) entwickelnund extrapolieren.Dafür verwendenwir die logarithmischeExtrapolation,wobei
mandazusagenmuss,dassein singul̈arerFehleranteilalsoderFehlerausderTeilregularisierung
derSingulariẗat amKernortsichmit demFEM-Fehlervermischtunddie Extrapolationstört. Dies
ist insbesondereim 4-SpinorFall deutlich beobachtetworden,im 2-SpinorFall konnteausrei-
chendauchdersingul̈areAnteil näherungsweisein eineReiheentwickeltundzusammenmit dem
FEM-Anteil logarithmischextrapoliertwerden,sieheAbsch.4.2.1.Zunächstwerdenhier in die-
semAbschnittdie Grundlagender logarithmischenExtrapolation(dieswird oft mit log. Extrapol.
abgek̈urzt) eingef̈uhrt. Die Vermischungder beidenFehleranteile,dessingul̈arenund desglatten
(FEM-) Anteils,wird bei derDiskussionderErgebnissenähererläutert.

I- InversePotenz-Entwicklung:

In derinversenPotenz-Entwicklung̈uberdieinversePunktzahl��
��� gehtmandavonaus,dassder
Fehlerin einesemikonvergenteReiheentwickelbarist,derenführenderTerm ���� Ref.[34] ist (2.1),
wobei � die Gitterpunktzahlist und � die Ordnungder FEM-Polynome,die zur Approximation
derWellenfunktionbenutztwerden.
Wir werdenabersp̈atersehen,dassder führendeTerm nicht ��
 �� � ist, sondern� mussdurch
die Konvergenzordnung� ersetztwerden, � kannkleiner odergleich � sein,je nachdemwelche
singul̈areKoordinatentransformation,d. h. welches� , benutztwordenist. Mit anderenWortender
führendeTerm,oder � , wird dadurchbestimmtje nachdemwelcherFehleranteil,dersingul̈areoder
derglatte(FEM-) Anteil, überwiegt. Die inversePotenz-EntwicklunglautetRef. [35]-[38]:� ��� 
 � ã�� ��â! � " âþ$#&%(' â*) �,+- � � � þ ) #&%(' � +- 


(2.12)

Vernachl̈assigtmandenRestfehler� � þ ) #.%(' � +- 

ist dasein linearesGleichungssystemfür die Koef-

fizienten " - und "0/ 
 ��1
.

II- RationaleEntwicklung:

In der rationalenEntwicklunggehtmandavon aus,dassderFehlermit einerrationalenFunktion
darstellbarRef. [35]-[38] ist. Für denführendenTerm gilt dasselbewie bei der inversenPotenz-
Entwicklung,die FEM-Ordnungmussdurchdie Konvergenzordnung� ersetztwerden.Die ratio-
naleEntwicklunglautet:� �*� 
 ��1 � " � � %- � "32 � %(' �- 4!454 � "36 � %(' 6- � � � þ ) #&%(' 6 ' �,+- 
7 ��8 � � %- ��8 2 � %(' �- � 4!454 ��8 � � %,' 6&9- � � � þ ) #.%(' 6&9 ' �,+- 
 (2.13): � 
<; :(= > 
 ungerade: � 7 =?> 
 gerade

= � - 
 7þ - =@: 
BA >DC 7E F



28 KAPITEL 2. DAS SCFSCHEMA,NUMERISCHEFEHLER

wobei
>

die AnzahlderzuextrapolierendenWerteist, und GIHKJ die größteganzeZahl LMH ist. Ver-

nachl̈assigtmanwiederdie Restterme� � þ ) #&%(' 6 ' �,+- 
 = � � þ ) #.%(' 6&9 ' �(+- 

kanndiesauchin ein lineares

Gleichungssystemfür die Koeffizienten " - = 8 - und "0/ 
 ��1
(oder N / = N � = 45454 ) umgeschrieben

werdenRef. [36]:� � � 
 � ãO� " � � %- ��8 � � C � � � � %- 
 � "32 � %,' �- ��8 2 � C � � � � %(' �- 
 � 454!4
 � ã � N � � %- � N 2 � C � � � � %- 
 � NQP3� %(' �- � NSR � C � � � � %(' �- 
 � 45454
In beidenEntwicklungenGl. (2.12,2.13)lässtsichdergesuchteWert

� 1
, d. h. derWert für eine

sehrgroßePunktzahlþ - ÿ � , durchdieLösungdesresultierendenGleichungssystems(in denun-
bekanntenKoeffizienten)ermitteln.Allerdingsnur bis auf � � þ ) #&%(' 6 ' �,+- 
 = � � þ ) #.%(' 6T9 ' �,+- 


, daswie-
derumdurchdenSemikonvergenzfehler(dieserhängtvomgrößtenþ - in derSequenzab)begrenzt
ist. Obwohl sich grunds̈atzlich durchnicht-lineareSequenzoperationenauchdieserSemikonver-
genzfehlerverkleinernlässt(Re.[36,30]), gelangendiesbez̈uglichkeineallgemeinenVerbesserun-
genundich gehenichtweiterdaraufein.Die KonvergenzbeschleunigungdurchExtrapolationüber
die PunktzahlP hat nachunserenUntersuchungenguteErgebnisseRef. [4, 1, 3] (sieheauchRef.
[27]) gebracht.

EineBemerkungzumUnterschiedzwischeninversenPotenzundrationalenEntwicklungen.In
denmeistenFällensolltenbeideähnlichgutsein.StimmenbeideübereinhatmanmehrSicherheit,
dassdie extrapoliertenWerte richtig sind. Im Fall einer singul̈arenStelle,d. h. einerFolge, die
in der Näheeiner singul̈arenStelle extrapoliert wird, ist die rationaleEntwicklung stabilerund
besseroderProblemgerechterRef. [37, 38]. AusdiesemGrund,unddashattenmeineErfahrungen
auchbesẗatigt,daessichin unserenRechnungenum Folgenhandelt,die einensingul̈arenFehler-
Anteil haben,welcherdurchdie singul̈arenKo.-Tr. teilregularisiert,abernicht weg und zumTeil
vorhandenist, nebendemglattenFEM-Anteil, welchersicheffizienterentwickeln(extrapolieren)
lässt,habeich mehrGewicht aufdie rationaleExtrapolationgelegt. Der singul̈areFehleranteilwar
zun̈achsteinHindernis,umeingutesExtrapolationsergebniszuerreichen.ErstdieKombinationmit
denKo.-Tr. (2.7) hatteeinengroßenEinflußauf die AnwendungderExtrapolationstechniken,die
sichzudemalseinesehrguteMethodezur Fehlerdiagnostikund-analyseerwies.Allerdingsblieb
dasin 4-SpinorFall wenigereffizient als im 2-SpinorFall, wie bei derDiskussionderErgebnisse
nähererläutertwird.

ç Eshat sich gezeigt,dassbei unsererExtrapolationfür zweidimensionaleGitter, U~èWV -Ebene,am effizi-
entesten̈uber X�Y?ó Z[�\ è�ï]Y¬óEî2ï_^a`eô]ñzî	ïcbd`eô]ñ zu extrapolierenist, wobei ïe^gf b die Punktzahlin îhU~èiV�ñ -
Richtungist, oderauchüber XKYj ó Z[lk , wobei ï j die ElementzahldesGitters ist. XKY und XKYj skalieren
gleich,d. h. sieführenzu identischenExtrapolationssequenzen.



Kapitel 3

Die Finite ElementeMethodeund
FEM-L ösung

Die Finite-Elemente-Methode(FEM) ist u. a.einenumerischeMethodezur Lösungvon partiellen
Dif ferentialgleichungen.Siewird sehrerfolgreichzurLösungvonquantenmechanischenGleichun-
genwie Schr̈odinger- undDirac-Gleichungenetc.eingesetztRef. [6, 7, 8, 9]. Zur LösungdesPro-
blemswerdendie äquivalentenVariationsfunktionale(1.5), (1.12),und die darausresultierenden
Gleichungssystemez. B. mit der inversenVektor-Iterationsmethodegelöst. Die Matrizen haben
sehrgroßeDimensionen,sind aberdünn besetzt,sonstwäredie Lösungder Gleichungssysteme
eineschwierigeAufgabe.AndereLösungmethodenaußerder inversenVektor-Iterationsmethode
sindauchmöglich z. B. Mehrgitterverfahren.AllerdingskanndereneffizienteKonvergenznur für
einseitigbeschr̈ankteOperatoren(z. B. nichtrel.Schr̈odingerOperator)bewiesenwerden,nichtal-
sofür denDiracOperator.
In dieserArbeit konntenwir einengroßenSchrittbeiderReduzierungderDimensionderzu lösen-
denMatrizentun. Durchdie UmformungderDirac’schenGleichungin 2-SpinorForm unddurch
dasMin-Max PrinzipkonntedenAufwanderheblichreduziertwerden,danur ein Drittel derMa-
trixelemente,im Vergleichzur 4-SpinorForm,zuberechnensind.

3.1 FEM und die Wellenfunktion

In der FEM wird dasGrundgebietin kleine Domänen(Elemente)unterteilt. Ihre Definition er-
laubt großeFreiheiten,sodassdie EigenschaftendesSystemsber̈ucksichtigtwerdenkönnen.In
denElementensinddie Gitterpunkte(Knotenpunkte)enthalten.Die Wellenfunktionwird in diesen
ElementendurchvollständigePolynomein denKoordinaten

�im =on 

der Ordnung� gen̈ahert.Die

OrdnungderPolynome,diewir benutzen,liegt zwischen��
 7 =5p.prq
. Für jedeKomponentederWel-

lenfunktionin demElements wird ein Ansatz(Formfunktionengenannt)in denKoordinaten
�im =on 


gemacht.Der Ansatzwird so gewählt, dassdie Kontinuitätsbedingungenan denElementr̈andern
erfüllt sind. t -vu w �Wm =on 
 
yx - �Wm =zn 
 ��{  � 8 -3u w{ � w{ �im =on 
 (3.1)x - �Wm =zn 
 
 Globalfunktion,þ|
 Knotenpunktzahlim Elements ,

29
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� w{ �Wm =on 
 
 i–te Formfunktionim Elements8 -3u w{ 
 t -vu w �Wm { =on { 
z} x - �Wm { =on { 
 = t -vu w �Wm { =on { 
 sind die Funktionswerteam ~ –ten Knotenpunkt.Die
Formfunktionen � w{ �Wm =zn 
 sind innerhalbdesElementss vollständige2-dimensionalePolynome
derOrdnung� in denintrinsischenKoordinaten

�im { =on { 

für den ~ -tenPunkt.� w{ �Wm =on 
 
 N -/ � N - � m � N -2 n � N -P m 2 � N -R m n � N -� n 2 (3.2)� p5p!p � N -6 m 6T9 n 6r2 � p5p!p � N -� ni���	� L : � � : 2 L��

wobei ��
 7 = E =���=(�
derKomponentenindex ist. SiesindaußerhalbdesElementss identischNull.� w{ �Wm =zn 
 
<; � � �Wm =zn 
�}� s� {r� � �Wm 
 m � =zn 
 n � 
 = ~ =�� � s (3.3)

DieshatzurFolge,dassmanBestimmunggleichungenfür dieKoeffizientenN - derFormfunktionen
angebenkann.DasVerfahrenist unteranderemin Ref. [8, 7, 6] beschrieben.

Die globalenFunktionenbeschreibendasglobaleDrehimpulsverhaltenunddassingul̈areVer-
haltenderatomarenbzw. molekularenWellenfunktionamKernort;siesetzensichsomitauszwei
Funktionenzusammen. x - ��� =�� 
 
yx - � �����Wm5
 =�� � n 
o
 4 x 2 �����Wm!
 =�� � n 
o

DerersteTerm x � �����Wm5
 =0� � n 
z
 drückt denglobalenDrehimpuls-CharakterderWellenfunktionaus:x - � �����Wm!
 =�� � n 
o
 
 ��� ��� 2 C 7 
!� 7 C�� 2 
�� �i�z� 9� (3.4)
 � ���o� 9�� , mit ; � � �]
 E =o�C � �]
 7 =���!�

ist die Quantenzahlder z-KomponentedesDrehimpulses�  ¡ �£¢ , und � � ist der senkrech-
te Abstandvon der internuklearenAchse.Der zweiteTerm x 2 �����Wm5
 =0� � n 
z
 beschreibtdasradiale
VerhaltenderWellenfunktionfür ¤?ÿ¦¥ - ( ¥ - 
 PositionderZentrenwie in Gl. (1.1)):x 2 ��� =�� 
 
 § ) � '�¨ 9W© ª� 4 § ) � '�¨ � © ª2 = § - 
<«¬¤ C ¥ - « (3.5)­ -3u ® 
 ¯ ° 2 C �3± {" 
 2 = °²
<« �!� « � 7E �³
 7 = E

(diebeidenZentren)
=

DasVerhaltenderOrbitaleamKernort, § - ÿ �
, kanndurchdie Formfunktionennichtbeschrieben

werden;esist für
�!� 
´�2 singul̈ar, dieFunktion x 2 �����Wm!
 =�� � n 
o
 beschreibtdiesesVerhalten.Für die

Orbitalemit
�5��¢ �2 ist die Aufenthaltwahrscheinlichkeit amKernortgleich0, aberdennochnicht

regulär, denndieAbleitungenderOrdnung µ � �!�¶C �2 
 sindsingul̈ar.

3.2 Operatorenund ihr eDarstellung
Im letztenKap. Absch.2.2 habenwir verschiedeneKo.-Tr. eingef̈uhrt. Die Operatorenhabenin
denneuenKoordinaten

��� =�� 

neueFormen.In diesemKapitel werdeich die DarstellungderOpe-

ratorenin denKoordinaten
�Wm =zn 


herleiten,daesaberbereitsin derArbeitenvon L. YangRef. [7]
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undC. Düstrḧoft Ref. [6] für den4-SpinorFall getanwurde,werdeich hiernureinekurzeWieder-
holunggeben,im AnhangA werdendie meistenbenutztenRelationenangegeben.Den2-Spinor
Fall werdeich dannausf̈uhrlicherbehandeln.
Zunächsthabendie Einheitsvektorendes

��� =��l=�· 

-Raumsdie folgendenBeziehungenzu denkar-

tesischenKoordinaten� � H =�¸�=�¹ 
 
 � H { 
 = ~d
 7 = E =��
:ºsv»�¼e
 7½ {T{¿¾ H {¾ ¸ � ºs { (3.6)ºs { = ~_
 7 = E =��

sind die kartesischenEinheitsvektoren,
� 
 7 = E =0�

und À ¸ �5Á 
ÂÀ � =��l=�Ã Á . Die
½

’s
sinddie metrischenKoeffizienten.siesinddurch:½ �z� 
 ¯ � ¾ H {¾ � ºs { 
 2 = ½ 2o2 
 ¯ � ¾ H {¾ � ºs { 
 2 = ½ PoPe
 ¯ � ¾ H {¾ Ã ºs { 
 2 (3.7)

gegeben.Ausführlicheresfindetsichin AnhangA.
DerEinteilchenDirac-Operatorhatdie Form: Ä³Å ��� =��l=0Ã 
 
 Æ  Ç ÈÉËÊÈÉ  Ç C E " 2�Ì = und

ÈÉ ��� =��l=0Ã 
 
 C ~ "lÍÏÎ�Ð 
BÆ  Ñ  Ñ ' Ñ ) C  Ñ Ì (3.8)

wobeidie Operatoren
Ñ = Ñ �

in Gl. (A.19, A.20) definiertsind.  Ç ist dasPotential," die Lichtge-
schwindigkeitund

E " 2 dieRuheenergiedesElektronsin N pIÒ$p. DerÜbergangzuden
�im =on 
 C

Koordinaten
ergibt die folgendeDarstellung:ÓWÔ «� Ä³Å « ÔÖÕ 
 EQ× ÓWØÙ�Wm =on 
 «� Ä³Å �Wm =zn 
 « ØÚ�Wm =zn 
oÕ (3.9)


 EQ× Ó�ØÙ�im =on 
 «dÛÜÜÜÜÜÝ  Ç �im =on 
 � Þ  ß �Wm =on 
 Þ ß ' �Wm =on 
�  Ç �Wm =zn 
 Þ ß ) �Wm =zn 
 C Þ  ß �Wm =on 
 ß �Wm =on 
  ß ' �im =on 
  Ç �Wm =on 
 C E " 2 � ß ) �Wm =on 
 C  ß �Wm =zn 
 �  Ç �Wm =zn 
 C E " 2
à(áááááâ « ØÙ�im =on 
oÕ

Wobei
ØËã 
 � · � �Wm =zn 
 =0· 2 �Wm =on 
 =�· P �Wm =on 
 =�· R �Wm =on 
z
 
 �WØ ' �Wm =on 
 = Ø ) �Wm =on 
z
 der radiale(reelle)An-

teil derWellenfunktionist, nachdemdurchdenAnsatzÔ ã 
 � t � = t 2 = t P = t R 
 
´ä · � 4 s { # �i� ) 9� +æå =�· 2 4 s { # �i� ' 9� +hå = ~ · P 4 s { # ��� ) 9� +æå = ~ · R 4 s { # ��� ' 9� +æåSç (3.10)

der Winkelanteil abgespaltenwurde.
�!�

ist die
¹�C

KomponentedesGesamtdrehimpulses
¡

. Der
imagin̈areAnteil in Gl. (3.9) verschwindetbei der Multiplikation von beidenSeitenmit

Ô
bzw.ÔÖè

. DasSymbol
” é “ bedeutet,dassderOperatornachlinks angewandtwerdenmuss.In Gl. (3.9)

müssenein Teil derOperatorennachrechtsunddie vier rechtsobennachlinks wirken. Daswird
aberersetztdadurch,dassmandie vier Operatorenlinks untenauchrechtsobeneinsetztundnach
rechtswirkenlässt.DahinterstehtdieAnnahme,dass

ÈÉ
=
ÈÉ Ê

sei,obwohldiesnicht in unseremFall
ist (sieheAbschnitt1.1.2).Dieswurdeaberbisherstetsvernachl̈assigt(Ref.[6, 7]) unddieVariation
in derschwachenFormulierungführt automatischzur notwendigenSymmetrisierung.Tats̈achlich
fandenwir, dassder Fehlervon der GrößenordnungdesApproximationsfehlersist und mit derZ Wir benutzeneinfachheitshalberdie Einstein’scheSummenkonvention,sieheKap.0 Einleitung
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Punktzahl( � ÿ � ) ebenfallsgegenNull geht.Allerdings habenwir dasKonvergenzverhalten
diesesFehlersnichtuntersucht.
Die anderenOperatorenkönnenwie folgt definiertwerden(sieheAnhangA): ß �Wm =zn 
 
 êÚë� ¾¾ m � êÙëR ¾¾ n ß � �Wm =zn 
 
 êÚë2 ¾¾ m � êÙëP ¾¾ ncì êÙë� � > ì 7E 
 (3.11)

Die Koeffizientenê ë{ = ~$
 7 4!454�í Ref. [6, 7] sindim AnhangA gegeben.

3.2.1 Der 2-Spinor Fall

Im 2-SpinorFall ist derOperatorandersals im 4-SpinorFall undsomit ändernsichdie Koeffizi-
entenbeimÜbergangzuden

�Wm =zn 

Koordinaten.Sielassensichaberaufdie gleicheArt undWeise

herleiten,daderAusgangpunktderOperatorÈÉ ��� =��l=0Ã 
 
 C ~ "�ÍÏÎ�Ð 
 Æ  Ñ ��� =��l=�Ã 
  Ñ ' ��� =��l=0Ã 
 Ñ ) ��� =��l=�Ã 
 C  Ñ ��� =��l=0Ã 
 Ì (3.12)

ist, wobei die Operatoren  Ñ im Abschnitt A.1 definiert sind. In der G. (1.21) wird der Nenner�Wî { C Ç � E > " 2 
 aberfestgehaltenundnichtvariiert,damandavonausgeht,daßmanSCF-iteriert,
d. h. für jedeIterationdasPotentialals festesPotentialangenommenwerdenkann.Damit bleibt
derOperator

ÈÉ Ê ÈÉ
zuberechnen,(A.19,A.20)esergibt sich:Ó�Ô « Èï�ðñ « ÔÖÕ 
 ÓWÔ « ÈÉ Ê ÈÉò �Wî³
 « ÔÖÕ 
 Ó�Ô « 7ò �Wî³
 Æ  Ñ è  Ñ è ) Ñ è' C  Ñ è Ì Æ  Ñ  Ñ ' Ñ ) C  Ñ Ì « ÔÖÕ
 ÓWÔ « 7ò �Wî³
 Æ  Ñ è  Ñ �  Ñ è )  Ñ )  Ñ è  Ñ ' C  Ñ è )  Ñ Ñ è'  Ñ C  Ñ è  Ñ )  Ñ è'  Ñ ' �  Ñ è  Ñ Ì « ÔÖÕ
 ES× ÓWØÙ�Wm =zn 
 «�Æ  ó �z� �Wm =on 
  ó � 2 �im =on 
 ó 2 � �Wm =on 
  ó 2o2 �im =on 
 Ì « ØÙ�Wm =zn 
oÕ

Die Operatoren
ó {r� �Wm =on 


lassensichin derfolgendenForm schreiben: ó �o� 
 7ò �Wî³
 � Þ  ß �im =on 
  ß �im =on 
 � Þ ß ' �Wm =on 
  ß ' �Wm =on 
o
 (3.13) ó � 2 
 7ò �Wî³
 � Þ  ß �im =on 
  ß ) �Wm =on 
 CôÞ ß ' �Wm =on 
  ß �Wm =on 
o
 (3.14) ó 2 � 
 7ò �Wî³
 � Þ ß ) �Wm =zn 
  ß �Wm =zn 
 C�Þ  ß �Wm =on 
  ß ' �Wm =on 
o
 (3.15) ó 2o2 
 7ò �Wî³
 � Þ ß ) �Wm =zn 
  ß ) �Wm =zn 
 � Þ  ß �Wm =on 
  ß �Wm =on 
o
 (3.16)

Ähnlich wie in Gl. (3.9)verschwindethierderimagin̈areAnteil von
Ô

. DerÜbergangzuden
�im =on 


-
Koordinatenist wie zuvor entsprechendAnhangA, weil die Vorfaktoren,d. h. die Koeffizientenin
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 =�� � n 
o

, alsFunktionenin õ �����Wm5
 =0� � n 
z
 bereitsberechnetwurden,unddie Operatoren ß =  ß �

habennunmehrdieselbeForm (bis aufdenFaktor ö êe÷ ) wie im 4-SpinorFall (Gl. (3.11)), ß �Wm =zn 
 
 ê ë¬ë� ¾¾ m � ê ë¬ëR ¾¾ n ß � �Wm =zn 
 
 ê ë¬ë2 ¾¾ m � ê ë¬ëP ¾¾ n ì ê ë¬ë� � > ì 7E 
 (3.17)ê ë¬ë{ 
øê { 4Ùù êe÷e
 ¯ ê³ú 2{êe÷ = ~û
 7 = í (3.18)ê ë¬ë{ 
ü~|
 7 = í unterscheidensich von ê ë{ 
ýê { 4 ê ÷ = ~²
 7 = í im 4-SpinorFall (3.11), weil
hier die  ß Operatorenin quadratischeroderProduktForm auftreten,d. h. derKoeffizient für das
Volumenelementêe÷ mussin ö ê_÷ Form vorkommen.Der Koeffizient für dasVolumenelement
bleibt naẗurlich derselbe,unddie ê { = ~l
 7 =�þ

sinddieselben,die im AnhangA gegebensind.

3.3 FEM-Matrixdarstellung und Matrixelemente

Ausgangspunktfür die numerischeFEM-BehandlungquantenmechanischerSystemein dieserAr-
beit ist dasFunktional(1.5) bzw. dasMin-Max-Energiefunktional(1.21) im 2-SpinorFall. Dabei
wird im 4-SpinorFall dasFunktional:ÿ 
 Ó�� { �im =on 
 «  Ä³Å �Wm =zn 
 C�� { « � { �Wm =zn 
oÕ (3.19)
 ��� · �{ À  ß · P{ �  ß ' · R{ � � Ç C�� { 
 · �{ Á� · 2{ À  ß ) · P{ C  ß · R{ � � Ç C�� { 
 · 2{ ÁCM· P{ À  ß · �{ �  ß ' · 2{ C � Ç C E " 2 C�� { 
 · P{ ÁCM· R{ À� ß ) · �{ C  ß · 2{ C � Ç C E " 2 C�� { 
 · R{ Á (3.20)

variiert, wobei
Ø ã 
 � · � =0· 2 =�· P =�· R 
 in Gl. (3.10)und die Operatoren ß in Gl. (3.11)gegeben

sind.Die Variationkannin jedemElementausgef̈uhrtwerden:���
	�w  � 
 	�w  � ���
Q ist dieGesamtzahlderElemente,und � ist dasGesamtgebiet,welchesstetsendlichgewähltwird,
abersogroß,dassderAbschneidefehlerhinreichendklein ist (siehe4.1).DurchdieFEM Approxi-
mationderWellenfunktion(siehe3.1)wird

ÿ
eineFunktionder 8 -{ , wobei ~ derKoeffizientenindex

und � derIndex derk-tenKomponenteist. Die station̈arenPunkteberechnensichaus¾ ÿ¾ 8 -{
�
 �
EsergebensichfolgendeMatrixelementebzw. FEM-MatrixdarstellungdesOperators

Ä Å
, wobei

hier für die Gitterpunktedie Indizes þ =0> benutztwerden:Ä -0-�!� 
 � � � E x - � w� Ç x - � w� 8 m 8 n für k=1,2 (3.21)
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 � � � E x - � w� � Ç C E " 2 
 x - � w� 8 m 8 n für k=3,4� -�-�!� 
 � { � � � E x - � w� x - � w� 8 m 8 n (3.22)

Dabeigeltendie folgendenSymmetrierelationen:� �o��!� 
 � PoP�5� = und
� 2z2�!� 
 � RoR�!�Ä � P�5� 
 � � � � x � � w�  ß x P � w� C x P � w�  ß x � � w� 
 8 m 8 n (3.23)Ä P ��5� 
 C Ä � P�5�Ä � R�5� 
 � � � � x � � w�  ß ' x R � w� C x R � w�  ß ) x � � w� 
 8 m 8 n (3.24)Ä R ��5� 
 C Ä � R�5�Ä 2 P�5� 
 � � � � x 2 � w�  ß ) x P � w� C x P � w�  ß ' x 2 � w� 
 8 m 8 n (3.25)Ä P 2�5� 
 C Ä 2 P�5�Ä 2 R�5� 
 � � � � x 2 � w�  ß x R � w� C x R � w�  ß x 2 � w� 
 8 m 8 n (3.26)Ä R 2�5� 
 C Ä 2 R�5�

� �5� 
 ÛÜÜÝ Ä �o��5� � Ä � P�5� Ä � R�5�� Ä 2z2�5� Ä 2 P�5� C Ä 2 R�!�Ä � P�5� Ä 2 P�5� Ä PoP�5� �Ä � R�5� C Ä 2 R�5� � Ä RoR�5�
à ááâ (3.27)

Und die folgendeÜberlappmatrix:

� �!� 
 ÛÜÜÝ � �z��!� �� � 2o2�5� � �� � � �o��!� �� � � � 2o2�5�
à ááâ (3.28)

Daszu lösendeGleichungssystemlässtsichin derForm:� � C�� { � 
 4�� ����� (3.29)

schreiben,mit � � 
 � 8 { u � =!p.p.p.= 8 { u % =5p.p.p�= 8 { u R � 
 ã , wobei � = ��
 7 =!p.p.p¬� � einlaufenderIndex ist undsich
beziehtaufdiebeidenIndizes� und þ , �³
 7 =z�

derIndex für dieKomponentenderWellenfunktion,
und þ|
 7 p.p � derGitterpunktzahlindex. � ist die AnzahlderGitterpunkte.

Bemerkung:

In derDirac-Fock-SlaterNäherungist
Ç

dasGesamtpotentialundsetztsichausdemKernpotential,
demCoulombpotentialunddemAustauschpotentialzusammen,

Ç 
 Ç - � Ç � � Ç��� � Ç ����� . Die
Matrix Elementëandernsichentsprechend.
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3.3.1 2-Spinor Fall

Im 2-SpinorFall wird dasEnergiefunktional(1.21)zugrundegelegt:ÿ ' 
 Ó�� ' u { �Wm =on 
 «5 � '^ � Ç C�� { « � ' u { �Wm =on 
zÕ 
 Ó�� ' u { �Wm =zn 
 «  � è  �ò �Wî³
 � Ç C�� { « � ' u { �im =on 
oÕ(3.30)
 ��� · �{ À  ó �o� � � Ç C�� { 
 Á · �{ � · �{  ó � 2 · 2{� · 2{ À  ó 2o2 � � Ç C�� { 
 Á · 2{ � · 2{  ó 2 � · �{ (3.31)

wobei ò � � { 
 
 � { C Ç � E " 2 , Ø ã 
 � · � =�· 2 =�· P =�· R 
 in Gl. (3.10)unddie Operatoren
ó {r�

in (3.13-
3.16)gegebensind.
Nun wird

ÿ ' variiert,wobeidieVariationin jedemElementdurchgef̈uhrt werdenkann:� � 	�w  � 
 	�w  � � �
Q ist die GesamtzahlderElementeundwie schonerwähnt,wird ò �iî�
 bei derVariationfestgehal-
ten,dain derSCF-IterationdasPotentialwährendeinerIterationals festesPotentialangenommen
werdenkann.NachFEM Approximationwird

ÿ ' eineFunktionder 8 -{ . DerenextremalePunkte
erḧalt manmit derVariationsvorschrift ¾ ÿ '¾ 8 -{ �
 ��=
wobei 8 -{ dieunbekanntenKoeffizientenderWellenfunktion(siehe3.1)sind, ~ ist derKoeffizienten-
index, und � derIndex derk-tenKomponente.Die MatrixelementeunddieFEM-Matrixdarstellung
lassensichähnlichzum4-SpinorFall erstellen( þ =0> Indizesfür die Gitterpunkte):Ä ' �o��!� 
 � � E � À�x³�	� w� �  ó �z� � Ç 
 x³�	� w� Á 8 m 8 nÄ ' � 2�!� 
 � � � x³�	� w�  ó � 2 x 2 � w� 8 m 8 nÄ ' 2 ��!� 
 � � � x 2 � w�  ó 2 � x³�	� w� 8 m 8 nÄ ' 2o2�!� 
 � � E � À�x 2 � w� �  ó 2z2 � Ç 
 x 2 � w� Á 8 m 8 n (3.32)� -0-�5� 
 � � E � À�x - � w� x - � w� 8 m 8 nc� ��
 7 = E

(3.33)

Mit denMatrizen:� ð "! 
 � Ä ' �z��5� Ä ' � 2�!�Ä ' 2 ��5� Ä ' 2o2�!� � = � ð "! 
 � � �o��5� �� � 2z2�!� �
(3.34)

lässtsichdaszu lösendeGleichungssystemin derForm:� � ðñ C�� { � ð 
 4�� � ��� (3.35)

schreiben,mit � � 
 � 8 { u � =!p.p.p.=!p 8 { u % =5p.p�p.= 8 { u 2 � 
 ã , wobei � = �²
 7 =5p�p.p E � ein laufenderIndex ist, der
sichausdemIndex � , wobei �³
 7 = E

diebeidenKomponentenderWellenfunktionbezeichnet,undþ = þ²
 7 p.p � demGitterpunktzahlindex zusammensetzt.� ist die AnzahlderGitterpunkte.
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Bemerkung:

Der VergleichzwischenGl. (3.34)undGl. (3.27,3.28)zeigtunmittelbar, dassin (3.34)nur noch
ein Drittel der Matrix-Elementeim 2-SpinorFall im Vergleich zum 4-SpinorFall zu berechnen
sind.Und dasssichdie DimensionderMatrix

� ðñ , Gl. (3.35),im FEM-Punktraumim 2-Spinor

Fall um den Faktor 4
� 8 ~ > 2 
 E �$# E � 
 im Vergleich zum 4-SpinorFall (3.29),

� 8 ~ > � 
� �%# � � 
 reduzierthat
2
. Da derAufwandin FEM bei derLösungdesGleichungssystemsdurch

inverseVektor-Iteration proportionalzu � 2 (N die Gitterpunktzahl)ist, stellt dies im 2-Spinor
-ProgrammeinengroßenSchritt zur VerbesserungdesAufwandsP der FEM dar, zus̈atzlich zur
VerbesserungderBerechnungenaufgrundderbesserenApproximationsEigenschaftendesneuen

(zweiterOrdnungDif ferential-)Operators
ï ðñ =

ÈÉ Ê ÈÉ& #(' + , welcherÄhnlichkeitmit demSchr̈odinger-
Operatorhat,im GegensatzzumDirac-Operatorim 4-SpinorFall.

3.4 Berechnungder Potentiale

Bei dernumerischenLösungdesEigenwertproblemsfür quantenmechanischeSysteme(4-Spinor
und 2-SpinorDirac-Gl. bzw. Schr̈odinger-Gl. im nichtrelativistischenFall) geḧort zum Standart
desProgrammsdieBestimmungdeselektronischenCoulombPotentialsderelektronischenDichte
mittelsderPoisson-Gleichung.
Die GesamtdichteeinesSystemist durchR) � ¤ 
 
 Ó�Ô è � ¤ 
 « Ô�� ¤ 
oÕ 
 ) � ¤ 
 
�þ { ) { � ¤ 
 
Xþ { �*� -,+{ � ¤ 
 4 � -{ � ¤ 
o
 (3.36)

gegeben,wobei þ { 
 7 p.p.p �.- ��� die Besetzungszahldes ~ -tenOrbitalsist, und �/- ��� die Anzahlaller
besetztenOrbitale.Der Index �Ï
 7 p.p�p¬�

läuft über alle vier SpinorKomponenten.Hat mandie
Dichteermittelt,sokannmandaselektronischeCoulombPotentialmit Hilfe derPoisson-Gl.:0 Ç � � § 
 
 Cc� × ) � § 
 (3.37)

berechnen.DieseProzedurläuft im relativistischenFall genausowie im nichtrelativistischenFall
Ref. [8, 7, 6]. Gl. (3.37) wird nicht direkt gelöst, sondernein äquivalentesFunktionalwird ver-
wendet,dasmit FEM gelöstwird. Die Axialsymmetriein zweiatomigenMolekülenwird hierauch
ausgenutzt,um dasFunktionalin denneuenKoordinaten

��� =�� 

, bzw. in denKoordinaten

�im =on 

zu

berechnen: ÿ21 
 ��� À � × ) Ç � C43 � � ¾ Ç �¾ m 
 C43 2 � ¾ Ç �¾ n 
 Á êe÷ 8 m 8 n (3.38)æ Allerdingsist zu beachten,dassdie MatrizenBandstrukturhabenundaufgrundderSymmetrienur die
oberenDreiecke(oberesBand)derMatrix in denbeidenFällen2-Spinorund4-Spinorberechnetwerden.ç ManmussandieserStelleauchsagen,dasseinzus̈atzlicherAufwandin derDirac-Fock-SlaterNäherung
für das2-Spinor-Programmerforderlichist, da die Matrixelementeder kinetischenEnergie in jederSCF-
Iterationaktualisiertwerdenmüssen,weil sie denFaktor Z576 j98 è�:¶î2ì�ñWó ì `<;>=�õ@? æ enthalten,wasim
4-SpinorFall nicht erforderlichist. Diesegehtabernur in die Berechnungder Matrixelementeein und ist
keinegroßerNachteilfür den2-SpinorFall.A

sieheFußnote1
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wobei ê ÷ der Koeffizient desVolumenelements(A.23) ist. Die Koeffizienten
3 {

sind wie folgt
definiert: 3 � 
 ½ � � 8 �8 m 
 ) 2 =B3 2 
 ½ 2 � 8 �8 n 
 ) 2 = mit

½ { 
 7E ½ ��� ½ -0-½ { { C {r� - (3.39)

Die ~ =���= �|
 7 = E =��
sind zyklischpermutierendeIndizesdes

C {r� - , derbekanntenErweiterungdes
KronekerDelta

�
, (sieheGl. (A.14))

DasFEM-Integrationsgebietist wie in derEigenwertgleichungin dieselbenElementeunterteilt:ÿ21 
 �ED�w  � ÿ w � Ç �w 

in jedemElementsinddie

Ç � nachderFormfunktionen� w (3.2,3.3)entwickelt(approximiert).Ç �w �Wm =on 
 
 x � �Wm =on 
 �GF� {  � õ w{ � w{ �im =on 
 (3.40)

wobei þ w die AnzahlderGitterpunkteim Elements , õ w{ Koeffizientenund � w{ die Formfunktionen
im Elements amPunkt ~ sind. x � �Wm =on 
 sind globaleFunktionenfür dasPotentialundeshatsich
gezeigt,daß x � �Wm =on 
 
 7

eineguteWahl ist. Setztmandie Approximation(3.4) in (3.38)ein und
variiertnachdenKoeffizientenõ { , soerḧalt mandieFEM-MatrixdarstellungdesPotentialsundein
zurPiosson-Gl.̈aquivalentesGleichungssystem:H I �J� (3.41)

Die Matrixelemente(im FEM-Raum)unddasVektorelement8 � sinddurch:K �!� 
 C ��� 3 â ¾ ÿ � � Ò 
 ¾ ÿ � � Ò 
� ¾ Ò â 
 2 êe÷ 8 Ò$= und 8 � 
 C ��� � × ) � Ò 
 ÿ � � Ò 
 êe÷ 8 Ò (3.42)

gegeben,wobei wir auchhier die Einstein’scheKonventionmit L 
 7 = E
verwendet,und

Ò � 
m =�Ò 2 
 n0=@Ò 
 �im =on 
 = 8 Ò 
 8 Ò � 8 Ò 2 
 8 m 8 n eingesetzthaben.Die Funktionen
ÿ � 
 Ç �w �Wm � =zn � 


(bzw.
ÿ � ) undihreAbleitungenkönnenmit Hilfe vonGl. (3.40)bestimmtwerden.Mit x � � Ò 
 
 7

ergebensich: ÿ � 
y� w� � Ò 
 = und
¾ ÿ � � Ò 
¾ Ò â 
 ¾ � w� � Ò 
¾ Ò â =

NachderLösungdieserGleichung,d.h.derBestimmungvon õ w{ , erḧalt mandasPotential.Bei der
Lösungist der innereRandoffen gehalten,unddie VorgabedesPotentialsauf demäußerenRand
wurdeauseinerMultipolentwicklungbis

: 
 í bestimmt.

Bemerkung:

Die BestimmungdesPotentialserscheintals eineleichteAufgabe.Es wurdeaberbereit im Ab-
schnitt2.1 deutlichgemacht,dasseszu numerischenSchwierigkeiteninnerhalbdesSCF-Schema
kommt.Esgibt Instabilitätsprobleme,die durchdie Potential-Mischungbehobenwerden.
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Kapitel 4

Ergebnisseund Diskussion

4.1 4-Spinor Einelektronensysteme,M NO und PRQTSVUVW"NO
Zunächstwerdeich Ergebnissefür Einteilchenssystemevorstellenunddiskutieren.Eswerdendie
Wirkung und die Ergebnisseder neuenKoordinatentypenund die Extrapolationauf die Einteil-
chensenergiendiskutiert.Diesewerdeich zun̈achstim 4-SpinorFall dannim 2-Spinorzeigen,Der
VergleichzwischendenbeidenFormulierungengeḧort zumKernpunktderDiskussion.

4.1.1 Ergebnisseder geometrischenExtrapolation

Bereitsin Ref. [7, 6] wurdeerkannt,dasssichder relativistische4-Spinorandersalsdernichtrel.
Fall verḧalt undgroßeSchwierigkeitenbei derKonvergenzbereitet,insbesonderedie Singulariẗat
amKernort,die umsostärkerje relativistischerdasSystemist (großeKernladung± ). Es wurden
daherKo.-Tr. benutzt,diedazudienten,dieSingulariẗatteilweisezu regularisierenunddieKonver-
genzzu verbessern.Diesewarenrechterfolgreichaberdie Verbesserungblieb hinterdenErwar-
tungenzurück. Man konntenur wenig gewinnen,bei Anwendungvon Extrapolationsmethoden,
obwohlmanwusste,dassdiesebesserfunktionierenkönnenRef. [27]. DerFEM-Anteil derFehler
wurdedurchdensingul̈arenAnteil desFehlersgesẗort, unddie Extrapolation(ReduktionderFeh-
ler) hatsomit keineoptimaleVoraussetzung,um gut zu funktionieren.Dashatdazugeführt, dass
wir eineneueKo.-Tr. entwickelt(Absch.2.2.1)haben,dieeineTeilregularisierungderSingulariẗat
amKernorterlaubtunddiesin einersystematischenArt undWeisezu kontrollieren.Gemeinsam
mit der Anwendungvon Extrapolationsmethoden ( Abschnitt 2.3) hat dies eine Diagnostikund
breitereUntersuchungdesFehlerverhaltensermöglicht [4].

Zuerstwerdeich zeigen,wie sichdie singul̈arenKo.-Tr. (Absch.2.2.2)anzwei ausgewählten
Beispielenverhalten.Dasersteist

Ä '2 beiminternuklearenAbstand�Ï
 E pr� N pIÒ$p mit Gesamtkern-
ladung ± 
 ± � � ± 2 
 E

undeinemElektron.Dasist ein leichteszweiatomigesrelativistisches
Einelektronsystemund bietet sich damit als ein Kandidatam Anfang der relativistischenSkala
an. Daszweite ist

� � �YX[Z '2 beim internuklearenAbstand � 
 E } qQ� N pIÒdp mit Gesamtkernladung± 
 ± � � ± 2 
 7]\ �
undeinemElektron,d.h.einsuperschweressehrstarkrelativistischesEinelek-

tronsystemundbietetsichalsein guterKandidatzur UntersuchungdesrelativistischenVerhaltens
amoberenEndederSkaladerzweiatomigenQuasimolek̈ulean.

In Tabelle4.2präsentierenwir Berechnungenmit Wertenvor undnachdergeometrischenEx-
trapolation.Für

Ä '2 mit 5.-OrdnungFEM undKo.-Tr. �²
 �
(sieheGln. 2.7),undfür

� � �YX^Z '2 mit

39
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7.-OrdnungFEM und �£
 \
. DasIntegrationgebietwurdebei

Ä '2 bis
K �`_ba 
 E þ N prÒdp undbei� � �YX[Z '2 bis

K �`_ba 
 ��p 7 � N pIÒdp ausgedehnt.
K �`_ba ist derAbstandsenkrechtzur Symmetrieachse

derMolekülesvon einementferntenPunktzuderäußerstenEllipse
� �`_ba 
 " ��þ m n . DieseDefiniti-

on war immer in allenunserenArbeitenundin denArbeitenmeinerVorgängerangenommenund
wurdefolgendermaßenbestimmt:
DerexponentielleAbfall derWellenfunktionwurdeamRande,d.h. im BereichweitwegvomKern-
ort, soabgeschnitten,dassdie Genauigkeit,d.h.der relative Fehlerin derpotentiellenEnergie bei
etwa

7 � ) � ÷ , liegt. Wir demonstrierendieBerechnungvon
K �c_da am

Ä '2 System,dasselbegilt dann
entsprechendfür andereSysteme.Für dasasymptotischeVerhaltenkönnenwir annehmen,dassdie
Wellenfunktionwasserstoffatomähnlichist.� î �î � 
 � 1e[f9gih �§ « Ô « 2 8 § P / 7E � 1/ 7§ « Ô « 2 8 § P = Ôkj § � ) � s )l�@e =,m 
 ù C E î �� î � 4 � � 
 � î � 4 � 1/ « Ô « 2 8 § P 
 � 1e fngih 7§ « Ô « 2 8 § P
 � × � 1e[fngoh § 2 � ) � s ) 2^p ) 2 '9q e 8 § 
 � × � 1eYfngih § 2 � ) � s )"r�e 8 §s � × § 2 � ) 2�`_ba � E þ C 7 �ut 4 § �`_bat 2 � s )"rwv e fngih

und
� 1/ 7§ « Ô « 2 8 § P 
 E î � 4 � 1/ « Ô « 2 8 § P 
 E î � � �

wobei � � die Normierungdes þ -ten Zustandsist. Für denGrundzustandin zweiatomigenMo-
lekülenkannmanfür die WellenfunktioneinenAnsatzderForm:Ô 'x � � § 
 s 7ö E � s # )l�Vynz� e 9 + � s # )l�Vynz� e � + �
nehmen� . Und für höhereZusẗandeÔ x z� � § 
 s Ô xew z � § 
 j{i| ã § � ) � s ) 2 � y F z e =Bm xew z 
 ù E î xew z s � E î x z�
Und darausergebensichdieNormierungen:� � 
 � × � 1/ § 2 � ) � s )}r�e 
 � × � E þ 
�~t 2 � ' � = t 
 t �Wî xew� 


� � s E 4 � ×t Px z� s E 4 � ×t Px � 7ö E 
 P und � � 
 � E þ 
�~ 4 � ×t 2 � ' � �iî xew z� 
 
 � E þ 
�~ 4 � ×t 2 � ' � �Wî x� 
 � 7E 
 P� î �î � 
 � ö E 
 PE t x � 7 ��t x 4 § �`_ba 
î � s )"r y v e[f9gih s 7 �K) � ÷�� § �`_ba� î �î � s \Q× 4 � t § �c_da 
 2 � ) �� E þ 
�~ s )}r�e[f9gihK �`_ba �iî � 
 
 § �`_ba �Wî � 
 � � E s 16 N pIÒ$p für
Ä '2 , bzw. 0.14 N pIÒ$p für

� � �YX^Z '2Z EineAlernaivewäreauchderAnsatz�Zî���ñ�����@� �7�����"�]�Ùè[�¬ó��w���"�V�æ , sieheRef.[32].
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wobei � derAbstandzwischendenbeidenZentrenist. Für
Ä '2 nehmenwir

K �`_ba 
 E þ N pIÒdp , um
unsereErgebnissemit früherenArbeitenkompatibelzumachen.DieseWahl hatim

Ä '2 Fall kaum
Einflussauf die Energie Werte,zumaldie 4-SpinorhochgenauenBerechnungenmit sehrgroßen
Gittern gemachtwurden;daherist ein etwasgrößeres

K �`_ba bevorzugt.Für
� � �YX[Z '2 nehmenwirK �c_da 
 ��p 7 �

. DieseWahl ist in OrdnungunterBerücksichtigungder relativistischenKontrakti-
on, und ist auchkompatibelmit früherenArbeiten. In Tab. 4.1, 4.2 siehtmandeutlich,dassdie

Iteration Direkt berechn.Werte Extrapol.Werte

5 -9504.88054630708 -9504.880782465221
10 -9504.88078115478 -9504.880782474423
15 -9504.88078246705 -9504.880782474429
20 -9504.88078247438 -9504.880782474427
41 -9504.88078247444 -9504.8807824744272

Tabelle4.1: �	X Zo�Y� �æ , direkt berechnete(2. Spalte)und geometrischextrapolierteWerteüberIterations-
schritte( ò�� ú ) (3. Spalte),�0ó æ�[� è[��ýE�[�¬ó4� é£ôd `¡Qé¢�!é , 5-Ord.FEM, 441Punkte,Ko.-Tr. £?óüõ~ Ä '2 � � �YX[Z '2� � # �Y¤ 2 + & Å � 1 � # �Y¤ 2 + &�¥ � � # �Y¤ 2 + & Å � 1 � # �Y¤ 2 + &�¥

5 -1.10264158052097-1.10264158102997 -9504.75674707416-9504.75674694565
7 -1.10264158086768-1.10264158103047 -9504.75674696198 -9504.75674694595
9 -1.10264158097873-1.10264158103105 -9504.75674694783 -9504.75674694615
11 -1.10264158101426 -1.10264158103099

Tabelle 4.2: Direkt berechneteund geometrischextrapolierteWerte, 4-Spinor ô�î:ô,¦~õ�ñ*: Energien. Für§ �æ sind mit 6561Punkte5.-Ord. £¤ó�  (sieheGln. (2.7)) bei �;ó«õ¨¡Qé¢�!é , ��ýE�[�¤óùõ]©�¡�é¢�!é , und für�	X Zª�[� �æ sind mit 7225Punkte7.-Ord., £0ó
« , � ó æ�[� ¡Qé¢�$é , ��ýE�[��óJ�ué£ôd ¬¡Qé¢�!é , berechnet.­ Direct
berechnetenWerte. ® geometrischextrapolierteWerteüberIterationschritteò ( òl� ú ).

geom.Extrapol.eineguteMethodeist, denWert zu erhalten,zu demmanmit vielen Iterationen
konvergiert.Dasist nicht überraschend,denndasIterierenist wie schonin Abschnitt2.3erwähnt,
eineFixpunkt-Prozedur̄ � 
 ÿ � ¯ � ) � 
 und erzeugtdamit eineFolge ÀG° � Á � , die einerspeziel-
len geometrischenEntwicklunggehorcht.Dassdie Folge ÀG° � Á � ausunserenBerechnungeneinen
systematischenFehlerentḧalt, derdurchExtrapolationreduziertwird, siehtmanleicht in derAbb.
4.1.Dort habenwir denLogarithmusdesrelativenFehlers

: � ò ��±2² # { +² ã³ 

gegendie Iterationszahl~ für

diebeidenSysteme
Ä '2 und

� � �YX[Z '2 für verschiedeneGitteraufgetragen,wobei
0´� � ~ 
 
 � � ~ 
 Cc� 1¥ ,� � ~ 
 derWert in der ~ -ten Iterationund

� 1¥ dergeom.extrapoliertenWert ist (sieheTab. 4.3,4.4).
DieszeigtunmittelbareinensystematischenFehler, dereinemExponentialgesetzgehorcht,� � ~ 
 
 � 1¥ � ê 4 � %{
(genauersieheGl. 2.11),wobei ê eineKonstanteist, die möglicherweisevom Gitterabḧangigist.
Diesemathematischen̈UberlegungenlegendenGedankennahe,dieKonvergenzzubeschleunigen,
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: � ò � ±@² # { +² ã³ 


µ n s!§*N n ~���þ|~2 4 6 8 10 12 14

-14
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: � ò � ±@² # { +² ã³ 
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Abbildung4.1:Der RelativeFehleralsFunktion der Iteration im 4-SpinorFall,

§ �æ (links) und�	X Zª�[� �æ (recht).An derVertikalachseist À�Áb:¶î,Â�Ã 6 ð 8Ã �Ä ñ aufgetragen,derrelativeFehlerin der ò -Iteration,undan

derHorizontalachsedie Iterationszahlò . Die
§ �æ Wertesind mit 5.-OrdnungFEM undKo.-Tr. £ óÅ  , und

die �	X Zo�Y� �æ mit 7.-OrdnungFEM undKo.-Tr. £ óÆ« gerechnet,nebendenLinien ist die Elementezahlder
jeweiligenGitterangegeben.Ç�È�î2ò	ñ_óÉÈÙî	ò2ñ�`ÊÈÌË® , wobei È�Ë® dergeom.extrapol.WertdesjeweiligenGitters
ist, sieheTabellen4.3,4.4.

d.h. zu extrapolieren.In der Tab. 4.1 wurdediesgezeigt.Es wurdemit einenkleinenGitter (mit
441Punktenund32 Elemente5.-OrdnungFEM) für dasSystem

� � �YX[Z '2 die
� � # �Y¤ 2 + & Energie be-

rechnet.Die Wertewurdennach5,10,15,20,41Iterationenextrapoliert.SchonderextrapolierteWert
bei derzehntenIterationliefert einenWert,dermit demWert nach41 Iterationvon vergleichbarer
Genauigkeitist. Die weiterenextrapoliertenWerteergebennochgenauereWertefür diesesGitter.

Zwei repr̈asentativeBeispielewurdenin Tab. 4.2gezeigt. Siezeigen,wasich in allenBerech-
nungenbeobachtethabe,die ich bis jetzt mit FEM gemachthabe– ohneAusnahme– allerdings
ist die GütederExtrapolationvon Fall zu Fall unterschiedlich.In Tab. 4.2 im Fall

Ä '2 lassensich
nochmehrgenaueStellengewinnen,die wahrscheinlicherstdurchsehrviele Iterationenzu errei-
chensind. DieserEffekt wurdenur bei Gittern mit großePunktzahlbeobachtet.Sonstverhalten
sichdie meistenBerechnungenwie beim

� � �[X[Z '2 in denSpalten4/5vom Tab. 4.2.

Auf alleFälle liefert die geom.Extrapl.denWert, denmansonstnurdurchsehrgroßeAnzahl
von Iterationen( ~ ÿ � ) bekommt.Zu bemerkenist, dassin Abb. 4.1 die Steigungder Linien
gleich für alle Gitter für dasjeweilige System(Gitter derselbenOrdnung)ist. Der relative Feh-
ler (vertikaleAchse)ist unterschiedlich(unterschiedlicheSkala)zwischendenbeidenSystemen,
da sie mit verschiedenenKo.-Tr. und verschiedenenFEM-Ordnungenberechnetwurden.Außer-
demsindfür

Ä '2 Gittermit höhererElementzahlalsin
� � �YX[Z '2 gezeigt.DergrößererelativeFehler

(
0´� � ~ 
 
 � � ~ 
 C<� 1¥ ) ist ein Hinweisauf einenbesserenExtrapolationsgewinn im

Ä '2 Fall, an-
dersals manzun̈achstvermutenwürde,dassdie größereSteigung(rechtsin Bild,

� � �YX^Z '2 ) den
besserenExtrapolationsgewinn gebenmüßte.Insbesonderefür großeGitter im Fall von

Ä '2 , wo
die Linien dichtbeieinanderliegen,hatmanammeistendurchExtrapolationgewonnen(Vergleich
Tab. 4.2,4.3),weil

� 1¥ der Wert ist, zu demdie Wertestreben.Dies ist durchExtrapolationher-
ausgekommen,ein großerFehlerbedeutet,dassdie Konvergenzstarkbeschleunigt,undein großer
Fehlerdadurcheliminiertwurde,dieszeigtendie Abbildungen.
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Elemente/Punkte(N)
� � # �[¤ 2 + & � 1 � # �Y¤ 2 + & �

32/441 -1.1026495743536 -1.10264614727131
72/961 -1.1026418094468 -1.10264180213691

128/1681 -1.1026415809214 -1.10264158404107
200/2601 -1.1026415809207 -1.10264158123017
288/3721 -1.1026415808935 -1.10264158091607
392/5041 -1.1026415810126 -1.10264158102510
512/6561 -1.1026415810142 -1.10264158103099
648/8281 -1.1026415810320 -1.10264158103327
800/10201 -1.10264158103270 -1.102641581033498
968/12321 -1.10264158103164 -1.102641581033555

extrapol.Wert
2

-1.102641581033580
Ref. [7] P -1.10264158103360

Tabelle4.3: 4-Spinor ô~îDô7¦�õ�ñÍ: Energien für
§ �æ bei ��ó�õ , ��ýE�[�.ó õ�©c¡Qé¢�$é , £´óu  , 5.-Ord.FEM.Alle

Wertein ¡�é¢�!é Z geometrischextrapolierteWerteüberIterationschritte( òl� ú ). æ Logarithmischextrapolier-
ter Wert überdie effektive Gitterpunktzahl( ï�YÎ� ú ) bzw. ïÎÏ die AnzahlderElemente(sieheAbschnitt
4.1.2), ç Ref.[7]

Elemente/Punkte(N)
� � # �Y¤ 2 + & � 1 � # �Y¤ 2 + & �

32 / 841 -9504.8244669286 -9504.782446700228

72/ 1849 -9504.7566906673 -9504.75696913949

128/ 3249 -9504.7567523556 -9504.75675234274

200/ 5041 -9504.7567471712 -9504.75674715109

288/ 7225 -9504.7567469478 -9504.75674694615

392/ 9801 -9504.756746926377 -9504.75674692625

512/ 12769 -9504.756746923551 -9504.75674692355

extrapol.Wert
2

-9504.7567469229

Tabelle4.4:4-Spinor ô�î:ô,¦�õ~ñ*: Energienfür �	X Zo�Y� �æ bei �üó æ�[� , � ýÐ�[� ó<�ué£ôd Ñ¡Qé¢�!é , £?óÉ« , 7.-Ord.FEM.
Alle Wertein ¡Qé¢�$é , Z f æ sieheTabelle4.3.
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Abbildung 4.2: LogarithmischeDarstellungdesrelativen Fehlersin Abhängigkeitvon der Gitterpunkt-
zahl, À*Áb:Áî Â�ÃÃ ñ vs. À*Áb:Áî2ï]Ynñ . Links 4-Spinor

§ �æ mit Ko.-Tr. £ óR  , und 5.-Ord. FEM. Rechts4-Spinor�	X Zª�[� �æ mit Ko.-Tr. £ ó õ , und3.-OrdFEM. ï�Y ist die effektive PunktezahldesGitters.Die Steigungder
Linien ergibt dieKonvergenzordnungÒ (sieheText in Absch.4.1.2).

Bei Gitternmit großerPunktzahlist die geom.Extrapol.besonderswichtig, weil die Zeit pro
Iterationviel größerist. ManspartdamiterheblichamAufwandbzw. manerḧalt bessereGenauig-
keit für denselbenAufwand.In denTab. 4.3,4.4sindweitergeom.extrapl.Wertegegeben.Die

� 1¥
zurDarstellungAbb. 4.1wurdenausderTab. 4.3,4.4genommen.

4.1.2 Ergebnisseder logarithmischen Extrapolation

Bis jetzthabenwir dasFehlerverhaltenbez̈uglichderIterationschrittebehandeltundhabengezeigt,
dasseineVerbesserungderKonvergenz(KonvergenzbeschleunigungderFolge)mittelsgeometri-
scherExtrapolationmöglich ist. Ein anderersystematischerFehlerwurde im Abschnitt 2.1 be-
sprochen– nämlichderApproximationsfehlerdurchdieFEM-Polynome.DieserFehler, wie schon
gesagt,wurde in der FEM Literatur analysiert.Er ist abḧangigvon der FEM-Ordnung,d.h. der
OrdnungderPolynomemit denenmandie WellenfunktiondesQuantensystemsapproximiert.Es
gilt für denFehlerdie Gl. (2.1).

In diesemAbschnittwerdeich zeigen,dassderFEM-FehlerdurcheinerationaleEntwicklung
oder inversePotenz-Entwicklungbez̈uglich der Gitterpunktzahl� dargestelltwerdenkann und
damit(logarithmiscḧuber � bzw. � + ) extrapoliertwerdenkann.AllerdingsstandeinHindernisim
Wege,bevor wir dieserreichtkonnten,nämlichdieSingulariẗatamKernort,diein einemsingul̈aren
Fehleranteilresultiertunddernicht in einekonvergenteReiheentwickelbarist undsomitderglatte
Fehleranteil,derFEM-Fehler, gesẗort wird undnichtoderschlechtextrapoliertwird.

Man brauchtealso eine singul̈areTransformation,die die Singulariẗat am Kernort teilweise
regularisiertundsomitdieEntwicklungderglattenFehlernichtmehrstört bzw., dassdersingul̈are
Fehlerselbstin (fast)gleicherWeiseentwickeltwerdenkann.Es ist derErfolg derneuenKo.-Tr.
Gln.(2.7),densingul̈arenAnteil in gezielterundsystematischerArt undWeise,je nachdemwelches
Systemmanhatundwie starkdieSingulariẗat ist, zuregularisierenunddamiteinegenaueAnalyse
desFehlerverhaltensaller Berechnungenzu erlauben.Die Abb. 4.2 zeigt dasFehlerverhaltenin
Abhängigkeitvon der Punktzahl.Es zeigt, dassder Fehlerin der Energie mit einemGitter der
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Ord./Koord. ��
 E �]
 � ��
 þ ��
 \
1 2 2 2 2
3 3 3 3

_
3
_

5 3 í _ í _ í _
Tabelle4.5:Konvergenzordnungfür 4-Spinor

§ �æ , geometrischextrapolierteWertesindangenommen,Ò
wurdeähnlichwie in Abb. 4.2bestimmt.� DieseWertelassensichnicht sogenauermitteln,etwaz. B. wie
im Abb. 4.2

§ �æ links.

Ord./Koord. ��
 E ��
 � ��
 þ ��
 \ �]
 7 �
1 1.5 2 2 2
3 1.5 3 3 3
5 1.5 3

�@p í _ 5
7 1.5 3 4.5

þ _
7

Tabelle4.6:Konvergenzordnungfür 4-Spinor�	X Zo�[� �æ , geometrischextrapolierteWertesindangenommen
undnachAbb. 4.2ermittelt,sieheTab. 4.5

Punktzahl� undeinerbestimmtenFEM-Ordnung� einerBeziehungderForm:� % 2 
 î 1 C î � 
 ê� % �<Ó � � ) #.%(' �,+ 
 (4.1)

gehorcht,die ähnlichderGl. (2.1) ist.
î 1

bezeichnetdenwahrenWert ( ��ÿ � ), der manmit
unendlicherPunktzahlbekommt.DieseGl. unterscheidetsichvonGl. (2.1),da � hiernichtdieFEM
Ordnung� ist, � ist die (effektive) Konvergenzordnung(die SteigungderGrade);sie ist entweder
durchdieFEM Ordnung� bestimmt,oderdurchdie Ko.-Tr. , d. h. durcheinePotenz��Ô , die davon
abḧangt,in welcherOrdnungdie Singulariẗatteil regularisiertist. Mit anderenWortenesgilt die
folgendeBeziehung(Vergl. Tab. 4.5,4.6,undsieheauch(4.3):� 
ÖÕ E � für ��Ô³µ E ��× �²
 7

, ersteOrdnung-FEM,Superkonvergenz� für ��Ô³µ��Ö×¦� ¢ 7
, höhereFEM-Ordnungen��Ô für ��Ô³L�� (4.2)

Wobei � Ô von zweiFaktorenabḧangt:Ø Zumeinenist ��Ô vomSystemabḧangig,weil die SẗarkederSingulariẗatdurchdenglobalen
TermGl. (3.5)gegebenist (derFaktor ­ ), Ref. [7].Ø Undzweitensist ��Ô vonderKo.-Tr. abḧangig,d. h. davon wie groß � ist, undwieweit damit
die Singulariẗat regularisiertwird. Dieses� ist durchdenführendenTermin dersingul̈aren
Ko.-Tr. Gl. (2.7)gegeben.

DiesebeidenFaktorenbestimmendie Größe ��Ô�
 ÿ � � = ­ 
 , allerdingsblieb die Funktion
ÿ

noch
unbekannt.UnsereErgebnissesindin denTab. 4.5,4.6dargestellt.Siezeigendie Konvergenzord-
nungin denbeidenuntersuchtenSystemen

Ä '2 und
� � �YX[Z '2 .
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2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

-10

-8

-6

-4

m=8

m=6

m=4

m=2

2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

-10

-8

-6

-4

m=8

m=6

m=4

m=2

: � ò � ±2²² 


: � ò � � + 
 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

-12

-10

-8

-6

-4

m=8

m=6

m=4

m=2

2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

-12

-10

-8

-6

-4

m=8

m=6

m=4

m=2

: � ò � ±@²² 


: � ò � � + 

Abbildung4.3:Geom.undlog. Extrapl.Werte À*Áb:Áî Â�ÃÃ ñ vs. À�Áb:Áî	ï Y ñ , für £?ó�õ èo QèY© èY« mit 1.-Ord.FEM.
Links 4-Spinor

§ �æ , ï�YýÐ�^� óÙ©� G�]� . Rechts4-Spinor�	X Zo�Y� �æ , ï�YýE�[� óÉ«uô,�]� .
Die Konvergenzordnung� (Tab. 4.5,4.6) wurdeverwendet,um die logarithmischeExtrapolation

durchzuf̈uhren,� diePotenzdesführenden(ersten)Termsin derEntwicklungen(2.12),und(2.13),
die Ergebnissezeigendie RichtigkeitdieserAnalysewie auchin denTab. 4.7 – 4.10zu sehenist
(sieheauchweitereBeispielein Ref. [4],[1]).

In derAbb. 4.3ist graphischdasFehlerverhaltenvor undnachderlog.Extrapol.für 1.-Ordnung
FEM Rechnungendargestellt.In denbeidenAbbildungen(Links

Ä '2 undrechts
� � �YX[Z '2 ) zeigtdie

obereGruppevon Linien (die Geraden)dasrelative Fehlerverhaltenfür die geom.extrapolierten
Werte mit �y
 E =o�@=0þ�= \

. Die untereGruppevon Linien gibt dasFehlerverhaltennachder log.
Extrapol.für dieselben� ’s.Man entnimmtausdenAbbildungenunddenTabellenleicht,dassder
Fehlerum einigeOrdnungenreduziertwerdenkann.Und die mittlereSteigungderextrapolierten
Fehlergrößerist (höhereRestfehlerordnung).

In Bezugaufdie TabellenundAbbildungenmöchteich folgendesanmerken:

1. ExtrapolationübereineSequenzÀÙþ { = ~û
 7 = E =!p.p.p Á
ist nicht von derSequenzselbstsondern

von ihrer Skalierungabḧangig,soergibt z. B. Extrapolationüberdie AnzahlderElemente
vonGitternP � ' 
 E PcÚ ~ 2 = ~$
 7 = E =���= 4!434
dasgleichewie dieExtrapolation̈uberdieeffektiveGitterpunktzahl� + 
 � �/Û C 7 
5� �¬Ü C 7 
 ,
weil � + gleichwie � ' skaliert,dawir symmetrischeGitterR , d. h. gleichePunktzahlenin
beidenRichtungen

m =on
benutzen,( � 
 � Û 4 � Ü 
 � 2Û 
 � Ü 2 ), wobei � die Anzahl der

Gitterpunkteist.

2. In denTabellen4.5,4.6 ist bemerkenswert,dassim Fall ��Ô³µ£� für die Konvergenzordnung
gilt: ��
<; E ��
 E

für �²
 7
(1.-OrdnungFEM)� für � ¢ 7 (4.3)æ GenauersieheGl. 4.5ç Diesgilt für dieGitter, diewir in dieserArbeit verwendethaben.A

Es gibt in diesemFall einedirekteBeziehungzwischendenbeiden
[ \[�k ó
Ý �æ ó�?dÁ�Þ�UgV , wobei ß die

FEM-Ordnungist.
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Dies ist die Superkonvergenzfür ersterOrdnungFEM, die manin der4-SpinorDirac-Gl.
beobachtetunddie in der2-SpinorFormulierungnichtauftritt, wie wir sp̈atersehenwerden,
wo für alleFEM-Ordnungen�Ö
�� im Fall ��ÔÙµ � gilt.

3. Für schwachrelativistischeSystemeregularisiert ��
 E =z�
die Singulariẗathinreichend.

4. Für starkrelativistischeSystemeist für �£
 E
die Konvergenzschlechtund manben̈otigt�|µ � .

5. Es hatsich gezeigt,dass��µ 7 �
erstensnicht nötig ist und zweitensfür �Mµ 7 �

wird die
Konvergenz

�
durchdenstarkenAbfall gegendenKernort(

j m Ô =on Ô ) auchgesẗort (sieheGl.
(1)).

6. Will man die Konvergenz durch Erhöhungder FEM-Ordnungsteigern,so sollte man �
erhöhen,weil sonstdersingul̈areAnteil im Fehlerüberwiegt undderlässtsichviel schlech-
ter alsderglatteFEM-Anteil extrapolieren.Mit anderenWorten,will mandie volle FEM-
Ordnung� ausnutzen,mussman � sowählen,dass��Ô ¢ ��
y� gilt, sieheGl. (4.6,4.3).

7. Am bestenwähltman, � und � koordiniert(insbesonderefür kleineGitter).Ein großes� hat
zur Folge,dasssicheineVerdichtungderPunktein derNähedesKernsim innerenBereich
ergibt bei gleichzeitigerVerdünnungder Punkteim äußernBereich,weg von denKernen,
wo derglatteFehleranteilvorhandenist. DieserEffekt kanndurchdie Skalierungstransfor-
mationbehobenwerden(Abschnitt2.2.3),sieheauchErgebnisseim nächstenAbschnittund
Ref. [3]. Für großeGitter ist die Gitterpunktzahlso groß,dassdieserEffekt wenigerstark
ist, aberderAufwandist dannsehrgroßundesgehtdarum,diesenAufwanddurchdie Ska-
lierungstransformationzu reduzieren,d. h. einebessereGenauigkeitfür kleinereGitter zu
erreichen.

8. Die rationale(Entwicklung) Extrapolationzeigt aufgrundvon Punkt 6. bessereExtrapo-
lationseigenschaftenals die inversePotenz(-Entwicklung) -Extrapolation,weil die eben-
falls singul̈arenrationalenFunktionensingul̈arenProblemenbesondersangepaßtsind Ref.
[37, 38]. Diesbeobachtetmanin unserenBerechnungen,weil essicheigentlichhier um ei-
neExtrapolationin derNäheeinersingul̈arenStelle(Kernort)handelt.Andersist esin der
inversenPotenz-Entwicklung,wo eineSingulariẗat verhindert,dassdie Reihekonvergiert
unddie Reihekannsogardivergieren.In dennormalenFällen(wennkeineSingulariẗatvor-
handenist) ergebenbeideEntwicklungenvergleichbareErgebnisse.Dieskannmanz. B. im
nichtrelativistischenFall Ref. [27] beobachten,oderwenndersingul̈areAnteil durchhöhere� weit teilregularisiertist unddannderFEM Fehleranteil̈uberwiegt.
In dervorliegendenArbeit wurdendaherüberwiegenddieWerteausderrationalenExtrapo-
lation genommen.

9. Wenn � groß und � groß werden,sodassbeideFehler(dersingul̈areundderFEM-Anteil)
mindestensbiszurOrdnung�Ö
�� reduziertsind,lässtsichdurchdieExtrapolationnochim-
mereinebessereGenauigkeiterreichen.DerGewinn ist aberentsprechendklein, vergleiche
Berechnungenmit 7.-OrdnungTab. 4.10im Fall ��
 \

.à
Esist möglich dieKoordinatenfür beliebige£ zu erzeugensieheauchFußnotein Abschnitt2.2.2.
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10. Für die ExtrapolationwurdeeineSequenz
� % � 
 À*� = � � 7 = � � E = 4!454 Á gewählt, wobei �

die Konvergenzordnungund � die FEM-Ordnungsind(sieheGl. (4.6)).DieseSequenzhat
in 4-SpinorFall gut funktioniert und wurde im 4-SpinorFall verwendet.Es wurde eine
Ausnahmein 4-Spinorbeobachtet:für ��
 E

und 5.-OrdnungFEM in Tab.4.9 wurdedie
Sequenz

� e � 
 À�§ / =!p.p.p § � ) � Á 
 À ��= í =�þ�=7á�= \ =oq�= 43434 Á 
 À�� = � = � � 7 = � � E = 454!4 Á verwendet,
wobei der ersteTerm � 
 ��Ô 
 �

ausdemsingul̈arenAnteil und die anderenTermeaus
demglattenAnteil mit ��
 í kommen.Zum AuswahldieserSequenzunddie Diskussion
überExtrapolationssequenzenundein Vergleichzum2-SpinorFall wird nochausf̈uhrlicher
in Abschnitt4.2.1gemacht.

4.1.3 Ergebnisseder Skalierungstransformation

Wir habenin denletztenbeidenAbschnittengesehen,dasseineVerbesserungderErgebnissedurch
Extrapolationkombiniertmit neuenKo.-Tr. Typen,die densingul̈arenAnteil in geeigneterForm
regularisieren,erreichtwerdenkann.Allerdings,wie schonerwähnt(Absch.4.1.2Bemrk.7), die
neuenKo.-Tr. habenfür groß � einennegativenNebeneffekt: Sieverdichtendie Punkte(Elemen-
te) in derNähedersingul̈arenStelle(am Kernort)und verdünnensie im äußernBereich,wo der
FEM Fehleranteil̈uberwiegt. DieserEffekt hateingrößeresGewicht in kleinenGitternundist auch
wichtig,wennmandiehöher(angeregten)Zusẗandeberechnet,dadieAufenthaltwahrscheinlichkeit
dieserZusẗandeim kernfernenBereichviel größerist als im kernnahenBereich.Die Skalierungs-
transformation(sieheAbsch.2.2.3)reduziertdiesenEffekt, indemdie VerdünnungderPunkteim
kernfernenBereichverringertwird; siebleibt aberim kernnahenBereichlinear, sodassdie Teilre-
gularisierungdessingul̈arenAnteilsnicht gesẗort wird Ref. [4, 3].

Tab. 4.11zeigteinigeErgebnissemit verschiedenenWertendesParametersâ � und � 
 \ = 7 �
für denGrundzustand.Es wird auchdie relative Genauigkeitbez̈uglich desgenauenWertesdes
Grundzustandesin

� � �YX[Z '2 angegeben.Die Ergebnissein derTabellesindwie alle unsereErgeb-
nisseerst geometriscḧuber die Iterationszahl( ~ ÿ � ) dannüber � + ÿ � bzw. � ' ÿ �
logarithm.extrapoliert.Die Wertewurdenmit verschiedenenFEM Ordnungen(in dererstenSpalte
gegeben)undfür große��
 \ = 7 �

berechnet,dadieSkalierungstr. keineBedeutungfür kleine � hat
undhöhere� sinnvoller Weisemit einerhöherenFEM-Ordnungkombiniertwerden(sieheAbsch.
4.1.2).

Die WertedesfreienParametersâ � in derTabelle4.11sindsogewählt, dasssieoptimaleEr-
gebnisseergeben.DieseOptimumist durcheinflachesMaximumbzw. einenWendepunktin

� � � â � 

gekennzeichnet.Die Tabellezeigt,dassmaneinehöhereGenauigkeitmit Hilfe derSkalierungstr.
erzielt; es ist auchdeutlichzu sehen,dassmanfür ��
 \

ein besseresErgebnisals für � 
 7 �
erḧalt. EinezuhoheRegularisierungamKernortlässtsichfür diebetrachtetenGitterundgegebene
FEM-Ordnungnicht mehrausscḧopfen.Auch die endlicheStellenzahlder Computerberechnung
in doppelterGenauigkeitsetztdiesepraktischenGrenzen.So habenwir �Ï
 \

für die Berech-
nungin derTabelle4.12gewählt.Dort zeigenwir die gleichenBerechnungenfür einigeangeregte
Zusẗande.Auch der freie Parameterâ � wurdegleich gewählt, aberam oberenEndeder Region� � â � 
 für denGrundzustand,in derdasMaximumbzw. derWendepunktgenommenwurde.Dies
machtdenFehlerim Grundzustandum denFaktor 2-5 größeralsbei demoptimalenin Tab. 4.11
angegebenenWert.

Der Vergleich zwischendenTab.4.11und 4.12 zeigt, dassmanetwadie gleichenParameter
für denGrundzustandunddie angeregtenZusẗandebraucht.Der Vergleichmit denBerechnungen
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� + } � ' ��
 E ��
 � �]
 þ ��
 \
576/1152 -1.10264111553 -1.10264150667 -1.10264278450 -1.10268810614

900/1800 -1.10264196950 -1.10264164198 -1.10264183213 -1.10264687519

1600/3200 -1.10264144692 -1.10264156664 -1.10264158686 -1.10264161626

1764/3528 -1.10264162507 -1.10264158627 -1.10264157623 -1.10264158861

2304/4608 -1.10264152046 -1.10264157926 -1.10264157326 -1.10264157959

3600/7200 -1.10264155934 -1.10264158114 -1.10264158089 -1.10264158114

4900/9800 -1.10264157951 -1.10264158165 -1.10264158106 -1.10264158011

6400/12800 -1.10264158086 -1.10264158085 -1.10264158120 -1.10264158107
-1.10264166215ã -1.10264148020ã -1.10264117296ã -1.10264043678ã

Tabelle4.7: 4-Spinor
§ �æ È Z 6 Zoä æ 8 5 Werte, extrapoliert geom.über die Iterationszahlund log. über die

effektive Gitterpunktzahlï�Y bzw. ï j derAnzahlderElemente,für £?ó�õuèi �è[©uè[« ; 1.-Ord.FEM. Unterstri-
cheneWertewerdendurchlog. Extrapl.gewonnen.å direktberechnetegeom.extrapol.Wertefür dasgrößteï�Y~è�ï j .� + } � ' ��
 E ��
 � ��
 þ �³
 \

576/1152 -9504.67010417 -9504.71199453 -9504.9296417 -9504.68598090

900/1800 -9504.75529360 -9504.75651005 -9504.71549429 -9504.86264417

1764/3528 -9504.75628204 -9504.75673691 -9504.7577209 -9504.76349584

2304/4608 -9504.75652589 -9504.75676551 -9504.75694084 -9504.75566638

3600/7200 -9504.75653871 -9504.75674757 -9504.75675043 -9504.75729697

7056/14112 -9504.75670829 -9504.75674634 -9504.75674707 -9504.75674232

8100/16200 -9504.75675565 -9504.75674707 -9504.75674691 -9504.75674228

9216/18432 -9504.75671753 -9504.756746917 -9504.756746920 -9504.756746575

-9504.76717904ã -9504.75676014ã -9504.75676110ã -9504.75677907ã
Tabelle4.8:4-Spinor �	X Zª�[� �æ È Z 6 Zoä æ 8 5 Werte,extrapoliertgeom.überdie Iterationszahlund log. überdie
effektive Gitterpunktzahlï�Y bzw. ï j der Anzahl der Elemente,für £¤ó«õuèi �è[©uè[« ; 3.-Ord.FEM. Unter-
stricheneWertesinddurchlog. Extrapl.gewonnen.å direkt berechnetegeometrischextrapol.Wertefür das
letzte ï�Y bzw. ï j .
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N
+ } � ' ��
 E ��
 � ��
 þ

900/72 -1.1026414005092 -1.1026417254561 -1.1026392768751

1600/128 -1.1026415924137 -1.1026415057056 -1.1026415095489

2500/200 -1.1026415810540 -1.1026415809065 -1.1026416214687

3600/288 -1.1026415814796 -1.1026415808548 -1.1026415628178

4900/392 -1.1026415810931 -1.1026415810340 -1.1026415820973

6400/392 -1.1026415810660 -1.1026415810327 -1.1026415805354

8100/648 -1.1026415810656 -1.1026415810334 -1.1026415810083

10000/800 -1.1026415810215 -1.10264158103359 -1.1026415810555

12100/968 -1.1026415810457 -1.102641581033588 -1.1026415810324

-1.1026415816748ã -1.102641581033555ã -1.1026415810312ã
Tabelle4.9: 4-Spinor

§ �æ È Z 6 Zoä æ 8 5 Werte,extrapoliertgeom.überdie Iterationzahlund log. überdie ef-
fektiveGitterpunktzahlï�Y bzw. ï j derAnzahlderElemente,für £?ó�õuèi �è[© ; 5.-Ord.FEM. Unterstrichene
Wertesinddurchlog. Extrapl.gewonnen.å direktberechnetegeom.extrapol.Wertefür dasgrößte ï�Y bzw.ï j .

� + } � ' ��
 � ��
 þ ��
 \
784/32 -9504.777163068 -9504.754814505

1764/72 -9504.756779596 -9504.756727201 -9504.756777125

3136/128 -9504.756744925 -9504.756747253 -9504.756745243

4900/200 -9504.756746735 -9504.756746913 -9504.756746814

7056/392 -9504.756746861 -9504.7567469212 -9504.756746921

9604/512 -9504.756746915 -9504.7567469223 -9504.7567469227

12544/968 -9504.756746923 -9504.756746921 -9504.7567469229

-9504.75674974625ã -9504.7567469282ã -9504.7567469235ã
Tabelle4.10:4-Spinor�	X Zo�Y� �æ È Z 6 Zoä æ 8 5 Werte,extrapoliertgeom.überdie Iterationzahlundlog. überdie
effektiveGitterpunktzahlï�Y bzw. ï j derAnzahlderElemente,für £¬óÉ �è[©uè[« ; 7.-Ord.FEM. Unterstriche-
neWertesinddurchlog. Extrapl.gewonnen.å direkt berechnetegeometrischextrapol.Wertefür dasgrößteï�Y bzw. ï j .
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Ko.-Tr. ��
 \ ��
 7 �
Ord./� ' } � + â � � � # �Y¤ 2 + & Rel.Acc.

_ â � � � # �[¤ 2 + & Rel.Acc.
_

5/ 72/900 1.25 -9504.760311261
��pæá 4 7 � ) / X 1.40 -9504.766050437

q�p \ 4 7 � ) / X
5/128/1600 1.00 -9504.756982040

E p í 4 7 � ) /dç 1.38 -9504.757117082
��pIq 4 7 � ) /dç

7/ 72/1764 0.69 -9504.756795557 í p 7 4 7 � ) / Z 1.15 -9504.756839672
q�pèá 4 7 � ) / Z

9/ 32/1296 0.60 -9504.756799817 í prþ 4 7 � ) / Z 1.17 -9504.756856824
E pIþ 4 7 � ) /dç

5/200/2500 0.90 -9504.756719789
E p \ 4 7 � ) / Z 1.34 -9504.756729836

7 p \ 4 7 � ) / Z
5/288/3600 1.30 -9504.756753978

á�p � 4 7 � ) � / 1.23 -9504.756722810
E p í�4 7 � ) / Z

7/128/3136 0.64 -9504.756746418 í pr� 4 7 � ) �o� 1.04 -9504.756749691
E pIq 4 7 � ) � /

9/ 72/2916 0.58 -9504.756747194
E p \ 4 7 � ) �o� 0.94 -9504.756747898

7 pI� 4 7 � ) � /
Tabelle4.11: È Z 6 Zoä æ 8 5 Extrapol.Energiewertefür 4-Spinor �	X Zª�[� �æ mit � ó«õ�¦�é]�@¡Qé¢�$é£è���ýÐ�^�¤óÖ�ué£ôb ¡Qé¢�$é , Ko.-Tr. £ óê«uè]ô,� verschiedenerParameterWerte ë Z derSkal.-Transf.Gl. (2.9).Alle Wertein a.u.. �
relativ zu demhöchstgenauenWert -9504.7567469229, sieheTab. 4.4undRef.[4]. ï j è�ï]Y sinddieAnzahl
der Elementeund die effektive Punktezahldesjeweiligen Gitters (sieheauchAbsch.4.1.2).Inder ersten
Spalteist auchdie FEM-Ordnunggegeben.

für â � 
 �
(d. h. ohneSkalierungstr.) zeigt,dasswir in derLagesind,mit kleinerenGitterneine

bessereGenauigkeitbei AusnutzungderSkalierungstr. zuerreichen.WeiterhinzeigtderVergleich
mit Ref. [21], dassunsereWertefür kleineGitterpunktzahlenviel genauersind.Dies ist einegute
Voraussetzung,umkompliziertereSystemezuberechnen.

4.2 Ergebnisseder 2-Spinor Berechnungen,ein Vergleich
zum 4-Spinor Fall

4.2.1 2-Spinor Einelektronensysteme

Obwohl in der 2-SpinorBerechnungdasFunktionalnichtlinearin der Energie ist, wurdenkeine
NachteileoderspeziellenEffektebeobachtet,dieaufdieseNichtlineariẗatzurückzuf̈uhrensind.Im
Gegenteil,wie die Ergebnissezeigen,hatdie 2-SpinorFormulierungzahlreiche(numerische)Vor-
teile gegen̈uberder4-SpinorFormulierung.Die Werteder2-SpinorRechnunglassensichgenauso
wie im 4-SpinorFall überdie IterationszahlgeometrischundüberdiePunktzahllogarithmischex-
trapolieren.Die Abb. 4.4zeigtdieselbenSysteme

Ä '2 und
� � �[X[Z '2 für verschiedeneGitter mit der

gleichenOrdnungwie in derAbb. 4.1(4-SpinorFall) für dasjeweiligeSystem,wobeiaberkleine-
re � als im 4-SpinorFall benutztwurden,weil wie sp̈atergezeigtwird, die 2-SpinorRechnungen
singul̈areKo.-Tr. mit kleinerem� alsdie 4-SpinorBerechnungenerfordern.

Die Darstellungenin Abb. 4.4 für 2-Spinorsehen̈ahnlichaus,wie die Darstellungenin Abb.
4.2für 4-Spinor, abermit verschiedenenAbständenzwischenderLinien,wasnichtalsHinweisauf
spezielleEigenschaftenanzusehenist, dader relative Fehlerbez̈uglich des(geom.)extrapolierten
WertesdesjeweiligenGitters

� ¥1 berechnetwird:0/� � ~ 
 
 � � ~ 
 C�� ¥1 wobei
� ¥1 
 � ¥ � ~wÿ � 
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Zustand Ord./� ' } � + K �`_ba � â � �
Ref. [21]� 7 m5
 ° � � 7 } E 
 7/200/4900 0.25 4 0 -6815.5132180

7/128/3136 0.20 8 1.2 -6815.5132226
9/128/2916 0.20 8 0.8 -6815.5132179� E m5
 ° & � 7 } E 
 7/200/4900 0.25 4 0 -3374.5200034 -3374.51991
7/128/3136 0.30 8 1.0 -3374.5200068

_
9/128/2916 0.30 8 0.75 -3374.5200072

_� E m5
 ° � � 7 } E 
dì 7/200/4900 0.30 4 0 -2564.1807300� � 8 
 ° & � 7 } E 
 7/200/4900 0.30 4 0 -2455.9562581 -2455.95599
7/128/3136 0.35 8 1.2 -2455.9562602

_
9/128/2916 0.35 8 0.8 -2455.9562591

_� � 8 
 × & � 7 } E 
 7/200/4900 0.30 4 0 -2010.6635076 -2010.66336
7/128/3136 0.40 8 1.3 -2010.6635077

_
9/128/2916 0.40 8 0.8 -2010.6635013

_� � 8 
 × � � 7 } E 
dì 7/200/4900 0.30 4 0 -1917.1239318
_� � m5
 ° & � 7 } E 
 7/200/4900 0.35 4 0 -1652.8152490
_

-1652.81490
7/128/3136 0.43 8 1.2 -1652.8152476

_
9/128/2916 0.43 8 0.7 -1652.8152436

_� � m5
 ° � � 7 } E 
 ì 7/200/4900 0.35 4 0 -1336.6743699
_� � 8 
 ° & � 7 } E 
 7/200/4900 0.35 4 0 -1330.2555052
_

-1330.25490
7/128/3192 0.50 8 1.2 -1330.2554987

_
9/128/2970 0.50 8 0.8 -1330.2561317

_� � 8 
 × & � 7 } E 
 7/200/4900 0.45 4 0 -1138.9781703
_

-1138.97681
7/128/3192 0.40 8 1.2 -1138.9781656

_
9/ 72/2970 0.40 8 0.9 -1138.9781591

_
Tabelle 4.12: ExtrapolierteEnergiewerte einiger angeregter Zusẗandefür 4-Spinor �	X Zª�[� �æ , Abstand
R=õ]¦�é]� zwischendenbeidenZentren.ë Z ó�� bedeutetohneSkalierungstr. � Im Unterschiedzur Grund-
zustandsextrapolation(in Tab. 4.6)wurdealsExponent7 bzw. 9 (dieFEM-Ord.)zurExtrapolationbenutzt.í
MangelseindeutigerKorrelationzunichtrelativistischenNiveausist dieZuordnungnur wahrscheinlichaber
nichtsicher.

D. h. kleinerelativeFehlersindnicht in ersterLinie HinweisaufeinebessereGenauigkeit,sondern
siezeigen,dassder(geom.)extrapolierteWert

� ¥1 nicht weit von denWerten
� � ~ 
 für dasbetrach-

teteGitter ist, wie esin
� � �YX[Z '2 derFall ist ( Abb. 4.4 rechts).Andersist esim

Ä '2 Fall Abb. 4.4
(links), wo die Linien relativ flachverlaufen.Dies ist ein Hinweisauf großerelative Fehler, d. h.
derextrapolierteWert ist weit vondenWerten

� � ~ 
 entferntunddieExtrapolationhatmehrbewirkt.
Diesist leichtzuverstehen,denndieNichtlineariẗatin derEnergiespieltfür schwachrelativistische
SystemeeinesehrgeringeRolle,währendsiesichin starkrelativistischenSystemenbeimIterieren
bemerkbarmachtunddie Extrapolationwenigereffektiv ist. TrotzdemhatdiegeometrischeExtra-
polationim 2-SpinorFall ein ähnlichesVerhaltenwie im 4-SpinorFall, wie derVergleichzwischen
Abb. 4.4 undAbb. 4.1 zeigt,wobeimandie unterschiedlicheAnzahlderElementein denbeiden
Abbildungenbeachtenmuss.
Bemerkenswertist, dassim 2-SpinorFall die singul̈areKo.-Tr. Gl. (2.7) genausofunktioniertund
die gleicheWirkung wie im 4-SpinorFall hat,sodassmanähnlicheTabellen(sieheTab. 4.5,4.6)
für die Konvergenzordnungerstellenkann.Die werdenin denTab. 4.13,4.14dargestellt,undsind
wie im 4-SpinorFall, Abb. 4.2,erstelltworden. Wie schonerwähntwurde,ben̈otigt manzur Teil-
regularisierungderSingulariẗatwenigerhohe � als in 4-SpinorBerechnungen.Dasbedeutet,dass
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Abbildung4.4:Der RelativeFehleralsFunktion der Iteration im 2-Spinor Fall
§ �æ (links) und�	X Zª�[� �æ (rechts).Auf der Vertikalachseist À�Áb:Áî7ÂlÃ 6 ð 8ÃYï ñ aufgetragen,der relative Fehlerin der ò ten-Iteration,

auf der Horizontalachsedie Iterationszahlò . § �æ ist mit 5.-OrdnungFEM und Ko.-Tr. £fó;õ , �	X Zo�[� �æ mit
7.-OrdnungFEM undKo.-Tr. £Wó4  berechnet;nebendenLinien ist dieElementezahldesjeweiligenGitters
angegeben.

die Fehlergewichtungin der2-SpinorRechnungandersals im 4-SpinorFall ist, unddamit ist das
Konvergenzverhaltenunterschiedlich.Esist bemerkenswert,dassin 2-SpinorBerechnungenkeine
Superkonvergenzzu beobachtenist, d. h. bei 1.-OrdnungFEM, � 
 7 
D�y� ��Ô andersals im
4-SpinorFall (Vergl. (4.6),(4.3))wo � 
 E

ist. Es gilt für die Konvergenzordnung� in 2-Spinor
Berechnungen: ��
 ; � für � Ô µ��� Ô für � Ô L�� (4.4)� ist ausdenTabellen4.13und4.14zu entnehmen,wobei � wie immerdie FEM Ordnungist und��Ô wie in Gl. (4.6)definiert.
In derTab. 4.15und4.16ist ein Vergleich zwischendenbeidenFormulierungenfür die SystemeÄ '2 bzw

� � �[X[Z '2 angegeben.In denbeidenFällensindalle Werteerstgeom.unddannlog. extra-
poliert undwir beobachtenfolgendes:Ø In denbeidenTabellensehenwir, dassdie geom.extrapoliertenWertevon oben(Min-Max

Prinzip)konvergieren,andersalsim 4-SpinorFall, wo dieWertemeistvonuntenkonvergie-
renoderoszillierendesVerhaltenzeigen.Ø Für dasSystem

Ä '2 wie die Tab. 4.15zeigt,sinddie2-SpinorEnergienleichtbesservor der
Extrapolationalsdie 4-SpinorWerte.Siesindaberviel bessernachderlogarithmischenEx-
trapolation.Offensichtlichist dieFehlerwichtungbeim

Ä '2 ähnlichwie beiderSchr̈odinger-
Gl., sodaßsichdie Werteambestenextrapolierenlassen(sieheDiskussionfür Abb. 4.5)Ø In
� � �[X[Z '2 Tab. 4.16ist die 2-SpinorFormulierungwenigereffektiv als für

Ä '2 . Die Werte
sind abergenausogut wie 4-Spinoroder leicht besser, und die Extrapolationhat bessere
Eigenschaftenin 2-Spinor, (siehedie Diskussionfür Abb. 4.6).

In denAbb. 4.5, 4.6 zeigenwir aucheinenVergleich zwischen2-Spinorund 4-Spinorvor und
nachderExtrapolationmit BerechnungenersterOrdnungFEM undKo.-Tr. ��
 E =o�@=0þ�= \

für beide
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Order/Koord. ��
 E ��
 � �]
 þ ��
 \
1 1 1 1 1
3 3 3 3 3

_
5 5 5

_
5
_

5
_

Tabelle4.13:KonvergenzOrdnungfür 2-Spinor
§ �æ , geometrischextrapolierteWertesindgenommenund

nachAbb. 4.2,vgl. Tab. 4.5. � DieseWertelassensichnicht sogenauermitteln,etwaz. B. wie in Abb. 4.2§ �æ links.

Ord./Koor. ��
 E ��
 � �]
 þ ��
 \
1 1 1 1 1
3 1.5 3 3 3
5 1.5 3 4.5

_
5
_

7 1.5 3 4.5 6
_

Tabelle4.14:KonvergenzOrdnungfür 2-Spinor�	X Zª�[� �æ , geometrischextrapolierteWertesindgenommen
undnachAbb. 4.2,vgl. Tab. 4.5. � DieseWertelassensichnicht sogenauermitteln,etwaz. B. wie in Abb.
4.2

§ �æ links.

System
Ä '2 ,

� � �YX[Z '2 . Wie wir in Abschnitt4.1.2ausgef̈uhrt haben,ist in denAbbildungender
relative Fehlerzu demhöchstgenauenWert genommen(sieheUnterschriftin Tab. 4.15und4.16)
undbez̈uglich � + logarithmischdargestellt÷ . Im VergleichzurAbb. 4.3 ist aberhiernurbis � + 
7 áQþ �

gezeigtmit zus̈atzlichenPunkten.Die oberenLinien sinddie geom.extrapol.Werteunddie
unterensind nochlogarithm.extrapoliert.Man merkt einegewisseÄhnlichkeit zwischendem2-
Spinorunddem4-SpinorVerhalten,esgibt aberauchdeutlicheUnterschiede.

Die folgendenBemerkungenim Bezugauf die Abb. 4.5, 4.6 und die Tab. 4.15,4.16 (Siehe
auchRef. [1]) sinddaherfestzu halten:

1. Die Konvergenzordnung� (SteigungderoberenLinien) in 2-SpinorRechnungenist gleich
derFEM Ordnung� , �Ö
 7 
 � für alle � (keineSuperkonvergenz)X . Dieserwecktzun̈achst
denEindruck,dassdie 4-SpinorWertebesserseienals die 2-SpinorWerte,wennmandie
geom.extrapol. Werte in der Abb. 4.5, 4.6 vergleicht. Dies wird aberwiederlegt, wenn
man die logarithmischextrapoliertenWerte vergleicht (in den beidenSystemen

Ä '2 und� � �[X[Z '2 ). Diesist aucheinerderGründe,warumdie Extrapolationsowichtig ist. Siebringt
dieverdecktennumerischensystematischenFehlerhervor undzeigtdie “wahren”Ergebnis-
se.

2. Für
Ä '2 im 2-SpinorFall zeigt ��
 �

diebesteGenauigkeitwährend��
 E
diegleichm̈aßig-

stenErgebnissezeigt, aber in 4-Spinorsind � 
 �@=0þ
am genauestenund �y
 �

ist am
gleichm̈aßigsten.
Für

� � �YX[Z '2 verhaltensichalle � gut im 2-SpinorFall, ��
 ��=�þ
sindbeidegenauerals ��
 \

,��
 �
ist am gleichm̈aßigsten,währendfür den4-SpinorFall ��
 þ

am bestenist, wobei
bei einernochgrößerenPunktzahlsich ��
 þ�= \

gleichverhalten(VergleichRef. [4] Abb.
3) und � 
 �

ist gleichm̈aßigeralsdie anderen� . In 4-Spinorist � 
 E
amschlechtesten,ð

EineDarstellungbez̈uglich der ï j , derElementzahl,würdeähnlichaussehen� In Fall 4-SpinorgeltenGln. (4.6),(4.3)
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Abbildung4.5: À*Áb:Áî Â�ÃÃ ñ vs. À�Áb:Áî	ï�Y�ñ , VergleichdesKonvergenzverhaltenszwischen2-Spinor(links) und
(rechts)4-Spinorfür

§ �æ , 1.-Ord.FEM. und Ko.-Tr. £¤óùõ èo QèY© èY« , ï�YýE�[� ó§ô7ñ�©�  , ObereLinien Geom.
Extrapl.Werteüberdie Iterationszahl,die unterenLinien sind nochlogarithm.(rational)extrapoliert über
die ï�Y die effektiven Punktezahlbzw. ï j die ElementezahldesGitters.Relativer Fehlerbez̈uglich dern
Wert -1.10264158103358
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Abbildung 4.6: À�Áb:¶î Â�ÃÃ ñ vs. À�Áb:Áî	ï�Y�ñ , Vergleich desKonvergenzverhaltenszwischen2-Spinor (links)
und 4-Spinor(rechts)für �	X Zo�[� �æ , 1.-Ord. FEM, sieheAbb. 4.5. Relativer Fehlerbez̈uglich dern Wert -
9504.7567469229
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2-Spinor 4-Spinor� w } � + � �� # �[¤ 2 + & � 2 � # �Y¤ 2 + & � �� # �Y¤ 2 + & � 2 � # �Y¤ 2 + &
8/100 -1.1025387648822 -1.1178889257148
32/400 -1.1026412886681 -1.10264138889619 -1.1026461472713
72/900 -1.1026415734260 -1.10264157846063 -1.1026418021369-1.1026417257365
128/1600 -1.1026415805589 -1.10264158098837 -1.1026415840410 -1.1026415705705
200/2500 -1.1026415809860 -1.10264158103782 -1.1026415812301 -1.1026415809065
288/3600 -1.1026415810260 -1.10264158103367 -1.1026415809160 -1.1026415808548

Tabelle4.15: È Z 6 Zoä æ 8 5 Energienfür
§ �æ , Vergleichzwischen2-Spinorund4-Spinor, mit �üóeõ èY��ýÐ�^�¬óõ�©�¡Qé¢�!é , und 5.-Ord. FEM. Die Ko.-Tr. sind für 2-Spinor £üó õ , und £0óò  für 4-Spinor. ï j è©ï�Y die

Elementezahlbzw. effektive Punktezahldesjeweiligen Gitters.(sieheAbsch.4.1.2).Alle Werte in ¡Qé¢�!é .Z Geom.Extrapl.WerteüberIterationzahl,æ (rational)Extrapl.Werteüber ï j bzw. ï�Y . (sieheTab. 4.9).
HöchstgenauerWert -1.102641581033588Tab. 4.3.

2-Spinor 4-Spinor� w } � + � �� # �[¤ 2 + & � 2 � # �Y¤ 2 + & � �� # �Y¤ 2 + & � 2 � # �[¤ 2 + &
8/196 -9504.5962904626 -9506.9802944593
32/784 -9504.7562304464 -9504.7558769219 -9504.7591601303-9504.7548145052
72/1764 -9504.7566977315 -9504.7567421423 -9504.7567904348-9504.7567272018
128/3136 -9504.7567379446 -9504.7567468735 -9504.7567504711-9504.7567472536
200/4900 -9504.7567445857 -9504.7567469606 -9504.7567473935 -9504.7567469130

Tabelle4.16: È Z 6 Zªä æ 8 5 Energien für �	X Zo�[� �æ , Vergleichzwischen2-Spinorund4-Spinor, mit ��ó õ]¦�é]�¡Qé¢�$é���ýÐ�[�WóÙ� éêôb B¡Qé �!é , und7.-Ord.FEM. Die Ko.-Tr. sindfür 2-Spinor £¬óÉ  , und £?óÙ© für 4-Spinor.ï j è©ï�Y sieheTab. 4.15.Alle Wertein ¡Qé �!é . Z Geom.Extrapl.Werte, æ (rational)Extrapl.Werteüber ï j
bzw. ï�Y (siehTab. 4.9).HöchstgenauerWert -9504.7567469229Tab. 4.4.

wärendim 2-SpinorFall �]
 E
besserist als �³
 \

, zeigtaberstarkoszillierendesVerhalten
bei derExtrapolation.

3. Aus denAbb. 4.5,4.6 unddenTab. 4.15,4.16und dervorherigenDiskussionkönnenwir
schließen,wasvorhermehrmalserwähntwurde,dassbei 2-Spinorzur Teilregularisierung
derSingulariẗat ein niedrigeres� nötig ist unddie Regularisierungeffektiver undsystema-
tischerist. D. h. dersingul̈areFehlerlässtsichnäherungsweisein eineReihemit Potenzen,��Ô = ��Ô ' 2 = ��Ô ' R = 45454 entwickelnund damit extrapolieren.DiesebemerkenswerteEigenschaft
siehtim Detail soaus:
Wenn man die Extrapolationexakt machenwill, so mussman eigentlichzwei getrennte
Reihenbenutzen,d. h. zwei Fehlertypenunterschiedlichextrapolieren;die einefür densin-

gulärenAnteil
� Ô 
�ó 1{  / â { ¯ #dô� ' { + v %�õ{

, wobeidie PotenzenausderTab. 4.5,4.6,4.13,4.14
entnommenwerdenkönnen( � / sieheweiter unten).Und die andereReihefür denglatten
(FEM) Anteil

ç
ist
� � 
 ó 1�  / " � ¯ � ' ��

. Dieswird erreicht,indemmandie Potenzenin der
folgendenForm gruppiert:� % 
 � Ô � � � 
 � ) 2� {  / â { ¯ # ô� ' { + v %ªõ � � � ¯ # ô� ' � ) �o+ v %ªõ 
 � � ) 2��  / " � ¯ # � ' � + � � � ¯ # � ' � ) �,+ 
ö

In dieserEntwicklungmussmanbeachten,dassim 4-SpinorFall 1.-OrdnungFEM wegender Super-
konvergenzß¨=ø÷ durch õE=Ê÷ zu ersetzenist vergl. Gl. (4.6,4.3)
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 � ) ��-  � 8 - ¯ e � � � � ¯ e q 
 (4.5)

wobei þ C 7
die Anzahl der Terme,und þ die Anzahl der zu extrapolierendenWerte ist.

Dawegen
� � 
 � / � � % nocheinzus̈atzlicherWertben̈otigt wird, wobei

� / den“wahren
Wert” bezeichnet,derunbekanntist unddurchdieExtrapolationermitteltwird (sieheAbsch.
2.3.2).Die Koeffizientenfast gleicherPotenzen

� Ô 2 � ~ 
 4 � / s � � �
werdensummiert8 - 
kâ { � " � für ein gewisses��
y� � ~ =�� 
 .

Die anderenPotenzenordnensich in der neuenReihenachsteigenderGrößebis zu einer
gewissenPotenz§ � ) � an,die mit einerPotenz

� Ô 2 � ~ 
 4 � / ausdererstenReiheodereiner
Potenz

� � � � 
 ausderzweitenReihe,übereinstimmt,sodassdie AnzahlderTermein Gl.
(4.5) gleich þ C 7

bleibt. Die Potenzenin der erstenReihekönnenleicht mit Hilfe der
Tabellen4.5, 4.6, 4.13, 4.14 und Gl. (2.7) berechnetwerden.Man brauchteigentlichfür
einebestimmtesingul̈areKo.-Tr. derOrdnung� nur � / zu kennen,wobei � / die niedrigste
Konvergenzordnungist, die ausdemTerm

m ~:þ�� 2 �Wm5
 = m ~:þ 2 � n 
 herauskommt.� / ist konstant
für ein bestimmtesSystem,aberkannunterschiedlichbez̈uglichdes2-Spinoroder4-Spinor
Fallessein,so z. B. � / s 7 p í für

� � �YX[Z '2 und � / s �
für

Ä '2 im 4-SpinorFall (siehetab.
4.5),4.6.Und � / s 7 p í für

� � �[X[Z '2 und � / ¢ í im 2-SpinorFall Somiterḧalt manin guter
NäherungeineReiheausdenzweiReihen.Die Sequenz

� e � 
yÀ*§ - Á 
 À�§ � = 4!454 = § � ) � Á setzt
sichausdenkleinstenZahlen§ - ausderMenge

� % ôBù � � 
 À � Ô 2 � ~ 
 4 � / � ~l
 ��= 7 = E = 43434 Á ùÀ�� � ����� 
 7 = E = 45434 Á Z zusammen,sodaßdie AnzahlderTermein derresultierendenReihe
gleich þ C 7 ist. Und eswürdedann § � 
 � Ô 2 4 � / 
 oder � gem̈aßGl. (4.4) im 2-SpinorFall
oderGl. (4.6) im 4-SpinorFall gelten.

D. h. im Endeffekt wennsichdiebeidenFehlernichtvermischen(odersichnurschwachver-
mischen),könnensiedurchzwei Entwicklungengetrennteliminiert werden–mit Potenzen
ausderSequenz

� e , die eineKombinationauszwei Sequenzen,densingul̈arenundglatten
Anteilen,entḧalt. Die Koeffizienten 8 - lassensichdanndurchdieExtrapolationohneweite-
resbestimmen,undsomitwürdemaneinenbesserenWerterhalten,alswenneinederbeiden
Reihenzugrundegelegt wird. DieseÜberlegunghabenim 2-SpinorFall gut funktioniert.

EineandereMöglichkeitwäreeinReihemit einerSequenz,dieausaufsteigendenPotenzen,
d. h. denkleinstenZahlenausderMenge

� % � 
 À�� { = ~d
 7 = E =0��= 43434 Á 
 À*� = � � 7 = � � E = 45454 Á
besteht,wobei � die Konvergenzordnung� / . DieseSequenz(Entwicklung)hat im 4-Spinor
Fall gut funktioniert undwurdegenerellverwendet.Tats̈achlichwurdeim 4-SpinorFall in
denmeistenBerechnungenkaumein UnterschiedzwischendenbeidenSequenzen

� % und� e beobachtet,auchwenneskonzeptionellbesserist, die
� % zu verwenden,insbesondere

in denBerechnungenfür
� � �YX^Z '2 . In denBerechnungenfür

Ä '2 scheintesAusnahmenzu
geben.Soz. B. in derTab. 4.9für ��
 E

und5.-OrdnungFEM, womit �Ö
 �
und ��
 í sind,

war die Extrapolationüberdie Sequenz
� e 
 À ��= í =0þ�=,á�= 43434 Á leicht besser�o� alsüber

� % 
À ��=z�@= í =oþ�=dá�= 43454 Á . Wobeihier derersteTermausdemsingul̈arenAnteil mit § � 
 Ô 2 4 � / 
� / 
 �
unddie anderenTerme À�§ - = �²
 E =0��= 4!434 Á ausderMenge

� � � 
 À0� = � � 7 = 4!454 Á mit� Zubeachten,dassfür einbestimmtes£ gilt úwûoü�ý�ó ëÌÒbþuèYÒbþ � æ]è[Òdþ � A è]önö]ö û ó�ë�î þ æ =?ò2ñ~öÿÒ � è�ò¶ó<�uè]ô�è©õuè]önöpö û ,
sieheGln. (2.7).Zª� sieheGl. (4.6).Z,Z Dasbedeutet,dassdie Fehlergewichtungähnlichwie beim 2-SpinorFall ist; dies ist zu verstehen,da§ �æ einsehrschwachrelativistischesSystemist.
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� 
 í sind.Obwohldiesnicht für alleGitter (die in derTabellestehen)derFall war, wurde
dieseSequenz,d.h.

� e , verwendet.DieseAusnahmespieltvielleichtkeinewesentlicheRolle
soll abererwähntwerden.In

� � �[X[Z '2 wurdeein ähnlicherFall nichtbeobachtet.

Damit ist klar, dasssichdie Fehlerim 4-SpinorFall in eineranderenArt undWeisevermi-
schend. h. die GewichtungderbeidenFehlerist andersals im 2-SpinorFall, undesbleibt
nochoffen, wie diesesVerhaltenzu verstehenist. Es gibt hier einigeAnhaltpunkte,z. B.,
dassdiesdurchdie Anzahl der Gitterpunktebeeinflusstwird, d. h. in kleinenGittern und
für kleine � hatderFEM-Anteil größeresGewicht alsdersingul̈are,währendin großenGit-
tern beideFehleranteileehergleichesGewicht haben,zumindestin denerstenTermender
Fehlerentwicklung.

Zusammenfassendkönnenwir sagen,dassdie Fehlergewichtung bei 2-Spinor günstiger
(dem nicht-relativistischenFall ähnlicher)als in 4-SpinorBerechnungenist. Und dasist
einerderGründe,warummanim 2-SpinorFall bessereExtrapolationseigenschaftenbeob-
achtet,wasletztlich zubesserenGenauigkeitenführt.

4. Aufgrund der Diskussionim vorigenPunkt3., regularisiertin
Ä '2 �M
 E

die Singulariẗat
weitgehendundesbleibt fastnur nochdenFEM Fehler, der sichsozusagen“exakt” durch
die Potenzen� = � � 7 = � � E =5p�p.p extrapolierenlässt.Dieswurdein Tab. 4.15gemacht.Diese
Situationist andersals bei 4-Spinor, wo die gleicheSequenzzum Extrapolierenbenutzt
wurde,aberdie Extrapolationdurchdensingul̈arenAnteil gesẗort bleibt.Dasselbegilt auch
im Fall ��
 þ�= \ = 7 �

, wobeidie Störungdurchdensingul̈arenAnteil allerdingskleinerwird.

5. In derAbb. 4.5zeigendie unterenLinien für die 2-SpinorBerechnungendie effektiveKon-
vergenzordnung� w���� j 7 �

abḧangigdavon,welches� undwelchePunktzahlmanbetrach-
tet. ��
 �

hatdiehöchstedurchschnittlichSteigung� w���� s q
. In derAbb. 4.6für

� � �[X[Z '2 im
2-SpinorFall und � 
 E

hat mandie höchstedurchschnittlichSteigung� w���� s á
, welche

gleichdervon2-Spinor
Ä '2 für �]
 E

ist.

Ord.
} � w } � + � �� # �Y¤ 2 +W� � 2 � # �Y¤ 2 + &

7/8/196 -1.102640906879
7/32/784 -1.102641580804 -1.10264158084587
7/72/1764 -1.102641581034 -1.10264158103512
9/8/324 -1.1026415717226
9/72/1296 -1.1026415809958 -1.10264158099591

Tabelle4.17: ô�î:ô,¦~õ�ñ*: Wertefür 2-Spinor
§ �æ 7.- u. 9.-Ord.FEM, mit £¬ó�õ , siehe4.15

6. Esist nicht selbstversẗandlich,dassdie ErhöhungderFEM OrdnungeinengenauerenWert
ergibt. In derTab. 4.17zeigenwir Rechnungenfür

Ä '2 mit ��
 E
. Die Tabellezeigt,dassdie

7.-OrdnungFEM BerechnungeinenWert ergibt, der genauerist, als die 5.-OrdnungFEM
für diesePunktzahl.Sieextrapoliertsichaberschlechter, unddie 9.-OrdnungFEM ergibt in
diesemFall einenschlechterenWertundlässtsichkaumnochextrapolieren,wahrscheinlich
aufgrundderFehlerakkumulation� 2 .Z æ Die Berechnungenim 2-SpinorFall wurdenauf den kleinenRechnerndesRechenzentrumsund die

Integrationpunktefür die Berechnungder Integralemit zweifacherGenauigkeitberechnet.Im Gegensatz
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4.2.2 2-Spinor Dirac-Fock-Slater

Wir habenin Abschnitt1.2.1gezeigt,dasssich die 2-SpinorDirac-Fock-SlaterNäherung(DFS-
Näherung)einfachformulierenlässt,wennman davon ausgeht,dasszu jederSCF-Iterationdas
gesamtePotential,dasausKern-undAustauschpotentialbestehtGl. (1.24),alsein festesPotential
angenommenwird.
Wir wollen unsereErgebnisseanzwei BeispielenN 2 undCO zeigen.DieseBeispielewurdenbe-
wusstgewählt, weil sie durchdie 4-SpinorDefekt KorrekturMethode(DKM) Ref. [6] und mit
nichtrelativistischerFEM Ref. [26] undderMultigrid Methode(MGM) Ref. [28] untersuchtwor-
denwaren.

Die Ergebnisseder2-SpinorBerechnungenzeigen,dassgenerellähnlicheErgebnissewie im
4-SpinorFall erreichtwerdenkönnen,d. h. es lässtsich etwadieselbe(oder leicht bessere)Ge-
nauigkeitfür dasselbeGitter in leichtenzweiatomigenMoleküle erzielen.Wichtig dabeiist, dass
beigleicherGenauigkeitdie2-SpinorRechnungeneinenviel geringerenAufwandalsdie4-Spinor
Berechnungen(sieheAbsch.3.3.1)erfordern.
In Tab. 4.18,4.19zeigenwir beideSystemeN 2 undCOunddieErgebnissemit DKM-Rechnungen

��
 E ��
 �� w } � + � �Ü*-oÜ � 2Ü�-iÜ � �Ü�-iÜ � 2Ü*-oÜ
72/900 -108.4084364717 -108.4085464581 -108.4085876730 -108.4090082303
128/1600 -108.4094023162 -108.4094792073 -108.4094201384 -108.4094767742
200/2500 -108.4094635649 -108.4094811434 -108.4094716372 -108.4094778443
288/3600 -108.4094751645 -108.4094801707 -108.4094791456 -108.4094806629
392/4900 -108.4094784380 -108.4094804211 -108.4094801210 -108.4094803804

512/6400 -108.4094805ã
“ h.g.W“ -108.4094804308 -108.4094804308

Tabelle4.18:RelativistischetotaleEnergie für 2-SpinorN æ , mit 5.-Ord.FEM und £´ó õ èo  , ��ó õué¢��©]« ,� ýÐ�[� óeõ]�Ñ¡Qé¢�$é , Z diegeom.extrapol.Wert, æ log. extrapol.Werte. å DKM Ref.[6]. “ h.g.W“ hochgenauer
Wert,derdurchAddierendeshochgenauennichtrel.Multigrid Wertes-108.34661414770(sieheFußnote13)
undden(extrapol.)WertdesRel.Effekts-0.06286628316ensteht.Alle Wertein ¡Qé¢�$é
ausRef. [6]. Wir habenauchdennichtrelativistischenGrenzwertder Grundzustandsenergie be-
rechnet.Daraushabenwir denrelativistischenEffekt errechnet,derwesentlichgenauerist, alsdie
berechnetenWerteselbst.Für dasEinelektronensystem

Ä '2 wardasbereitsbekanntRef. [7]. Dann
addierenwir daszueinemnichtrelativistischenWert ausMultigridrechnungen� P , welchersehrge-
naumit geringeremAufwand berechenbarist, und erhaltendamit einenhochgenauenWert, mit
demwir unsererelativistischeWertevergleichenkönnen.Dieswird in denTab. 4.18,4.19mit “ h.
g. W.“ (hochgenauerWert) bezeichnet.

dazuwurdendie Berechnungenim 4-SpinorFall auf demfrüherenHochleistungrechnerdesRechenzen-
trums

”
Calculus“ und die Integrationpunktefür die Berechnungder Integralemit vierfacherGenauigkeit

berechnet.Der Unterschiedin derGenauigkeit,wennmandie Integerationspunktemit vierfacherGenauig-
keit berechnet,wurdeuntersuchtundist von derGroßenordnungô,� � Z æ .Z ç O. Beck,Privatmitteilung,sieheauch[26]



60 KAPITEL 4. ERGEBNISSEUND DISKUSSION

��
 E ��
 �� w } � + � �Ü*-oÜ � 2Ü�-iÜ � �Ü�-iÜ � 2Ü*-oÜ
128/1600 -112.2016508786 -112.2020666749 -112.2017525929 -112.2018353481
200/2500 -112.2018114311 -112.2018572382 -112.2018348452 -112.2018448089
288/3600 -112.2018374782 -112.2018482734 -112.2018470229 -112.2018499096
392/4900 -112.2018446600 -112.2018489291 -112.2018485523 -112.2018489571
“ h.g.W“ -112.2018490665 -112.2018490665

Tabelle4.19:RelativistischeTotalenergie für 2-SpinorCO, mit 5.-Ord.FEM und £áó�õuèi  , ��ó�õué£ô��~õ ,��ýÐ�[�0ó�õ]��¡Qé �!é , Z die geom.extrapol. Wert, Z log. extrapol. Werte.“ h.g. W“ hochgenauerWert, der
durchAddierendeshochgenauennichtrel.Multigrid Wertes-112.1299069274 (sieheFußnote13) undden
(extrapol.)WertdesRel.Effekts-0.071942139,ensteht.Alle Wertein ¡Qé¢�!é
Zur Extrapolation von DFS-Rechnungen

Die SCF-Iterationsvorschriftwurdeschondiskutiert,undwie schonerwähnt,wurdeim Fall geom.
Extrapolationfür DFS kein größererUnterschiedzu den Einelektronsystemen(festesPotential)
festgestellt.Es ist aberzu erwarten,dassder 2-SpinorFall wenigereffektiv seinwird, weil die
(4-Spinor) Dichte und darausdasPotentialberechnetwird. Es kommt die Berechnungder un-
terenKomponentenins Spiel unddiesehat weiterenumerischeFehler(glatte,singul̈areoderan-
dererArt), die zum gesamtenFehlerbeitragen.Die OrbitalehabeneineunterschiedlicheFehler-
gewichtung,die sich in derGesamtenergie summieren,unddamit ist die Fehlergewichtungin der
totalenEnergie andersals für die einzelnenOrbitaleunddiesewiederumsindauchandersals für
Einelektronensysteme(d.h. mit festemPotential).Insbesondereder glatteAnteil, der sichanders
verḧalt, ist viel stärkerin denhöherliegendenOrbitalenvertretenalsdersingul̈areAnteil, der im
kernnahenBereichkonzentriertist. Diesgilt abermehrfür Einelektronensystemeals für die ein-
zelnenOrbitalein DFS-Rechnungen,weil dieseOrbitaleeinensingul̈arenAnteil ausder Dichte-
Berechnungbekommenundsomitdassingul̈areVerhaltendertiefliegendenOrbitaleeingeht.Dies
wurdein denTabellen4.20– 4.23)besẗatigt.
In denTabellen4.20-4.23habenfastalle Orbitaledie gleicheKonvergenzordnung,die sichaber
leicht von derKonvergenzordnungder totalenEnergie (Tab. 4.18,4.19)aufgrundderBerechnung
mittelsdeskorrigiertenEnergieausdruckesunterscheidet(mehrdazusp̈aterin derDiskussionder
Tabelle).Dies alles wirkt auf die Extrapolationund lässtden Gewinn der Extrapolationin den
DFS-Rechnungennicht sogroßausfallen,sodassdie Extrapolationnichtsogut ist wie bei denEi-
nelektronsystemen.Vielleicht liegt derGrundaberin einerFehlergewichtung,wie beim4-Spinor
Fall, unddasmussmannicht nur erkennensondernauchin effektiver Art undWeisetrennenund
extrapolieren.Wasich mit einigemErfolg auchhier versuchthabe,ist die getrennte(Entwicklung)
Näherungdurchzwei ReihenGl. (4.5),die sichin einerReihenentwicklungsummierenundextra-
polieren,wie esbeimEinelektronsystem(2-SpinorFall) gemachtwurde.

Im Folgendenwerdendie bereitserwähntenPunkteim Detail diskutiertanhandder Tabellen
4.18,4.19für die totaleEnergie,unddanndie einzelnenOrbitalemit denTabellen4.20-4.23.
Die logarithm.extrapol.Wertein Tab. 4.18sindmit denfolgendenPotenzenextrapoliert,für ��
 E

,À�§ - Á 
 � e 
 À���Ô = � = � � 7 = � � E =5p.p.p 
 À ��p E = í =�þK=,áK=3p.p.p Á , wobei ��Ô�
 Ô 2 4 � / 
y� / s ��p E
und �²
 í ,

die FEM-Ordnungist. Das bedeutet,dassin der Näherungin Gl. (4.5) für daskleinste � 
 E
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nur derersteTermausdemsingul̈arenAnteil genommenwurde,unddie anderenTermeausdem
FEM-Anteil, weil nachGl. (4.5) und(2.7) die zweitesingul̈arePotenzin derEntwicklungvon

� Ô
gleich ��Ô ' 2 
 � Ô 2 � 7 
 4 � / s E 4 ��p E 
 þ�p¬�

ist, da � 
 E
in diesemFall ist. Und diesbeeinflusst

dasErgebniskaumnoch, insbesonderein der rationalenExtrapolationGl. 2.13,da hier nur die
erstendrei Potenzen.3.2, 5, 6 (für denNennerund denZähler)gebrauchtwerden(die gesamte
AnzahlderWerte,die bei dieserRechnungzur Verfügungstehen,ist gleich7). Für � 
 �

wurdeÀ�§ - Á 
 � � 
 À�� = � � 7 = � � E =5p�p.p Á 
 À í =0þ�=,á�=5pTp.p Á benutztunddamitwurdenur derFEM-Anteil
betrachtet.Dieswird dadurchbegründet,dassin leichtenSystemenmit diesem� derFEM Anteil

�5� � Å{ � ¥{ ���{ �
1 -13.98938257734593 -13.98938257717280 -13.98938182936445 3.1
1 -13.98796237832802 -13.98796237819601 -13.98796163976144 3.1
1 -1.008427820071891 -1.008427551952746 -1.008427296395043 3.1
1 -0.461140994107212 -0.461140993989263 -0.461140807924748 3.1
1 -0.404479380315110 -0.404479380107342 -0.404479190632786 3.1
2 -0.404015854971221 -0.404015854764131 -0.404016587771877 3.0
1 -0.349964368017142 -0.349964367919237 -0.349964168108990 3.1

Tabelle4.20: Eigenzusẗandefür 2-SpinorN æ , mit 5041Punkte5-Ord. FEM und £0ó§õ , �§ó§õué¢��©]« ,��ýÐ�[��óaõ]�¬¡Qé¢�$é , ­ direkt berechnete,® geom.extrapol., und � log. extrapol. Werte. Ò,ó Òbþ ist die
Konvergenzordnung(sieheGl. (4.4)).Alle Wertein ¡Qé¢�!é�!� � Å{ � ¥{ ���{ �

1 -13.98938186016523 -13.98938185967274 -13.989381793938919 5.0
1 -13.98796166109493 -1.398796166096951 -13.987961595205064 5.0
1 -1.008427309517263 -1.008427309537675 -1.0084272923473455 5.0
1 -0.461140824247676 -4.611408242032848 -0.4611408057293234 5.0
1 -0.404479203373820 -0.404479203128153 -0.4044791894019621 5.0
2 -0.404016523611999 -0.404016523367075 -0.4040165806514993 5.0
1 -0.349964182718173 -0.349964182960367 -0.3499641637321354 5.0

Tabelle4.21: Eigenzusẗandefür 2-SpinorN æ , mit 5041Punkten5.-Ord.FEM und £ ók  , �EóEõué¢��©]« ,��ýÐ�[�´ó õ]�`¡Qé¢�!é ,­ direkt berechnete,® geom.extrapol.,und � log. extrapol.Wert. Ò¬óÉß ist die Konver-
genzordnungund ß dieFEM-Ordnung.Alle Wertein ¡Qé¢�$é .
starküberwiegt, obwohleineStörungderExtrapolationdurchdensingul̈arenAnteil vorhandenist.
Somit ist dergefundeneextrapolierteWert in N 2 für �|
 E

leicht besserals für �|
 �
, wie in der

Tab. 4.18zusehenist.
Für dasCO Systemist es umgekehrt,dasSystemCO ist unsymmetrisch,hat ein O-Atom mit
einergrößerenLadungals dasC-Atom und N-Atom, und hat komplizierteresVerhaltenals N 2 .
Es bereiteteinigeProblemebei der Berechnungund es ist sehrschwerseinenGrundzustandzu
berechnen.EsbrauchteinengeeignetenPotentialMischungs-Parameter(sieheAbsch.2.1),damit
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�5� � �{ � 2{ � P{ �
1 -18.75977195888926 -18.75977195855584 -18.75976895669229 3.0
1 -9.915952019917567 -9.915951949247768 -9.915951804077556 3.0
1 -1.044750465075627 -1.044750472244136 -1.044749752466664 3.0
1 -0.489452066402394 -0.489452052406844 -0.489451333673595 3.0
1 -0.412294855489995 -0.412294851163660 -0.412294229185085 3.0
2 -0.411613031960387 -0.411613027592193 -0.411614437619824 3.0
1 -0.303140310799935 -0.303140260953439 -0.303140174257959 3.0

Tabelle4.22:Eigenzusẗandefür 2-SpinorCO, mit 5041Punkten5.-Ord.FEM und £fó;õ , ��óEõué£ô��~õ ,��ýÐ�[�fóùõ���¡Qé¢�$é , Z direkt berechneteWert, æ geom.extrapol. Wert, ç log. extrapol. Wert. Ò ó�Òbþ ist die
Konvergenzordnung(sieheGl. (4.4)).Alle Wertein ¡Qé¢�!é .�5� � �{ � 2{ � P{ �

1 -18.75976906042980 -18.75976905816897 -18.7597688515832521 5.0
1 -9.915951909337430 -9.915951815370920 -9.91595177900770820 5.0
1 -1.044749781339961 -1.044749790866873 -1.04474975045703534 5.0
1 -0.489451390857546 -0.489451372265057 -0.48945132609650170 5.0
1 -0.412294269681724 -0.412294263935995 -0.41229422786747737 5.0
2 -0.411614351350251 -0.411614345640388 -0.41161443790932127 5.0
1 -0.303140253387385 -0.303140187288240 -0.30314017742812606 5.0

Tabelle4.23:Eigenzusẗandefür 2-SpinorCO, mit 5041Punkten5.-Ord.FEM und £fók  , ��óEõué£ô��~õ ,��ýÐ�[�,ó õ	��¡�é¢�!é , Z direkt berechneteWert, æ geom.extrapol. Wert, ç log. extrapol. Wert. Ò ó ß ist die
Konvergenzordnungund ß dieFEM-Ordnung.Alle Wertein ¡Qé¢�$é .
dashöchstebesetzteOrbitalnicht in dieleichthöherliegendenangeregtenOrbitaleübergeht� R . Die
Konvergenzist viel problematischeralsbei N 2 . Beim Extrapolationwurdenin derTab. 4.19fürs
CO Systemfür �M
 E

die SequenzÀ�§ - Á 
 � e 
ýÀ�� Ô = � = � � 7 = � � E =5p�p.p 
 À ��p E í = í =�þK=dá�=3p�p.p Á
und für � 
 �

die SequenzÀ*§ - Á 
 � � 
 À�� = � � 7 = � � E =5p.p�p 
 À í =�þ�=7á�=5p.pTp Á benutzt,wobei��ÔÖ
 Ô 2 4 � / 
 � / s ��p E í und �²
 í , die FEM-Ordnungist. Eswurdendie gleichenÜberlegungen
wie beimN 2 Systemgemacht.

Zusammenfassendkannmansagen,dassin der totalenEnergie für leichteSysteme(N 2 ,CO
, ...), in ersterNäherungin demerstenTerm(in derEntwicklung)dersingul̈areAnteil überwiegt,
falls derersteTerm( �|
 E

) die Potenz§ � 
 ��ÔÙ
 Ô 2 4 � / �£� hat.Die Potenz��ÔÚ
 Ô 2 4 � / bzw. � /
wird ausdengeom.extrapol.Werten(wie in Abb. 4.2)ermittelt.In denhöherenTermenüberwiegt
derFEM Anteil, welchediePotenzenÀ�§ - Á 
 � � 
 À�� = � � 7 = � � E =!p.p.p.p Á haben,unddamitim Fall� 
 �

(da � Ô 
 Ô 2 4 � / 
 E 4 � / ¢ � � 7 
 þ
) � � , in guterNäherungdereinzigeAnteil ist, derzuZ A dasist der Grund,warumDüsterhoftin seinenBerechnungRef. [6] nicht bemerkenkonnte,dasser

nicht denGrundzustanderhaltenhat. In dieserArbeit Tab. 4.19 habeich durch den nichtrelativistischen
Übergang( ?Ñ� ú ) unddemVergleichmit dernichtrelativistischenMultigridrechnungfestgestellt,dassich
denrelativistischenGrundzustandbekommenhabe.Z à Ò þ ist der ersteTerm ausder SequenzëÌÒ þ èYÒ þ � æ èYÒ þ � A ènö]ö]ö û ó«ë�î þ æ =�ò	ñÔö�Ò � è©òÅó��uè]ô�è]è�õ ènö]özö û , siehe
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betrachtenundber̈ucksichtigenist.
Man mussbemerken,daßerstensdergeringeresingul̈areAnteil, dernicht ber̈ucksichtigtwird, die
Extrapolationteilweisestört, sodassfür dasN 2 Systemdie extrapoliertenWert leicht besserfür��
 E

(dritte Spaltein Tab. 4.18)als für � 
 �
(fünfteSpaltein Tab. 4.18)sind,weil für � 
 �

dersingul̈areAnteil – im Gegensatzzu �²
 E
– bei derExtrapolationnicht ber̈ucksichtigtwerden

konnte.Für ��
 E
wurde § � 
 Ô 2 4 � / 
 � / s ��p E

(führendePotenz)genommen.
Für dasCO Systemliefern beide � etwadasgleicheErgebnis.Im Allgemeinenkannmannicht
entscheiden,welchesdie bessereWerte sind. Ein strengesKriterium existiert bishernicht. Man
brauchteinenReferenzwertodermanschautdie Stabilität derExtrapolationunddie Konvergenz
insgesamtfür alle Wertean(z. B. eineWertefolgefür Gitter verschiedenerPunktzahlen),diesist
ganzgutabervielleichtein bißchengrobundnichtausreichend.
Zweitenswurdehier die rationaleundnicht die inversePotenz-Entwicklungfür die Extrapolation
genommen� ÷ , dasiestabilerundbesserzur Approximationin derNäheeinersingul̈arenStelleist
(d. h. wennein singul̈arerAnteil im Fehlervorhandenist).

In derrationalenExtrapolationGl. (2.13)brauchtmanin denTabellenfür denhöchstgenauen
Wertmit � + 
 ��qQ�Q��= � ' 
 EV\V\

nurdreiPotenzen,
��p E = í =�þ für ��
 E

, undfür ��
 �
nur í =�þ�=,á ,da

ausinsgesamtsiebenWertensechsPotenzengebrauchtwerden,für jedesPolynomim Nennerund
im Zählerdrei, d. h. insgesamtnur drei verschiedenePotenzen.Somit lässtsich der Einflussder
höherenTermeausdemsingul̈arenAnteil in diesemFall erstin derpolynomialen(inversePotenz-)
Entwicklunggenauerber̈ucksichtigen.Die inversePotenz-Entwicklungist aberwiederumin der
Näheeinersingul̈arenStellewenigerstabil als die rationale,sodassauchhier mit Potenzenaus
der SequenzÀ�§ - Á 
 � e 
 À*��Ô = � = � � 7 = ��Ô ' 2 = � � E =5p�p.p Á 
 À ��p E = í =0þ�=oþ�p �@=dá�= 434!4 Á der singul̈are
Fehleranteilnicht“ sauber“ eliminiert (bzw. extrapoliert)werdenkann.Außerdemscheintes,dass
die beidenFehlersichvermischen–vielleicht in ähnlicherWeisewie bei 4-SpinorBerechnungen
(dadieViererspinor-Dichtefür dieBerechnungdesPotentialsbenutztwird)–, sodassdieGültigkeit
derNäherungin Gl. (4.5) in 2-SpinorDFS-Rechnungendarunterleidet und wenigerwirksamist
alsbei 2-SpinorEinelektronsystemen.
Die bestm̈oglichenErgebnisse,die nachder Extrapolationerreichtwurden,sind die, die mit den
ebendiskutiertenSequenzenfür ��
 E =o�

extrapoliertwerdenund in denTabellengegebensind.
DieseErgebnissesindbesseroderleicht besseralsdie 4-SpinorWertefür dasselbeGitter abermit
viel geringeremAufwand.

DasCOSystembrauchtnocheinegenauereErläuterung,aufgrunddervielenSchwierigkeiten
bei derBerechnungdesGrundzustands,daesnicht symmetrischist undviele angeregteZusẗande
hat, die in der NähedesGrundzustandsliegen.SchonDüsterḧoft hattein seinenBerechnungen
Ref. [6] nicht bemerkt,dassder (in seinerArbeit angegebenZustand)nicht “der richtige” Grund-
zustandsondernein angeregterZustandist. DerangegebeneZustandin Tab. 4.19wurdeüberpr̈uft,
ob diesderGrundzustandist. Diesgeschahdadurch,dassdernichtrelativistischeÜberganggleich
demnichtrelativistischenGrundzustandseinmuss,denwir mit demMultigrid-Codeberechneten�[X .
DazufolgendeBemerkungen:Ø Zunächsthabenwir auf die Schwierigkeitder SCF-Vorschrift im zweitenKapitel hinge-

Fußnote9. Manmusshierbeachtendassfür kleinere Ò � sichdieSituationändernkannund þ æ ö[Ò � kleineralsßÎ=�ô werdenkannZ ð Für dieseleichtenSystemeist derUnterschiednicht groß,abertrotzdembleibt die rationaleExtrapola-
tion zuverlässigeralsdie inversePotenz-Entwicklung.Zª� O. Beck,Privatmitteilung
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wiesen.Dies lässtsich deutlicham CO Systemzeigen.Man brauchteeinesehrgeeignete
Wahl desMischungs-Parametersfür die MischungdesPotentialsdervorigenundaktuellen
IterationAbsch.2.1, damitmandenrichtigenZustanderreicht,denmansucht.Ansonsten
konvergiertdieRechnunggegeneinenbeliebigenanderenZustand(falls dieRechnungnicht
divergiertoderalsinstabilerIterationsvorgangabl̈auft).Ø Obwohldieselben̈UberlegungenbeiCOwie in N 2 getroffenwurden,bliebdieExtrapolation
in CO wenigereffizient als in N 2 . Für ��
 E

wurde � 
´��Ô 
 ��p E í die führendePotenz
genommenund überdie Sequenz

� e 
´À ��p E í = í =0þ�=3p.pTp Á extrapoliert,und für �£
 �
wurde�Ù
 �|
 í , mit � derFEM-Ordnung,genommenundüberdie Sequenz

� e 
 À�§ - Á 
 � � 
À í =0þ�= 4!434 Á extrapoliert.DasCO Systemist ein Beispieldafür, dassnicht alles so optimal
läuft, wie manessichvorstellt.TrotzdemkannmanausderTab. 4.19entnehmen,dassein
guterExtrapolationsgewinn in diesemFall ebenfallsmöglich ist.Ø In anderenSystemensolltemanvielleichteinVerhaltenerwarten,dasähnlichoderzwischen
denbeidenSystemeN 2 undCO liegt.

In denTabellen4.20,4.21,4.22,4.23gebenwir die EigenzusẗandedieserSystemefür dasGitter
mit derhöchstenPunktzahl,5041Punkte(392 Elementen5.-Ordnung)und ��
 E =o�

, für welche
die totaleEnergie in derTab. 4.18und 4.19gegebenwurde.Die relative Genauigkeitder totalen
Energie ist dahergleichderrelativenGenauigkeitin denEigenzusẗanden.Die Konvergenzordnung
dertotalenEnergie (die führendePotenz,�Ú
 ��Ô s ��p E

in N 2 und �Ù
 ��Ô s ��p E
in CO für �²
 E

,
und � s í 
Ï� für � 
 �

in N 2 undCO ) unterscheidetsichundist leicht höher(d. h. besser)als
die KonvergenzordnungderEigenzusẗande.Der Grundliegt in demkorrigiertenEnergieausdruck
Absch.2.1, weil die totaleEnergie damit verbessertwird, ohnedie Güte der Orbitalezu ändern,
sieheRef.[6] Absch.1.1.3.2.Die KonvergenzordnungdereinzelnenOrbitaleim N 2 Systembetr̈agt
für ��
 E

, ��
y� Ô s ��p 7
für
� � 
 �2 und �Ö
y� Ô s ��pr�

für
� � 
 P 2 , bzw. � s í 
�� für ��
 �

für alle
Orbitale.Für dasCO Systemfür ��
 E

betr̈agtdie KonvergenzordnungderOrbitale �Ö
 ��Ô s ��pI�
für alle Orbitale,und für �y
 �

betr̈agt die Konvergenzordnung� s í 
 � ebenfallsfür alle
Orbitale.Bei derExtrapolationwurdenSequenzenderForm

� e � 
 À�§ - Á 
 diekleinstenZahlen§ -
ausderMenge

� % ô ù � � 
 À � Ô 2 � ~ 
 4 � / � ~�
 ��= 7 = E = 43434 Á ù À�� � �l�û� 
 ��= 7 = E = 4!434 Á verwendet,
wie esim 2-SpinorFall seinmuss.
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r
di

e
B

er
ch

nu
ng

de
r

P
ot

en
tia

lb
en̈

ot
ig

t
w

ird
.

4-
S

pi
no

r

� SpurioseZ
us

ẗa
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Kapitel 5

AbschließendeBemerkungenund
Ausblick

In dervorliegendenArbeit
”
Relativistischevier undzweiSpinorFiniteElementeBerechnungen

zweiatomigerMoleküle“ , habeich anvier BeispielenACBD , EGFIHKJML�BD , N D undCO gezeigt,dassman
in numerischenMethodenaußerordentlicheffizient hoheGenauigkeitenerhaltenkann,aberviele
unerẅunschteEigenschaftenund Schwierigkeitenzu überwindenwaren.DieseSchwierigkeiten
könnenverschiedenenKategorien zugeordnetwerden.Einige sind der relativistischenDirac-Gl.
zuzuschreiben,undanderesindaufdieverwendetennumerischenMethodenoderApproximationen
zurückzuf̈uhren,wie die FEM-ApproximationoderdasSCF-Verfahren.Dies sind Fehlerquellen
undverhindernzun̈achstein gutesKonvergenzverhalten,unddamitauchdasZiel, die erwünschte
Genauigkeiteffizient zuerreichen.

Ich habeeinige Möglichkeitenund verschiedeneWege gezeigt,wie man beide Arten von
Schwierigkeitenbzw. Fehlerquellen̈uberwindenkann.Eswurdegezeigt,dassN durcheineneueKlassevonKoordinatentransformationeneinegeeigneteTeilregularisierung

der Singulariẗatenam Kernort und damit eine wesentlicheVerbesserungder Konvergenz
möglich ist.N durchgeometrischeExtrapolationüberdie IterationschritteeineBeschleunigungderKon-
vergenzderIterationenmöglich ist.N durchlogarithmischeExtrapolationüberdie GitterpunktzahleineerheblicheReduktiondes
glattenFEM-FehleranteilsundzumTeil auchdessingul̈arenFehleranteilsmöglich ist.N eineneueFormulierung,die2-SpinorFormulierung,bessere(numerische)Eigenschaftenals
die Dirac-Gleichungzeigt,wasin leicht relativistischenSystemeneinewesentlichbessere
und in stark relativistischenSystemenehergleicheGenauigkeitenwie bei 4-SpinorFor-
mulierungergibt. In dieserneuenFormulierungist besonderswichtig, dassdas(nichtlinea-
re) Min-Max-Energiefunktionalvon untenbeschr̈ankt (postivdefinit) ist, und dasseseher
demnichtrelativistischenFunkionalähnlicheApproximationseigenschaftenhat, d.h. wenn
bei A BD keinespuriosenoderkontaminiertenZus̈andeauftreten,danngibt esauchkeinebei
höherenO . Ganzandersbei4-Spinor, wo beimstarknicht relativistischenA BD ebenfallswe-
derspuriosenochkontaminiertenZusẗandebebachtetwerden.Berechnetmanhingegenein

67
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soschweresSystemwie EGF HKJML�BD beimskaliertenA BD -Abstand( PRQ DLTS ), (im nichtrelativi-
stischenLimes würdedie Energiematrixmit O D skalierenund die Überlapmatrixentspre-
chend,sodasssich identischesVerhaltenwie bei A BD mit O D skaliertenEnergienergäbe)so
verḧahltessichganzandersmit vielenspuriosenundkontaminiertenZusẗanden,obwohldie
Überlapmatrixfastwie die nichtrelativistischeist.

Ich habedieseEigenschaftenanverschiedenentypischenBeispielenaufgezeigt.Im Einelektronsy-
stemhabeich, zwei ammeistenin derLiteraturuntersuchteSysteme,A BD und EGF HKJML�BD betrachtet.
DieseSystemewarenin derLiteratur zumVergleichderverschiedenenMethodenherangezogen,
sie wurdenauchvon meinenVorgängernRef. [8, 7, 6] untersucht,sodassich die verbesserten
FähigkeitenmeinerMethodenzeigenkonnte.
Ähnlich ist esauchin Dirac-Fock-SlaterRechnungen;ich habehier zwei ebenfallhäufig,vor al-
lemnicht-relativistischuntersuchteSystemevorgestellt.DasN D ist eingutartigesBeispiel,mit dem
sichdie FähigkeitenmeinerMethodenfür 2-SpinorDFS-Rechnungendemonstrierenlassen.Und
dasandereBeispiel,daserheblichwenigergutartig ist, ist dasCO System,an demgezeigtwur-
de,dassdie besprochenenMethodenimmernochfunktionierenunddeutlicheVorteilegegen̈uber
früherenBerechnungenbringen,abermit geringererEffizienzalsin gutartigenSystemenwie N D .

Die Berechnungenin dieserArbeit wurdenmit Punktkernmodellgemacht.Der Kern eines
Atomsist tats̈achlichausgedehnt,somitmussfür ausgedehnteKernedieglobaleFunktion U D (Ab-
schnitt3.1)anderesdefiniertwerden.U DWVYXWZ Q [ X�\H^] XW\D _ für Xa`cbdX Sfe `hg�i Qkj g�l und m ganzzahligmIQRnpocn	qrjXfsut HH ] Xasut HD _ für X `cv X Sfe ` (5.1)

wobei w und o wie in Gl. (3.5) definiertsind, X Sfe `Gxzy S ]|{~}� bezeichnetdenKernradiusdes1.
bzw. 2. Zentrums,und { ist die NukleonenzahldesAtoms,d. h. die AnzahlderProtonenunddie
Neutronenim Atom, und y S ist eineKonstante.WennmaneinemKern mit scharfemKernradi-
us (keineOberfl̈achendicke)hat,schaltetmanbei X ` Q X Sfe ` exakt um. Im anderenFall mussman
eineKernladungsverteilungbenutzen.Die BerücksichtigungderAusdehnungdesKernserfordert
dannGitter mit logarithmischerPunkverteilung(ben̈otigt mehrPunktealsbeimPunktkern),wenn
manmit dem vereinfachtenGlobalfaktor X \ arbeitet,wasmanpraktischimmer tut. Damit muss
aberderFaktor X s ebenfallsdurchdie glattenFormfunktionenentwickeltwerden,wasäquivalent
einerTaylorentwicklungist. Obwohl im Prinzip U D�VYXWZ nicht mehrsingul̈ar wie beim Punktkern
ist, sondernanalytischunddurcheineTaylorreiheann̈aherbar, werdendie niedrigenKoeffizienten
enormgroßbis die Reihekonvergiert, d.h. praktischkannmanso nicht arbeiten.Nur wennman
denrichtigen U D�VYXWZ Faktorabspaltet,dannlässtsichderRestdurchFormfunktionengut approxi-
mieren.Die entwickeltenTransformationenunddie Extrapolationensind genausoanwendbarfür
ausgedehnteKerne,wie siebeimPunktkernoptimiertsind,weil derBereichwo praktischPunkt-
kernverhaltenvorliegt, viel größerist als der Bereichwo manbeim ausgedehntenKernendavon
abweicht.Die LCAO-DKM wäreeinealternative Methode,sodaßderFEM Anteil nur denrecht
glattenRestbeschreibt.

Generellgibt esnocheinigeunbefriedigendePunkteund dasbetrifft zum einendie hier ver-
wendeteSCF-Iterationvorschrift,die durchein anderesVerfahrenersetztwerdensollte.Esgibt z.
B. nichtlineareVerfahren,die bessereEigenschaftenhabenRef. [29].
Zumanderenwurdedaraufnichteingegangenwie die Matrixgleichungenzu lösensind.Dieswird
gegenẅartig mit einer inversenVektor-Iterationsmethodegemacht,die für die schlechtkonditio-
nierten4-SpinorFEM Matrizenentwickeltwurdeunddort auchnur schwerersetzbarseindürfte.
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Für die weit besserkonditionierten2-SpinorFEM Matrizen,die im nichtrelativistischenGrenz-
fall in die Matrizen für denSchr̈odingeroperator̈ubergehen,bietetsich die Mehrgitter Lösungs-
methodenan, die in Zukunft umgesetztwerdensollte. Dabeisind die für die Lösungder nicht-
relativistischenSchr̈odingergleichungentwickeltenComputerProgrammevoraussichtlichohnegrunds̈atz-
liche ProblemeandenrelativistischenCodeanzupassen.
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[25] C. Düsterḧoft, L. Yang, D. Heinemann,and D. Kolb, Solution of the one electronDirac
equationsof the heavy quasi-molecule� ih�;� HhSTL�B by finite elementmathod,Chem.Phys.
Lett. 229, 667(1994).

[26] D. Heineman,B. Fricke,andD. Kolb. Solutionof theHartree-Fock-Slaterequationsof dia-
tomic moleculesby thefinite-elementmethod,Phys.Rev. A, 38, 4994(1988).

[27] J.R. FloresandD. Kolb, Atomic MP2correlationenergiesfastandaccuratelycalculatedby
FEM extrapolations,J.Phys.B: At. Mol. Opt.Phys.32 779(1999).

[28] A. v. Kopylov, D. Heineman,andD. Kolb,Kohn-ShamDensityfunctionalsaccuratelysolved
by finite-elementmulti-grid (FEM-MG) methodfor lighter atomsanddiatomicmolecules,
J.Phys.B: At. Mol. Opt.Phys.31 4743(1998).

[29] J.Wang,T. L. Beck,Efficient real-spacesolutionof theKhon-Shamequationswith multis-
caletechnique,J.Chem.Phys.112, 9223(2000).



LITERATURVERZEICHNIS 73

[30] J.Weniger, Convergenceaccelerationvia combinednonlinear-condensationtransformations,
Comp.Phys.Comm.116, 28 (1999).

[31] A. Messiah,QuantumMechanics,Vol. I,II, North-Holan-Puplisching, 1970.

[32] S.H. Patil, K. T. Tang,AsymptoticMethodsin QuantumMechanics,Applicationsto Atoms,
Moleculesannuclei,SpringerSeriesin ChemicalPhysics(2000).

[33] U. Scherz,Quantenmechnik,TeubnerVerlag,1999.

[34] G. StrangandG. Fix, An Analysisof theFinite FlementMethod,(PrenticHall, Inc. Engel-
woodClif fs, 1973).

[35] G.Walz,1996,AsymptoticsandExtrapolation(Berlin MathematicalResearch)vol. 88(Ber-
lin: AkademieVerlag).

[36] C. BrezenskiandM. R. Zaglia,ExtrapolationMethods.TheoryandPractice(1991),North-
Holland.

[37] J. StoerandR. Bulirsch, Introductionto NumericalAnalysis2ndEdition (1992),Springer
Verlag.

[38] H. R. Schwarz,NumerischeMathematik,TeubnerVerlag.



74 LITERATURVERZEICHNIS



Anhang A

Operatoren-Darstellung

A.1 4-Spinor Fall

Die Einheitsvektorender elliptisch-hyperbolischenKoordinaten V���g��Ig��IZ habenmit den kartesi-
schenKoordinatenH VY� ` Zfg�i Qkj g�l�g�� (wie in dieserArbeit bereitsmehrfacherwähnt,wird die Ein-
stein’scheKonventionbenutzt,d. h. überdoppelteIndizien wird summiert)die folgendenBezie-
hungen: ��f� Q j� HTH�� ��`� �

�� ` g ��f� Q j� DTD � ��`� �
�� ` g ���� Q j����� � ��`�I�

�� ` (A.1)

wobeidie
� `�` g�i Q�j g�l�g�� die metrischenKoeffizientenzwischendenaltenunddenneuenKoordi-

natensind: � HTH Q � V � ��`� �
�� `hZ D Qk� V �I�� � Z D^� V ���� � Z DQ P l ] � � D V j�q � D Z � � D V � D q¡j Z� D q¡j Q P l ] � � D q � D� D q¡j (A.2)� DTD Q � V � ��`� �
�� ` Z D Q � V �I�� � Z D � V ���� � Z DQ P l ] � � D V j�q � D Z � � D V � D q¡j Zj¢q � D Q P l ] � � D q � Dj£q � D (A.3)���T� Q � V � � `�I�
�� ` Z D Q � Q P l ]u¤ V � D q¡j Z�V j¢q � D Z (A.4)

(A.5)

WeiterenützlicheBeziehungensind:�I�� � Q P l ] � ] � j£q � D� D qrj Q P l ] � ]�¥ g �I�� � Qkq P l ] � ] � � D q¡jj¢q � D Qkq P l ] � ]f¥ t H g (A.6)¦
SieheFußnote1 in Kap.3
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wobei ¥ Q ¤ H t ��§�K§ t H ist. j� DHTH ] �I�� � ] � ��I¨ Q lP V � D q¡j ZV � D q � D Z ] ��u© gª� © Q � ��I¨ (A.7)j� DDTD ] �I�� � ] � ��¬« Q lP V j¢q � D ZV � D q � D Z ] �� © g � © Q � ��­« (A.8)j� DH�H ] �I�� � ] � ��I¨ Q lPr® V � D qrj Z�V j¢q � D ZV�� D q � D Z ] �� © (A.9)j� DDTD ] �I�� � ] � ��¬« Q q lP ® V � D q¡j Z�V j¢q � D Z� D q � D ] �� © (A.10)

DasVolumenelement¯ � Q ¯ � H ¯ �­D ¯ � � Q � ¯ � ¯ � ¯ � g � Q � HTH � DTD ���T� (A.11)

DerGradient° undderLaplace-Operator° D :° Q j� HTH±�� �
��f� � j� DTD �� �

��a� � j� ��� ��I�
��	� (A.12)° D Q j� [ �� �³² � H �� ��´ � �� �µ² � D �� �¶´ � ��I� ² � � ��I� ´G· (A.13)

mit
�

wie in (A.11) und
� ` Q HD­¸¬¹%¹u¸»º�º¸»¼½¼¿¾ `½ÀMÁ/gGVYi�ghÂ/g�Ã�Z Q V j g�l�g��uZ zyklischundesgilt:¾ `½ÀMÁ QRÄ j Å iTg�Â|g�Ã sindzyklisch(geradePermutation).q;j Å iTg�Â|g�Ã sindantizyklisch(ungeradePermutation).Æ Å sonst.

(A.14)

Die Pauli Matrizen Ç `�g�i QÈj g�l�g�� in denneuenKoordinatenwerdenmit Hilfe (A.1) und (A.6)
berechnet: ÉÊ QÌËÇ ` ] �� ` QÍËÇ � ] ��a� � ËÇ � ] ��a� � ËÇ � ] ���� (A.15)

Die Ç � e � e � habendie folgendeForm;ÉÊÏÎ Q j� HTH±Ð ÑfÒÑ � ÑaÓÑ � q i ÑaÔÑ �ÑaÓÑ � � i ÑfÔÑ � q ÑfÒÑ � Õ QQ j� HTH±Ð ÑfÖÑ � Ñf×Ñ � � t ` �Ña×Ñ � � t ` � q ÑaÖÑ � Õ Q lP ] � HTH ² � � ¥� ¥ q � ´ (A.16)ÉÊ¢Ø Q j� DTD Ð ÑfÒÑ � ÑaÓÑ � q i ÑaÔÑ �ÑaÓÑ � � i ÑfÔÑ � q ÑfÒÑ � ÕQ j� HTH±Ð ÑfÖÑ � Ñf×Ñ � � t ` �Ña×Ñ � � t ` � ÑfÖÑ � Õ Q q lP ] � HTH ² q � � ¥ t H� ¥ t H � ´ (A.17)ÉÊ¢Ù Q j� Ð Æ ÑfÓÑ � q i ÑaÔÑ �ÑfÓÑ � � i ÑaÔÑ � Æ Õ Q j� ² Æ q i � � t ` �i � � t ` � Æ ´
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Der Dirac-Operatornimmt nachVerschiebungum die Ruheenergie desElektronsfolgendeForm
an(

ÉÚÜÛ ÉÚ£Ý
):ÉÞàß Q Ð Ëá q ihâ ÉÊrã É°q i�â ÉÊdã É° Ëá q luâ D Õ Qåäæææç Ëá Æ Ëè Ëè BÆ Ëá Ëè t q ËèËè Ëè B Ëá q luâ D ÆËè t q Ëè Æ Ëá q luâ D

é�êêêë (A.18)

Die ì Operatorensindwie folgt definiert:Ëè V �­g��Ig � Z Q q i/â ² j� DHTH �I�� � �� � � j� DDTD �I�� � �� � ´ g (A.19)Ëè£í V �­g��Ig � Z Q � í `�îdï q i/âÏV j� DHTH �I�� � � j� DDTD �� � Z�ð â� ��I� ñ (A.20)

Die WellenfunktionlässtsichbeimÜbergangauf V �­g���Z bzw. V ¨ g « Z KoordinatenwegenAxialsym-
metriewie folgt separieren:ò VYóWZ Q äææçõô H V ¨ g « Zô D V ¨ g « Zô � V ¨ g « ZôÏö V ¨ g « Z

é êêë Qåäæææç � H V ¨ g « Z � `%÷½Àùø t }§�ú �� D V ¨ g « Z � `%÷½À ø B }§�ú �i�� � V ¨ g « Z � `%÷½À ø t }§ ú �i�� ö V ¨ g « Z � `%÷½Àùø B }§�ú �
é�êêêë (A.21)

Von V �­g���Z zu V ¨ g « Z Koordinatengehtmandurchdie Ersetzung:�¯ �Cû ¯ ¨¯ � ��I¨ g �� �µû
¯ «¯ � ��¬« g ��I� û ��I� (A.22)

Wir machendabeifolgendeDefinitionenund werdenalle Ableitungenbzw. Operatorenin V �­g���Z
durchAbleitungenbzw. Operatorenin V ¨ g « Z ausdr̈ucken,wobeialleKoeffizientenfunktionenschon
mit derKoeffizientfunktionfür dasVolumenelement,y£ü multipliziert sind.Damit lassensichalle
ben̈otigteIntegraleangeben:y ©H ��I¨ Q y£ü ] â� DHTH ����I¨ V

¯ ¨¯ � Z D ��I¨ Q y£ü ] âV � H�Hþý �ýTÿ Z D �I��I¨ ��I¨ Q y£ü¢y H ��I¨ (A.23)y ©D ��I¨ Q y ü ] â� DHTH ����I¨ V
¯ ¨¯ � Z D ��I¨ Q y ü ] âV � HTH ý �ýTÿ Z D �I��I¨ ��I¨ Q y ü y D ��I¨ (A.24)y ©� ��¬« Q y£ü ] â� DDTD ����­« V
¯ «¯ � Z D ��­« Q y£ü ] âV � D�D ý �ý�� Z D �I��¬« ��¬« Q y£ü¢y � ��¬« (A.25)y ©ö ��¬« Q y ü ] â� DDTD ����¬« V
¯ «¯ � Z D ��¬« Q y ü ] âV � DTD ý �ý�� Z D �I��­« ��¬« Q y ü y ö ��¬« (A.26)y ©� ��I� Q y£ü ] â� ��I� Q y£ü¢y � ��I� (A.27)

(A.28)

die Koeffizientenfunktiony£ü für dasVolumenelementist gleich:y£ü Q l�� � ¯ �¯ ¨ ]
¯ �¯ « Q l�� � HTH � DTD ���T� � © � © Q l�� ² P l£´ � V � D q � D Z¶� © � © (A.29)
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Damit transformierensichdie Operatoren
è g è í nachMultiplikation desDiracOperatorsvonbei-

denSeitenmit
�

(sieheGl. (3.9)) in die folgendenOperatoren:Ëì V ¨ g « Z Q y ©H ��I¨ � y ©ö ��­« (A.30)Ëì í V ¨ g « Z Q y ©D ��I¨ � y ©� ��­« ð y ©� V	� ð jl Z (A.31)

DieseOperatorenwerdenauf den V ¨ g « Z -abḧangigen(reellen)Anteil derWellenfunktion 
 V ¨ g « Z QVY� H g�� � g�� � g�� ö Z�� angewandt.EslassensichdamitdieMatrixelementeunddieFEM-Matrixdarstellung
desDirac-Operatorsermitteln.Abschnitt3.3



Anhang B

Programmbeschreibung

Im Folgendenwerdeich einevereinfachteschematischeDarstellungdesProgrammablaufsundei-
ne BeschreibungderEingabemit einemBeispieleingeben.In derProgrammablaufssind nur die
wichtigstenUnterprogrammen(zwischenzwei rundenKlammern)eingegeben,in diesenUnterpro-
grammenwerdenauchviele kleinereUnterprogrammegerufen,die hier nicht im Detail eingeben
sind.
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B.1 Programmablaufplan

Hauptprogramm
(dfsfem.f)

�
–Eingabelesen(input.f)
–Gitterpunktelesen(ingrid.f)
–Dateinenvorbereitungen(opnfil.f)
–Anfangswerte,Intialisierung

�
–BerechnungderIntegrationspunkte,
derFormfunktionen,derGlobalfunktionen,
undderElementmatrizen(tminit.f)
(NeueKoordinatentransformation,ktyp6.f)

�
–BerechnungderGlobalmatizen,(tmwxit.f),
undLösungderGl. A 
 ` Q�� `�� 
 ` , nachdenKoeff. 
 `
1-teIterationmit Startpotential,(salvw1.f,dsivit.f)
n-teIterationmit neuemPotential(salvwf.f, solvn.f)

�
–BerechnungderDichte(cwfipw.f)

BerechnungundOrthonormirerung
derWellenfunktion(cwfamo.f,ornwaf.f)

�
���
���

W

�
���
���

W

–BerechnungdertotalenEnergie �
�����

und
EinteilchenenergieErwartunswerte(cexval.f)

–DatenspeicherungundVorbreitungen
für dienächsteIteration.

����������

� � � � � � � � �

���
���

���

� � �
� � �

� � �Konvergenz?
� `�g �

�����
g á! 

�
–LösungderPiossonGl.
Unterprogramm:
(DFS-Option,salvpt.f)
(DF-Option,sldfpt.f)
(DKM-Option, sdcmop.f)

Ja

"

"

–Ergebnis
–Vorbereitungfür Upgrid-
Rechnngen(gridup.f)

–EndedesProgramms

Abbildung B.1: SchematischeDarstellung des Programmablaufs,mit dem SCF-
Iterationschema.Als Konvergenzkriteriumdient die Änderungder totalenEnergie, der
Einteilchensenergienund/oderdesCoulombPotentials.
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B.2 Eingabe-Beschreibung desProgramms

Beispiel ACBD 2-SpinorBerechnungfür j V j$# l�Z�% Energie, Koordinatentransformation&CQ l (siehe
Gln. (2.7))bei P Q l('*) � ) , +-,/. Ó Q l�01'*) � ) :EingabeDaten Variablenbezeichnung(wird nichtgelesen) Zeilennummer

5 6 7 11 12 2 0 1 2 0 JOB-CARD 1

Sys.:H2+ , Dat.: 31.März 2004 System,Datum 2

1.0 0.0 1.0 0.0 Z1, W1, Z2, W2 3

1 0.0 0.0 0.0 0.0 NPOT,P1,..,P4 4

1 20 0.65 0 3.00 0.70 -0.9 2 TYP, IT, MIX, ITVEC, FLAM, XALF, EINVOP, IFREWF 5

1.0E-06 1.0E-06 1.0E-14 1.0E-14 EPSWF, PT, EIG, 6

6 1 0.0D-00 0 0 2 ICOSY, ICOSY6,BFAC, IMODS, IBOUND,NTKMX 7

0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PDT 8

0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PDGWF 9

0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PDGPT 10

0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PAT 11

0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PAGWF 12

0.3E-01 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PAGPT 13

2.0 -1.0, 1.0, 0.0, 26 R,ANGLA;E, DISTA, DISTE 14

0.000E+08 -1.0E+02, ALFA,ERESCA 15

1 0 0 NTOLVL, NLVALL, NLVCHG 16

1 1 1.0E+00 -1.0E+00 1.0E-01 N, M , OCCUP., EXERG.,ACCU. 17

15 GRID 18

20 21 22 23 24 25 26 (IFSF(I), I = 1,7) 19

30 31 32 33 34 35 36 37 (IFEM(I), I=1,8) 20

60 61 62 (IFFAVE(I), I = 1,3) 21

40 41 42 IFRHO,IFROM, IFRHOD 22

50 IFPOT 23

70 71 72 73 74 75 76 77 (IFSL(I), I=1,8),77=GRIDUP 24

0 81 IRESWF, IFRSW 25

0 82 IRESRO, IFRSRO 26

83 84 85 IFIGRD, IFUPWF, IFUPVX 27

ERKL ÄRUNG: Der obenaufgef̈uhrte Eingabe-Datensatzfür dasrelativistischeFEM-
Programmwird im folgendenzeilenweiseerklärt.Die in einerZeilestehendenWertewer-
denuntereinanderaufgelistetundkommentiert.
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1. Zeile: IRDCAR,IWRPRO,IWRPUN,IRWEDC,IRWSTO,
IPRINT,IDEBUG,ITRACE,ITIMER,ISTORE
Ein Fortran-Relict.Bis auf IRDCAR,IWRPRO,IPRINTunwichtig.
IPRINT ist auchnicht sehrhandlich,wasdie Ausgabeanbelangt.

5 : IRDCAR: FORTRAN-FILE NUMBER FORTHE INPUT CARDS.

6 : IWRPRO: FORTRAN FILE NUMBER FORTHE PROTOCOL.
7 : IWRPUN: wird nichtmehrverwendet.
11 : IRWEDC: wird nichtmehrverwendet.
12 : IRWSTO: FILE NUMBER FORTHE LOCAL STORAGE.
2 : IPRINT: Generalprintig switchfor normalprintout:

= 0: MINIMAL PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.

= 1: MINIMAL PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.
= 2: MEDIUM PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.
= 3: MAXIMAL PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.
= 4: MAXIMAL PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.

0 : ITRACE: wird nichtmehrverwendet.
0 : ITIMER: wird nichtmehrverwendet.

2 : ISTORE:wird nichtmehrverwendet.
0 : IPRDEC:wird nichtmehrverwendet.

2. Zeile: ErklärungzumSystem.: HEADER: 72Charakters.
3. Zeile: LadungundMassederbeidenZentren.

1.0 : ZNUK(1): LadungdeserstenZentrums(1.0=H-Atom).
0.0 : WNUK(1): MassedeserstenZentrums(Nicht relevant).

1.0 : ZNUK(2): LadungdeszweitenZentrums(z. B. 0.0= keinAtom).
0.0 : WNUK(2): MassedeszweitenZentrums(Nicht relevant).

4. Zeile: Nicht relevant.Zur ParametrisierungderKernpotentialevorgesehen.
Nuklearpotentialtype(NOT USEDFORPOTENTIAL TYPE=1)

1 : NPOTNC, NUCLEAR POTENTIAL TYPE

0.0E-00 : P1,Parametereinsfür ZentrumNR.: 1
0.0E-00 : P2,Parameterzwei für ZentrumNR.: 1
0.0E-00 : P3,Parametereinsfür ZentrumNR.: 2
0.0E-00 : P4,Parameterzwei für ZentrumNR.: 2
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5. Zeile: WICHTIG! DiverseEingabe-Daten

1 : 2436587:9<;>=8?>9@;A=*?>9<;>B*?A9!C<9ED!CF?>;>=HG CalculationTyp:
247:9@;A= AusgabederintrinsischenIntegrationspunkte-Koordinaten

für dasLCAO-Programm.DasLCAO-Progr. schreibtdieWerte
derAtom-OrbitaleandiesenPunktenaus.DieseWertewerdenvon
denDKM ben̈otigt.
247:9@;A= AusgabederkartesischenIntegrationspunkte–für die DKM.
2JIJ9@;AB Die FEM-WerteeinesLösungsvekt.,die im File ’OUTVEC’

stehen,werdenandenKoord.derIntegrationspunkte
berechnetundausgeschrieben.
DieseWertewerdenfür pseudo-MODKM Berechnungenverwendet
undsindbislangnur beimThomas-Fermi-Potentialbenutzbar.
2JIJ9!C Dirac-FockUpgrid-Rechnung.’OUTVEC’ und’VXVEC’
müssenzumverwendetenGitter passen!.

2JIJ9-K Dirac-Fock-SlaterUpgrid-Rechnung.DerFile ’OUTVEC’
musszumverwendetenGitter passen!.
2JIJ9-L Thomas-FermiUpgrid-Rechnung.DerFile ’OUTVEC’
musszumverwendetenGitter passen!

2JIJ9@; Dirac (1Elektron)Upgrid-Rechnung.DerFile ’OUTVEC’
musszumverwendetenGitter passen!.
2JIMB Upgriding.Die WerteausdemFile ’OUTVEC’, daszumGitter
’GRID’ passenmuss,werdenandenGitterpunktenvon ’GRIDUP’
interpoliertundaufderFile ’UPVECWF’ geschrieben.Die Austausch-
Vektorenmüssenebensobehandeltwerden:d. h. ’UPVECWF’ wird

nach’OUTVEC’ und’UPVECVX’ nach’VXVEC’ kopiert.
2JIJ; Dirac (1Elektron)Start-Rechnung.
2JIML Thomas-FermiStart-Rechnung.
2JIMK Dirac-Fock-SlaterStart-Rechnung.

2JINC Dirac-FockStart-Rechnung.
2JIM= Dirac-FockMultigrid Start-Rechnung.
2JIJ;>= Ausgabederkartes.Knotenpunktkoord.für dasLCAO-Pr..

12 : IterationsanzahlderIterationenbei selbstkonsistentenRechnungen.
0.65: Potential-Mischung-Param.PMIX. Gibt denAnteil desneuenPoten–

tials an,derfür dasPotentialdernächstenIterationgenommenwird.
0 : Anzahlzus̈atzlicherVektoren, diebeider0-tenIterationeinerStart–

Rechnungzus̈atzlichmitgenommenwerden,damitdieRechnung
besserkonvergiert.
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3.00 : ParameterzumThomas-Fermi-Potential.Aus Konsistenzgr̈unden
mit altenRechnungennicht ändern!.

0.70 : Slater’scherX-Alfa-Parameter. HatnocheineSchalter-funktion

bei2-Elektronen-Rechnungen.
0.9 : EINVOP= O S , EnergieParameterfür das2-SpinorProgr.

( H÷QP8R B D ,/S § t8T ú ), hängtzusammenmit demin Zeile 7 eingef̈uhrten
ParameterNTKMX.

2 : IFREWFFreiheitsgradderWellenfunktion:2 für 2-Spinor
und4 für 4-Spinor.

6. Zeile: Konvergenzschranken,beidenendasProgrammschonvor
: ErreichendermaximalenIterationsanzahlbeendetwird.

1.0E-06 : IterierteGenauigkeitderOrbitale.
1.0E-06 : IterierteGenauigkeitdesPotentials(Evtl. unber̈ucksichtigt).
1.0E-10 : GenauigkeitderEigenwertein der1.tenIteration.
1.0E-10 : IterierteGenauigkeitdertotalenEnergie.

7. Zeile: Aufpassen!(6 Zahlen),Parameterfür Koord.Transf.und
verschiedeneRechnungenundOptionenim Programm.

1-6 : ICOSY: AuswahlderKoordinatentransformation.
: ICOSY=1-5 z.Z. nichtbenutzt(altenKoordinaten).
ICOSY=6(nurzusammenmit ICOSY6)ellip.-hyperb. Koord..

1-6 : ICOSY6:1,3,4,5,6= Die neueTypenderKo.-Tr. .

2 = Der alteTyp derKo.-Tr. , siehe[6].
0.0 : BFAC freieParameterderSkalierungstransformation( U H ).
0-2 : AuswahldesProgramms.

0 = ReineFEM-Rechnung.Alle Rechnungsartensindmögliche.
1 = LCAO-DKM-Rechnung.
0 = Pseudo-DKM-Rechnung,dieauf einerFEM-Rechnungzum

Thomas-Fermi-Potentialaufsetzt.
0 : IBOUN Parameterfür BehandlungderRand:0 FreierRand.

1 geschlosseneinnereRänder.
2: geschlosseneinnereundäußereRänder.

2 : NTKMX (wichtig!) dieAnzahlderTermein derEntwicklung
für 2-SpinorBerechn.,undhängtzusammenmit O S , Zeile 6.
DieseTermewerdenaufdie rechteSeitegeschrieben.

Für 4-SpinorBerechnungenmüssen0 sein!
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8-12.Zeile: DiverseParameter. Paarweisefür diebeidenZentren.
Nur PDGPTwird zurBerechn.vonDichteund
Multipolmomentenbenutzt.

0.00000E+000.00000E-000.00000E-000.00000E-00PDT
0.00000E+000.00000E-000.00000E-000.00000E-00PDGWF
0.00000E+000.00000E-000.00000E-000.00000E-00PDGPT

0.00000E+000.00000E-000.00000E-000.00000E-00PAT
13.Zeile: DiverseParameter.

0.30000E-010.00000E-000.00000E-000.00000E-00PAGWF
0.30E-01 : Anteil derAustauschpotential-MatrixdervonderH-Matrix

abgezogenundaufdie rechteSeitegeschriebenwird, um
eineMatrixgl. undkeinEigenwert-Problemlösenzu müssen.

0.0E-00 : Nicht benutzt.
0.0E-00 : Nicht benutzt.
0.0E-00 : Nicht benutzt.

14.Zeile: GeometrischeEigenschaftendesSystems.
2.0 : R, Kernabstandin a.u.
-1.0 : ANGLA, AnfangdesWinkelbereiches( V�,(W�X ).

1.0 : E, EndedesWinkelbereiches( V�,(Y8Z ).
0.0 : InnererRadial-Bereich(0.0= Molekül-Achse).

20.0 : DISTE=[\,]. Ó , äußererRadial-Bereichbestimmt( ^_,/. Ó ).15.Zeile:

0.0E+08 : ALFA WertderLichtgeschwindigkeit(`aI:;AKcbedQBfKg=fhgifhH=cj .
0.0= relativistische,k lJ;fdmBcOMDnBgi nicht-relativist.Rechn..

-1.0E+2, : ERESCA,Wert zurAbgrenzungdesEinteilchen-Energie
Spektrums,z. B. ERESCA=-1.0E+04bestimmt,im
Ausgabe-DateiNEGMIN=AnzahlderEigenwerte,deren

Energie tiefer als 9@;>B B ö liegen.NEGMIN =0 für 2-Spinor!.
16.Zeile:

1 : AnzahlderEinteilchen-Niveaus.DerWertgibt an,wieviele
Zeilenmit Eingabe-WertenzudeneinzelnenOrbitalen
folgen.

0 : 0, 1, wenn ; werdenauchunbesetzteOrbitalemitberechnet.
0 : 0, 1, wenn ; werdendie tiefstenOrbitalemit Elektronen

besetzt.Ansonstenwird dieBesetzungfestgehalten,
(AngeregterZustand).
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17.Zeile: Orbital-Eingabe-Werte.
1 : N, LaufendeNummer. Wennnegativ, dannwird dasOrbital

beieinerräumlichenDarstellungber̈ucksichtigt,sonstnicht.

1 : M, M-Quantenzahl1-10.Ergibt sichaus o Ò D HD .
1.0E+00 : OCCUP.., Elektronenanzahlfür diesesOrbital. (Maximal 2).

-1.0E+00 : ENERG..,GescḧatzterEigenwertfür Startrechnungen.Insbe–
sonderedieerstenOrbitalefür jedeM-Quantenzahlsollten
gutangegebenwerden,um die Iterationsanzahlder0.ten
Iterationzu minimieren(höherewerdenim Progr. bestimmt).

1.0E-01 : ACCU..GescḧatzteGenauigkeitderAngabe.
18-27Zeilen: : (Am bestennicht ändern)VerschiedeneFile-Nummern

undWertezur AusgabevonDichteundOrbitalen,
PotentialeundMatrixelemente,sowie GRID undUPGRID
Gitter undLösungsvektoren.
15=GRID, dasFile ’GRID’ musszumStartvorhandensein.
Für Upgrid,mussdasFile ’GRIDUP’ =77zumStart
vorhandenseinunddarfnichtmehrgëandertwerden.

20-26 FILE NUMBERSFORSHAPEFUNCTIONS.
30-37 FILE NUMBERSFORELEMENT MATRICES.
60-62 FILE NUMBERSFORLCAO-FEM MATRICES.
40-42 FILE NUMBERSFORDENSITY.
50 FILE NUMBER FORPOTENTIAL.

70-77 FILE NUMBERSFORSOLUTION VECTORS,
77=GRIDUP

0,81,0,82 FILE NUMBERSFORRESWAF AND RESRHO.
83-85 FILE NUMBERSFORSOLUTION UPGRID.



Anhang C

Danksagung,Erkl ärung und Lebenslauf

Danksagung
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tersẗutzten,sehrbedanken.

87



88 ANHANG C. DANKSAGUNG,ERKLÄRUNG UND LEBENSLAUF
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