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Kapitel O

Einleitung

Die quantenmechaniscHgehandlungatomarerund molekulareNaturpfanomeneerforderteine
relativistischeBeschreiling. Hier wird die Dirac’schenGleichungzugrundegelegt. Diese Glei-
chunghat engeVerbindungzur SchibdingerGleichung,welchedie nichtrelatvistische Beschrei-
bung darstellt.Die Erfahrungzeigt, dassman bei der Dirac’schenGleichungmit vielen numeri-
schenSchwierigkeitenkonfrontiertwird. So z. B. verhindertdie Singularitat am Kernort(inbe-
sonderdur groReKernladung?) eineguteKornvergenzund ergibt schlechterd 6sungenals man
erwartenwirde.

Eswurdenverschieden&ldglichkeitenzur VerbesserunderLdsungsmethodéfiir relativisti-
schezweiatomigemolekulareSystemebehandelRef. [3, 4, 6, 7], und [10]-[25]. Einige beziehen
sich auf numerischeMethodenund anderesind theoretischeMethoden,die die numerischerki-
genschaftemer Dirac'schenGleichungverbessernBeide Wege werdenin RahmendieserArbeit
behandelt.

Zum einenwurdenKoordinatentransformationgefundengdie systematiscim einerbestimm-
ten Ordnungdie Singularitit am Kernort teilregularisierenund damit die Korvergenz und die
Losungerverbesserenir erreichtenhochgenau&negiewerteauchfur hochrelatvistischeSy-
steme wie am Beispielvon Th)™* gezeigtwird. Dies gelangdurchdie Kombinationvon neuen
Koordinatentransformationanit Extrapolationstechiken,geometrisctuberdie Iterationsschritte
(Iterationszahl— o0), sawie logarithmisch(rationaleoderdie inversePotenzEntwicklung)uber
die GitterpunkteN (N — o0) Ref. [4, 3]. DieseKombinationernmdglicht eine genaueFehler
Diagnostik,d. h. die FehlerausverschiedeneQuellen,die auf die Singularititam Kernort(kurz-
reichweitigeFehler)zurickzutuhrensind,oderdie, die aufdie Approximationder Wellenfunktion,
(in dieserArbeit die FEM-Approximations-Polynomelie Formfunktionen),zuriickzuiihrensind
(langreichweitige=ehler),werdenanalysiert Beide Fehlerarterwerdendadurchreduziertund da-
mit einebesseré osungerreicht.

Zum andererkann man durch dasMin-Max Prinzip eine zwei komponentigeFormulierung
(2-SpinorFormulierung)der Dirac’schenGleichungerreicherRef. [1, 2] und[11]-[14]. Eswurde
gezeigt,dassdiesverbessert&igenschaftemenorbringt, die ahnlichder SchibdingerGleichung
sind.DieszeigtderVergleichmit vier komponentige(4-SpinorFormulierung)L 6sungunddie Un-
tersuchunglerKoordinatentransformationesawie die AnwendungderExtrapolationstechikenan
beidenFormulierungenEswird festgestelltdassdie 2-SpinorFormulierungzwei grundstzliche
undentscheidend¥orteile gegeriiberder4-SpinorFormulierunghat:

e Die ReduzierunglesAufwands,welcherin Finiter ElementeAnwendungsehrwichtig ist,
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12 KAPITEL 0. EINLEITUNG

weil die MatrizenaufkleinereDimensionerreduziertwerden.

e Besseraumerischéeigenschaftyeil die Fehlerwichtungn 2-SpinorFormulierungahnlich
dernichtrelatvistischenSchibdingerGl. ist. Dasverbessertlie Konvergenzstarkinsbeson-
derein kleinenGittern.Undim Gegensatzum4-SpinorFall Ref.[6] beobachteimankeine
spurioseroderkontaminierend@ustndeim 2-SpinorFall [1, 2].

DieseArbeit undalleswasich hier erreichthabe,ist durchdie vielen Ratschigeund die Zu-
sammenarbeiinit meinemDoktorvaterHerrn Prof. Kolb gelungenund durchzahlreicheDiskus-
sionenmit ihm und unteranderemauchmit FrauM. J. Estebarund J. Dolbeaultvom mathema-
tischenFachbereiclder DauphineUniversittin Parisundfernermit A. Rutkowvski vom Departe-
mentof Physicsand ComputerMethodsder Universitait Warmia und Mazouryin Olsztyn,Polen
entstanden.

Die Arbeit gliedertsich wie folgt: In 1. Kapitel werdeich die mathematischennd physika-
lischenGrundlagereinfuhren.In 2. Kap. werdeich detailierterdasSCF-Schemand dasGrund-
geristunseret~ehleranalyséiskutierenauf die ich spaterbei der Diskussionder Ergebnissesin-
gehe.Im 3. Kap. werdeich mich austihrlichermit der Finite ElementeMethodeund dem FEM-
Losungserfahrender FEM-Matrixdarstellungler Operatorenm 4-Spinorund 2-SpinorFall, und
der Losungder Poisson-Glfir die Potentialberechnungesclaftigen. AnschlieBendm 4. Kap.
werdendie Ergebnissevorgestelltund diskutiert. In diesemKapitel wird zwischender 4-Spinor
und 2-SpinorFormulierungder Dirac-Gl. unterschiedemnd damit verfolgeich denchronologi-
schenWeg, denwir bei der Entwicklung desProgrammsund dieserArbeit gegangensind. Der
Vemleich zwischendenbeidenFormulierungergehbrt zum Kernpunktder DiskussionIn 5. Kap.
werdeich einigeanschlieRendBemerkungemndeinenAusblick eingeben.

Bemerkungen:

Zwei allgemeineHinweisezur Arbeit:

* Konstantenund Einheiten:
Eswerdenwie Ublich fur alle Gleichungerund Ergebnisseywennnicht anderegesagtdie
atomarerkinheitena.u. verwendetSie sindwie folgt definiert:
h=e=m,=1,
h = % h dasPlanckscheWirkungsquantum
e undm, sinddie Ladungunddie MassedesElektrons.
Die Lichtgeschwindigleitistin dieserArbeit durchdenWert ¢ = 137.0359895 a.u. gegeb-
en.Die UmrechnunglerEnegiein eV undderLangeneinheiin Meterist:
1. a.u. = 27.2113957eV
1. a.u. = ag =~ 0.52917726.10"19m, ay ist der Bohr'scheatomareRadius

*% Abklrzungenin Text und Formeln:
Viele Worter oder Begriffe werdensehr haufig benutzt.Es empfiehltsich deshalb,eine
Abkurzungdafur zu verwendenDies habeich auchgetan.So wird z. B. fur Koordina-
tentransformatiordie AbkurzungKo.-Tr. benutzt.Diese Abkirzungsollte eigentlichnicht
zu Verstindnisproblemefilhren.Sollte esdennochan der einenoderandererStelle nicht
klar sein,bitteich, andie Stellezurickzugehemanderdie Abkirzungzuerstbenutztwurde.
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AuRerdemwerdenauchwie tiblich Vektorenund Matrizenmit fettem Schrift und Operato-
renmit Dach-Symbokennezeichnetn mathematischeRormelnhabeich einigebekannte
Abkiirzungernverwendetwie z. B. die EinsteinscheSummenkowention,d.h.iberdoppelte
Indizeswird summiert,oderdie LandauscheKornventionfir die Bezeichnungler Fehler
ordnungdie O-Symbolewelchewie folgt definiertsind, Ref.[35].

Esseien{ f,},{g.} zwei Sequenzereelleroderkomplexer Zahlen,dannheif3t:

1. f. = O(g.), wenneine natirliche Zahl N und eine KonstanteA existieren,fir die
gilt
|fn| < Ay - |gn| furallen > N,

2. f, = o(g,), wenngilt
M — 0flrn — oo,
|91

3. fa ~ gn,wenngilt f,, = O(g,) undg, = O(f,).

Ich hoffe, die Formelndadurchin eine kompaktereForm gebrachtund Mi3verstindnisse
vermiederzu haben.

Ich hoffe auch, allesin eine ansprechend&orm gebrachtzu haben,die dem Leser ein gutes
Verstindnisermiglicht und sein Interessean dieser Thematik nicht schwindenlasst,und nicht
zuletzt,dasdie deutsch&SprachaneinenSprachausdickennicht zum Opfergefallenist.
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Kapitel 1

Physikalischeund mathematische
Methoden

Ich werdein diesemKapitel auf einigephysikalischeund mathematisch&rundlagengie fur die
relativistischeBeschreilnngatomarerundmolekularemquantenmechanischBystemegenutzioder
zurVerbesserunderLdsungerentwickeltwurden eingehenDaesin dieserArbeit umdie relativi-
stischeBeschreilinggeht,wird die relativistischeDirac’scheTheoriezugrundegelegt. Die Dirac-
Gl. ist Ausgangpunkiur alle BerechnungerDie theoretischerrundlagerbei der 4-Spinor und
2-SpinorFormulierung,dasMin-Max Prinzip, und die Dirac-Fock-SlaterDichtefunktionalNahe-
rungfir Molekile werdeneingetihrt.

1.1 DierelativistischeDirac’ scheTheorie

Eswurdein dieserArbeit fir zweiatomigeMolekile die Born-OppeheimeNaherungRef. [31]

verwendetHier gehtmandavon aus,dasssichdie Elektronerviel schnelleralsdie Kernebewegen,
die viel schwererals die Elektronensind. Darausfolgt, dassdie Elektronender Kernbavegung
praktischinstantanfolgen und somit die Kerneals statischangenommenverden.Darausfolgt,

dassdie Kern-Kern-Wechselwirkungdie reine klassischeCoulomb-Wechselwirkungst. In dieser
NaherundautetderDirac Operatoifur Mehrelektronerbysteme:

N N 95 QZ K 2ZkZl
HD:Z(Ca D; +mec B — Z|r ) Z|r—r| Z (1.1)
=1 Z ‘ g k<l
hi(ri) = T(x)+ V() ve Vrue

& undB sinddie Dirac Matrizen:
A 0 & 5 I 0
a:<&‘g) 5:<0 —1) (1.2)

h (r) sinddie EinteilchenDirac- OperatorerVC undV,,,.. sinddie CoulombscheElektron-Elektron-
undKern-Kern-AbstoRung! istdie2 x 2 Einheitsmatrixundé sinddie bekannteriPauli Matrizen.
Sielautenin kartesischefKoordinaten:

15



16 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE UND MATHEMATISCHE METHODEN

ei,? = 1,2, 3 sinddie dreikartesischeikinheits\ektoren.
In denGl. (1.1) sind Ry, r; der Ort desk-ten Kernsund der Ort desi-ten Elektrons,und p; =
—1 h V; ist der Impulsoperatodesi-ten Elektrons,m. die MassedesElektrons.Fir Einelektro-
nensystemeereinfachisichGl. 1.1zu:
K 2
Hp=ca -p+mc®B+V, mitV =V, = —Z ¢ Zr
k=1 |I' a Rk|

(1.4)

DasPotentialst fest,die Self ConsistenField (SCF)lterationerentfallenundmanist geggennume-
rischeFehler(Fehlerakkumulationjvenigerantfallig. Unterschiedem Korvemgenz\erhaltenzwi-

schen2-Spinorund 4-SpinorRechnungersind deutlichzu sehendie 2-SpinorFormulierungder
Dirac-Gl. zeigtbesserdEigenschaftemls die 4-SpinorFormulierung.DieserUnterschiedvird ab-
geschvachtin Mehrelektronensystemdiirac-Fock-Slater),da dasPotentialsich durch Losung
derPoisson-Glemibt, und dabeialle vier SpinorKomponenteriir die Dichteberechnungenutzt
werdenmiissen.

1.1.1 Dirac Gleichung

Um die Dirac Eigenwertgleichungu erhalten kannmandasEnegiefunktional:
I=(¥|Hp—-c|¥) (1.5)
variieren,wobei ¥ die 4-SpinorWellenfunktiondesSystems
= 0) = (9% 9% )T = (y, 9 )" = (U |T= (uh)]

ist. Man unterscheidezwischendengroBems . = (¢!, ¢*)T unddenkleineny_ = (¢, )T
Komponenterin der Wellenfunktion. Die Dirac’sche Eigenwertgleichungst dasrelatwvistische
Aquivalentder SchibdingerGl. undhatwie diesedie Form:

HpV =EV (1.6)

In FEM wird aberdie Integralform, die sogenannté schwacheFormulierund verwendetwas
einigegrundstzlicheVorteilebietet:

(U | Hp | ¥) = /\IfofD\If dr® = E/\IfT\If dr® (1.7)

1.1.2 Die 4-und 2-Spinor Formulier ungen,dasMin-Max Prinzip

Die Losungder Eigenwertgleichund1.7) bereitetviele Schwierigkeitenjnsbesonderéir stark
relativistischeSystemeDie Singulariitam KernortbeeintachtigtdasKorvergenz\erhaltenstark.
DiesesProblemwurdein dieserArbeit durchneueKo.-Tr. behandeltWir werdenim Laufedieser
Arbeit die EffizienzdieserKo.-Tr. kennenlernenyndin Verbindungmit denExtrapolationséchni-
kenVerstindnisdafur bekommenyvie sichdie Singularititauf dasKorvergenz\erhalterauswirkt.
EineanderdiefliegendeSchwierigkeitst, dasszumUnterschiedur SchibdingerGl. die Losungen
derDirac-Gl. nur statiorareZustndeeinesVariationprinzipssind, esgibt kein Enegie Minimum,



1.1. DIE RELATIVISTISCHE DIRAC'SCHE THEORIE 17

waszu demausder Literatur bekannterVariationskolapsfiihrt, siehez. B. Ref.[22]. Aus mathe-
matischerSicht bedeutedies, dasses kein Minimum sonderneinenWendepunkigibt, der viele
Schwierigkeiterbei der numerischemehandlungoereitet.Dieshatz. B. zur Folge, dalRdasKon-
vergenz\erhalterbeimLodsenvon Gl. (1.7)viel schlechteist alsdasder SchibdingerGl., unddass
spurioseZus@indeauftretenwie u. a. austihrlichin derArbeit von Disterldft Ref. [6] diskutiert.

Die UmformulierungvonGl. (1.7)in eineGleichundfiir diegroBeKomponentap , = (¢, o) T
war seitlangerZeit eine Herausforderungur die TheorieRef. [11]-[22] und die Literatur darin.
Es gibt bereitszahlreicheNaherungerzur Dirac-Gleichung die Vorteile gegeriiberder 4-Spinor
-Formulierunghabenjnsbesonder&ir schwachrelativistischeSystemeSiekonnenabernichtdas
relativistischeVerhaltenvollstandigbeschreibenynd sie enthalteneinengrundstzlichenFehler
indemssie keine gute Projektiongegen dasnegative Kontinuumaufweisen(positronischeKonta-
mination) und spurioseZustindeauftreten. Auch die am meistenangevandteNaherung,Kinetic
Balancé hateinenFehlerderOrdnungO(c%), c die Lichtgeschwindidreit Ref. [15] undist nicht
frei von spuriosenZus@indenRef. [17]. UnsereMin-Max 2-SpinorFormulierungist exakt und
keineNaherungder Dirac-Gleichungundim Unterschiedzu andererFormulierungenNaherun-
gen) gibt es keine spuriosenZus&nde.Sie besitztdariberhinausviele numerischeVorteile, die
der nicht-relatvistischenSchibdingerGleichungahnlichsind. Ich werdein meinerBeschreibing
der 2-SpinorFormulierungdemMin-Max-Prinzip von Dolbeault,wie esin Ref. [14] (sieheauch
[11, 12,13]) beschrieberist, folgen.

DasMin-Max Prinzip

Die Dirac Eigenwertgleichungl.4) kannin derfolgendenMatrixform geschriebemverden:

(B ) ()= ()

Sie kannin zwei gekoppelteGleichungerfir die groRey . = (¢, »)” unddie kleiney_ =
(v3,14)T Komponentezerlegt werden:

Ly =\ —me? =V, = (B — V)b, (1.9)
L, =(\i+me? —V)p_ = (F;+2me* = V)gp_ (1.10)

L=ich 6 - V., und &=Z,§:1 ok e, oy sind die Pauli Matrizenund E; = X; — mc?, dasim
nichtrelatvistischenLimes die Eigenenegie der SchiddingerGl ist. Aus 1.9 und 1.10kann ) _
eliminiertwerden Diesfuhrt zur Gleichung:

5 L+, g v
Lt (m) = (B, - V)9, (1.11)
Dasist fir denFall L = LT (dieserfordert,dassmanin hinreichendglattenFunktionenaumen
arbeitet,was jedochz. B. in finiten Elementenin elliptisch-hyperbakchenKoordinatenmit of-
feneninnerenRandernnicht gegebenist.) eine Differentialgleichund. Ordnung,nicht-linearim
Eigenwert.DieseFormulierungwird als die sogenanntestarkeFormulierung® bezeichnetEine
Integralform, die als ,schwache~ormulierung bekanntist, emgibt sich nachMultiplikation von
(1.11)mit 31 Ref.[14]:

L S V) lapy |2dr? 1.12
Eit2me -V T (Fi = V)[4 [ dr (1.12)
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DieseGleichungwurdedannmit der FEM, wie im 4-SpinorFall, diskretisiertundgelost.Da Glei-

chung(1.12)nichtlinearim Eigenwertist, mussdie linke Seit(die Operatormatrixentwickeltwer-

den,umsienichtin jederlterationneuberechnezumiissenDie Entwicklungwird in derfolgender
Weisegemacht:

Ly, > | L, |” :/ |i¢+|2 _ (1.13)
E; +2me?2 -V Eo—I—Q’I’nCQ—V)—I—AE' (EO)[1_|_ OF )] '
Ly 1 |L¢+|2 S /|L¢+I2 [ L
9(Fo) 1+ 5y J 9(Fo) (2 L g Eo g (B4t

Die AnzahlderTermein derReihe die mitgenommenverden betidgtnormalerweisewischer2 —
5 fur leichtrelatvistischeSystemeund8 — 12 fur starkreIat‘i/istischeSystemeaIIerdingsabréngig

|¢+

istfestundwird dahemurin derersten

vonderStarteneggie F. Dererste(Matrix-) Term [

Iterationberechnetebensaverdendie Terme [ T;/)O)'y'— in Dateiengespeichemtind dannbeim Ite-

rierenmit demin derrn—ten Iterationaktuellen(—AE}”)) multipliziert. Diese(— A E;) abhangigen
Termewerdenauf die rechteSeiteder Matrix-GleichunggesetztDies verursachkeine Probleme,
daohnehireiniterativesL 6sung\erfahrerbei FEM verwendewird. Die Entwicklungin Gl. (1.13)
berbtigt maninsbesonderéir die gleichzeitigeBerechnungon mehrererkinlektronenzusinden
oderfur die Berechnungron Mehrelektronensystemgiichtefunktionale) Man wahlt dannein
geeignetedy, fur alle Zustinde dasetwain derMitte desmitgenommene®pektrumdiegt.

1.2 Hartr ee-Fock-Slater Dichtefunktional Naherung

Ich werdein diesemAbschnitt die Herleitung der totalen Enegie fir Mehrelektronensysteme
einfuhren. Es sei angenommenglasses sich um geschlossenschaliggystemehandelt,da esin
dieserArbeit um zweiatomigeMolekile geht. Die Elektronengehorcherdem Prinzip der unun-
terscheidbarefieilchen,sie sind ununterscheidbareermionenDie WellenfunktiondesSystems
kanndurchdenSlaterDeterminanten-AnsagusgedicktwerdenwelchedasPauli-Prinzipgaran-
tiert: N seidie AnzahlderElektroneny;, i = 1, -- -, N derenOrts-SpinKoordinatenund ¢, (r ;)
die Einteilchen-Wllenfunktiondesi-ten Elektronsmit der Orts-Spin-koordinate(r; ). Der Ansatz
fur die GesamtwellenfunktiodesSystemdautet:

1 ilgrlg ...... ¢1(rNg
(ry,ry,-) = ——| P20 T Walin (1.14)
vt N(ry) e P (rn)

Die 4, (r;) sinddie Einteilchenwellenfunkonen
Pi(r;) = (0! (r7), 97 (), (1), 0 (0)) T = (i (eg) 905 ())T,

die orthogonakind,undsie seiennormiert:
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Die totaleEnegie emibt sichausdemErwartungswer#,,; = (V | Hp | U):
~ ~ N -~
Fior = <HD> = <\II | Hp | \I}> = Enuc + Z//l)b:r(rz)h(rl)l/)z(rl)dr?
P

+_§://MQ¢JQ o ilr) 5 (xy)drldr]

711

-5 Z //¢ (i)l (x;) ,¢( r;)i; (r;)dr}dr} (1.15)

1,=1

wobei F,,,. die klassischeCoulombscheKern-Kern-Abstol3ungsengie ist. fz(ri) = T(ri) +
Vi (r;) sinddie EinteilchenDirac-Operatoremwie in (1.1)undr;; =| r; — r; |.
Man kann nun das Variationsprinzipanwendenum den Grundzustandu erhalten.Ein wichti-
ger Punktist hier, dassim relativistischenFall die Zustndestatiorir sind. Dies ist ein entschei-
denderPunktfur relatvistischeBerechnungenda durch Variieren des Funktionals(1.15) bzw.
(1.5) kein Minimum der Enegie zu findenist, esgibt nur einenWendepunktDies wird spater
bei der Diskussionder Ergebnissenahererlautert.Das Variierenvon (1.15) bzw. (1.5) nachden
Einteilchen-Wllenfunktionen<), unter der Nebenbedingungler Orthogonali&t erfolgt mit Hil-
fe der LagrangeMultiplikatoren A;j. Da essich um geschlossenschaliggystemehandelt,kann
die Matrix A = (A;j), 1,7 =1, N durcheineunitare TransformationrdiagonalisiertwerdenRef.
[33, 31],

N = Nijdi; = (MTX; M)y
sodassichdie Wellenfunktionenn die angenommenearthonormiertenf,;’sin der SlaterDeter
minantetransformierenDie diagonalevariationunterderNebenbedingungmibt also:

Wy !
5= S[(Hp) +Z )\/¢ r) s (v de)] £ 0 (1.16)
Mit Hilfe von Koopmans Theorenfolgt A; = ¢;, undesemgibt sichdie Dirac-Fock-Gl. (DF-Gl.):
(hi + VE + VX 4 Vo) (r) = eipi(xy) (1.17)

in dieserGl. ist h; wieder der Dirac'scheEinteilchenoperatoi’ ¢, V... sind wie in GI. (1.1),
klassischeNatur V¥ ist dasAustausch-Potentiagsist rein quantenmechanisch:

X (e (00) = — S [t ()t ()0 () e
VX r)i(r) = = 3 [ )ty )8 () e (1.18)
j=1 i

Im Gegensatzu demdirektenPotentialV’ ¢ ist VX nichtlokal. Eswird in der SlaterschenNahe-
runglokal durchdie totaleelektronischéichteapproximiert:

3 3 |
V¥ vy = —5a(=p(x))7, mit p(r Z/¢ (1.19)

VX hatentggengesetzte¥orzeicherzu V. Esverringertdie AbstoRungzwischendenElektro-
nenund wirkt damit als attraktves Potential.« ist ein Parameterund wird in dieserArbeit wie
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ublichin derLiteratura = 0.7 gesetztDie DF-GI. gehtin die Dirac-Fock-SlaterGleichung(DFS-
Gl.) tibet indemmanV X durchV, X ersetztDie totaleEnegie st in der SlaterscherNaherung:

N
1 1
ES. = Zgi + 3 /p(r)Vc(r)dr?’ + Z/p(r)VaX(r)drS + Frue (1.20)
=1

In Gl. (1.20)ist £, = E3,[p] ein Dichtefunktional,wobei die DFS NaherungGl. (1.19) die
einfachsteDichtefunktionalNaherungiir dasAustausch-Krrelationspoteridl ist.

1.2.1 2-Spinor Slater’'scheNaherung

In Abschnitt1.1.2habenwir eine2-SpinorNaherungfir die Dirac-Gl. mit festemPotentialher
geleitet.Die Erweiterungfir die SlaterscheNaherungolgt unmittelbar Da wir zur Losungvon
(1.12) das SFC Iterationsschemaerwendenkann man zu jeder Iterationin dem die Potentiale
ausder Dichte ermittelt werden,dieseals festannehmendarausfolgt, dassdasGesamtpotential
V =V, + V¢ + VX 1V, alsfestesPotentialangenommemwerdenkann.Damit siehtmanun-
mittelbar dassm 2-SpinorFall die Dirac-Fock-SlaterGleichungdieselbe~ormwie (1.12)hat.Die
untererewei Spinorendie beidenkleinenKomponentenywerdendannmit Hilfe von(1.10)berech-
net,unddarauslie Gesamtdichtermittelt,die zur BerechnunglerPotentialamit Hilfe derPoisson
Gleichungberbtigt wird. Diesewerdendannzur Losungder (nichtlinearen)Eigenwertgleichung
in derfolgendenSCF-IteratioreingesetztEs ergebensichdie folgendenGleichungen:

Sl e @2
E; +2me?2 -V o
L,
o , 1.22
Y-i T Erameov) .
N
pr) = > / ¥ (r)¢;(r)dr’ (1.23)
=1
V = ‘/k—}—‘/c —|—‘/X + Viue (124)

Die totale Enegie kanndannaus(1.20) berechnewerden.Die Gl (1.21) wird auchwie die Gl.

(1.13)entwickelt.Leidermiisseraberalle Matrixelementavegender AnderungdesPotentialsauf-
grund der neuenDichte in jeder Iteration neu berechnetverden.Dies machteinenzusitzlichen
Aufwandfur das2-SpinorProgrammTrotzdembleibtaberdas4-SpinorProgrammerheblichauf-
wendiger



Kapitel 2

Das SCF SchemanhumerischeFehler
und inr e Verbesserung

In diesemKapitel werdendie moglichenFehlerquellerthematisierund einige Verbesserungivy-
-lichkeiten, die in dieserArbeit gemachtoderausgenutztverden,eingefihrt: Stabilisierungder
SCF-IteratiordurchPotential-Mischungind derkorrigierte Enegieausdruckdrei Typenvon Ko-
ordinatentransformationamd die Extrapolation die geometrischeind die logarithmischgratio-
naleoderinversePotenz-Entwicklungzur VerbesserunderKonvergenzoderzur Beschleunigung
der SCF-Iterationund damitzur Verbesserunder Ergebnisse.

2.1 NumerischeFehler

Zur Losungvon (1.7) bzw (1.12) werdennumerischeMethodenund in der Dirac-Fock-Slater
Naherungzusatzlich das SCF-IterationsschemeingesetztDiese Algorithmensind mit verschie-
denenFehlerquellerbehaftet.

Approximationsfehler: Zum einengibt esdie Approximationsfehlerdie ausdenverschie-
deneApproximationerresultierenln dieserArbeit wurdenFinite-Elemente-Polynomiee-
stimmterOrdnungp zur Approximationder Wellenfunktionbenutzt.DieserFehlerist ein
systematischerehler Er ist diagnostiziertvordenRef.[34] undist absclatzbar

drem < %, N = Gitterpunktzahlp = FEM-Ordnung (2.2)

Mittels Extrapolationstechnién Abschnitt2.3 |asstsich weiter eine erstaunliché/erbesse
rung der Ergebnissed. h. Verbesserunger GenauigkeiterreichenDies st allerdingsim

wesentlichererstunterEinfuhrungeinesneuenTypsvon Koordinatentransformationdref.

[4], sieheauchuntenPunktll diesesAbschnitts,gelungenDie Anwendungvon Extrapo-
lationstechnilenwurdesowvohl im 4-Spinorwie 2-SpinorFall untersuchtDie Erweiterung
von Einelektronenzu Mehrelektronen-Systemen e. DFS,wurdeohneweitereSchwierig-
keitenerreicht.

Die Singularitat am Kernort: Eine andereQuelle,die die Konvergenzerheblichvermin-
dert, ist die Singularitit am Kernort. Das steile Verhaltendes Potentialsin der Nahedes

21
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Kernsverlangsamtlie Konvergenz,insbesondere starkrelativistischenSystemer(dawir
Punktkernein unserenRechnungerbenutzen)und erstfir groReGitter ist diese Rggion
gut abgedecktDas singulare Verhaltender relativistischenWellenfunktionenam Kernort
(abhangig von den Drehimpulsanteilerdivergieren die Funktionenoder deren Ableitun-
gen)begrenzendie Konvergenz. Wie in Ref. [7] gezeigtwurde,wird die Korvergenznicht
nur durchdie Ordnungder Approximationsfunktbnensonderrauchdurchdie Ableitungen
derWellenfunktionbestimmt.Wennmandie Approximationsordnug der Finite-Elemente-
Polynomeausschipfen mochte, miussendie hoherenAbleitungenbis zur entsprechenden
Ordnungexistieren(d. h. der Beginn einerTaylor Reihenentwicklung).

Eswurdenin derVergangenheiverschieden&oordinatentransformationexufintrinsische
Koordinatereur Teilregularisierungder Wellenfunktionam KernortuntersuchtRef. [7, 6].
Wir habeneinenneuenTyp von KoordinatentransformationeRef. [4] und Abschnitt2.2,
untersuchtgder systematisckeine TeilregularisierungdessinguarenVerhaltensam Kernort
ermdglicht. Kombiniertmit den Extrapolationstechiken (die logarithmische) Punktl, er-
gibt diesein Verstindnisfir dasFehlenerhaltenund liefert eine Fehlerdiagnostikdie zur
Verbesserunder Genauigkeieingesetzwird.

Instabilit aten: In dem Self-Consistenfield (SCF)-Schemaverdenin einer bestimmten
Iterationdie Dichtenermittelt, die Potentialeberechnetind mit diesendie nachstdteration
gestartetDiesist ausmathematischeBichtein Fixpunkt-lterationsschema

r; = F(r;_1)

Wie bei allen nicht-linearenVerfahrenkdnneninstabiltitenbeim Ubegangvon einer zur
anderenlteration auftretenoder die Losungdivemiert. DiesesProblemkannz. B. durch
Dampfungmit einerPotential-MischungwischenderaltenundderneueniterationRef.[6]
behobernwerden.Dabeiwird ein bestimmterAnteil desalten Potentialsausder Iteration
(n — 1), (1 — pmiz)V,,_y mit demneuenPotentialV,, in der n—ten lteration zusammen
gemischt.

Vi = (1 — pmiz)V,—1 + pmiz 'V,

TypischeWertefur pmiz liegenzwischen0.1 — 0.7. DasPotentialV,, wird danndurchdas
neueV," ersetzt.

Hinzu kommtnoch,dassdasProgrammmit Zufallsvektorenin dererstenlterationgestartet
wird. Dies kannschnellzu einerinstabilenLdsungfiihren,und damit zur Divergenz.Das
ist ein ernstzu nehmende®roblem.Eine Losungwurde zum Beispiel durch die Defekt-
KorrekturMethodewie in Ref. [6] gefundenauf die hier nicht weiter eingegangenwird.
Die 2-SpinorFormulierungzeigt grundsitzlich Vorteile, da sie numerischstabilerist und
andersalsim 4-SpinorFall wurdenz. B. keinespurioserZustndebeobachtetd. h. sieist
wenig zur numerischerFehleranfallig. Der Startmit Zufallsvektorenbleibt abernicht die
besteldeeundsollte durchandereMoglichkeitenersetztwverden.

Korrigierter Energieausdruck: Eine weitere Verbesserunger Konvergenzist der korri-
gierteEnegieausdruckn Ref.[10]. DieserEnegieausdruckvurdehier nicht weiterunter
suchtsondernwie in Ref.[6] beschrieberangenommerMan mussdaraufhinweisendass
sichdurchdenkorrigiertenEnegieausdruclein Unterschiedn der Korvergenzordnundir
die Orbitale und die totale Enegie emibt, siehedazudie Diskussionam EndedesAbsch.
2.2.2.Die Gleichung(1.20)ist dannrichtig, wennsie ausiteriertund die Poisson-Glexakt
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gelbstwurde,d.h.wennV'¢ unddie Dichte p(r) zu einander,passeh. Die Dichte p(r) fir
dasPotentialstammtaberausdervorigenlterationundauchdie Poissongleichungird nur
naherungsweisgelost.Esgilt in dern-tenlteration:

C,(n—1 _ C Cn
14 ( ) = V- ‘/7“657,‘
N

1 1
ngsm = Z&' 9 /pn(r)vcy(n—l)(r)dr N Z/pn(r)‘/lf’(n_l)(r)dr‘}' Fnue (2.2)
=1

mig; kannerstam Endeder Selbstkonsistenermittelt werden.Somit beinhaltetdie tota-
le Enegie Gl. (2.2) einenFehlerder erstenOrdnungo(Ap). Der Fehlerkannaberredu-
ziertwerden[10], indemdie Coulomb-und Austausch-Engjie F- bzw. F'x auszueinander

gehdrenderTermenberechnetwverden:

N
BRI = e [0y wae L[ 0y E 0 e 4 129
=1

Dadurchwird die totale Enegie schonwahrendder einzelnenSCF-Iterationerauf konsi-
stenteArt und Weiseermitteltundauchdie Losungsfehleder Piosson-Glwerdenin erster
Ordnungkorrigiert. EsreduziertsichderFehlerin EPFS aufo((Ap)?), somitgilt beieiner

Kornvergenzschrankey,
Sin S\ DFS,(n—
e > [EDFS = EQPO m |EQE" - BOTSU) = o((ap)Y) (24

Damit berdtigt manwenigerlterationenals nachGl. (2.2) ndtig ware,um die gleicheGe-
nauigkeitzu erreichenDie Gute der Orbitalewird durchdesAnwendungdeskorrigierten
Enegieausdruckeabernicht verandertRef. [10, 6]. Mit Gl. (2.3) erhalt manfir die totale
Enegie einesDichtefunktionaldieselbegute Fehlerordnung((Ap)?) wie manesfir den
ErwartungwertdesHamiltonsoperators. B. Gl. (1.15)hat.

2.2 Koordinatentransformationen

2.2.1 Elliptisch-hyperbolischeKoordinaten

In dieserArbeit werdenzweiatomigeMolekille behandeltDafur sinddie elliptisch-hygerbolischen
Koordinater¢, n, ¢ besondergeeignetSiesindwie folgt definiert:

i+ Ty — T
2 =T

r1 2 ist die EntfernungeinesPunktesson denbeidenZentren.lhre Beziehungzu denkartesischen

Koordinatersiehtwie folgt aus:

§= (2.5)

2 = Scosoy/(€2 - 1)(1- 1) = u(€, ) cose

2
v o= Sinoy(E@ - D) = u(E n)sing
c = R (2.6)

2
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tT

)=const

Zl SlS

Snax H Dmaaz

Abbildung2.1: (¢, n)- und(s, t)-Ebene, die beidenZentrensind auf der z-Achsebei s = 0
(¢ = 1) undt = 0,7 (np = +1). Die Gitterpunktesitzenauf den Randernund ab dritter Ordnungauch
im Innerender Dreiecke.

t(n)=const

2.2.2 Singulare Transformationen

Wie im vorigenAbschnitterlautert,ist eineweitereTransformatiorfur relativistischeBerechnun-
gen,die intrinsischeKoordinatentransformatiofes wird weiter die AbkurzungKo.-Tr. benutzt),
zur Teilregularisierungder Singulariittam Kernortnotig, Abb. 2.1 (s, t)-Ebene DasPotentialbe-
sitzteinesinguléreSteIIerrlimr_m(%) — oo, dawir ein Punktkern-Modelbenutzenund somit
hatdie Dirac’'scheWellenfunktionsinguresverhalteramKernort.In Ref.[7] wurdedasProblem
diskutiertundein Typ vonKo.-Tr. . eingefihrt. Wir habereineneueKo.-Tr. untersuchtindgezeigt,
dasssie einesehreffektive Wirkung hat Ref. [4, 3, 1]. Fur die Teilregularisierungder Singularitt
der Wellenfunktionam Kernortwurdenfolgendesingulare Transformatione = f(s), n = g(¢)
entwickelt(genauedie Rucktransformationerind singufr):

v=2: € =1+ 2sinh?(s/2) = cosh(s), n =1 — 2sin?(t/2) = cos(t)

v=4: € =1+ 6sinh?(s/2) + 4sinh®(s/2)
n=1-6sin*(t/2) + 4sin°(t/2)

v==6: € =14 20sinh®(s/2) + 30sinh®(s/2) + 12sinh'?(s/2)
n=1-20sin°(t/2) + 30sin®(t/2) — 12sin'°(¢/2)

v=2_8: € =14 70sinh®(s/2) + 168sinh'?(s/2) + 140sinh?(s/2) 4 40 sinh'*(s/2)
n=1-"70sin®(t/2) + 168sin'*(¢/2) — 140sin'?(¢/2) + 40sin*(¢/2)

v=10: € = 14 252sinh'%(s/2) + 840sinh'?(s/2) + 1080 sinh'*(s/2)

+630sinh'®(s/2) + 140 sinh'®(s/2)
n=1-252sin'"(t/2) + 840sin'?(¢/2) — 1080 sin'*(t/2) + 630sin'®(t/2)
—140sin'®(t/2)
oderallgemeindurch:
€ = 14 cysinh?(s/2) + epsinh®+2)(5/2) ..., (2.7)
n = 1—cysin”(t/2) 4 cosin”t2(1/2) — ..,
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. R4
forv =2,4,6,8,10,--- mite; =0 fore > 5und

& _

d
Fit D,, -sinh?" 1 (s), &~ p, -sin?" ()
s

dt
wobei D, = Gty — ¥ _1=0,1,2,3,... und0 < s < 00, 0 <1 < 7.
Die Wirkung dieserKo.-Tr. bestehim folgenden:

1. Die beidenKoordinatert, n sindin derNahedesKerns¢ — 1, n — +1 aquivalentepara-
bolischeKoordinatenWennsiedurcheineweitereKo.-Tr. transformieriverden mussdiese
Eigenschaferhalterbleiben.Die Ko.-Tr. Gl. (2.7) bevahrtdieseEigenschafaufgrundihrer
symmetrischefrormin s, £, wie manandenFormelnsieht.Esgilt in derNaheeineskKerns:

. 2 ~ 2 H _ 2 ~ e

lim (€2~ 1) & C, -7, lim(1 = )2 % G - 17, (2.8)
wobeidie Konstante”' ausdemfihrenderKoefiizientenin (2.7) bestimmtist. Man sieht,
dasdliebeidenAusdriicke diein derBerechnunglerintegralevorkommenmit dergleichen

OrdnungunddemgleichenVorfaktorgegenNull konvermieren.

2. Der Ubeganggegen Null, s, — 0, ist durchdie Ordnungder fihrendenTerme,d. h.
sinh” (s), sin”(t), bestimmt.Dadurchkannmandie Korvergenzdurchy systematischun-
tersuchemundkontrollieren je nachdenwie starkdie Singularitit(dasSystenrelativistisch)
ist, benutztmandenerforderlicherKoordinaten-yp, d. h. hdherev.

2.2.3 Skalierungstransformation

Ein negativer Effekt der vorigen singuarenTransformation = f(s),n = g(t) (fur hoherev )
ist die Verdichtungder Gitterpunktein der NahedesKerns(zur Teilregularisierunglessingukaren
Fehlers)und somit eine Verdinnungder Gitterpunktein der auf3ererRegion, weit entferntvon
denKernen(Zentren).DieseRagion ist wichtig, weil hier die langreichweitigerFehler(die FEM-
ApproximationfehlebestimmteOrdnungp) dominierenDie Folgeist eineniedrigereGenauigkeit
alserwiinschteswerdenmehrGitterpunkte(groRereGitter) berdtigt, um diesenEffekt auszuglei-
chen.Allerdingsgibt esdie Moglichkeit,eineweitereKo.-Tr. einzufihren,Ref. [1]. Ihre Funktion
bestehtdarin, dasssie mehrPunktein die auRereRegion schiebt,abersie bleibtin der Naheder
Zentren(innereReggion) linearunddamitdie Teilregularisierungsmnungbewvahrt. DieseTransfor
mationenlauten:

sinh (b s) . .9, b1s ] 7 | sinh(bgt) . 9, bat
S =5mar | (o1 Sman) ~ 2G| T=5 tanh(byZ) ()
Smaz /2
by —TMAT . L2 2.9
" tanh(b1Smee)  tanh(byZ)’ (2:9)

mit einemfreien Parameterwir wahlenb, wobeis,,,.., 7 die AusdehnunglesGrundgebietsn
(s,t) oder(S,T) sind.Die Untersuchungvurdeallerdingsnurim Fall von 4-Spinorgemachtda

! Die Formelnwurdenmit Hilfe von Mathematicaentwickeltund eshat sich gezeigt,dasssie eine Ver
bindungzu den hypegeometrischerfrunktionen, 7}, haben.Dies sieht man, wenn man die Ableitungen
D, sinh®**! D, sin?"*! integriert. n kannbeliebiggroRsein.Die Wirkung beim Transformierenist, dass
derUbegangs,t — 0 in hohererPolynomordnungerfolgt (die Umkehrtransformatioist in hdhererOrd-
nungsingufr),»v > 10 bringtkeineVorteilemeht
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essichim Vemleich zwischen2-Spinorund 4-SpinorRechnungemezeigthat, dassfir 2-Spinor
wenigerhohe Transformationsordnungerotig sind. Dies wird in der Diskussionder Ergebnisse
genauewrerdeutlicht.

2.3 Extrapolation

Im letzten Abschnitt habenwir die Singularitt und ihre Teilregularisierungdurchverschiedene
Ko.-Tr. diskutiert.In diesemAbschnittwerdenwir unsmit derVerbesserunderErgebnissealurch
Anwendungvon Extrapolationstchnilen [27], und [35]-[38] besclaftigen. Zunachstergibt das
SCF-Iterationsgrfahreneine Wertefolge;im einfachsterfall, mathematisclausgedickt, hatman
eineFixpunkt-lterationserschrift der Form

z, = F(2,-1), n = 00

Die Konvergenz kann beschleunigiverden,in dem man einenTeil dieserFolge, z. B. z;,1 =
0, m;m < oo extrapoliert. Hier begeggnetmander speziellengeometrischefxtrapolation(iber
die Iterationszahf — oo0) Ref.[35].

Ein andererApproximationfehleiist der FEM-Fehley da die WellenfunktiondurchPolynomebe-
stimmterOrdnungp approximiertwird; er wurdein Ref. [34] analysiert.Der Fehlerist glatt und
lasstsichsomitiiberdie GitterpunktzahlV (rationaloderinversePotenz)entwickeln.Mankannei-
neFolgevonWerte{Sy,, i = 1,2, - - -m} fur verschieden®unktzahlemerOrdnungp erzeugeh,
und wiederumein Verfahrenodereine Methodezur Verringerungder Fehler(auchKorvergenz-
beschleunigungenannt)finden, um eine bessereGenauigkeitzu erreichen.Hier habenwir die
logarithmischerationaleoderinversePotenz)ExtrapolationRef.[36, 35, 37] angavandt.

2.3.1 GeometrischeExtrapolation

DasresultierenddineareFEM-Gleichungssyster®l. (3.29), wird iterativ gelost (inverseVektor
IterationsmethodepPer Iterationsprozeskannim einfachsterall durchdie folgendeVorschrift

op =2y =T (2p-1), (2.10)

ausgedicktwerden Diesgehorchterspeziellergeometrischei&ntwicklung:
on = > A" +o(M),m =00, 0<|A<1 (2.11)
u=0

VernachéssigtmandenFehlertermp(A™") ist dasein linearesGleichungssystmfir ¢,,, ausdem
g = 0, = 0,0 bestimmtwird, d. h. die Sequenavird geometrischextrapoliert (dies wird
oft mit geom.Extrapol.abgekirzt). Es bedeuteeineReduzierunglesAufwandsinsbesonderéir

?DieseFolgewird sowviesoerzeugtdawir einesogenannt&pgridrechnungiurchiihren Wir startermit
einemGitter mit einerkleinenPunktzahlN, ; die Losungist dannStartfur die nachsteRechnundGitter) mit
hohererPunktzahlN,, dannNs, ... undsoweiter, amEndehatmaneineFolge { E(N;), i = 1,2,---m <
oo} fur die Enegien mit verschiedene®unktzahlendie manextrapolierenkann,anstattV,,, sehrgro3zu
wahlen.Dies verbessertlie Ergebnissaind reduziertden Aufwand, wie wir beider Diskussionder Ergeb-
nissesehenwerden.
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groReGitter Ref. [4], sozusagemine Beschleunigungler Korvergenz,wobei mandenWert fur
unendlichdterationenn — oo) durchExtrapolatiorberechnehat.Die Entwicklung(2.11)gilt fur
alle Iterationswrschriftender Form (2.10).DennnachGl. (2.11)verbleibtdamitnur dererheblich
kleinereFehlero(A™").

2.3.2 Logarithmische Extrapolation

Wie am Anfang diesesAbschnittserlautert,lasstsich der FEM-Fehler(asymptotischin eineRei-
he) entwickelnund extrapolieren.Dafur verwenderwir die logarithmischeExtrapolation,wobei
mandazusagemmuss,dassein singuirerFehleranteibblsoder Fehlerausder Teilregularisierung
der Singulariitam Kernortsichmit demFEM-Fehlervermischtund die Extrapolationstort. Dies
ist insbesonderém 4-Spinor Fall deutlich beobachtetvorden,im 2-Spinor Fall konnte ausrei-
chendauchdersingulreAnteil naherungsweisi eine Reiheentwickeltundzusammemit dem
FEM-Anteil logarithmischextrapoliertwerden,sieheAbsch.4.2.1. Zunachstwerdenhier in die-
semAbschnittdie GrundlagerderlogarithmischerkExtrapolation(dieswird oft mit log. Extrapol.
abgekirzt) eingefihrt. Die Vermischungder beidenFehleranteiledessinguiarenund desglatten
(FEM-) Anteils, wird bei derDiskussionder Ergebnissenahererlautert.

I- InversePotenz-Entwicklung:

In derinverserPotenz-EntwicklungiberdieinversePunktzahh = 3 gehtmandavonaus,dassier
Fehlerin einesemikovergenteReiheentwickelbaist, derenfUhrendeﬂ'erm% Ref.[34] ist(2.1),
wobei N die Gitterpunktzahist und p die Ordnungder FEM-Polynome die zur Approximation
derWellenfunktionbenutztwerden.

Wir werdenaberspater sehendassder fuhrendeTermnicht & = % ist, sondernp mussdurch
die Korvergenzordnung; ersetztwerden,q kannkleiner odergleich p sein,je nachdemwelche
singulareKoordinatentransformatiowl, h. welchesv, benutztwordenist. Mit anderenNortender
fuhrendeTerm,oderq, wird dadurchbestimmte nachdenwelcherFehleranteildersinguiareoder
derglatte(FEM-) Anteil, Uberwiggt. Die inversePotenz-EntwicklundautetRef.[35]-[38]:

W, = W —I_Z q+u 1)+0 (q+m)) (2.12)

VernachassigimandenRestfehlen(n, ("))

fizientenc, undcy = W,

ist daseinlinearesGleichungssysterfiir die Koef-

lI- Rationale Entwicklung:

In derrationalenEntwicklunggehtmandavon aus,dassder Fehlermit einerrationalenFunktion
darstellbaRef. [35]-[38] ist. Fur denfiihrendenTerm gilt dasselbavie bei der inversenPotenz-
Entwicklung,die FEM-Ordnungmussdurchdie Korvergenzordnung ersetztiwerden.Die ratio-
naleEntwicklunglautet:

Woo + c1h? + cahI™ oo ohTH 4 o(ng T

W, — (2.13)
k 1—}-d1hz—}-d2h%+1+ 4 d,, th-ll _I_ ( (Q+11+1))

-l h m = ungerade by — _[m-1
=1 1+1, m=gerade k_n_k’ ~ | 9
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wobeim die Anzahlderzu extrapolierendeWerteist, und|z] die grol3teganzeZahl < z ist. Ver-
nachbssigtmanwiederdie Resttermef)(n;(q"’l"’l))7 o(n;(q+ll+1)) kanndiesauchin einlineares

Gleichungssystenfilr die Koeffizientencg, d, und ¢ = W, (oderag, a4, - - ) umgeschrieben
werdenRef.[36]:

W, = Wo +eahl+di(~Wnhl)+ ehi™ +do(~Wo hITH) 4 -
= W4 athl + ay(~W,, hl) + azhi™ + ay(~W,, b ) 4 -

In beidenEntwicklungenGl. (2.12,2.13)lasstsichdergesuchtaNVert W, d. h. derWert fur eine
sehrgrof3ePunktzahk; — oo, durchdieLosungdesresultierende®Gleichungssystms(in denun-
bekannterKoeffizienten)ermitteln. Allerdings nur bis aufo(n,;(”l“)), o(n;(quJ’l)), daswie-
derumdurchdenSemikowergenzfehle(dieserhangtvom grof3tenn,, in der Sequenab)begrenzt
ist. Obwohl sich grundsitzlich durch nicht-lineareSequenzoperationesuchdieserSemikower-
genzfehlewverkleinernlasstRe.[36, 30]), gelangerdiesbeiglichkeineallgemeinerVerbesserun-
genundich gehenichtweiterdaraufein. Die KorvergenzbeschleunigurdurchExtrapolationiber
die Punktzaht hat nachunserenUntersuchungegute ErgebnisseRef. [4, 1, 3] (sieheauchRef.
[27]) gebracht.

EineBemerkungzumUnterschiezwischennversenPotenzundrationalerEntwicklungenlin
denmeistenFallensolltenbeideahnlichgut sein.StimmenbeidelibereinhatmanmehrSicherheit,
dassdie extrapoliertenWerterichtig sind. Im Fall einer singuarenStelle,d. h. einer Folge, die
in der Naheeiner singularenStelle extrapoliert wird, ist die rationale Entwicklung stabilerund
bessepnderProblemgerechteRef.[37, 38]. AusdiesemGrund,unddashattenmeineErfahrungen
auchbesttigt, daessichin unsererRechnungemm Folgenhandelt,die einensinguiarenFehler
Anteil habenwelcherdurchdie singuirenKo.-Tr. teilregularisiert,abernicht weg und zum Teil
vorhanderist, nebendemglattenFEM-Anteil, welchersich effizienter entwickeln(extrapolieren)
lassthabeich mehrGewicht aufdie rationaleExtrapolationgelegt. Der singulareFehleranteitvar
zuréchsteinHindernis,umeingutesExtrapolationsegebniszu erreichenErstdie Kombinationmit
denKo.-Tr. (2.7) hatteeinengrof3enEinflufd auf die Anwendungder Extrapolationstchnilen,die
sichzudemals einesehrguteMethodezur Fehlerdiagnostikind -analyseerwies.Allerdings blieb
dasin 4-SpinorFall wenigereffizientalsim 2-SpinorFall, wie bei der Diskussionder Ergebnisse
nahererlautertwird.

3Es hat sich gezeigt,dassbei unsererExtrapolationfilr zweidimensionalésitter, s, -Ebene,am effizi-
entesteriberh* = <+, N* = (N, — 1)(N; — 1) zu extrapolierenist, wobei N, , die Punktzahiin (s, t)-
Richtungist, oderauchiberhy, = NLE wobei Ng die ElementzahdesGittersist. A* und A}, skalieren

gleich,d. h. siefihrenzu identischerExtrapolationssequenzen.



Kapitel 3

Die Finite ElementeMethode und
FEM-L osung

Die Finite-Elemente-Method@EM) ist u. a. einenumerischeMethodezur Losungvon partiellen
Differentialgleichungeriewird sehrerfolgreichzur Losungvonquantenmechanisch&ieichun-
genwie Schibdinger undDirac- Gleichungeretc.eingesetzRef.[6, 7, 8, 9]. Zur LosungdesPro-
blemswerdendie aquivalentenVariationsfunktiomle (1.5), (1.12), und die darausresultierenden
Gleichungssysteme. B. mit der inversenVektorlIterationsmethodgelost. Die Matrizen haben
sehrgroReDimensionensind aberdinn besetztsonstware die Losungder Gleichungssysme
eine schwierigeAufgabe.Andere Ldsungmethodeaul3erder inversenVektorlterationsmethode
sindauchmoglich z. B. Mehmjitterverfahren Allerdings kanndereneffiziente Korvergenznur fir
einseitigbeschénkteOperatorerfz. B. nichtrel. SchibdingerOperatorpeviesenwerden nichtal-
sofur denDirac Operator

In dieserArbeit konntenwir einengroRenSchrittbeiderReduzierungler Dimensionderzu losen-
denMatrizentun. Durchdie Umformungder Dirac’schenGleichungin 2-SpinorForm und durch
dasMin-Max Prinzip konnteden Aufwand erheblichreduziertwerden,danur ein Drittel derMa-
trixelementeim Vemleichzur 4-SpinorForm, zu berechnersind.

3.1 FEM und die Wellenfunktion

In der FEM wird dasGrundgebietn kleine Domanen(Elemente)unterteilt. Ihre Definition er

laubt grof3eFreiheiten,sodasglie Eigenschafterdes Systemsberiicksichtigtwerdenkdnnen.In

denElementersinddie Gitterpunkte(KnotenpunktegnthaltenDie Wellenfunktionwird in diesen
ElementerdurchvollstandigePolynomein denKoordinaten(s, t) der Ordnungp gerahert.Die

OrdnungderPolynomedie wir benutzenliegt zwischernp = 1, ..9. Fir jedeKomponentelerWel-

lenfunktionin demElemente wird ein Ansatz(Formfunktionengenanntjn denKoordinaten(s, ¢)

gemachtDer Ansatzwird so gewvahlt, dassdie Kontinuitatsbedigungenan den Elementéndern
erfullt sind.

WEe (s, 1) = GF(s,0) Y " N (s, 1) (3.1)
=1
G*(s,t) = Globalfunktion
n = Knotenpunktzahim Elemente,

29
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N£ (s, t) = i-te Formfunktionim Elemente

AP = gke(s; 1) /G (si, 1), ¥F<(s;, ;) sind die Funktionswerteam i—ten Knotenpunkt.Die
FormfunktionenN{ (s, t) sind innerhalbdesElementse vollstandige2-dimensionalePolynome
derOrdnungp in denintrinsischerKoordinaten(s;, ¢;) fur deni-tenPunkt.

Nf(s,t) = af +afs+ abt + abs® + dfst + alt? (3.2)
+odaishtt a0 < i 41 <p

wobeik = 1, 2, 3,4 derKomponentenindeist. Sie sindauRerhalltlesElements: identischNull.

e 0 : (s,t)de
Ni (S’t):{ 52']‘ : Esz)gﬁt:t]'),i,jGG (3-3)
Dieshatzur Folge,dassnanBestimmunggleichungeiiir die Koeflizientena; derFormfunktionen
angeberkann.DasVerfahrenist unteranderemnin Ref.[8, 7, 6] beschrieben.
Die globalenFunktionenbeschreibemasglobaleDrehimpulserhalternund dassingulareVer-
haltenderatomarerbzw. molekularenWellenfunktionam Kernort; sie setzersich somitauszwei
Funktionerzusammen.

G*(&,m) = GE(E(5),1(t)) - G2(E(s), m(1))

DerersteTermG, (£(s), n(t)) druckt denglobalenDrehimpuls-Charaktester Wellenfunktionaus:

chewnm) = (Vie-na-m») 34

jZ:FL . + . k — 27 4
= RJ_ 2,m|t{_ . k:173
j. ist die Quantenzahter z-KomponentedesDrehimpulses< J, >, und R, ist dersenkrech-
te Abstandvon derinternuklearerAchse.Der zweite Term G5 (£(s), n(t)) beschreibdasradiale
Verhalterder Wellenfunktionfir r — R, (R = PositionderZentrenwie in Gl. (1.1)):

Ga&m) = vy Ty T = e - Ryl (35)
Z; : 1 . .
Vi = k2 —(—)% k= |j.| + 3 k = 1,2 (die beidenZentren)
C

DasVerhaltenderOrbitaleamKernort,r;, — 0, kanndurchdie Formfunktionemichtbeschrieben
werdeniesistfir j, = £ singufar, die FunktionG»(£(s), n(t)) beschreibtlieses/erhalten Fur die
Orbitalemit 5, > % ist die Aufenthaltwahrscheintinkeit am Kernortgleich 0, aberdennochmicht
regular, denndie AbleitungenderOrdnung> (j. — %) sindsingufr.

3.2 Operatorenund ihre Darstellung

Im letztenKap. Absch.2.2 habenwir verschiedendo.-Tr. eingefihrt. Die Operatorerhabenin
denneuenKoordinaten(£, n) neueFormen.In diesemKapitel werdeich die Darstellungder Ope-
ratorenin denKoordinaten(s, ¢) herleiten,daesaberbereitsin der Arbeitenvon L. YangRef.[7]
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undC. Dustrhoft Ref. [6] fur den4-SpinorFall getanwurde,werdeich hier nur einekurzeWieder
holunggebenjm AnhangA werdendie meistenbenutzterRelationeranggeben.Den 2-Spinor
Fall werdeich dannaustihrlicherbehandein.

Zunachsthabendie Einheits\ektorendes(¢, i, ¢)-Raumddie folgendenBeziehungerzu denkar-
tesischerkoordinatet(z, y, 2) = (z;),i = 1,2, 3:

—

1 Oz, _
€, = —&
Y By dy;j

(3.6)

é€,1 = 1, 2,3 sinddie kartesischerkinheits\ektoren,j = 1,2,3 und{y;} = {£, 7, ¢}. Die B’s
sinddie metrischerKoefiizienten.siesinddurch:

oz, _ Oz; Oz
(Ge ) Bu= \/(a—f?e»?, Bas = \/%em (3.7)

gegeben Ausfiihrlicheredindetsichin AnhangA.
Der EinteilchenDirac-Operatohatdie Form:

v
L V—-2¢c

IIRDY

IA{D(€7777§0) = ( 2) ) Undi(fyﬁv@): —ico -V = ( i]_ _%—] ) (38)

wobeidie Operatorert:, X+ in Gl. (A.19, A.20) definiertsind.‘? ist dasPotential,c die Lichtge-
schwindigkeiund? ¢? die Ruheenegie desElektronsin a.u. DerUbelgangzuden(s, t) —Koordinaten
emgibt die folgendeDarstellung:

(U|Hp|W) = 27(®(s,t)|Hp(s,1)|®(s,1)) _ ~ (3.9)
V(s,t) 0 T (s,1) 1+ (s, 1)
= 21 (®(s,t)|| 0 Vis,t) 7 (s,1) —11 (s,1) |®(s,1))
Ti(s,t) T (s,t) V(s,t) - 2¢? 0
I~ (s,t) —l1l(s,t) 0 V(s,t) — 2c?

Wobei T = (¢1(s,t), ¢2(s,1), ¢3(s,t), da(s,t)) = (®(s,t),®(s,t)) derradiale(reelle) An-
teil derWellenfunktionist, nachdendurchdenAnsatz

ol — (b1, g, s, ) = (¢1 .ei(jz—%)ap7 bo - ez’(jz-l-%)ap7 iy - ei(jz—%)kp7 ichy - ei(jz+%)¢) (3.10)

der Winkelanteil abgespaltenvurde. j., ist die z—Komponentedes Gesamtdrehimpulse$. Der
imaginare Anteil in GI. (3.9) verschwindebei der Multiplikation von beidenSeitenmit ¥ bzw.
Ut DasSymbol,—* bedeutetdassder Operatomachlinks angevandtwerdenmuss.In Gl. (3.9)
misserein Teil der Operatoremachrechtsund die vier rechtsobennachlinks wirken. Daswird
aberersetztdadurchdassmandie vier Operatorerinks untenauchrechtsobeneinsetztundnach
rechtswirkenlasstDahinterstehtdie AnnahmegdassL = LT sei,obwohldiesnichtin unserendall
ist (sieheAbschnittl.1.2).Dieswurdeaberbisherstetsvernachéissigi(Ref. [6, 7]) unddie Variation
in der schwacheriFormulierungfiihrt automatisctzur notwendigerSymmetrisierungTatsachlich
fandenwir, dassder Fehlervon der GroRenordnungles Approximationsfehlergst und mit der

'Wir benutzereinfachheitshalbettie EinsteinscheSummenkowention,sieheKap. 0 Einleitung
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Punktzahl(N — oo) ebenfallsgegen Null geht. Allerdings habenwir dasKorvergenz\erhalten
dieseg~ehlersnichtuntersucht.
Die andererDperatorerkdnnenwie folgt definiertwerden(sieheAnhangA):

. 0 0
(s, t) = Ci&—l-ai&
. 0 d 1
¥ (s,t) = C§&+C§§$Cé(m$ ) (3.11)

Die KoeffizientenC?,7 = 1 - - -5 Ref.[6, 7] sindim AnhangA gegeben.

3.2.1 Der 2-Spinor Fall

Im 2-SpinorFall ist der Operatorandersalsim 4-SpinorFall und somitandernsich die Koeffizi-
entenbeimUbegangzuden(s, t) KoordinatenSielassersichaberauf die gleicheArt undWeise
herleiten dader AusgangpunkterOperator

L _( SEme) TiEme)
. o ; 3.12
(5777730) tea ( E_(g,’l],gﬁ) _2(5777799) ) ( ’ )

ist, wobei die Operatoreni im Abschnitt A.1 definiertsind. In der G. (1.21) wird der Nenner
(E; — V +2mc?) aberfestgehaltemindnichtvariiert, damandavon ausgehtdalmanSCF-iteriert,
d. h. fur jedelterationdasPotentialals festesPotentialangenommenverdenkann. Damit bleibt
derOperatorL’ L zuberechnen(A.19,A.20)esemibt sich:

)w

o

>
>

i b SUSY
(W) = (@R = (s ( g 5 ) (

> Nl
N

ol (BB 4ELE S8 8
= W  steostsl shs 4

= ool Bl B ) etso)

T
T

Die Operatorer;; (s, t) lassersichin derfolgendenForm schreiben:

Py = ﬁ(ﬁ (5.0) (s, )4 1% (5,8) 1% (5,1)) (3.13)
. 1 = . Iy .
Pra = ﬁ(H (5,8) ™ (s,8)— 1IT (s,t) 1I(s,1)) (3.14)
N 1 o N N -
Py = m(H (5,2) T(s,t)— II (s,t) 11T (s,1)) (3.15)
. 1 o . = .
Pyy = m(H (5,8) TI™ (s,)+ 11 (s,t) T(s,1)) (3.16)

Ahnlichwie in GI. (3.9)verschwindehier derimagirareAnteil von . Der Ubeigangzuden(s, t)-
Koordinatenist wie zuvor entsprechenénhangA, weil die Vorfaktorend. h. die Koeffizientenin
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(&(s),n(t)), alsFunktionenin f(&(s), 7(t)) bereitsberechnetvurden,und die OperatorerT, I+
habemunmehrdieselba~orm (bis auf denFaktor\/C's) wie im 4-SpinorFall (Gl. (3.11)),

N 0 B
_ n Y n Y
l(s,t) = Cf s +Cy T
¥ (s, 1) = C”Q c 0 cl 1 3.17
(s,1) 2 5, T Cs 5, FO5 (m¢2) (3.17)
’2
Cl'=Ci- /Cg = i=1,5 (3.18)

6

C!" =i = 1,5 unterscheidersichvon C! = C; - Cs,i = 1,5 im 4-SpinorFall (3.11), well
hier die IT Operatorerin quadratischeoderProduktForm auftretend. h. der Koefizient fiir das
Volumenelement’s mussin +/Cs Form vorkommen.Der Koefizient fur dasVolumenelement
bleibt natirlich derselbeunddie C;, 7 = 1, 6 sinddieselbendieim AnhangA gegebensind.

3.3 FEM-Matrixdarstellung und Matrixelemente

Ausgangspunkiir die numerischd~EM-Behandlungjuantenmechanisch8ystemen dieserAr-
beitist dasFunktional(1.5) bzw. dasMin-Max-Enegiefunktional(1.21)im 2-SpinorFall. Dabei
wird im 4-SpinorFall dasFunktional:

F o= (s, t)|Hp(s,t) —il;(s, 1)) (3.19)
- //¢1 {1 ¢} + 0 ¢} + (V—e)0f}

A

F o {7 g7 — 11 ¢ + (V-g) o)
— ¢} {11 ¢! + TIT ¢ — (V-2¢—g;) ¢}
— ¢t {lIm¢! — T ¢ — (V-2c &) ¢!} (3.20)

variiert, wobei ®7 = (¢y, ¢2, ¢3, ¢4) in Gl. (3.10)und die Operatoreril in Gl. (3.11) gegeben
sind.Die Variationkannin jedemElementausgeiihrtwerden:

Qistdie GesamtzahilerElementeunds? ist dasGesamtgebietyelchesstetsendlichgewahltwird,
abersogrol3,dassder Abschneidefehleninreichendklein ist (siehe4.1). Durchdie FEM Approxi-
mationderWellenfunktion(siehe3.1)wird I’ eineFunktionderd”, wobeii derKoefiizienteninde
undk derindex derk-ten Komponentast. Die statiorarenPunkteberechnersichaus

EsemgebensichfolgendeMatrixelementdozw. FEM-MatrixdarstellunglesOperatorsH p, wobei
hier fur die Gitterpunktedie Indizesn, m benutztwerden:

L / 2GENLV GF NG, disdt furk=1,2 (3.21)
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Hiyoo= / 2GENE(V — 2 ¢2)GENE dsdt furk=3,4
SH= &Y / 2GFNEGENE dsdt (3.22)

Dabeigeltendie folgendenSymmetrierelationen:

Spm = Snm> UNASTE = So7
H? = Y / (G'NETIGPNE, — GPNEAG NG ) dsdt (3.23)
H31 — _H13
HY = % / (G'NETTHGANE, — GANSTI-G'NE) dsd (3.24)
H41 — _H14
HZ = % / (G2NCTI-GPNE, — G3NCTTTGENE,) dsdt (3.25)
H32 — _H23
% = Y / (G2NCTIGANE, — GANEAGENT ) dsdt (3.26)
H42 — _H24
Hll 0 H13 H14
L A S
H14 _H24 0 H44
Und die folgendeUberlappmatrix:
S0
0 sz 0 0
0o 0 0 S2
DaszulodsendeGleichungssysterésstsichin derForm:
(H—-¢eS)-d;=0 (3.29)

schreibenmitd; = (d; 1, ..., d; 4, ..., d; an) T, Wwobeiq, ¢ = 1, ...4 N einlaufendeindex ist undsich
beziehtaufdiebeidenindizesk undn, £ = 1, 4 derindex fur die KomponentewerWellenfunktion,
undn = 1..N derGitterpunktzahlinlex. N ist die AnzahlderGitterpunkte.

Bemerkung:

In derDirac-Fock-SlateNaherungst V dasGesamtpotentialndsetztsichausdemKernpotential,
demCoulombpotentialnddemAustauschpotentiusammeny = V;, + V¢ + VX + V... Die
Matrix Elementeandernsichentsprechend.
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3.3.1 2-Spinor Fall

Im 2-SpinorFall wird dasEnegiefunktional(1.21)zugrundegelegt:
+ - L'L
F = <'¢+,i(87t)|TM+V_€i|¢+,i(57t)> = <¢+,i(87t)| 22N

o(B) +V =& |9, (s, 63)30)

= //@1 {7511 + (V—e)}é; + & P12 o7
+ ¢ {Pa2 + (V =)} ¢} + ¢ Par ¢} (3.31)

wobeig(e;) = g; — V + 2¢%, ®T = (¢1, 9, ¢3, ¢4) in Gl. (3.10)unddie OperatorerP;; in (3.13-
3.16)gegebensind.
Nunwird F* variiert,wobeidie Variationin jedemElementdurchgetihrt werdenkann:

(-2
Qe:l e=1 Q
Q ist die Gesamtzahtler Elementeundwie schonerwéhnt,wird ¢(F) beider Variationfestgehal-
ten,dain der SCF-lteratiordasPotentialwahrendeinerlterationals festesPotentialangenommen

werdenkann.NachFEM Approximationwird F'+ eine Funktionder d*. DerenextremalePunkte
erhalt manmit der Variationswrschrift

IF*

aar =

wobeid? dieunbekanntekKoeflizientenderWellenfunktion(siehe3.1)sind,  ist derKoeffizienten-

index, undk derindex derk-tenKomponenteDie Matrixelementainddie FEM-Matrixdarstellung
lassersichahnlichzum4-SpinorFall erstellen(n, m Indizesfur die Gitterpunkte):

g = Zz/{Gl N (P + V) G' NG} ds di
HF? = Y / G NE Pry G2 NE, ds dt

HE = 3 [ GNP GUNG ds di

HiZ = 22/{612 NE (Pyy + V) G® N%} ds dt (3.32)
Sk = Zz/{ak NeGENE dsdt; k=1,2 (3.33)
Mit denMatrizen:
H11 o g+i12 Sl 0
a2y~ (g i ) sh= (% o) 2
lasstsichdaszu losendeGleichungssystenm der Form:
(Hf; —eiSt)-d; =0 (3.35)

schreibenmit d; = (d; 1, ..., .di 4, ..., d; oan) T, wobeiq, ¢ = 1,..2N einlaufenderindex ist, der
sichausdemindex &, wobeik = 1, 2 die beidenKomponentemerWellenfunktionbezeichnetyund
n,n = 1..N demGitterpunktzahlimex zusammensetzy ist die AnzahlderGitterpunkte.
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Bemerkung:

Der Vemleich zwischenGl. (3.34)und Gl. (3.27,3.28) zeigt unmittelbar dassin (3.34) nur noch
ein Drittel der Matrix-Elementeim 2-SpinorFall im Vergleich zum 4-SpinorFall zu berechnen
sind. Und dasssich die Dimensionder Matrix H?\;I, Gl. (3.35),im FEM-Punktraumm 2-Spinor

Fall um den Faktor 4 (dim; = 2N x 2N) im Vemleich zum 4-SpinorFall (3.29), (dim; =
4N x 4N) reduzierthat. Da der Aufwandin FEM bei der LosungdesGleichungssystemgurch
inverse Vektorlteration proportionalzu N2 (N die Gitterpunktzahl)ist, stellt diesim 2-Spinor
-ProgrammeinengroRenSchritt zur Verbesserungles Aufwands’ der FEM dar;, zusatzlich zur
VerbesserungerBerechnungeaufgrundderbgssgrempproximationsEigenschafteruiesneuen

(zweiterOrdnungDifferential-)OperatorSl“ﬂ"/}= I;:E{’ , welcherAhnlichkeit mit demSchibdinger

Operatorhat,im Gegensatzum Dirac-Operatoim 4-SpinorFall.

3.4 Berechnungder Potentiale

Bei dernumerischendsungdesEigenwertproblems$ir quantenmechanisci&ystemg4-Spinor
und 2-Spinor Dirac-Gl. bzw. SchiddingerGl. im nichtrelatvistischenFall) gehbrt zum Standart
desProgrammglie BestimmungdeselektronischerCoulombPotentialgder elektronischerichte
mittelsderPoisson-Gleichung.

Die GesamtdichteinesSystemist durcht

p(r) = (U ()| ¥(r)) = p(r) = mipi(r) = n; (7" (r) - ¥ (r)) (3.36)

gegebenwobein; = 1...N,.. die Besetzungszaldes:-ten Orbitalsist, und N,.. die Anzahlaller
besetzterOrbitale. Der Index £ = 1...4 lauft Uber alle vier Spinor KomponentenHat mandie
Dichte ermittelt, sokannmandaselektronischeCoulombPotentialmit Hilfe der Poisson-Gl.:

AV (r) = —4mp(r) (3.37)

berechnenDieseProzedudauftim relativistischenFall genausavie im nichtrelatvistischenFall
Ref. [8, 7, 6]. Gl. (3.37)wird nicht direkt gelost, sondernein aquivalentesFunktionalwird ver-
wendetdasmit FEM gelostwird. Die Axialsymmetriein zweiatomigerMolekilenwird hierauch
ausgenutztum dasFunktionalin denneuenKoordinaten(¢, n), bzw. in denKoordinaten(s, t) zu
berechnen:

C 7C
Fp = / / {4mpVC — Kl(ags )—KQ(@(;t )} Co ds dt (3.38)

2Allerdingsist zu beachtengassdie MatrizenBandstruktuihabenund aufgrundder Symmetrienur die
obererDreiecke(oberesBand)der Matrix in denbeidenFallen2-Spinorund 4-Spinorberechnewerden.

3ManmussandieserStelleauchsagengdassein zusatzlicherAufwandin derDirac-Fock-SlatemNaherung
fur das2-SpinorProgrammerforderlichist, da die Matrixelementeder kinetischenEnegie in jeder SCF-
Iteration aktualisiertwerdenmussenweil sie den Faktor g(l—E),g(E) = FE — V + 2¢* enthaltenwasim
4-SpinorFall nicht erforderlichist. Diesegehtabernur in die Berechnungler Matrixelementesin undist
keinegrol3erNachteilfur den2-SpinorFall.

“sieheFulRnotel
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wobei Cs der Koeffizient desVolumenelement$A.23) ist. Die Koefizienten K; sind wie folgt
definiert:

g
ds

d . 1B;;B
il mit B; = ——2kE .

I(l :Bl( dt) s i 5 B.- €ijk

)72, K3 = By (3.39)
Die 7, j, k = 1, 2, 3 sind zyklisch permutierendéndizesdese; ;,, der bekannterErweiterungdes
KronekerDeltas, (sieheGl. (A.14))

DasFEM-Intgyrationsgebieist wie in der Eigenwertgleichungn dieselberElementeunterteilt:

Ng
Fp =Y E(VE)

e=1

in jedemElementsinddie V¢ nachderFormfunktionenN ¢ (3.2,3.3)entwickelt(approximiert).

VE (5,1) = Gyl 1) 7 17 NE(s,1) (3.40)

=1

wobein. die AnzahlderGitterpunktem Elemente, f7 Koeflizientenund V¢ die Formfunktionen
im Elemente am Punkt: sind. G, (s, t) sind globaleFunktionenfiir dasPotentialund eshatsich
gezeigtdalRG,(s,t) = 1 eineguteWahlist. Setztmandie Approximation(3.4)in (3.38)ein und
variiertnachdenKoeffizientenf;, soerhalt mandie FEM-MatrixdarstellunglesPotentialaundein
zur Piosson-GlaquialentesGleichungssystem:

Die Matrixelementgim FEM-Raum)unddasVektorelement,,, sinddurch:

D, = //A OFn () 0P (w) unddm_—//47rp u) Codu  (3.42)
auﬂ

gegebenwobeiwir auchhier die EinsteinscheKorventionmit ¢ = 1, 2 verwendetund v, =
s, ug = t, u = (s,t), du = duy duy = ds dt eingesetzhabenDie Funktionenl’, = V.5 (s, t,)
(bzw. F,) undihre Ableitungenkdnnenmit Hilfe von Gl. (3.40)bestimmtwerdenMit G, (u) = 1
emgebersich:
oI, (u)  ONp(u)

ou, — Ou,
NachderLodsungdieserGleichungd.h.derBestimmungvon f£, erhalt mandasPotential Bei der
Losungist derinnereRandoffen gehaltenund die VorgabedesPotentialsauf demauf3ererRand
wurdeauseinerMultipolentwicklungbis ! = 5 bestimmit.

F, = Nf(u), und

n

Bemerkung:

Die BestimmungdesPotentialserscheintals eineleichte Aufgabe.Es wurde aberbereitim Ab-
schnitt2.1 deutlichgemachtdasseszu numerischerschwierigkeiterinnerhalbdesSCF-Schema
kommt.Esgibt Instabilitatsprotleme,die durchdie Potential-Mischundpehoberwerden.
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Kapitel 4

Ergebnisseund Diskussion

4.1 4-Spinor Einelektronensystemef;- und Thi™*

Zunachstwerdeich Ergebnissédur Einteilchenssytemevorstellenund diskutieren Eswerdendie
Wirkung und die Ergebnisseder neuenKoordinatentyperund die Extrapolationauf die Einteil-
chensengjiendiskutiert.Diesewerdeich zuréachstim 4-SpinorFall dannim 2-Spinorzeigen,Der
VemleichzwischendenbeidenFormulierungergehrt zumKernpunktderDiskussion.

4.1.1 Ergebnissader geometrischenExtrapolation

Bereitsin Ref.[7, 6] wurdeerkannt,dasssich der relativistische4-Spinorandersals der nichtrel.
Fall verhalt und groReSchwierigkeiterbei der Korvergenzbereitet,insbesonderdie Singularitt
amKernort,die umsostarkerje relativistischerdas Systemist (groReKernladung?). Eswurden
daherKo.-Tr. benutztdie dazudientendie Singulari@tteilweisezu regularisiererunddie Korver-
genzzu verbessernDiesewarenrechterfolgreichaberdie Verbesserunglieb hinter den Erwar
tungenzuriick. Man konnte nur wenig gewinnen, bei Anwendungvon Extrapolationsmethoden,
obwohlmanwusste dassdiesebessefunktionierenkdnnenRef.[27]. Der FEM-Anteil derFehler
wurdedurchdensinguiarenAnteil desFehlersgesbrt, unddie Extrapolation(Reduktionder Feh-
ler) hatsomit keineoptimaleVoraussetzungym gut zu funktionieren.Dashatdazugefuhrt, dass
wir eineneueKo.-Tr. entwickelt(Absch.2.2.1)habendie eineTeilregularisierungder Singularitt
amKernorterlaubtund diesin einersystematischeArt und Weisezu kontrollieren.Gemeinsam
mit der Anwendungvon Extrapolationsmethaeh ( Abschnitt2.3) hat dies eine Diagnostikund
breitereUntersuchunglesFehlenerhaltensermdglicht [4].

Zuerstwerdeich zeigen,wie sichdie singularenKo.-Tr. (Absch.2.2.2)anzwei ausgavahlten
BeispielerverhaltenDasersteist H," beiminternuklearerbstandR = 2.0 a.u. mit Gesamtkern-
ladung” = 7; + 7, = 2 undeinemElektron.Dasist ein leichteszweiatomigegelativistisches
Einelektronsystenund bietet sich damit als ein Kandidatam Anfang der relatiistischenSkala
an. Das zweiteist Thi™* beim internuklearembstand R = 2/90 a.u. mit Gesamtkernladung
7 = 71+ 75 = 180 undeinemElektron,d. h. ein superschweresehrstarkrelativistischesinelek-
tronsystenund bietetsich als ein guterKandidatzur UntersuchunglesrelativistischenVerhaltens
amoberenEndeder Skalader zweiatomigerQuasimolekile an.

In Tabelle4.2 prasentierenvir Berechnungemit Wertenvor und nachdergeometrischeix-
trapolation.Fir H; mit 5.-OrdnungFEM undKo.-Tr. v = 4 (sieheGIn. 2.7),undfir 77T mit

39
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7.-OrdnungFEM und v = 8. DaslIntegrationgebietvurde bei Hj bis D,,,, = 26 a.u. undbei
Thy™ bis D,er = 0.14 a.u. ausgedehntD,,,, ist der Abstandsenkrechzur Symmetrieachse
derMolekilesvon einementfernterPunktzu deraul3erstefllipse&,, ... = const. DieseDefiniti-
onwarimmerin allenunserermrbeitenundin denArbeitenmeinerVorgangerangenommeiind
wurdefolgendermalebestimmt:

DerexponentielleAbfall derWellenfunktionwurdeamRanded. h. im Bereichweitweg vomKern-
ort, so abgeschnitterdassdie Genauigkeitd.h. derrelative Fehlerin der potentiellenEnegie bei
etwal0~ 6, liegt. Wir demonstrierenlie Berechnungon D, ., am H; Systemgdasselb@ilt dann
entsprechentlir andereSystemeFir dasasymptotisch&erhalterkonnenwir annehmendasgdie
Wellenfunktionwasserstdatomahnlichist.

SE,
En

o0 (o @] 1
SE, N, = 5En-/ |lIl|2d.r3:/ | 2dr?
0 "max r
= 471'/ p2n=le=2V=2Enr g, 471'/ r2n=1e=Br

2n—2 <2’IZ -1+ 5 ) rmar) —BTmaz
maz 52 €

o0 1 o0
und / —|\Il|2dr3:2En-/ |U|? dr® = 2E, N,
0 r 0

o 1 1 /1
:/ —|\Il|2dr3/§/ —[W2dr®, U~ rtTleT o= /-2F,
Tmaz | 0 r

A7 r

X

wobei N,, die Normierungdesn-ten Zustandsist. Fir den Grundzustandn zweiatomigenMo-
lekiilenkannmanfir die WellenfunktioneinenAnsatzder Form:

wh (1) % (6(—QH;T1)+6(—QH2+T2))

X

nehmen. Und fur hohereZustande
\IIH2+ (T‘) ~ \IIH5+ (T’) r:oo rn_le_QaHe-l- T7 Ao+ =/ 2EH6+ ~ 2EH2+

Und darauseigebensichdie Normierungen

_ &0 2n—1_—0Br __ (271)' _ He
Nn_47r/0 r e _4ﬂ52n+1,5—5(En )
2470 2-47w 1 (2n)!-4x (2n)!-47 1
N~ (=) und N,= = -)?
AN e () (B D)
3
5& — (\/5) BH(]‘ —I_ 5H } rmal‘) e_ﬁH'Tmaa: P~ 10_16 = Prmax
Ey 2 Ey
6E7’Z maxr =1
~ 8- Me—ﬁrmax
E, (2n)!
R
Daz(E1) = rmoa(En) + 5 2 16a.u. fir HF , bzw 0.14a.u. fur Thy™*

LEineAlernave wareauchderAnsatzy(r) | 2 rte™*" u = £14%2 sieheRef.[32].

oo
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wobei R der AbstandzwischendenbeidenZentrenist. Fur H;- nehmerwir D, = 26 a.u. , um
unsereErgebnissenit frilherenArbeitenkompatibelzu machenDieseWahl hatim /" Fall kaum
Einflussauf die Enegie Werte, zumaldie 4-SpinorhochgenaueBerechnungemit sehrgrofen
Gittern gemachtwurden;daherist ein etwasgroReresD,, ... bevorzugt. Fur Th§79+ nehmenwir
D0 = 0.14. DieseWahl ist in OrdnungunterBeriicksichtigungder relativistischenkKontrakiti-
on, undist auchkompatibelmit friherenArbeiten. In Tah 4.1, 4.2 siehtmandeutlich,dassdie

Iteration | Direkt berechnWerte Extrapol.Werte
5 -9504.88054630708| -9504.88082465221
10 -9504.88078115478| -9504.8807247443
15 -9504.88078246705| -9504.88078244420
20 -9504.88078247438| -9504.8807824 7427
41 -9504.88078247444| -9504.880782474272

Tabelle4.1: Thl™*, direkt berechneté2. Spalte)und geometrischextrapolierteWerte iiber Iterations-
schritte(i — oo) (3. Spalte),R = 2, Dyar = 0.14 a.u. , 5-Ord.FEM, 441 Punkte Ko.-Tr. v = 2

90°

i HY Thy™*

<€1(1/2)9D ST?I/Q)gG <€1(1/2)9D ST?I/Q)gG
51 -1.1026415852097-1.10264158102997 | -9504.7567407416-9504.7567469565
7 | -1.1026415886768-1.1026415810347 | -9504.7567468198 -9504.75674695%
9| -1.1026415897873-1.1026415810805 | -9504.7567469783-9504.7567469615
11| -1.1026415810426-1.102641581039

Tabelle 4.2: Direkt berechneteund geometrischextrapolierte Werte, 4-Spinor 1(1/2)g Enegien. Fir
H sind mit 6561 Punkte5.-Ord.v = 4 (sieheGIn. (2.7))bei R = 2 a.u. , Doz = 26 a.u. , undfir
Thy™* sind mit 7225Punkte7.-Ord.,v = 8, R = & a.u. , Dpas = 0.14 a.u. , berechnet? Direct
berechnetehiVerte.” geometrischextrapolierteWerteiiberlterationschritte (i — o).

geom.Extrapol.eine gute Methodeist, denWert zu erhalten,zu demmanmit vielen Iterationen
korvemiert. Dasist nicht iberraschendjenndaslterierenist wie schonin Abschnitt2.3 erwahnt,
eineFixpunkt-ProzedurX,, = I'(X,,—;) und erzeugtdamiteineFolge {s,, },,, die einerspeziel-
len geometrischeEntwicklunggehorchtDassdie Folge {o,, },, ausunsererBerechnungeeinen
systematischeRehlerenthalt, derdurchExtrapolatiorreduziertwird, siehtmanleichtin derAbb.

4.1.Dort habenwir denLogarithmus:iesrelativenFehlerslog(A;T;Ef)) gegendie Iterationszahti fur

diebeidenSystemd; undTh3™* fur verschieden&itteraufgetragenwobeiAe (i) = (i) —<§,
(i) derWertin deri-tenlterationunde®’ dergeom.extrapoliertenWertist (sieheTah 4.3, 4.4).
DieszeigtunmittelbareinensystematischeRehler dereinemExponentialgesetgehorcht,

e(i)=egxg +C -\

(genauesieheGl. 2.11),wobeiC’ eineKonstantest, die moglicherweisevom Gitter abhangigist.
DiesemathematischebberleggungeriegendenGedankemahe die Korvergenzzubeschleunigen,
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Abbildung4.1: Der Relatve Fehlerals Funktion ~ der Iterationim 4-SpinorFall, #3 (links) und
Th§79Jr (recht).An derVertikaIachséstlog(%Q) aufgetragenderrelative Fehlerin der:-Iteration,undan
G

12 14
lteration 1

der Horizontalachselie Iterationszahk. Die H;~ Wertesind mit 5.-OrdnungFEM undKo.-Tr. v = 4, und
die 7h1* mit 7.-OrdnungFEM und Ko.-Tr. v = 8 gerechnetpebendenLinien ist die Elementezahtier
jeweiligenGitteranggieben Ae (i) = (i) — X, wobeie® dergeom.extrapol. Wert desjeweiligenGitters
ist, sieheTabellend.3,4.4.

d.h. zu extrapolieren.In der Tah 4.1 wurde diesgezeigt.Es wurde mit einenkleinen Gitter (mit
441 Punktenund 32 Elemente5.-OrdnungFEM) fur dasSystem?'hy™* die ¢, /), Enewie be-
rechnetDie Wertewurdennach5,10,15,20,4lterationerextrapoliert. SchomlerextrapolierteWert
beiderzehnterterationliefert einenWert, der mit demWert nach41 Iterationvon vergleichbarer
Genauigkeitst. Die weiterenextrapoliertenWerteergebennochgenaueréVertefur diesesGitter.

Zwei reprasentatre Beispielewurdenin Tah 4.2 gezeigt Siezeigenwasich in allenBerech-
nungenbeobachtehabe,die ich bis jetzt mit FEM gemachthabe— ohneAusnahme- allerdings
ist die Gute der Extrapolationvon Fall zu Fall unterschiedlichin Tah 4.2im Fall H;" lassenrsich
nochmehrgenaueStellengewinnen,die wahrscheinlickerstdurchsehrviele Iterationenzu errei-
chensind. DieserEffekt wurde nur bei Gittern mit groRePunktzahlbeobachtetSonstverhalten
sichdie meistenBerechnungewie beimTh57* in denSpalterd/5vom Tah 4.2.

Auf alle Falle liefert die geom.Extrapl.denWert, denmansonstnur durchsehrgrof3eAnzahl
von lterationen(: — oo) bekommt.Zu bemerkernist, dassin Abb. 4.1 die Steigungder Linien
gleich fur alle Gitter fur dasjeweilige System(Gitter derselbenOrdnung)ist. Der relative Feh-
ler (vertikale Achse)ist unterschiedliciunterschiedlicheskala)zwischendenbeidenSystemen,
da sie mit verschiedeneo.-Tr. und verschiedenerEM-Ordnungerberechnetvurden.AulRer
demsindfur H; Gitter mit hohererElementzahélsin Th§79+ gezeigtDer groRererelative Fehler
(Ae(i) = e(i) — €& ) ist ein Hinweis auf einenbessererExtrapolationsgeinnim H, Fall, an-
dersals man zurichstvermutenwiirde, dassdie groRereSteigung(rechtsin Bild, 7% ) den
bessererExtrapolationsgeinn gebenmiilRte.Insbesonderéiir groReGitter im Fall von H} , wo
die Linien dichtbeieinandeliegen,hatmanammeistendurchExtrapolationgevonnen(Vermleich
Tah 4.2,4.3),weil e¥ der Wert ist, zu demdie Werte streben Dies ist durch Extrapolationher
ausgekommerein groRerFehlerbedeutetdassdie Konvergenzstarkbeschleunigtundein grofRer
Fehlerdadurcheliminiertwurde,dieszeigtendie Abbildungen.
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Elemente/PunktéN) | £, /2), 5t /2)0 !
32/441 -1.102645743536 | -1.10264614727131
721961 -1.10264B094468 | -1.10264B0213691
128/1681 -1.102641589214 | -1.1026415804107
200/2601 -1.102641580207 | -1.1026415823017
288/3721 -1.102641588935 | -1.1026415801607
392/5041 -1.102641581026 | -1.102641581R2510
512/6561 -1.102641581042 | -1.1026415810399
648/8281 -1.102641581030 | -1.1026415810337
800/10201 -1.1026415810370 | -1.10264158103898
968/12321 -1.1026415810864 | -1.10264158103355
extrapol. Wert ? -1.10264158103358
Ref.[7] ® -1.1026415810380

Tabelle4.3: 4-Spinor1(1/2)g Enegienfur Hy bei R = 2, Dyar = 26 a.u. , v = 4,5.-Ord. FEM.Alle
Wertein a.u. ! geometrisclextrapolierteWerteuberlterationschritti — oo). 2 Logarithmischextrapolier
ter Wert Uberdie effektive Gitterpunktzah(N* — o) bzw N, die Anzahlder Elemente(sieheAbschnitt

4.1.2),% Ref.[7]
Elemente/PunktéN) | £;(;/2), 5t /2)0 !
32/841 -95048244669286 | -9504.8244670028
72/1849 -9504.756906673 | -9504.7506913949
128/ 3249 -9504.756523556 | -9504.756B2342°4
200/ 5041 -9504.756741712 -9504.75674151®
288/ 7225 -9504.756746978 -9504.7567469615
392/9801 -9504.7567469@377 | -9504.7567469@25
512/ 12769 -9504.75674692551 | -9504.7567469255
extrapol. Wert -9504.7567469229

Tabelle4.4: 4-Spinorl(1/2)g Enegienfir Thy T bei R =

Alle Wertein a.u. , 1'% sieheTabelle4.3.

90

Dpar = 0.14a.u. ,v = 8,7.-Ord.FEM.
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Abbildung 4.2: LogarithmischeDarstellungdesrelativen Fehlersin Abhangigkeitvon der Gitterpunkt-
zahl, log(22) vs. log(N*). Links 4-Spinor H} mit Ko.-Tr. v = 4, und 5.-Ord. FEM. Rechts4-Spinor

Thi™* mit Ko.-Tr. v = 2, und 3.-OrdFEM. N* ist die effektive PunktezahbesGitters. Die Steigungder
Linien ergibt die Kornvergenzordnung (sieheText in Absch.4.1.2).

Bei Gittern mit groRerPunktzahlist die geom.Extrapol.besondersvichtig, weil die Zeit pro
Iterationviel groRerist. Man spartdamiterheblicham Aufwandbzw. manerhalt besser&enauig-
keitfur denselberufwand.In denTah 4.3,4.4sindweitergeom.extrapl. WertegegebenDie
zur DarstellungAbb. 4.1wurdenausderTah 4.3,4.4genommen.

4.1.2 Ergebnissader logarithmischen Extrapolation

Bis jetzthaberwir dasFehlenerhalterbeziglichderlterationschrittdoehandelundhabergezeigt,
dasseineVerbesserunger Konvergenz(Konvergenzbeschleunigunder Folge) mittels geometri-
scherExtrapolationmgglich ist. Ein anderersystematischeFehlerwurde im Abschnitt2.1 be-
sprochenr-namlichder Approximationsfehledurchdie FEM-PolynomeDieserFehler wie schon
gesagtwurdein der FEM Literatur analysiert.Er ist abrangigvon der FEM-Ordnung,d.h. der
Ordnungder Polynomemit denenmandie WellenfunktiondesQuantensystemapproximiert.Es
gilt fir denFehlerdie Gl. (2.1).

In diesemAbschnittwerdeich zeigen,dassder FEM-FehlerdurcheinerationaleEntwicklung
oderinversePotenz-Entwicklundbeziglich der GitterpunktzahlN damgestelltwerdenkannund
damit(logarithmischiber N bzw. N*) extrapoliertwerdenkann.Allerdingsstandein Hindernisim
Wege,bevor wir dieserreichtkonntennamlichdie SingularibttamKernort,diein einemsinguiaren
Fehleranteifesultiertunddernichtin einekorvergenteReiheentwickelbaist undsomitderglatte
Fehleranteilder FEM-Fehley gesbrt wird undnichtoderschlechiextrapoliertwird.

Man brauchtealso eine singufare Transformationdie die Singularitit am Kernortteilweise
regularisiertund somitdie EntwicklungderglattenFehlermicht mehrstort bzw,, dassdersingukare
Fehlerselbstin (fast) gleicherWeiseentwickeltwerdenkann.Esist der Erfolg der neuenko.-Tr.
GIn.(2.7),densinguarenAnteil in gezielteundsystematischekrt undWeise je nachdenwelches
Systemmanhatundwie starkdie Singularittist, zuregularisiererunddamiteinegenaueinalyse
desFehlenerhaltensaller Berechnungernzu erlauben.Die Abb. 4.2 zeigt dasFehlenerhaltenin
Abhangigkeitvon der Punktzahl.Es zeigt, dassder Fehlerin der Enegie mit einemGitter der
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Ord./Koord. | v =2 |v=4|v=6|v=2_8
1 2 2 2 2
3 3 3 3 3
5 3 5¢ 54 5¢

Tabelle4.5: Korvergenzordnundiir 4-Spinor 3 , geometrisclextrapolierteWertesindangenommeny
wurdeahnlichwie in Abb. 4.2 bestimmt.? DieseWertelassersich nicht sogenauvermitteln,etwaz. B. wie
im Abb. 4.2 H links.

Ord./Koord. | v =2 |v=4 |v=6|v=8|rv=10
1 1.5 2 2 2
3 1.5 3 3 3
5 1.5 3 4.5° 5
7 1.5 3 4.5 6 7

Tabelle4.6:Korvergenzordnundiir 4-SpinorTh "+ , geometrisclextrapolierteWertesindangenommen
undnachAbb. 4.2 ermittelt,sieheTah 4.5

PunktzahlIN undeinerbestimmterFEM-Ordnungp einerBeziehungder Form:

¢ + O(N—(a+D)) (4.1)

8% = Boo — En =+

gehorchtdie ahnlichderGl. (2.1) ist. £, bezeichnetdlenwahrenWert (N — oo), der manmit
unendlicheiPunktzahbekommtDieseGl. unterscheidetichvon Gl. (2.1),dagq hiernichtdie FEM
Ordnungp ist, ¢ ist die (effektive) Konvergenzordnungdie Steigungder Grade);sieist entweder
durchdie FEM Ordnungp bestimmt,oderdurchdie Ko.-Tr. , d. h. durcheinePotenzy, , die davon
abhangt,in welcherOrdnungdie Singularitteil regularisiertist. Mit andererWortenesgilt die
folgendeBeziehungVeml. Tah 4.5,4.6,undsieheauch(4.3):

p fur ¢, >p & p > 1, hdhereFEM-Ordnungen 4.2)

{ 2p fur ¢, > 2p & p =1, ersteOrdnung-FEM Superkorergenz
q =
¢ fur ¢, <p

Wobeigq, von zwei Faktorenabhangt:

e Zumeinenist ¢, vom Systemabhangig,weil die Starkeder Singulariitdurchdenglobalen
TermGl. (3.5) gegebernist (derFaktor+), Ref. [7].

e Undzweitensist ¢, vonderKo.-Tr. abhangig,d. h. davon wie grof3v ist, und wieweit damit
die Singularititregularisiertwird. Diesesv ist durchdenfuhrendenTermin dersinguren
Ko.-Tr. Gl. (2.7)gegeben.

DiesebeidenFaktorenbestimmerdie Grol3eq, = F(v,~), allerdingsblieb die Funktion /' noch
unbekanntUnsereErgebnissesindin denTah 4.5,4.6 daigestellt.Sie zeigendie Korvergenzord-
nungin denbeidenuntersuchtei®ystemernfl; undThy ™t .
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log(£2)

Abbildung4.3: Geom.undlog. Extrapl. Wertelog( &) vs.log(N*), fur v = 2, 4,6, 8 mit 1.-Ord.FEM.
Links 4-Spinor ", N7, .. = 6400. Rechts4-SpinorThl ™+, N, .. = 8100.

max max

Die Korvergenzordnung (Tah 4.5, 4.6) wurdeverwendetum die logarithmischeExtrapolation
durchzufihren,q die Potenzdesfiihrender{ersten)Termsin der Entwicklungen(2.12),und(2.13),
die Ergebnissezeigendie RichtigkeitdieserAnalysewie auchin denTah 4.7 - 4.10zu sehenist
(sieheauchweitereBeispielein Ref.[4],[1]).

In derAbb. 4.3ist graphiscidasFehlenerhaltenvor undnachderlog. Extrapol.fiir 1.-Ordnung
FEM Rechnungedamgestelit.In denbeidenAbbildungen(Links H" undrechtsTh§79+) zeigtdie
obereGruppevon Linien (die Geraden)Xasrelative Fehlenerhaltenfiir die geom.extrapolierten
Wertemit v = 2,4, 6,8. Die untereGruppevon Linien gibt dasFehlenerhaltennachder log.
Extrapol.fur die selbenv’s. Man entnimmtausdenAbbildungenund denTabellenleicht, dassder
Fehlerum einige Ordnungerreduziertwerdenkann.Und die mittlere Steigungder extrapolierten
FehlergroRerist (hdhereRestfehlerordnung).

In Bezugaufdie Tabellenund Abbildungenmdchteich folgendesanmerken:

1. ExtrapolationibereineSequenZn;,i = 1,2, ...} ist nichtvon der Sequenzselbstsondern
von ihrer Skalierungabhangig,so emibt z. B. Extrapolationiiberdie Anzahlder Elemente
von Gittern®

Ng=2%%4%i=1,2,3,---

dasgleichewie die Extrapolationiberdie effektive GitterpunktzahlV* = (N, —1)(N:—1),
weil N* gleichwie Ng skaliert,dawir symmetrischeSitter, d. h. gleichePunktzahlerin
beidenRichtungens, t benutzen(N = N, - N; = N2 = N,?), wobei N die Anzahlder
Gitterpunktest.

2. IndenTabellerd.5,4.6ist bemerkenswertjassim Fall ¢, > p fur die Konvergenzordnung
gilt:

(4.3)

_ [ 2p=2 furp=1(1.-Ordnung~EM)
7=\ p furp > 1

2GenauesieheGl. 4.5

3Diesgilt fur die Gitter, die wir in dieserArbeit verwendehaben.

4Esgibt in diesemFalll einedirekteBeziehungzwischendenbeidenﬁ—; = 192_2 = const, wobeip die
FEM-Ordnungst.
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Diesist die Superkonergenzfir ersterOrdnungFEM, die manin der4-SpinorDirac-Gl.
beobachtetinddie in der2-SpinorFormulierungnichtauftritt, wie wir spaterseherwerden,
wo fur alle FEM-Ordnungery = p im Fall ¢, > p gilt.

3. Fur schwachrelatvistischeSystemeaegularisiertr = 2, 4 die Singularitthinreichend.

4. Fur starkrelatvistischeSystemeist fur v = 2 die Konvergenzschlechtund man beritigt
v > 4.

5. Eshatsich gezeigt,dassry > 10 erstensnicht notig ist und zweitensfir v > 10 wird die
KorvergenZ durchdenstarkenAbfall gegendenKernort(~ s”,t”) auchgesbrt (sieheGl.

(1))

6. Will man die Korvergenz durch Erhdhungder FEM-Ordnungsteigern,so sollte man v
erhbhen,weil sonstdersinguireAnteil im Fehleriberwigt undderlasstsichviel schlech-
ter als der glatte FEM-Anteil extrapolieren.Mit andererWorten,will mandie volle FEM-
Ordnungp ausnutzenmussmany sowahlen,dassg, > p = ¢ gilt, sieheGl. (4.6,4.3).

7. Am besterwahltman,v undp koordiniert(insbesonderéir kleine Gitter). Ein groRes hat
zur Folge, dasssich eineVerdichtungder Punktein der NahedesKernsim innerenBereich
emgibt bei gleichzeitigerVerdinnungder Punkteim aul3ernBereich,weg von denKernen,
wo der glatte Fehleranteivorhanderist. DieserEffekt kanndurchdie Skalierungstransfer
mationbehoberwerden(Abschnitt2.2.3),sieheauchErgebnissém nachsterAbschnittund
Ref. [3]. Fur groReGitter ist die Gitterpunktzahko grol3,dassdieserEffekt wenigerstark
ist, aberder Aufwandist dannsehrgrof3undesgehtdarum diesenrAufwanddurchdie Ska-
lierungstransformatioau reduzierend. h. einebesseregsenauigkeifur kleinereGitter zu
erreichen.

8. Die rationale(Entwicklung) Extrapolationzeigt aufgrundvon Punkt 6. bessereExtrapo-
lationseigenschafteals die inverse Potenz(-Entwicklung) -Extrapolation,weil die eben-
falls singurenrationalenFunktionensinguirenProblemerbesonderangepal3sind Ref.
[37, 38]. Diesbeobachtemanin unsererBerechnungenyeil essicheigentlichhier umei-
ne Extrapolationin der NaheeinersingurenStelle (Kernort)handelt.Andersist esin der
inversenPotenz-Entwicklungwo eine Singularitt verhindert,dassdie Reihekorvemgiert
unddie Reihekannsogardivermieren.In dennormalenFallen (wennkeine Singulari&tvor-
handerist) egeberbeideEntwicklungenvergleichbareErgebnisseDieskannmanz. B. im
nichtrelatvistischerfFall Ref.[27] beobachtemderwenndersingureAnteil durchhdhere
v weit teilregularisiertist unddannder FEM Fehleranteiliberwiegt.

In dervorliegenderrbeit wurdendaheriberwiggenddie Werteausder rationalerExtrapo-
lation genommen.

9. Wennp grol3 undv grol3 werden,sodasseideFehler(der singulareund der FEM-Anteil)
mindestensiszur Ordnungy = p reduziertsind,lassisichdurchdie Extrapolatiomochim-
mereinebesser&enauigkeierreichenDer Gewinn ist aberentsprechenflein, vergleiche
Berechnungemit 7.-Ordnunglah 4.10im Fall v = 8.

5Esist moglich die Koordinaterfiir beliebiger zu erzeugersieheauchFuRnoten Abschnitt2.2.2.
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10. Fur die Extrapolationwurde eine Sequenzs, := {¢,q¢ + 1,¢ + 2,-- -} gewahlt, wobeig
die Korvergenzordnungind p die FEM-Ordnungsind (sieheGl. (4.6)). DieseSequenhat
in 4-Spinor Fall gut funktioniert und wurde im 4-Spinor Fall verwendet.Es wurde eine
Ausnahmen 4-Spinorbeobachtetfiir v = 2 und 5.-OrdnungFEM in Tah4.9 wurdedie
Sequens, := {rog,...1,—1} = {3, 5,6,7,8,9,---} = {¢,p,p+ 1,p+ 2,-- -} verwendet,
wobeiderersteTermg = ¢, = 3 ausdemsingui@renAnteil und die anderenTermeaus
demglattenAnteil mit p = 5 kommen.Zum AuswahldieserSequenaind die Diskussion
uberExtrapolationssequenzemd ein Vergleich zum 2-SpinorFall wird nochaustihrlicher
in Abschnitt4.2.1gemacht.

4.1.3 Ergebnissader Skalierungstransformation

Wir habenin denletztenbeidenAbschnittergesehendasseineVerbesserunder Ergebnissalurch
Extrapolationkombiniertmit neuenKo.-Tr. Typen,die densingularenAnteil in geeignetefFForm

regularisieren erreichtwerdenkann. Allerdings, wie schonerwahnt(Absch.4.1.2Bemrk. 7), die

neuenKo.-Tr. habenfur gro3» einennegativen Nebenefiekt: Sie verdichtendie Punkte(Elemen-
te) in der Naheder singularenStelle (am Kernort)und verdinnensie im auf3ernBereich,wo der
FEM Fehleranteiliberwiagt. DieserEffekt hatein groReresGewichtin kleinenGitternundist auch
wichtig, wennmandie hoher(angergten)Zus&ndeberechnetjadie Aufenthaltwahrscheintihket

dieserZustaindeim kernfernerBereichviel grof3erist alsim kernnaherBereich.Die Skalierungs-
transformatiorn(sieheAbsch.2.2.3)reduziertdiesenkffekt, indemdie Verdinnungder Punkteim

kernfernerBereichverringertwird; sie bleibtaberim kernnaherBereichlinear, sodasglie Teilre-

gularisierungdessinguirenAnteils nicht gestrt wird Ref. [4, 3].

Tah 4.11zeigteinige Ergebnissamit verschiedeneiVertendesParameter$; undv = 8,10
fur den GrundzustandEs wird auchdie relative GenauigkeitheZiglich desgenauenNertesdes
Grundzustandei® T'hi™* anggeben Die Ergebnissén der Tabellesind wie alle unsereErgeb-
nisseerstgeometrischiiber die Iterationszahl(i — oo) danniiber N* — oo bzw. Np — o
logarithm.extrapoliert.Die Wertewurdenmit verschiedeneREM Ordnunger(in dererstenSpalte
gegebenundfir groRer = 8, 10 berechnetdadie SkalierungstrkeineBedeutunguir kleinev hat
undhdherer sinnvoller Weisemit einerhoherenFEM-Ordnungkombiniertwerden(sieheAbsch.
4.1.2).

Die Werte desfreien Parameter$, in der Tabelle4.11sind so gewahlt, dasssie optimaleEr-
gebnissergebenDieseOptimumist durcheinflachesMaximumbzw. einenWendepunkin (¢ (b4)
gekennzeichneDie Tabellezeigt,dassmaneinehthereGenauigkeimit Hilfe der Skalierungstr
erzielt; esist auchdeutlich zu sehendassmanfir v = 8 ein bessereg&rgebnisalsfir v = 10
erhalt. EinezuhoheRegularisierungamKernortlasstsichfur die betrachteteitter undgegebene
FEM-Ordnungnicht mehraussciBpfen.Auch die endlicheStellenzahider Computerberechnung
in doppelterGenauigkeitsetztdiesepraktischenGrenzen.So habenwir » = 8 fur die Berech-
nungin derTabelle4.12gewahlt. Dort zeigenwir die gleichenBerechnungefir einigeangergte
Zustande.Auch der freie Parameters; wurde gleich gewahlt, aberam oberenEndeder Region
(by) fur denGrundzustandn derdasMaximumbzw. der Wendepunkgenommerwurde.Dies
machtdenFehlerim Grundzustandim denFaktor 2-5 grof3erals bei demoptimalenin Tah 4.11
anggebeneert.

Der Vemleich zwischenden Tah4.11 und 4.12 zeigt, dassman etwadie gleichenParameter
fur denGrundzustandind die angergtenZustndebraucht.Der Vergleichmit denBerechnungen
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N*/Ng v=2 v=4 v==56 v=2~,
576/1152 | -1.10264.11553 | -1.1026450667 | -1.1026478450 | -1.1026810614
900/1800 | -1.1026496950 | -1.1026454198 | -1.1026483213 | -1.10264687519
1600/3200 | -1.1026484692 | -1.1026416664 | -1.1026415886 | -1.1026451626
1764/3528 | -1.1026452507 | -1.1026415827 | -1.102641%623 | -1.1026415861
2304/4608 | -1.1026412046 | -1.102641%926 | -1.1026413326 | -1.1026413959
3600/7200 | -1.1026415934 | -1.1026415814 | -1.1026415889 | -1.1026415814
4900/9800 | -1.1026415951 | -1.1026415865 | -1.1026415816 | -1.1026415811
6400/12800| -1.10264156886 | -1.1026415885 | -1.1026415820 | -1.1026415810
-1.1026456215 | -1.1026418020 | -1.1026417296 | -1.10264043678

Tabelle 4.7: 4-Spinor H &1(12), Werte, extrapoliert geom. tiber die Iterationszahlund log. tiber die
effektive GitterpunktzahlV* bzw Ny der AnzahlderElementefirv = 2,4, 6, 8; 1.-Ord.FEM. Unterstri-
chenewWertewerdendurchlog. Extrapl.gevonnen.? direkt berechnetgeom.extrapol. Wertefur dasgrofite

N* Ng.
N*/Ng v=2 v=+4 v==6 v=_8
576/1152 | -950467010417 | -9504.71199453 | -9504,296417 | -950468598090
900/1800 | -9504.5529360 | -9504.7561005 | -9504,71549429 | -950486264417
1764/3528 | -9504,75@8204 | -9504.75683691 | -9504.577209 | -9504.56349584
2304/4608 | -9504.7562589 | -9504.756B551 | -9504.7584084 | -9504.7%566638
3600/7200 | -9504.7563871 | -9504.7567457 | -9504.756B8043 | -9504.7529697
7056/14112| -9504.7560829 | -9504.7567484 | -9504.7567407 | -9504.7567232
8100/16200| -9504.7568565 | -9504.7567407 | -9504.7567469 | -9504.7567228
9216/18432| -9504.7561753 | -9504.75674697 | -9504.75674692 | -9504.75674675
-9504.5717904 | -9504.756B014' | -9504.756B110' | -9504.7567907

Tabelle4.8:4-SpinorThy ™ 1(12), Werte,extrapoliertgeom.iiberdie Iterationszahlind log. iiberdie
effektive GitterpunktzahlN* bzw N der Anzahlder Elementefiur v = 2,4,6,8; 3.-Ord. FEM. Unter
stricheneWertesinddurchlog. Extrapl.gewvonnen.? direkt berechnetgeometrischextrapol. Wertefiir das

letzte N* bzw Ng.
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N*/Ng v=2 v=4 v==56
900/72 | -1.102648005092 | -1.102647254561 -1.102692768751
1600/128 | -1.102641924137 | -1.102641957056 -1.102641595489
2500/200 | -1.102641581840 | -1.102641589065 -1.1026485214687
3600/288 | -1.102641584796 | -1.102641588548 -1.102641528178
4900/392 | -1.102641581931 | -1.102641581020 -1.102641520973
6400/392 | -1.102641581660 | -1.102641581037 -1.102641585354
8100/648 | -1.102641581656 | -1.102641581038 -1.102641581083
10000/800 | -1.102641581P15 | -1.10264158103%9 | -1.102641581855
12100/968| -1.102641581857 | -1.102641581033%8 | -1.102641581034
-1.102641586748' | -1.10264158103355 | -1.102641581082¢

Tabelle4.9: 4-Spinor /5 £;(1/2), Werte, extrapoliertgeom.uiber die Iterationzahlund log. iiberdie ef-
fektive GitterpunktzahlV* bzw. Ng derAnzahlderElementefurv = 2,4, 6;5.-Ord.FEM. Unterstrichene
Wertesind durchlog. Extrapl.gevonnen? direkt berechnetgeom.extrapol. Wertefiir dasgrote N* bzw.

Ng.

N*/Ng v=+4 v==6 v=2~,

784/32 | -9504.777163068 | -9504.7%814505

1764/72 | -9504.75679596 -9504.75627201 | -9504.75677125

3136/128 | -9504.75674925 -9504.75674253 | -9504.75678243

4900/200 | -9504.75674835 -9504.75674693 | -9504.75674814

7056/392 | -9504.75674861 -9504.7567469R2 | -9504.7567469P

9604/512 | -9504.756746%95 -9504.756746922 | -9504.756746922

12544/968| -9504.75674692 -9504.75674692 | -9504.7567469229
-9504.756787462% | -9504.756746982" | -9504.756746935"

Tabelle4.10:4-SpinorThy™* <11 /2), Werte extrapoliertgeom.iiberdie Iterationzahundlog. iiberdie
effektive GitterpunktzahlV* bzw Ng derAnzahlderElementefirv = 4,6, 8; 7.-Ord.FEM. Unterstriche-
ne Wertesinddurchlog. Extrapl.gevonnen? direkt berechnetgeometrisctextrapol. Wertefur dasgroRte
N* bzw Ng.



4.2. ERGEBNISSEDER 2-SPINORBERECHNUNGEN 51

Ko.-Tr. v=2_8 v =10

Ord./Ng/N* by €1(1/2)g Rel.Acc® by €1(1/2)g Rel.Acc®
5/ 72/900 1.25 -9504.60311261 3.7-107°7 1.40 -9504.66050437 9.8-107°7
5/128/1600 1.00 -9504.75882040 2.5-10~° 1.38 -9504.7¥117082 3.9-107°%
7/72/1764  0.69 -9504.756B5557 5.1-107% 1.15 -9504.75839672 9.7-10~%
9/32/1296  0.60 -9504.756B9817 5.6-107%° 1.17 -9504.75856824 2.6-10~98
5/200/2500 0.90 -9504.756719789 2.8-107% 1.34 -9504.75629836 1.8-10~%°
5/288/3600 1.30 -9504.756%3978 7.4-10~'0 1.23 -9504.75622810 2.5-10~%
7/128/3136 0.64 -9504.75674818 5.3-10"'" 1.04 -9504.75678691 2.9.10~'°
9/72/2916  0.58 -9504.7567Z194 2.8-10~'" 0.94 -9504.7567%898 1.0-10~'°

Tabelle4.11: ¢, (y2), Extrapol. Enegiewertefur 4-SpinorThy™* mit R = 2/90 a.u., Diar = 0.14

a.u. , Ko.-Tr. v = 8, 10 verschiedeneParameteMerteb, der Skal.-Transf.Gl. (2.9).Alle Wertein a.u..®

relatv zu demhochstgenauewert-9504.756746922%ieheTah 4.4 undRef.[4]. Ng, N* sinddie Anzahl
der Elementeund die effektive Punktezahldesjeweiligen Gitters (sieheauch Absch.4.1.2).Inder ersten
Spalteist auchdie FEM-Ordnunggegeben.

fur b = 0 (d. h. ohneSkalierungst) zeigt, dasswir in der Lagesind, mit kleinerenGittern eine
besseré&enauigkeibei Ausnutzungder Skalierungstrzu erreichenWeiterhinzeigtder Vergleich
mit Ref.[21], dassunseré/Nertefur kleine Gitterpunktzahlewviel genauesind. Diesist einegute
Voraussetzungim kompliziertereSystemezu berechnen.

4.2 Ergebnisseder 2-Spinor Berechnungengin Vergleich
zum 4-Spinor Fall

4.2.1 2-Spinor Einelektronensysteme

Obwohlin der 2-SpinorBerechnunglasFunktionalnichtlinearin der Enegie ist, wurdenkeine
NachteileoderspeziellerEffekte beobachtetlie auf dieseNichtlinearitat zuriickzufihrensind.Im
Gegenteil,wie die Ergebnisseeigen hatdie 2-SpinorFormulierungzahlreichg(numerische)/or-
teile gegeriiberder4-SpinorFormulierung.Die Werteder 2-SpinorRechnundassersichgenauso
wie im 4-SpinorFall Giberdie Iterationszahfjeometrisclund iberdie Punktzahlogarithmischex-
trapolieren Die Abb. 4.4 zeigt dieselberSystemefl;™ und Th§79Jr fur verschieden&itter mit der
gleichenOrdnungwie in der Abb. 4.1 (4-SpinorFall) fur dasjeweilige Systemwobeiaberkleine-
rev alsim 4-SpinorFall benutztwurden,weil wie spatergezeigtwird, die 2-SpinorRechnungen
singulareKo.-Tr. mit kleineremr alsdie 4-SpinorBerechnungeerfordern.

Die Darstellungenin Abb. 4.4 fur 2-Spinorseherahnlichaus,wie die Darstellungerin Abb.
4.2fur 4-Spinor, abemit verschiedeneAbstanderewischerderLinien, wasnichtalsHinweisauf
spezielleEigenschaftemnzuseheist, da derrelative Fehlerbeziglich des(geom.)extrapolierten
Wertesdesjeweiligen Gitterse ¢ berechnetwird:

Ae(i) = (i) — €% wobeic% = % (i — 00)
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Zustand Ord./Ng/N* D40

(1s)o,(1/2)  7/200/4900 0.25
7/128/3136 0.20
9/128/2916 0.20

(2s)o,(1/2)  7/200/4900 0.25
7/128/3136 0.30
9/128/2916 0.30

(2s)0,(1/2)"  7/200/4900 0.30

(3d)o,(1/2)  7/200/4900 0.30
7/128/3136 0.35
9/128/2916 0.35

(3d)r,(1/2)  7/200/4900 0.30
7/128/3136 0.40
9/128/2916 0.40

(3d)m,(1/2)® 7/200/4900 0.30

(3s)0,(1/2)  7/200/4900 0.35
7/128/3136 0.43
9/128/2916 0.43

(3s)0,(1/2)" 7/200/4900 0.35

(4d)o,(1/2)  7/200/4900 0.35
7/128/3192 0.50
9/128/2970 0.50

(4d)m,(1/2)  7/200/4900 0.45
7/128/3192 0.40
9/72/2970  0.40

by e Ref.[21]

-6815.513280
1.2 -6815.513226
0.8 -6815.513219

0 -3374.520084 -3374.51991
1.0 -3374.520068°
0.75 -3374.520002°

-2564.180780

-2455.956281  -2455.95599
1.2 -2455.956B02°
0.8 -2455.956291°

0 -2010.663508 -2010.66336
-2010.663507 *
-2010.6635Q3*

0 -1917.123938¢

0 -1652.815280¢ -1652.81490
.2 -1652.815276°
7 -1652.815286“

0 -1336.674899

0 -1330.255562¢ -1330.25490
-1330.25%987¢
-1330.2%1317°

0 -1138.978176* -1138.97681
-1138.9788656"
-1138.978%591"

ok
oo N
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Tabelle 4.12: ExtrapolierteEnegiewerte einiger angergter Zustndefur 4-Spinor Th:** , Abstand
R=2/90 zwischendenbeidenZentren.b; = 0 bedeutebhneSkalierungstr® Im Unterschiedzur Grund-
zustandsetrapolation(in Tah 4.6)wurdealsExponentZ bzw. 9 (die FEM-Ord.)zur Extrapolationbenutzt?

MangelseindeutigeiKorrelationzu nichtrelatvistischerNiveausst die Zuordnungnur wahrscheinlictaber
nichtsicher

D. h. kleinerelative Fehlersindnichtin erster_inie Hinweisauf einebesseré&enauigkeitsondern
siezeigen,dassder (geom.)extrapolierteWert<% nichtweit von denWertene (i) fiir dasbetrach-
tete Gitter ist, wie esin Th%m+ derFall ist ( Abb. 4.4 rechts).Andersist esim Hj Fall Abb. 4.4
(links), wo die Linien relativ flach verlaufen.Diesist ein Hinweis auf groRerelative Fehler d. h.
derextrapolierteWertist weit vondenWertene (¢) entferntunddie Extrapolatiorhatmehrbewirkt.
Diesistleichtzuverstehendenndie Nichtlinearitatin derEnegie spieltfiir schwactrelativistische
SystemeeinesehrgeringeRolle, wahrendsiesichin starkrelativistischenSystemerbeimIterieren
bemerkbamachtunddie Extrapolationwenigereffektiv ist. Trotzdemhatdie geometrisch&xtra-
polationim 2-SpinorFall ein @hnliches/erhalterwie im 4-SpinorFall, wie derVergleichzwischen
Abb. 4.4 und Abb. 4.1 zeigt, wobeimandie unterschiedliché\nzahl der Elementein denbeiden
Abbildungenbeachtemmuss.

Bemerkenswelist, dassim 2-SpinorFall die singuareKo.-Tr. Gl. (2.7) genausdunktioniertund
die gleicheWirkung wie im 4-SpinorFall hat,sodassnanahnlicheTabellen(sieheTah 4.5, 4.6)
fur die Konvergenzordnungerstellenkann.Die werdenin denTah 4.13,4.14dagestellt,undsind
wie im 4-SpinorFall, Abb. 4.2, erstelltworden. Wie schonerwahntwurde,berbtigt manzur Teil-
regularisierungder Singulariitwenigerhoher alsin 4-SpinorBerechnungerDasbedeutetdass
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Abbildung4.4: Der Relatve Fehlerals Funktion der Iteration im 2-Spinor Fall H (links) und
Th§79Jr (rechts).Auf der Vertikalachsest log(%ﬂ) aufgetragender relative Fehlerin der iten-Iteration,
auf der Horizontalachselie Iterationszahi. H.f ist mit 5.-OrdnungFEM und Ko.-Tr. v = 2, Thi™+ mit
7.-Ordnung~EM undKo.-Tr. v = 4 berechnetnebendenLinien ist die ElementezahllesjeweiligenGitters
ange@eben.

8
Iteration 1

die Fehlegewichtungin der2-SpinorRechnungandersalsim 4-SpinorFall ist, und damitist das
KorvergenzerhaltenunterschiedlichEsist bemerkenswertjassin 2-SpinorBerechnungekeine
Superkoremenzzu beobachterist, d. h. bei 1.-OrdnungFEM, ¢ = 1 = p < ¢, andersalsim
4-SpinorFall (Verml. (4.6),(4.3))wo ¢ = 2 ist. Es gilt fur die Korvergenzordnung; in 2-Spinor
Berechnungen:
far ¢, >

‘= { g fur g <p (44)
¢ istausdenTabellen4.13und 4.14zu entnehmenwobeip wie immerdie FEM Ordnungist und
q, wie in Gl. (4.6) definiert.
In derTah 4.15und4.16ist ein Vergleich zwischendenbeidenFormulierungerfir die Systeme
Hj bzw Th™* anggeben.n denbeidenFallen sind alle Werte erstgeom.und dannlog. extra-
poliertundwir beobachterolgendes:

¢ In denbeidenTabellensehenwir, dassdie geom.extrapoliertenWertevon oben(Min-Max
Prinzip) korvemgieren,andersalsim 4-SpinorFall, wo die Wertemeistvon untenkorvermgie-
renoderoszillierended/erhalterzeigen.

e Fiir dasSystemH wie die Tah 4.15zeigt,sind die 2-SpinorEnegienleicht bessewor der
Extrapolatioralsdie 4-SpinorWerte.Siesindaberviel bessenachderlogarithmischerEx-
trapolation Offensichtlichist die Fehlerwichtundreim H; ahnlichwie beiderSchibdinger
Gl., sodalsichdie Werteam besterextrapolierenlassen(sieheDiskussiorfiir Abb. 4.5)

e In Th%“”r Tah 4.16ist die 2-SpinorFormulierungwenigereffektiv alsfir H; . Die Werte
sind abergenausagut wie 4-Spinoroder leicht besserund die Extrapolationhat bessere
Eigenschafteim 2-Spinor (siehedie Diskussionfur Abb. 4.6).

In denAbb. 4.5, 4.6 zeigenwir aucheinenVemleich zwischen2-Spinorund 4-Spinorvor und
nachder Extrapolationrmit BerechnungeersterOrdnungFEM undKo.-Tr. v = 2, 4, 6, 8 fur beide
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Order/koord. | v =2 |v=4 |v=6 | v =28
1 1 1 1 1
3 3 3 3 3
5 5 5 5 57

Tabelle4.13:KonvergenzOrdnungfiir 2-SpinorH ., geometrisclextrapolierteWertesindgenommenind
nachAbb. 4.2,vgl. Tah 4.5.¢ DieseWertelassersich nicht so genauermitteln,etwaz. B. wie in Abb. 4.2
H links.

Ord./Koor. |v=2|v=4|v=6|v=2_8
1 1 1 1 1
3 15 3 3 3
5 15 3 4.5 5
7 1.5 3 45 6°

Tabelle4.14:KorvergenzOrdnungfiir 2-SpinorT'h}”°*, geometrisclextrapolierteWertesindgenommen
undnachAbb. 4.2,vgl. Tah 4.5.% DieseWertelassenrsich nicht sogenauermitteln,etwaz. B. wie in Abb.
4.2 7 links.

SystemHS, Thi™* . Wie wir in Abschnitt4.1.2ausgeiihrt haben,ist in den Abbildungender
relative Fehlerzu demhochstgenauelvert genommer(sieheUnterschriftin Tah 4.15und 4.16)
undbediglich N* logarithmischdagestellf. Im Vergleich zur Abb. 4.3 ist aberhier nur bis N* =
1764 gezeigtmit zusatzlichenPunkten Die oberenLinien sind die geom.extrapol. Werteund die
unterensind nochlogarithm. extrapoliert. Man merkt eine gewisse Ahnlichkeit zwischendem 2-
Spinorunddem4-SpinorVerhalten gsgibt aberauchdeutlicheUnterschiede.

Die folgendenBemerkungenm Bezugauf die Abb. 4.5, 4.6 und die Tah 4.15,4.16 (Siehe
auchRef.[1]) sinddaherfestzu halten:

1. Die Konvergenzordnung (SteigungderoberenLinien) in 2-SpinorRechnungerst gleich
derFEM Ordnungp, ¢ = 1 = p furallev (keineSuperkorergenz)’. Dieserwecktzunachst
denEindruck,dassdie 4-SpinorWerte besseiseienals die 2-SpinorWerte, wennmandie
geom.extrapol. Werte in der Abb. 4.5, 4.6 verleicht. Dies wird aberwiederlegt, wenn
man die logarithmischextrapoliertenWerte vergleicht (in den beidenSystemenH und
Th%m+ ). Diesist aucheinerderGriinde , warumdie Extrapolationsowichtig ist. Siebringt
die verdecktemumerischesystematischeRehlerhenor undzeigtdie “wahren” Ergebnis-
se.

2. Fur H im 2-SpinorFall zeigtr = 4 die besteGenauigkeitvahrendv = 2 die gleichmaRig-
stenErgebnissezeigt, aberin 4-Spinorsind v = 4,6 am genauestenind v = 4 ist am
gleichmafigsten.

Fur Th)™7 verhaltersichalle v gutim 2-SpinorFall, v = 4, 6 sindbeidegenauegrlsy = 8,
v = 4 ist amgleichmaRigstenwahrendfiir den4-SpinorFall v = 6 am besternist, wobei
bei einernochgroRerenPunktzahisichv = 6, 8 gleich verhalten(Vergleich Ref. [4] Abb.
3)undv = 4 ist gleichmaRigerals die andererv. In 4-Spinorist v = 2 amschlechtesten,

SEineDarstellungobeziglich der N, der Elementzahlwirdeahnlichaussehen
“In Fall 4-SpinorgeltenGIn. (4.6), (4.3)
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Abbildung4.5:10g(42) vs.log(N*), VemleichdesKonvergenzerhaltengwischer2-Spinor(links) und
(rechts)4-Spinorfur H;, 1.-Ord.FEM. undKo.-Tr. v = 2,4,6,8, N}, = 1764, ObereLinien Geom.
Extrapl. Werte Uberdie Iterationszahldie unterenLinien sind nochlogarithm. (rational) extrapoliert iber
die N* die effektiven Punktezahbzw. Ng die ElementezahtiesGitters. Relatver FehlerbeZiglich dern

Wert-1.10264158103358

log(22) log (%)
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Abbildung 4.6: log(242) vs. log(N*), Vemleich des Korvergenz\erhaltenszwischen2-Spinor (links)
und 4-Spinor (rechts)fur Th§79+ , 1.-0rd. FEM, sieheAbb. 4.5. Relativer Fehlerbeziglich dern Wert -
9504.7567469229
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2-Spinor 4-Spinor

Ne/N* £1(1/2)g £1(1/2)9 £1(1/2)g £101/2)9
8/100 -1.10538764882 -1.1178889257148

32/400 | -1.10264288664 -1.10264B8889d9| -1.1026461472713

72/900 | -1.1026415342@® -1.1026415846@®3| -1.10264B021369-1.1026417 25736
128/160Q -1.10264158558 -1.102641589887| -1.102641580410-1.1026415057(%
200/250Q -1.102641589860 -1.1026415810332| -1.102641582301 -1.10264158906
288/360Q -1.102641581R60 -1.1026415810337| -1.102641589160-1.10264158854

Tabelle4.15:¢,(,,2), Enegienfur Hy , Vemgleich zwischer2-Spinorund4-Spinor, mit R = 2, Dnar =
26 a.u. , und5.-Ord. FEM. Die Ko.-Tr. sind fir 2-Spinorv = 2, undv = 4 fir 4-Spinor Ng, N* die
Elementezahbzw effektive Punktezahdesjeweiligen Gitters. (sieheAbsch.4.1.2). Alle Wertein a.u. .
1 Geom.Extrapl. Werte uiber Iterationzahl ? (rational) Extrapl. Werte liber N bzw. N*. (sieheTah 4.9).

Hochstgenauatert-1.10264158103358Tah 4.3.

2-Spinor 4-Spinor
Ne/N* £1(1/2)9 £1(1/2)9 £1(1/2)9 £1(1/2)9
8/196 -9504596290468 -9506.9802944593
32/784 | -9504.75@30446! -9504.7%87692D| -9504.7%91601303-9504.7%18145052
72/1764 | -9504.75697735 -9504.756721423| -9504.756004348-9504.756272018
128/3136 -9504.75687944% -9504.75674873FH| -9504.756604711-9504.756742536
200/490Q -9504.756745857 -9504.756746606| -9504.756743935-9504.756746930

Tabelle4.16:¢,(1/2), Enegienfir Thl ™+, Vergleich zwischen2-Spinorund 4-Spinor, mit R = 2/90

a.u. Dpge = 0.14 a.u. , und7.-Ord.FEM. Die Ko.-Tr. sindfur 2-Spinorv = 4, undv = 6 fur 4-Spinor

Ng, N* sieheTah 4.15.Alle Wertein a.u.

. 1 Geom.Extrapl.Werte,? (rational) Extrapl. Werte Uiber Ny

bzw N* (siehTah 4.9).Hochstgenauehert-9504.756746922Tah 4.4.

warendim 2-SpinorFall v = 2 besseistalsv = 8, zeigtaberstarkoszillierended/erhalten
bei derExtrapolation.

. AusdenAbb. 4.5,4.6 unddenTah 4.15,4.16 und der vorherigenDiskussionkdnnenwir
schlielenwasvorhermehrmalserwahntwurde, dassbei 2-Spinorzur Teilregularisierung
der Singularitt ein niedrigeress notig ist und die Regularisierungeffektiver und systema-
tischerist. D. h. dersinguBreFehlerlasstsichnaherungsweise eineReihemit Potenzen,
Gvy Qu+2, Qu+a, - - - €Ntwickelnund damit extrapolieren.Diesebemerkenswertigenschaft
siehtim Detail soaus:

Wenn man die Extrapolationexakt machenwill, so mussman eigentlichzwei getrennte
Reihenbenutzend. h. zwei Fehlertyperunterschiedliclextrapolieren;die einefiir densin-

gularenAnteil 6, = 5.2, biXZ.(%“)'qo, wobeidie PotenzerausderTah 4.5,4.6,4.13,4.14

entnommerwerdenkonnen(qo sieheweiter unten).Und die andereReihefir denglatten
(FEM) Anteil ® ist 5, = Y32, ¢; X", Dieswird erreicht,indemmandie Potenzerin der

folgendenForm gruppiert:
n—2 Lo N n-2 .
Sy =040, = > b X (5Fi) 0 4 o(x (GHn=1)a0) 4 3 ¢; X PFI) 4 o(x (PFn=1)y
1=0 7=0

8In dieserEntwicklungmussman beachtendassim 4-SpinorFall 1.-OrdnungFEM wegender Super
korvergenzp + j durch2 + j zu ersetzerist vergl. Gl. (4.6,4.3)
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n—1

= D dp X"+ o(X") (4.5)
k=1

wobein — 1 die Anzahlder Terme,und n die Anzahl der zu extrapolierendenNerte ist.
DawegenW,, = W, + 4, nochein zusatzlicherWert berbtigt wird, wobeilV, den“wahren
Wert” bezeichnetderunbekannist unddurchdie Extrapolatiorermitteltwird (sieheAbsch.
2.3.2). Die Koeflizientenfast gleicher Potenzens + ) - qo ~ p + j werdensummiert
di = b; + ¢; fureingewissesk = k(z, j).

Die andererPotenzerordnensich in der neuenReihenachsteigendeiGroRRebis zu einer
gewissenPotenzr,,_; an,die mit einerPotenz(s + 1) - qo ausdererstenReiheodereiner
Potenz(p + j) ausder zweitenReihe,Ubereinstimmtsodassiie Anzahl der Termein Gl.

(4.5) gleichn — 1 bleibt. Die Potenzenin der erstenReihe kdnnenleicht mit Hilfe der
Tabellen4.5, 4.6, 4.13,4.14 und Gl. (2.7) berechnewerden.Man brauchteigentlichfur

einebestimmtesinguiareKo.-Tr. der Ordnungr nur ¢y zu kennenwobei gy die niedrigste
Korvergenzordnungst, die ausdemTerm sinh?(s), sin?(t) herauskommtg, ist konstant
fur ein bestimmtesSystem aberkannunterschiedliclbeziglich des2-Spinoroder4-Spinor
Fallessein,soz. B. ¢o ~ 1.5 fir Th}*und ¢o ~ 3 fur H; im 4-SpinorFall (siehetah

4.5),4.6.Und o ~ 1.5 fur Thi™  undgy > 5 im 2-SpinorFall Somiterhalt manin guter
NaherungeineReiheausdenzweiReihenDie Sequen®, := {ry} = {r1, -, rn—1} Setzt
sichausdenkleinstenZahlenr;, ausderMengeS,, U S, = {(§ +1) - qo;i=0,1,2,-- -} U

{p+j;5=1,2,---} 2 zusammensodaldie AnzahlderTermein derresultierendeiReihe
gleichn — 1 ist. Und eswirdedannr; = (4 - qo) oderp gemaBGI. (4.4)im 2-SpinorFall

oderGl. (4.6)im 4-SpinorFall gelten.

D. h.im Endefekt wennsichdie beidenFehlemichtvermischer{fodersichnurschwachver-
mischen) kdnnensie durchzwei Entwicklungengetrennteliminiert werden—mit Potenzen
ausder Sequenz,, die eineKombinationauszwei Sequenzerdensingulrenund glatten
Anteilen,enthalt. Die Koeffizientend,. lassersichdanndurchdie Extrapolatiorohneweite-
resbestimmenundsomitwirdemaneinenbesserefVerterhaltenalswenneinederbeiden
Reihenzugrundegelegt wird. DieseUberleggunghabenim 2-SpinorFall gutfunktioniert.

EineandereMaglichkeitwareein Reihemit einerSequenzdie ausaufsteigende®otenzen,
d. h. denkleinstenZahlenausderMengesS, := {¢;,i =1,2,3,---} = {q,¢+ 1,¢+2,---}
bestehtwobei ¢ die Korvergenzordnuntf. Diese SequenZ Entwicklung) hatim 4-Spinor
Fall gut funktioniertund wurdegenerellverwendet.Tatsachlichwurdeim 4-SpinorFall in
denmeistenBerechnungekaumein UnterschiedzwischendenbeidenSequenzery, und
S, beobachtetauchwenneskonzeptionellbesseiist, die S, zu verwendenjnsbesondere
in denBerechnungefiir Th3™* . In denBerechnungefiiir ;" scheintes Ausnahmerzu
gebenSoz.B. in derTah 4.9furv = 2 und5.-Ordnung=EM, womit¢ = 3 undp = 5 sind,
war die Extrapolationuiberdie Sequens, = {3, 5,6, 7, -- -} leichtbessel! alsubers, =
{3,4,5,6,7,---}. Wobeihier derersteTermausdemsingularenAnteil mit r; = % - o =
¢o = 3 unddie andererTerme{ry, k = 2,3, - --} ausderMengesS, := {p,p+ 1,---} mit

?Zubeachtendasdiireinbestimmtes gilt S;, == {qv, qv42, o4, -~} = {(5+7) 90, =10,1,2,- -},
sieheGlIn. (2.7).

10sieheGl. (4.6).

1Dasbedeutetdassdie Fehlegewichtung ahnlichwie beim 2-SpinorFall ist; diesist zu verstehengda
HJ einsehrschwactrelativistischesSystenist.
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p = 5 sind.Obwohldiesnichtfur alle Gitter (die in der Tabellestehen)er Fall war, wurde
dieseSequenzd. h. S, verwendetDieseAusnahmespieltvielleichtkeinewesentlichéRolle
soll abererwahntwerden.In 7'A1"* wurdeein ahnlicherFall nichtbeobachtet.

Damitist klar, dasssich die Fehlerim 4-SpinorFall in einerandererArt und Weisevermi-
schend. h. die GewichtungderbeidenFehlerist andersalsim 2-SpinorFall, und esbleibt
nochoffen, wie diesesVerhaltenzu versteherist. Es gibt hier einige Anhaltpunkte z. B.,
dassdies durchdie Anzahl der Gitterpunktebeeinflusstwird, d. h. in kleinen Gittern und
fur kleinev hatder FEM-Anteil groReresGewicht alsdersinguiare, wahrendn grol3enGit-
tern beideFehleranteileehergleichesGewicht habenzumindestin denerstenTermender
Fehlerentwicklung.

Zusammenfassenkibnnenwir sagen,dassdie Fehlegewichtung bei 2-Spinor giinstiger
(dem nicht-relatvistischenFall ahnlicher)als in 4-Spinor Berechnungernst. Und dasist
einerder Grinde,warummanim 2-SpinorFall besserdextrapolationseignschafterbeob-
achtetwasletztlich zu bessereGenauigkeiterfitihrt.

. Aufgrund der Diskussionim vorigen Punkt 3., regularisiertin H;" v = 2 die Singularitt

weitgehendund esbleibt fastnur nochdenFEM Fehler der sich sozusagetiexakt” durch
die Potenzem, p+ 1, p+ 2, ... extrapolierenlasst.Dieswurdein Tah 4.15gemachtDiese
Situationist andersals bei 4-Spinor, wo die gleiche Sequenzum Extrapolierenbenutzt
wurde,aberdie ExtrapolationdurchdensinguirenAnteil gesbrt bleibt. Dasselbailt auch
im Fall v = 6, 8, 10, wobeidie SthrungdurchdensinguiarenAnteil allerdingskleinerwird.

. In derAbb. 4.5zeigendie unterenLinien fur die 2-SpinorBerechnungedie effektive Kon-

vergenzordnung. sy ~ 10 abhangigdavon, welchesy undwelchePunktzahimanbetrach-
tet.v = 4 hatdie hdchstedurchschnittlictSteigungg. s ~ 9. In derAbb. 4.6fur Th3™* im

2-SpinorFall undr = 2 hatmandie hochstedurchschnittlichSteigungg.s s ~ 7, welche
gleichdervon 2-SpinorH firv = 2 ist.

Ord/N./N* 5}(1/2)1 5%(1/2)57
7/8/196 -1.102640906879

7/32/784 -1.10264158804 -1.1026415884537
7/72/1764 -1.10264158108 -1.1026415810312

9/8/324 -1.102641517226
9/72/1296 -1.102641580958 -1.1026415809%01

Tabelle4.17:1(1/2)g Wertefur 2-SpinorHy 7.-u.9.-Ord.FEM, mit v = 2, siehe4.15

. Esist nicht selbsterstindlich,dassdie Erhohungder FEM OrdnungeinengenauereWert

ergibt. In derTah 4.17zeigerwir Rechnungefiir H; mit v = 2. Die Tabellezeigt,dassdie
7.-OrdnungrFEM BerechnungeinenWert ergibt, der genaueitist, als die 5.-OrdnungFEM
fur diesePunktzahl Sie extrapoliertsichaberschlechterunddie 9.-Ordnung=EM emibt in
diesenFall einenschlechteremVert undlasstsichkaumnochextrapolierenwahrscheinlich
aufgrundder Fehlerakkumulatioft.

12Dje Berechnungerim 2-SpinorFall wurdenauf den kleinen Rechnerndes Rechenzentrumand die
Integrationpunktefiir die Berechnungler Integrale mit zweifacherGenauigkeitberechnetim Gegensatz



4.2. ERGEBNISSEDER 2-SPINORBERECHNUNGEN 59

4.2.2 2-Spinor Dirac-Fock-Slate

Wir habenin Abschnitt1.2.1gezeigt,dasssich die 2-SpinorDirac-Fock-SlaterNaherung(DFS-
Naherung)einfachformulierenlasst,wenn man davon ausgehtdasszu jeder SCF-Iterationdas
gesamtdPotential dasausKern-und Austauschpoterai bestehGl. (1.24),alsein festesPotential
angenommewvird.

Wir wollen unsereErgebnissean zwei BeispielenN; und CO zeigen.DieseBeispielewurdenbe-
wusstgewahlt, weil sie durchdie 4-Spinor Defekt Korrektur Methode(DKM) Ref. [6] und mit
nichtrelatvistischer-EM Ref. [26] und der Multigrid Methode(MGM) Ref. [28] untersuchtvor-
denwaren.

Die Ergebnisseler 2-SpinorBerechnungerzeigen,dassgenerellahnlicheErgebnissevie im
4-SpinorFall erreichtwerdenkdnnen,d. h. eslasstsich etwadieselbe(oder leicht besserefse-
nauigkeitfur dasselbésitter in leichtenzweiatomigenMolekiile erzielen.Wichtig dabeiist, dass
beigleicherGenauigkeidie 2-SpinorRechnungeminenviel geringererAufwandalsdie 4-Spinor
BerechnungefsieheAbsch.3.3.1)erfordern.

In Tah 4.18,4.19zeigenwir beideSystemeN, undCO unddie Ergebnissenit DKM-Rechnungen

v=2 v=+4

NG/N* 57}07,‘ 57?01‘ 57}01‘ 5?07,‘

72/900 -108.4B4364717 -108.4B5464581| -108.4B5876730 -108.409082303
128/1600| -108.4094€23162 -108.409492073| -108.409201384 -108.409467742
200/2500| -108.409435649 -108.409481434| -108.409416372 -108.409478443
288/3600| -108.409451645 -108.40948Q707 | -108.409491456 -108.409486629
392/4900| -108.409484380 -108.409480211 | -108.409480210 -108.409483804
512/6400 -108.409486¢
“h.g.W* -108.409480438 -108.409480438

Tabelle4.18: Relatvistischetotale Enegie fiir 2-SpinorNs, mit 5.-Ord.FEM undv = 2,4, R = 2.068,
Dpmar = 20 a.u. , ! diegeom.extrapol. Wert,? log. extrapol.Werte.? DKM Ref.[6]. “h.g.W* hochgenauer
Wert,derdurchAddierendeshochgenauenichtrel.Multigrid Wertes-108.3466141470(sieheFul3notel 3)
undden(extrapol.) Wert desRel. Effekts-0.0628662836 enstehtAlle Wertein a.u.

ausRef. [6]. Wir habenauchden nichtrelatvistischenGrenzwertder Grundzustandsengie be-
rechnetDaraushabenwir denrelativistischenEffekt errechnetderwesentlichgenaueist, alsdie
berechnetekiVerteselbstFir dasEinelektronensysterfi;” war dasbereitsbekanniRef.[7]. Dann
addierenwir daszu einemnichtrelativistischenwWert ausMultigridrechnungeh’®, welchersehrge-
nau mit geringeremAufwand berechenbaist, und erhaltendamit einenhochgenauemert, mit
demwir unsererelativistischeWerte vergleichenkdnnen.Dieswird in denTah 4.18,4.19mit “ h.
g.W.* (hochgenaueiert) bezeichnet.

dazuwurdendie Berechnungeiim 4-Spinor Fall auf demfritherenHochleistungrechnedesRechenzen-
trums, Calculu$ und die Integrationpunktefiir die Berechnungder Integrale mit vierfacherGenauigkeit
berechnetDer Unterschiedn der Genauigkeitwennmandie Integerationspunktenit vierfacherGenauig-
keit berechnetwurdeuntersuchtindist von der GroRenordnung0—12.

130. Beck, Privatmitteilung,sieheauch[26]
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v=2 v=4

NG/N* 57}07,‘ 57?01‘ 57}01‘ 5%07,‘

128/1600| -112.2056508786 -112.2(R0666749| -112.2017525929 -112.201853481
200/2500| -112.201814311 -112.201872382| -112.201848452 -112.201848089
288/3600| -112.201874782 -112.201882734| -112.201840229 -112.201849096
392/4900| -112.201846600 -112.201889291| -112.201848523 -112.201889571
“h.g.W* -112.201849065 -112.201849065

Tabelle4.19: RelatvistischeTotalenegie fiir 2-SpinorCO, mit 5.-Ord.FEM undv = 2,4, R = 2.132,
Dz = 20 a.u. , ' die geom.extrapol. Wert, ! log. extrapol. Werte.“ h.g. W* hochgenaueWert, der
durch Addierendeshochgenauenichtrel. Multigrid Wertes-112.12990692% (sieheFulinotel3) und den
(extrapol.) Wert desRel. Effekts-0.07194218, enstehtAlle Wertein a.u.

Zur Extrapolation von DFS-Rechnungen

Die SCF-Iterationserschriftwurdeschondiskutiert,undwie schonerwahnt,wurdeim Fall geom.
Extrapolationfir DFS kein groRRererUnterschiedzu den Einelektronsysmen(festesPotential)
festgestellt.Es ist aberzu erwarten,dassder 2-SpinorFall wenigereffektiv seinwird, weil die
(4-Spinor) Dichte und darausdas Potentialberechnewird. Es kommt die Berechnungler un-
terenKomponenterins Spiel und diesehat weiterenumerische~ehler(glatte, singulareoderan-
dererArt), die zum gesamterehlerbeitragen Die Orbitale habeneine unterschiedlichd-ehler-
gewichtung,die sichin der Gesamtengie summierenund damitist die Fehlegewichtungin der
totalenEnegie andersals fur die einzelnenOrbitaleund diesewiederumsind auchandersals fur
Einelektronensystemi@.h. mit festemPotential).Insbesonderéer glatte Anteil, der sichanders
verhalt, ist viel starkerin denhodherliegendenOrbitalenvertretenals der singuiare Anteil, derim
kernnaherBereichkonzentriertist. Dies gilt abermehrfur Einelektronensysimeals fir die ein-
zelnenOrbitalein DFS-Rechnungemweil dieseOrbitale einensinguarenAnteil ausder Dichte-
Berechnundekommernund somitdassinguiareVerhaltendertiefliegenderOrbitaleeingeht.Dies
wurdein denTabellend.20—4.23)bes#tigt.
In denTabellen4.20-4.23 habenfastalle Orbitaledie gleicheKonvergenzordnungglie sich aber
leicht von der Konvergenzordnungler totalenEnegie (Tah 4.18,4.19)aufgrundder Berechnung
mittels deskorrigiertenEnegieausdruckesnterscheidefmehrdazuspaterin der Diskussionder
Tabelle).Dies alles wirkt auf die Extrapolationund lasstden Gewinn der Extrapolationin den
DFS-Rechnungenicht sogrof3ausfallensodasslie Extrapolationnicht sogutist wie beidenEi-
nelektronsystemetielleicht liegt der Grundaberin einerFehlegewichtung,wie beim4-Spinor
Fall, und dasmussmannicht nur erkennersondernauchin effektiver Art und Weisetrennenund
extrapolieren Wasich mit einigemErfolg auchhier versuchthabe st die getrenntg Entwicklung)
Naherungdurchzwei ReihenGl. (4.5),die sichin einerReihenentwicklungummiererundextra-
polieren,wie esbeim Einelektronsysten(2-SpinorFall) gemachtvurde.

Im Folgendenwerdendie bereitserwahntenPunkteim Detail diskutiertanhandder Tabellen
4.18,4.19f0r die totaleEnegie, und danndie einzelnerOrbitalemit denTabellen4.20-4.23.
Die logarithm.extrapol.Wertein Tah 4.18sindmit denfolgendenPotenzemxtrapoliert,furrv = 2,
{re} =S ={q,p,p+1,p+2,... = {3.2,5,6,7,...},wobeiq, = § - qo = qo = 3.2undp = 5,
die FEM-Ordnungist. Das bedeutetdassin der Naherungin Gl. (4.5) fur daskleinster = 2
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nur der ersteTerm ausdemsinguBrenAnteil genommerwurde,und die anderenTermeausdem
FEM-Anteil, weil nachGl. (4.5)und (2.7) die zweite singuirePotenzin der Entwicklungvon §,
gleichg, 12 = (5+ 1) - qo = 2-3.2 = 6.4 ist,dar = 2 in diesemFall ist. Und diesbeeinflusst
dasErgebniskaum noch, insbesonderén der rationalenExtrapolationGl. 2.13, da hier nur die
erstendrei Potenzen3.2, 5, 6 (fir denNennerund den Zahler) gebrauchtwverden(die gesamte
AnzahlderWerte, die bei dieserRechnungzur Verfigungstehenjst gleich 7). Fir v = 4 wurde
{re} =S, ={p,p+1,p+2,..} = {5,6,7, ...} benutztund damitwurde nur der FEM-Anteil
betrachtetDieswird dadurchbegrindet,dassin leichtenSystememit diesemv der FEM Anteil

ePb

k3

@

k3

el

k3

q

PNRRR R R

-13.9893@57734593
-13.9879@37832802
-1.00842B20071891
-0.46114094107212
-0.40447980315110
-0.404056854971221
-0.349964868017142

-13.9893@57717280
-13.9879@37819601
-1.00842B51952746
-0.46114®93989263
-0.40447380107342
-0.404056854764131
-0.349964867919237

-13.9893882936445
-13.9879663976144
-1.00842728395043
-0.46114080924748
-0.40447919632786
-0.40401658771877
-0.34996418108990

3.1
3.1
3.1
3.1
3.1
3.0
3.1

Tabelle4.20: Eigenzusindefiir 2-SpinorN,, mit 5041 Punkte5-Ord. FEM undv = 2, R = 2.068,

Dpnaz = 20 a.u. , P direkt berechnete® geom.extrapol., und ” log. extrapol. Werte.q = ¢, ist die

KornvergenzordnungsieheGl. (4.4)). Alle Wertein a.u.

J: e’ ef el q

1 | -13.989381801653 -13.989381896727 | -13.9893817893849 | 5.0
1 | -13.987961610948 -1.3987961609694 | -13.98796158205(®4 | 5.0
1 | -1.00842B0951728 -1.00842B095376% | -1.00842729347345 | 5.0
1 | -0.461140242476F -4.6114024203288 | -0.46114086729334 | 5.0
1 | -0.404472033738D -0.4044720312813 | -0.404479184019@1 | 5.0
2 | -0.4040162361199 -0.404016233670F | -0.404016586514®3 | 5.0
1 | -0.349964827181B -0.349964829603F | -0.349964187321%4 | 5.0

Tabelle4.21: Eigenzusindefiir 2-SpinorNs, mit 5041 Punkten5.-Ord. FEM undv = 4, R = 2.068,
Dinar = 20 a.u. P direkt berechnete? geom.extrapol.,und” log. extrapol. Wert. ¢ = p ist die Konver
genzordnungindp die FEM-OrdnungAlle Wertein a.u. .

starkuiberwiggt, obwohleine Storungder ExtrapolationdurchdensingularenAnteil vorhanderist.
Somitist dergefundenextrapolierteWertin N, fir v = 2 leichtbesserlsfir v = 4, wie in der
Tah 4.18zusehernist.

Fur das CO Systemist es umgekehrtdas SystemCO ist unsymmetrischhat ein O-Atom mit
einergroRerenLadungals dasC-Atom und N-Atom, und hat komplizierteresverhaltenals N, .
Es bereiteteinige Problemebei der Berechnungund esist sehrschwerseinenGrundzustandu
berechnenkEs brauchteinengeeigneterPotentialMischungs-Rramete(sieheAbsch.2.1), damit
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el

k3

c?

k3

€3

k3

q

PNR R R R

-18.75977195888926 -18.7597195855584 -18.7597685669229

-9.91592019917567
-1.04479465075627
-0.48942066402394
-0.412294855489995
-0.4116B031960387
-0.30314310799935

-9.91595D49247768
-1.04479472244136
-0.48942052406844
-0.412294851163660
-0.4116B027592193
-0.30314@60953439

-9.91595804077556
-1.04474972466664
-0.48945133673595
-0.412294292185085
-0.41161443619824
-0.30314014257959

3.0
3.0
3.0
3.0
3.0
3.0
3.0

Tabelle4.22: Eigenzusindefiir 2-SpinorCO, mit 5041 Punkten5.-Ord.FEM undv = 2, R = 2.132,
Dias = 25 a.u. ' direkt berechnetéVert,? geom.extrapol. Wert, 3 log. extrapol. Wert. ¢ = ¢, ist die

KornvergenzordnungsieheGl. (4.4)).Alle Wertein a.u. .

J=

el

k3

e2

k3

&3

k3

q

P NR R R R R

-18.759700604280
-9.915953809337480
-1.04474981339%1
-0.489451308575%16
-0.4122948968124
-0.41161485135051
-0.30314@5338735

-18.759700581687
-9.9159581537020
-1.044749B08669'3
-0.48945132265G:7
-0.4122948393595
-0.41161484564038
-0.3031408728820

-18.75976851582521
-9.915951790077082D
-1.04474978450353%
-0.489451260960170
-0.4122942286 747737
-0.41161487908212%7
-0.30314017428126(6

5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0

Tabelle4.23: Eigenzusindefiir 2-SpinorCO, mit 5041 Punkten5.-Ord.FEM undv = 4, R = 2.132,
Dz = 25 a.u. b direkt berechnetaVert, 2 geom.extrapol. Wert, 2 log. extrapol. Wert. ¢ = p ist die
Kornvergenzordnungindp die FEM-Ordnung Alle Wertein a.u. .

dashochstebesetztérbital nichtin die leichthdherliegenderangergtenOrbitaletibegeht . Die
Konvergenzist viel problematischeals bei N, . Beim Extrapolationwurdenin der Tah 4.19furs
CO Systemfir v = 2 die SequenZr,} = S, = {q,,p,p+ 1,p+ 2,... = {3.25,5,6,7,...}
undfur v = 4 die Sequenz{r;} = S, = {p,p+ 1,p+ 2,... = {5,6,7,...} benutzt,wobei
¢ = 5 qo = qo =~ 3.25 undp = 5, die FEM-Ordnungst. Eswurdendie gleichenUberlegungen
wie beimN, Systemgemacht.

Zusammenfassendhnnmansagendassin dertotalenEnegie fir leichte SystemgN, ,CO
, ...), In ersterNaherungn demerstenTerm (in der Entwicklung)der singuiareAnteil Uberwiegt,
falls derersteTerm (v = 2) die Potenzr; = ¢, = % - qo < p hat.Die Potenzg, = % - qo bzw. qo
wird ausdengeom.extrapol. Werten(wie in Abb. 4.2) ermittelt.In denhdherenTermeniberwiagt
derFEM Anteil, welchedie Potenzedri} = S, = {p,p+ 1,p+ 2, ....} habenunddamitim Fall
v=4(dag =% -9 =2 q >p+1=06)"',in guterNaherungdereinzigeAnteil ist, derzu

4dasist der Grund,warum Dusterhoftin seinenBerechnungRef. [6] nicht bemerkerkonnte,dasser
nicht den Grundzustancerhaltenhat. In dieserArbeit Tah 4.19 habeich durch den nichtrelatvistischen
Ubegang(c — co) unddemVemleichmit dernichtrelativistischerMultigridrechnungfestgestelltdassich
denrelativistischenGrundzustantbekommerhabe.

134, ist derersteTerm ausder Sequenz{q,, qu42,qu44, -} = {(5 + 1) - q0,i = 0,1,,2,--}, siehe
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betrachterundberiicksichtigenist.

Man mussbemerkendalerstensiergeringeresingureAnteil, dernicht bericksichtigtwird, die

Extrapolationteilweisestort, sodasgur dasN, Systemdie extrapoliertenWert leicht besserfur

v = 2 (dritte Spaltein Tah 4.18)alsfur v = 4 (funfte Spaltein Tah 4.18)sind,weil furv = 4

dersingulareAnteil —im Gegensatzu v = 2 — bei der Extrapolatiomicht berticksichtigtwerden
konnte.Furv = 2 wurder; = % - g0 = qo ~ 3.2 (fUhrendePotenzigenommen.

Fur dasCO Systemliefern beider etwadasgleiche Ergebnis.Im Allgemeinenkannman nicht
entscheidenwelchesdie besseréNerte sind. Ein strengeKriterium existiert bishernicht. Man

brauchteinenReferenzwerbderman schautdie Stabilitat der Extrapolationund die Konvergenz
insgesamfur alle Wertean (z. B. eineWertefolgefur Gitter verschiedenePunktzahlen)diesist

ganzgutabervielleicht ein biichengrobundnichtausreichend.

Zweitenswurde hier die rationaleund nicht die inversePotenz-Entwicklundur die Extrapolation
genommeri®, dasiestabilerund besserzur Approximationin der NaheeinersingularenStelleist

(d. h.wennein singularerAnteil im Fehlervorhanderist).

In derrationalenExtrapolationGl. (2.13) brauchtmanin denTabellenfur denhdchstgenauen

Wertmit N* = 4900, Ng = 288 nurdreiPotenzen3.2, 5, 6 firy = 2, undfirv = 4 nur5,6,7,da
ausinsgesamsiebenWertensechsPotenzemebrauchtverden fur jedesPolynomim Nennerund
im Zahlerdrei, d. h. insgesamnur drei verschieden®otenzenSomitlasstsich der Einflussder
hoherenTermeausdemsingukarenAnteil in diesemFall erstin derpolynomialen(inversePotenz-)
Entwicklunggenaueiberiicksichtigen Die inversePotenz-Entwicklungst aberwiederumin der
Naheeiner singularenStelle wenigerstabil als die rationale,sodassauchhier mit Potenzeraus
derSequenZri} = S, = {q,p,p+ 1, q42,p+ 2,...} = {3.2,5,6,6.4,7,---} dersingulare
Fehleranteihicht” saubet eliminiert (bzw. extrapoliert)werdenkann.AulRerdenmscheintes,dass
die beidenFehlersich vermischen-vielleichtin ahnlicherWeisewie bei 4-SpinorBerechnungen
(dadie ViererspinotDichtefiir die BerechnunglesPotentialdenutziwird)—, sodasslie Gilltigkeit
derNaherungn Gl. (4.5) in 2-SpinorDFS-Rechnungedaruntereidet und wenigerwirksamist
alsbei 2-SpinorEinelektronsystemen.
Die bestnbglichenErgebnissedie nachder Extrapolationerreichtwurden,sind die, die mit den
ebendiskutiertenSequenzefiir v = 2,4 extrapoliertwerdenundin den Tabellengegebensind.
DieseErgebnissesindbessenderleicht besserlsdie 4-SpinorWertefir dasselbésitter abermit
viel geringeremAufwand.

DasCO Systembrauchtnocheinegenauerdrlauterungaufgrunddervielen Schwierigkeiten
bei der BerechnunglesGrundzustandsja esnicht symmetrischist undviele angergte Zustande
hat, die in der NahedesGrundzustandfiegen. SchonDusterldft hattein seinenBerechnungen
Ref. [6] nicht bemerkt,dassder (in seinerArbeit anggebenZustand)nicht “der richtige” Grund-
zustandsonderrein angergter Zustandst. Der anggebeneZustandn Tah 4.19wurdeuberpiift,
ob diesder Grundzustandst. Dies geschatdadurch dassder nichtrelativistischeUbeganggleich
demnichtrelatiistischenGrundzustandeinmuss denwir mit demMultigrid-Codeberechneted.
DazufolgendeBemerkungen:

e Zunachsthabenwir auf die Schwierigkeitder SCF-\brschriftim zweiten Kapitel hinge-

FulRnoted. Man musshier beachterdassur kleinereq, sichdie Situationanderrkannund g - ¢, kleinerals
p + 1 werdenkann

18Fir dieseleichtenSystemdst der Unterschiechicht grof3,abertrotzdembleibt die rationaleExtrapola-
tion zuwverlassigemlsdie inversePotenz-Entwicklung.

170. Beck, Privatmitteilung
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wiesen.Dieslasstsich deutlicham CO Systemzeigen.Man brauchteeine sehrgeeignete
Wabhl desMischungs-Rrameters$ir die MischungdesPotentialsler vorigenund aktuellen
Iteration Absch.2.1, damitmandenrichtigen Zustanderreicht,denman sucht.Ansonsten
korvemiertdie Rechnungyegeneinenbeliebigerandererzustandfalls die Rechnungnicht

divemgiertoderalsinstabilerlterationswrgangablauft).

¢ ObwohldieselberUberlegungerbei COwie in N, getrofenwurden blieb die Extrapolation
in CO wenigereffizient alsin Ny. Fir v = 2 wurdeq = ¢, = 3.25 die flUhrendePotenz
genommerund Uberdie SequenzS, = {3.25,5, 6, ...} extrapoliert,undfur v = 4 wurde
¢ = p = 5, mit p derFEM-Ordnunggenommernundiiberdie Sequens, = {r;} = 5, =
{5,6, -} extrapoliert. Das CO Systemist ein Beispieldafur, dassnicht alles so optimal
|auft, wie manessichvorstellt. Trotzdemkannmanausder Tah 4.19 entnehmengdassein
guterExtrapolationsgwinnin diesemFall ebenfallsmdglichiist.

¢ In andererBystemersolltemanvielleichtein Verhaltererwartengdasahnlichoderzwischen
denbeidenSystemeN; undCO liegt.

In denTabellen4.20,4.21,4.22,4.23gebenwir die EigenzusandedieserSystemédur dasGitter
mit der hdchstenPunktzahl 5041 Punkte(392 Elementerb.-Ordnung)und v = 2, 4, fur welche
die totale Enegie in der Tah 4.18 und 4.19 gegebenwurde. Die relative Genauigkeitdertotalen
Enegieist dahergleichderrelatvenGenauigkeiin denEigenzusandenDie Korvergenzordnung
dertotalenEnegie (die fihrendePotenzg = ¢, ~ 3.2in Ny und¢ = ¢, =~ 3.2in COflrv = 2,
undg ~ 5 = p firrv = 4 in N, undCO) unterscheidesichundist leicht hoher(d. h. besserpls
die Korvegenzordnungler Eigenzusande Der Grundliegt in demkorrigiertenEnegieausdruck
Absch.2.1, weil die totale Enegie damit verbesserwird, ohnedie Giite der Orbitalezu andern,
sieheRef.[6] Absch.1.1.3.2 Die KorvergenzordnunglereinzelnerOrbitaleim N, Systembetragt
furv =2, =¢, ~3.1furj, = Lundg = ¢, =~ 3.0furj, = 2,bzw g ~ 5 = pfurv = 4 furalle
Orbitale.Fur dasCO Systentfir v = 2 betiagtdie Korvergenzordnungler Orbitaleg = ¢, ~ 3.0
fur alle Orbitale,und fir v = 4 betiagt die Korvergenzordnungy ~ 5 = p ebenfallsfir alle
Orbitale.Bei derExtrapolationwurdenSequenzederForm S, := {r;} = diekleinstenZahlenry,
ausderMengeS,, US, = {(5+14)-q; 1 =0,1,2,---yU{p+j; s =0,1,2,---} verwendet,
wie esim 2-SpinorFall seinmuss.
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Kapitel 5

AbschlieliendeBemerkungenund
Ausblick

In dervorliegenderArbeit ,Relatvistischevier undzwei SpinorFinite ElementeBerechnungen
zweiatomigeMolekille', habeich anvier Beispielen ", Thi™* N, undCO gezeigtdassman
in numerischeMethodenau3erordentlicteffizient hoheGenauigkeitererhaltenkann,aberviele
unerwiinschteEigenschafterund Schwierigkeiterzu Uberwindenwaren.Diese Schwierigkeiten
konnenverschiedenetKategorien zugeordneiverden.Einige sind der relativistischenDirac-Gl.
zuzuschreiberyndanderesindaufdie verwendetemumerischeethoderoderApproximationen
zuriickzufihren,wie die FEM-Approximationoder das SCF-\érfahren.Dies sind Fehlerquellen
und verhindernzurachstein gutesKorvergenz\erhalten,und damitauchdasZiel, die erwiinschte
Genauigkeieffizient zu erreichen.

Ich habeeinige Moglichkeitenund verschiedenaNege gezeigt,wie man beide Arten von
Schwierigkeiterbzw. Fehlerquelleriiberwinderkann.Eswurdegezeigt,dass

e durcheineneueKlassevon Koordinatentransformationesinegeeignetdeilregularisierung
der Singulariitenam Kernort und damit eine wesentlicheVerbesserungler Kornvergenz
moglichist.

e durchgeometrischéxtrapolationtiberdie Iterationschritteeine Beschleunigungler Kon-
vergenzderlterationermoglich ist.

e durchlogarithmischeExtrapolationiberdie GitterpunktzahkineerheblicheReduktiondes
glattenFEM-Fehleranteilsindzum Teil auchdessingulrenFehleranteilsnoglich ist.

e eineneueFormulierungdie 2-SpinorFormulierung besserénumerischefigenschaftemls
die Dirac-Gleichungzeigt, wasin leicht relativistischenSystemereinewesentlichbessere
und in stark relativistischenSystemereher gleiche Genauigkeiterwie bei 4-Spinor For-
mulierungemgibt. In dieserneuenFormulierungist besondersvichtig, dassdas(nichtlinea-
re) Min-Max-Enegiefunktionalvon untenbeschéankt (postivdefinit) ist, und dasses eher
demnichtrelatvistischen FunkionalahnlicheApproximationseigenschaftdmat, d.h. wenn
bei H; keinespurioseroderkontaminierterzusandeauftretendanngibt esauchkeinebei
hoheren”. Ganzandersbei 4-Spinorwo beimstarknichtrelativistischenH; ebenfallsve-
derspuriosenochkontaminierterzuséindebebachtetverden.Berechnetmanhingegenein
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soschweresSystemwie Th; °* beim skalierten; -Abstand(i?z = ), (im nichtrelativi-

stischenLimes wiirde die Enegiematrixmit Z?2 skalierenund die Uberlapmatrixentspre-
chend sodassichidentisched/erhalterwie bei ;™ mit Z? skaliertenEnegien ergabe)so
verhahltessichganzanderanit vielenspurioserundkontaminierterzustindenpbwohldie

Uberlapmatrixfastwie die nichtrelatiistischeist.

Ich habedieseEigenschaftemnverschiedenetypischermBeispieleraufgezeigtim Einelektronsy-
stemhabeich, zwei ammeistenin der Literatur untersuchteSysteme /75" und Thy ™ betrachtet.
DieseSystemewarenin der Literatur zum Vergleich der verschiedeneMethodenherangezogen,
sie wurdenauchvon meinenVorgangernRef. [8, 7, 6] untersuchtsodassch die verbesserten
FahigkeitermeinerMethodenzeigenkonnte.
Ahnlich ist esauchin Dirac-Fock-SlaterRechnungenich habehier zwei ebenfallhaufig, vor al-
lem nicht-relatvistischuntersucht&ystemevorgestellt.DasN, ist eingutartigeBeispiel,mit dem
sich die FahigkeitenmeinerMethodenfiir 2-SpinorDFS-RechnungedemonstrieretassenUnd
dasandereBeispiel,daserheblichwenigergutartigist, ist dasCO System,an dem gezeigtwur-
de, dassdie besprocheneMethodenimmer nochfunktionierenund deutlicheVorteile gegeriiber
friherenBerechnungebringen,abermit geringereiEffizienzalsin gutartigenSystemerwie Ns.
Die Berechnungernn dieserArbeit wurden mit Punktkernmodellgemacht.Der Kern eines
Atomsist tatsichlichausgedehnsomitmussfir ausgedehnternedie globaleFunktionG, (Ab-
schnitt3.1) andereslefiniertwerden.

d + } : U ; L= i = —
Go(r) :{ Ty o furr; < rgyt=1,2undl ganzzahlig = |s| — 1

fr?_l -rg_l o furr; > oy (6-1)
wobei~y und x wie in Gl. (3.5) definiertsind, ro; ~ Cj - A bezeichnetlenKernradiusdes1.
bzw 2. Zentrums,und A ist die NukleonenzahtlesAtoms, d. h. die Anzahlder Protonerunddie
Neutronenim Atom, und (Y ist eine Konstante Wenn maneinemKern mit scharfemKernradi-
us (keine Oberfachendickehat, schaltetmanbei r; = ro; exaktum. Im andererFall mussman
eineKernladungserteilungbenutzenDie Berucksichtigungder AusdehnunglesKernserfordert
dannGitter mit logarithmischeiPunk\erteilung(beritigt mehrPunkteals beim Punktkern) wenn
man mit dem vereinfachterGlobalfaktorr! arbeitet,was man praktischimmer tut. Damit muss
aberder Faktor 7 ebenfallsdurchdie glattenFormfunktionenentwickeltwerden,wasaquvalent
einer Taylorentwicklungist. Obwohlim Prinzip G'2(r) nicht mehrsingufar wie beim Punktkern
ist, sonderranalytischunddurcheine Taylorreiheanréherbarwerdendie niedrigenKoeffizienten
enormgrolR bis die Reihekorvemgiert, d.h. praktischkannman so nicht arbeiten.Nur wennman
denrichtigenG;(r) Faktor abspaltetdannlasstsich der Restdurch Formfunktionengut approxi-
mieren.Die entwickeltenTransformationemnd die Extrapolationersind genausanwendbafur
ausgedehnt&erne,wie sie beim Punktkernoptimiertsind, weil der Bereichwo praktischPunkt-
kernverhaltenvorliegt, viel grof3erist als der Bereichwo manbeim ausgedehnteKernendavon
abweicht.Die LCAO-DKM ware eine alternatve Methode,sodaflider FEM Anteil nur denrecht
glattenRestbeschreibt.

Generellgibt esnocheinige unbefriedigend€unkteund dasbetrifft zum einendie hier ver-
wendeteSCF-Iteratiomorschrift, die durchein anderes/erfahrenersetztwerdensollte. Es gibt z.
B. nichtlineareVerfahrendie besseré&igenschaftemabenRef. [29].

Zum andererwurdedaraufnicht eingegangerwie die Matrixgleichungerzu l6sensind. Dieswird
gegenwartig mit einerinversenVektorIterationsmethodgemachtdie fur die schlechtkonditio-
nierten4-SpinorFEM Matrizenentwickeltwurdeund dort auchnur schwerersetzbaseindirfte.
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Fur die weit besseikonditionierten2-SpinorFEM Matrizen, die im nichtrelatvistischenGrenz-

fall in die Matrizenfur den Schibdingeroperatoifibegehen bietet sich die Mehmjitter Losungs-
methoderan, die in Zukunft umgesetziverdensollte. Dabeisind die fur die Losungder nicht-
relativistischerSchiddingegleichungentwickelterComputeiProgrammeroraussichtlictohnegrundsitz-
liche ProblemeandenrelativistischenCodeanzupassen.
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Anhang A

Operatoren-Darstellung

A.1 4-Spinor Fall

Die Einheits\ektorender elliptisch-hyperbtischenKoordinaten(¢, , ¢) habenmit den kartesi-
schenKoordinaten (z;),i = 1,2, 3 (wie in dieserArbeit bereitsmehrfacherwahnt,wird die Ein-
stein'scheKornventionbenutzt,d. h. iberdoppeltelndizien wird summiert)die folgendenBezie-
hungen:

1 Oz; z . 1 Oz; z B 1 0z; .
é €, €p=———7—6
"~ Bn an ¥ Bsz dp

-

€ = B11 35 €;, (A.2)

wobeidie B;;, 1 = 1, 2, 3 die metrischerKoeffizientenzwischendenaltenund denneuenkKoordi-

natensind:
oz; 0 0
Bu = w = )2—\/<8§> +(5¢)"

_ &1 —n? (5—1)_3 £2 — 2
_ \/ 5\ Eo] (A.2)
Oz; Jdu ov
By, = \/( )2_\/(877) ‘1‘(3_77)2
_ &1 -n? (5 -1) R [ —n?
e T
Bay = M(‘Zf;*Q:u:;m?—n(l—n?) )
(A5)

WeiterenitzlicheBeziehungersind:

EW = =—5 W (AB)
1—n? 2

oc e2-1
! SieheFuRnotel in Kap. 3

ou R 1-n2 R du R £-1 R
I 2
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wobeiW = /& ist.
v 06 _ 2(E-1) om0
B9 0s T RE@-n) & s (A7)
1L ov op _ 2Q0-9%) & , 0y
BL on o T RE@— ) oy "W "9
10w 0¢ 2 /(@ -D( -7 & AS)
Bfy 96 ds R (&-17) 3 '
1L ou op _  2/(€-1)0-n) n
B onp ot — R &7 7 (A10)
DasVolumenelement
dv = d$1 d$2 d;Z‘g = Bdfd’l]d@, B = B11 BQQ B33 (All)
Der GradientV undderLaplace-Operatow%:
1 0 1 0 1 0
- &4+ —— g+~ ¢ A.12
Bi11 0¢ et Bz 0n et B3z 0¢ ce ( )
1 (0 3} 3} 0 0 0
Vvi=_{—_ (B = — ( Ba— — | Bs— A.13
B{as< 165)*%( zan)%@( ?’a@)} (A-13)

mit B wiein (A.11)und B; = %Bﬂjgf“qjk, (1,7, k)= (1,2, 3) zyklischundesagilt:

-1 ; 1,4, ksindantizyklisch(ungeradd®ermutation). (A.14)

1 5 14,7, ksindzyklisch(geradePermutation).
€jk = {
0 ; sonst.

Die Pauli Matrizens;,7 = 1,2,3 in denneuenKoordinatenwerdenmit Hilfe (A.1) und (A.6)

berechnet:
6=0;6=0¢ €+0, €+, €, (A.15)

Die o¢ , ., habendie folgendeForm;

1 9z dr 9y
8¢ = = | g Sy C 5" )=
1 Ju Quemie 2 ( 5W)
= €., % = 1 A.16
B11(g—g€_w —g—z ) R'Bll SW ) ( )
dz dz + 9
6y = L a wm i
1 g_v 3_ue—iap -9 ( _g W—l )
= — n.om = g A17
By ( g—iﬁew 2—2 ) R-By \ nW™! 3 ( )

fok -y .
5 1( 0 ﬁ‘%)_1< 0 —zue“’)
v — o\ 2z, 0y T\ gyt
u \ 32 +ig, 0 w \ tue 0
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Der Dirac-Operatomimmt nachVerschieling um die Ruheenagie desElektronsfolgendeForm

an(L = LY):
. . Voo IR
o Vv —ice-VYy | 0 V ¥ -X
HD - (—Z'C&-ﬁ ‘7—262 ) - i i_}_ V—262 0 (A18)
DI 0 V —2c¢?
Die Il Operatorersindwie folgt definiert:
- 1 0v 0 1 0v 0o
- : 1 ou 1 0 c 0
py . — Fi [ __] .
:F(57 7, 30) € ic (Bfl 85 + o5 B 85) + U 880 (A 20)

Die Wellenfunktionlasstsich beim Ubeigangauf (¢, ) bzw. (s, t) KoordinaterwegenAxialsym-
metriewie folgt separieren:

Pl (s, t) ¢1(87t)6i5h_%;¢
o2 2 i(i=+3)e
Ty = | G0 | o | olsne A21
(x) wi(syt) 1% (s,t)ellU=—2)% ( )
V(s 1) igi(s,t)e' (=4 5)e
Von (&, 1) zu (s, t) Koordinatergehtmandurchdie Ersetzung:
3} ds 0 0 dt 0 0 0

Wir machendabeifolgendeDefinitionenund werdenalle Ableitungenbzw. Operatorerin (&, 7)
durchAbleitungenbzw. Operatorern (s, t) ausdiicken,wobeialle Koefizientenfunktionerschon
mit der Koefiizientfunktionfiir dasVolumenelement_’s multipliziert sind. Damitlassersich alle
berbtigte Integraleangeben:

J c Ov . ds 8 c Jv 0 J
/— . - —_— JES—
“os = “ B 7sag) s~ O (B11%)2 05 0s 6 s (A.23)
0 c Ou, ds ., 0 c Jdu 0 J
/_ . - - - = R
29s = 0By 7sae) s = 8 (Bi1%)2 0s 0s CoCrpy  (A24)
J c Ou, dt , 0 c Ju 0 J
Ch— Ce — =Cg—F+——— =Cg C3— A.25
3ot ° B2, 0t (dn) ot " (Bypdzotor ° ot (A.25)
9] c Ov dt ., 0 c Jv 0 9]
o Co — (V2 = —— 7~ (O — (A.26)
‘ot °" B, 8t(d77) ot~ % (Bypimzoror ot
0 c 0 0
/— .
Cs 90 Cs ” 399 =Cg Cs— 90 (A.27)
(A.28)
die KoeflizientenfunktionCy fiir dasVolumenelemerist gleich:
d¢ d R\?
CG = 2 B di dr,t? =27 Bll BQQ B33 5/77/ =27 <2> (52 - 772) 5/77/ (A29)
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Damittransformierersichdie Operatorert, ©F nachMultiplikation desDirac Operators/on bei-
denSeitenmit ¥ (sieheGl. (3.9))in die folgendenOperatoren:

. 0 J

(s, t) = C{% + Cg% (A.30)
. 0 0 1
[ (s,0) = Chg-+Cho FCH(mF ) (A31)

DieseOperatorerwerdenauf den (s, ¢)-abrangigen(reellen)Anteil der Wellenfunktion®(s, ) =
(61, ¢3, P03, 04) T angavandt.Eslassersichdamitdie Matrixelementeinddie FEM-Matrixdarstellung
desDirac-Operatorgrmitteln.Abschnitt3.3



Anhang B

Programmbescheibung

Im Folgendenwerdeich einevereinfachteschematisch®arstellungdesProgrammablaufand ei-

ne Beschreilbing der Eingabemit einemBeispieleingebenin der Programmablaufsind nur die

wichtigstenUnterprogrammefzwischereweirundenKlammern)eingeggebenjn diesenUnterpro-
grammenwerdenauchviele kleinereUnterprogrammeyerufen die hier nichtim Detail eingeben
sind.

79



80 ANHANG B. PROGRAMMBESCHREIBUNG

B.1 Programmablaufplan

Abbildung B.1: SchematischeDarstellung des Programmablaufs,mit dem SCF-
IterationschemaAls Kornvergenzkriteriumdient die Anderungder totalen Enegie, der
Einteilchensengienund/oderdesCoulombPotentials.

Hauptprogramm
(dfsfem.f)

J

—Eingabdesen(input.f)
—Gitterpunktdesen(ingrid.f)
—Dateinenorbereitungeriopnfil.f)
—Anfangswertelntialisierung

—Berechnunglerintegrationspunkte,
der Formfunktionender Globalfunktioren,
undder Elementmatrizerftminit.f)
(NeueKoordinatentransformatioktyp6.f)

—BerechnunglertotalenEnegie F;,; und
Einteilchenenagie Erwartunswertécexval.f)
—Datenspeicherungnd Vorbreitungen
fur die nachstdteration.

Korvergenz?
Eiy Etot7 VO

Ja

—BerechnunglerGlobalmatizen(tmwaxit.f),
undLosungderGl. H f; = ¢; S f;, nachdenKoef. f;
1-telterationmit Startpotential(salvw1l.f,dswit.f)
n-te lterationmit neuemPotential(salvwi.f, solvn.f)

—LosungderPiossorGl.
Unterprogramm:
(DFS-Option salvpt.f)
(DF-Option,sldfpt.f)

—Berechnungler Dichte (cwfipw.f)
Berechnunguind Orthonormirerung
derWellenfunktion(cwfamo.f,ornwaf.f)

(DKM-Option, sdcmop.f)

—Ergebnis
—Vorbereitungur Upgrid-
Rechnngerggridup.f)

—EndedesProgramms
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B.2 Eingabe-BescheibungdesProgramms

Beispiel H; 2-SpinorBerechnundiir 1(1/2)g Enegie, Koordinatentransformation = 2 (siehe
GIn.(2.7)beiR =2 a.u., Dpyp =26 a.u. :

EingabeDaten Variablenbezeichnun@vird nichtgelesen) Zeilennummer
5 6 7 11 12 2 0 1 2 0 | JOB-CARD 1
Sys.:H2+, Dat.: 31.Marz 2004 SystemDatum 2
10 00 1.0 00 Z1,W1,Z2, W2 3
1 00 00 00 00 NPOT,P1,..,P4 4
1 20 065 0 3.00 0.70 -0.9 2 TYP IT, MIX, ITVEC, FLAM, XALF, EINVOR IFREWF 5
1.0E-06 1.0E-06 1.0E-14 1.0E-14 EPSWEPT, EIG, 6
6 1 0.0D-00 0 0 2 ICOSY, ICOSY6,BFAC, IMODS, IBOUND,NTKMX 7
0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PDT 8
0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PDGWF 9
0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PDGPT 10
0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PAT 11
0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PAGWF 12
0.3E-01 0.0E-00 0.0E-00 0.0E-00 PAGPT 13
20 -1.0, 1.0, 0.0, 26 R,ANGLA;E, DISTA, DISTE 14
0.000E+08 -1.0E+02, ALFA,ERESCA 15
10 0 NTOLVL, NLVALL, NLVCHG 16
1 1 1.0E+00 -1.0E+00 1.0E-01 N, M, OCCUR, EXERG.,ACCU. 17
15 GRID 18
20 21 22 23 24 25 26 (IFSF(1),1 =1,7) 19
30 31 32 33 34 35 36 37 (IFEM(I), 1=1,8) 20
60 61 62 (IFFAVE(l), 1 =1,3) 21
40 41 42 IFRHO, IFROM, IFRHOD 22
50 IFPOT 23
70 71 72 73 74 75 76 77 (IFSL(1), 1=1,8), 77=GRIDUP 24
0 81 IRESWF IFRSW 25
0 82 IRESRO, IFRSFO 26
83 84 85 IFIGRD, IFUPWEF, IFUPVX 27

ERKL ARUNG: Der obenaufgefihrte Eingabe-Datensatfiir dasrelativistische FEM-
Programmwird im folgendereeilenweiseerklart. Die in einerZeile stehendeiVertewer-
denuntereinandeaufgelisteundkommentiert.
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1. Zeile:

2. Zeile:
3. Zelle:

4. Zelle:

O N O O

1.0
0.0
1.0
0.0

0.0E-00
0.0E-00
0.0E-00
0.0E-00

ANHANG B. PROGRAMMBESCHREIBUNG

IRDCAR,IWRPRO,IWRPUN,IRVEDC,IRNSTO,
IPRINT,IDEBUG,ITRACE,ITIMER,ISTORE

Ein Fortran-RelictBis aufIRDCAR,IWRPRO,IPRINT unwichtig.
IPRINT ist auchnichtsehrhandlich,wasdie Ausgabeanbelangt.
IRDCAR: FORTRAN-FILE NUMBER FORTHE INPUT CARDS.
IWRPRO: FORTRAN FILE NUMBER FORTHE PROTOCOL.
IWRPUN: wird nicht mehrverwendet.

IRWEDC: wird nicht mehrverwendet.

IRWSTO: FILE NUMBER FORTHE LOCAL STORAGE.
IPRINT: Generalprintig switchfor normalprintout:

= 0: MINIMAL PRINTING FORTHE GENERALPRINTOUT.
=1: MINIMAL PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.

= 2: MEDIUM PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.

= 3: MAXIMAL PRINTING FORTHE GENERALPRINTOUT.
=4: MAXIMAL PRINTING FORTHE GENERAL PRINTOUT.

. ITRACE: wird nicht mehrverwendet.

. ITIMER: wird nicht mehrverwendet.

. ISTORE:wird nicht mehrverwendet.

: IPRDEC:wird nicht mehrverwendet.

Erklarungzum System.: HEADER: 72 Charakters.
LadungundMassederbeidenZentren.

: ZNUK(1): LadungdeserstenZzentrums(1.0 =H-Atom).

: WNUK(1): MassedeserstenZentrumg(Nicht relevant).

: ZNUK(2): LadungdeszweitenZentrumgz. B. 0.0 = kein Atom).
: WNUK(2): MassedeszweitenZentrums(Nicht relevant).

Nicht relevant.Zur Parametrisierungler Kernpotentialezorgesehen.
Nuklearpotentialtyp€dNOT USEDFORPOTENTIAL TYPE=1)

: NPOTNC, NUCLEAR POTENTIAL TYPE

: P1,Parameteeinsfur ZentrumNR.: 1

: P2,Parameterweifur ZentrumNR.: 1

: P3,Parameteeinsfir ZentrumNR.: 2

: P4,Parameterwei fur ZentrumNR.: 2
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5. Zeille:

1

WICHTIG! DiverseEingabe-Daten

:C e {< —15,—-15,—-10,—4 — 44, 15} CalculationTyp:

C' < —15 AusgabdlerintrinsischenntegrationspunkteKoordinaten
fur dasLCAO-ProgrammbDasLCAO-Progr schreibtdie Werte
der Atom-OrbitaleandiesenPunktenaus.DieseWertewerdenvon
denDKM berbtigt.

C' < —15 Ausgabederkartesischemntegrationspunkte-fiir die DKM.

C' = —10 Die FEM-WerteeinesLosungsekt.,dieim File ' OUTVEC’
stehenwerdenandenKoord.derIntegrationspunkte
berechnetindausgeschrieben.

DieseWertewerdenfur pseudo-MODKM Berechnungenerwendet
undsindbislangnur beimThomas-FermiPotentialbenutzbar

(' = —4 Dirac-Fock Upgrid-RechnungOUTVEC’ und’VXVEC’
musserzumverwendeterGitter passen!.

(' = —3 Dirac-Fock-SlateiUpgrid-RechnungDer File 'OUTVEC’
musszumverwendeter@Gitter passen!.

(' = —2 Thomas-FermUpgrid-RechnungDer File 'OUTVEC’
musszumverwendeterGitter passen!

C' = —1 Dirac (1Elektron)Upgrid-RechnungDer File 'OUTVEC’
musszumverwendeter@Gitter passen!.

C' = 0 Upgriding.Die WerteausdemFile 'OUTVEC’, daszumGitter
'GRID’ passemuss,werdenandenGitterpunktenvon’GRIDUP’
interpoliertundaufderFile ' UPVECWF’ geschrieberDie Austausch-
Vektorenmiisserebensdehandeltverden:d. h."UPVECWF’ wird
nach’OUTVEC’ und’UPVECVX' nach’'VXVEC’ kopiert.

C' = 1 Dirac (1Elektron)Start-Rechnung.

C' = 2 Thomas-Fermitart-Rechnung.

(' = 3 Dirac-Fock-SlaterStart-Rechnung.

C' = 4 Dirac-Fock Start-Rechnung.

C' = 5 Dirac-Fock Multigrid Start-Rechnung.

C' = 15 Ausgabelerkartes.Knotenpunktkoord fur dasLCAO-Pr.

12 : Iterationsanzahdler Iterationenbei selbstkonsistenteRechnungen.
0.65Potential-Mischung-&am.PMIX. Gibt denAnteil desneuenPoten—

0

tials an,derfur dasPotentialdernachsteriterationgenommerwird.

: AnzahlzusatzlicherVektoren die bei derO-tenlterationeinerStart—
Rechnungusatzlich mitgenommemwerden,damitdie Rechnung
bessekonvermiert.
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3.00 : Parametezum Thomas-Fermi-PotentiaAus Konsistenzginden
mit altenRechnungemichtandern!.
0.70 . SlaterscherX-Alfa-ParameterHat nocheineSchaltesfunktion
bei 2-Elektronen-Rechnungen.
0.9 : EINVOP= F,, Enegie Parametefur das2-SpinorProgt
(m), hangtzusammemit demin Zeile 7 eingefihrten
ParameteNTKMX.
2 : IFREWF Freiheitsgradier Wellenfunktion:2 fir 2-Spinor
und4 fur 4-Spinor.
6. Zeile: Korvergenzschrankemei denendasProgramnmschonvor
: Erreichendermaximaleniterationsanzahbeendetvird.
1.0E-06 : IterierteGenauigkeiderOrbitale.
1.0E-06 : IterierteGenauigkeidesPotentialy Evtl. unbeficksichtigt).
1.0E-10 : GenauigkeiderEigenwertan der1.tenlteration.
1.0E-10 : IterierteGenauigkeitlertotalenEnegie.
7. Zeile: Aufpassen|(6 Zahlen),Parametefir Koord. Transf.und
verschieden®echnungemnind Optionenim Programm.
1-6 : ICOSY: AuswahlderKoordinatentransformation.
: ICOSY=1-5z.Z. nichtbenutzt(altenKoordinaten).
ICOSY=6(nurzusammemit ICOSY®6)ellip.-hyperb Koord..

1-6 :1ICOSY6:1,3,4,5,6= Die neueTypenderKo.-Tr. .

2 =Deralte Typ derKo.-Tr. , siehe[6].
0.0 : BFAC freie Parameteder Skalierungstransformatiqgp, ).
0-2 : AuswahldesProgramms.

0 = ReineFEM-RechnungAlle Rechnungsartesind mogliche.
1 =LCAO-DKM-Rechnung.
0 = Pseudo-DKM-Rechnunglie auf einerFEM-Rechnungum
Thomas-Fermi-Potentiaufsetzt.
0 : IBOUN Parametefiir BehandlunglerRand:0 FreierRand.
1 geschlossen@nereRander
2: geschlossen@nereundauliereRander
2 : NTKMX (wichtig!) die Anzahlder Termein der Entwicklung
fur 2-SpinorBerechn.undhangtzusammemit £, Zeile 6.
DieseTermewerdenauf die rechteSeitegeschrieben.
Fur 4-SpinorBerechnungemiisserO sein!
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8-12.Zc¢lle:

13. Zeile:

14. Zeile:

15. Zeile:

16. Zeile:

DiverseParameterPaarweisdr die beidenZentren.

Nur PDGPTwird zur Berechnyvon Dichteund

Multipolmomenterbenutzt.
0.00000E+0@®.00000E-0®.00000E-0®.00000E-00PDT
0.00000E+0@®.00000E-0®.00000E-0®M.00000E-00PDGWF
0.00000E+0@®.00000E-0®.00000E-0M.00000E-00PDGPT
0.00000E+0@®.00000E-0®.00000E-0®M.00000E-00PAT
DiverseParameter
0.30000E-010.00000E-0M.00000E-0@M.00000E-00PAGWF

0.30E-01 : Anteil der Austauschpotential-Matridervon derH-Matrix

0.0E-00
0.0E-00
0.0E-00

2.0
-1.0
1.0
0.0
20.0

0.0E+08

-1.0E+2,

abgezogenindauf die rechteSeitegeschriebemvird, um
eineMatrixgl. undkein Eigenwert-Problenhdsenzu missen.
: Nicht benutzt.
- Nicht benutzt.
- Nicht benutzt.
Geometrisch&igenschaftenlesSystems.
: R, Kernabstandh a.u.
: ANGLA, AnfangdesWinkelbereiche$n,,.:n).
: E, EndedesWinkelbereiche$n,,ax).
- InnererRadial-Bereici{(0.0 = Molekul-Achse).
: DISTE=D,,..., aul3ereRadial-Bereictbestimmt(¢,,....).

: ALFA WertderLichtgeschwindigkeiif = 137.0359895).

0.0=relatwvistische,oc &~ 1.0E + 08 nicht-relatvist. Rechn..

: ERESCA Wertzur AbgrenzungdesEinteilchen-Enegie
Spektrumsz. B. ERESCA=-1.0E+04bestimmt,im
Ausgabe-DateNEGMIN=AnzahlderEigenwertederen
Enegietieferals—10** liegen.NEGMIN =0 fur 2-Spinor.

: Anzahlder Einteilchen-NveausDer Wert gibt an,wieviele
Zeilenmit Eingabe-Vértenzu deneinzelnerOrbitalen
folgen.

: 0,1, wennl werdenauchunbesetzt®©rbitalemitberechnet.

: 0,1, wennl werdendie tiefstenOrbitalemit Elektronen
besetztAnsonsterwird die Besetzundestgehalten,
(Angerggter Zustand).
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17.Zeile:

18-27Zeilen:

1
1.0E+00
-1.0E+00

1.0E-01

20-26
30-37
60-62
40-42
50

70-77

0,81,0,82
83-85
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Orbital-Eingabe-\Verte.

: N, LaufendeNummer Wennnegyati, dannwird dasOrbital
beieinerraumlichenDarstellungberiicksichtigt,sonstnicht.

: M, M-Quantenzahl-10.Ergibt sichaus./, + 1 .

: OCCUR,, ElektronenanzaHtiir dieserbital. (Maximal 2).

: ENERG..,GesclatzterEigenwertfr Startrechnungennsbe—
sonderalie erstenOrbitalefiir jedeM-Quantenzahsollten
gutanggebenwerdenum die Iterationsanzahdler0.ten
Iterationzu minimieren(hdherewerdenim Progr bestimmit).

: ACCU..GesclatzteGenauigkeitder Angabe.

: (Am bestemichtandern)Verschieden&ile-Nummern
undWertezur Ausgabevon Dichte und Orbitalen,
Potentialeund Matrixelementesowie GRID und UPGRID
Gitter undLosungsektoren.
15=GRID, dasFile 'GRID’ musszum Startvorhandersein.
Fur Upgrid, mussdasFile 'GRIDUP’ =77 zum Start
vorhanderseinunddarf nicht mehrgeandertwerden.

FILE NUMBERSFORSHAPEFUNCTIONS.
FILE NUMBERSFORELEMENT MATRICES.
FILE NUMBERSFORLCAO-FEM MATRICES.
FILE NUMBERSFORDENSITY.

FILE NUMBER FORPOTENTIAL.

FILE NUMBERSFORSOLUTION VECTORS,
77=GRIDUP

FILE NUMBERSFORRESWAF AND RESRHO.
FILE NUMBERSFORSOLUTION UPGRID.



Anhang C

Danksagung,Erkl arung und Lebenslauf

Danksagung

Ich mochtemichandieserStellesehrherzlichbeiHerrnProf. Kolb fir seineUnterstitzung
wahrendmeinerArbeit bedankerund vor allem auchdafur, dasser mir die Moglichkeit
gab,beiihm diesePromotionmacherzu konnen.

Ich mochteauchallenKollegenund Personenn der Arbeitsgruppeoderim Fachbereich,
die mir hilfreich zur SeitestandensehrdankenFrauSandraHoinckesmochteich danken
fur Iher Unterstitzungin der Sparchkorrektur

Auch demFachbereictPhysik/Naturwissenschaftemd der Universitat Kasselgilt mein
besondereDank.EsistkeineselbsterstindlicheSachduirjemandenderausnichtreicher
odereinflussreicheFamilie auseinemsogenanntenichtindustriellenLand kommt, aus-
gestattehur mit eigenemMotivation,hierin Deutschlancdu studiererundzu promovieren.
An der Universitat Kasselfinden Studenteranderer.andergute Chancerund Moglich-
keitenzu studiererund zu promovieren,eineSachedie ich hochschatze.

Eswar immer in meinemLebeneine meinerBestrelnngen,trotz aller Schwierigkeiten,
hohewissenschaftlich&enntnissezu erwerben Deshalbwar diesePromotionfiur mich
pernlichnichtnureingrol3erSchritt,meinnaturwissenschaftlich&enkenzuverstrken,
sondermmir auchein Ziel meinerTraumezu erfullen. Ich méchtemich deshallbesonders
bei meinenElternundbeiallen Leute,die mich wahrendmeinerPromotiontatkraftig un-
terstitzten,sehrbedanken.

87



88 ANHANG C. DANKSAGUNG, ERKLARUNG UND LEBENSLAUF

EidesstattlicheErkl arung

Hiermit versicherdch, dassich die vorliegendeDissertationselbséndigund ohneuner
laubteHilfe angefertighabe Anderealsin derArbeit anggebeneHilfsmittel wurdenvon
mir nicht benutzt Alle Stellen,die wortlich odersinngen@a3ausveroffentlichtenoderun-
veroffentlichtenSchriftenentnommersind, habeich als solchegekennzeichneKein Teil
dieserDissertationist in einemandererPromotions-oderHabilitations\erfahrenverwen-

det.

Kasselden31.Marz2004



89

Lebenslauf
Name:Ossama&ullie Titel: Dipl. Phys.
Staatsangéirigkeit: Syrien Geh Tag/Ort:15.09.1959 in Zankoufeh(Latta-

kia/Syrien).

Mein Vaterist Beamtein.R., meineMutter Hausfrau.
1965-1970/7besuchtach die Grundschulg6 Jahre),
1971-1973/74lie Mittelschule(3 Jahre),
1974-1977/78lie Sekundarschul€ Jahre).

1978-1983Studium*“Lizenziat (LehrbeBhigungfir dasLehramtSekundarstufdl)
in denphysikalischerund chemischeWissenschaftenandernaturwissenschatftli-
chenFakultatderUniversitt Techrinin Lattakia/ Syrien.

1982-1989_ehrerfur Physik,ChemieanMittel- und Sekundarschulen.

1985-1987Milit ardienstder Pflicht war.

Endel1988reisteich nachDeutschlandnit der Absicht,einePromotionzu machen.
Leiderwurdemein Studiumin SyrienalsEingangserausetzungichtanerkanntSo
habeich mich entschiedemachErwerbhinreichendedeutscheSprachkenntnisse
ein neuesStudium,dasDiplomstudiumfur Physikzu machen.

WS1990/1991-199Btudiumder Physik mit einer Diplomarbeitin der Theoreti-
schenPhysikander Christian-Albrecht-Uniersitatzu Kiel.

SeitJuli 1998 arbeiteich an meinerPromotionin der TheoretischerPhysikbeim
FachbereiciNaturwissenschaftesn der Universitat Kassel.



