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Kurzbeschreibung der Schriftenreihe
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Kompetenz, mit Problemen um bedingte Wahrscheinlichkeiten und Anwendungen des Satzes von
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VORWORT

Der Titel mag fiir eine Arbeit in der Mathematikdidaktik ungewohnlich erscheinen, weist er
doch an erster Stelle auf das Denken und an zweiter Stelle auf das Lehren und Lernen hin. Ich
habe ihn bewusst so gewihlt, da die Entstehung dieser Arbeit zunéchst kognitive Aspekte des
Denkens unter Unsicherheit betrifft und schlieBlich sukzessive immer mehr die Didaktik in
den Vordergrund tritt. Demgemall werde ich mich ausgehend von kognitionspsychologischen
Fragestellungen, wie der Mensch unter Unsicherheit urteilt und welche individuellen
Denkprozesse beim Umgang mit unsicheren Situationen ablaufen (,,Judgment and decision
making under uncertainty ), der Frage ndhern, wie der verniinftige Umgang mit Unsicherheit
verbessert und gelehrt werden kann. Die Motivation fiir diese Arbeit ist demnach die
Uberzeugung, dass die Didaktik der Stochastik von Befunden der psychologischen
Urteilsforschung profitieren kann, die von vielen Didaktikern geteilt wird. Andererseits gehe
ich davon aus, dass die didaktische Analyse auch der psychologischen Forschung zu neuen
Impulsen verhelfen kann. Die Zusammenfithrung und wechselseitige Befruchtung der
Disziplinen ist ein Hauptanliegen meiner Arbeit.

Die Integration von psychologischer und didaktischer Forschung ist auch das Resultat
der Genese eines interdisziplindren Forschungsprojektes, in dem ich als Mitarbeiter titig war.
Die Resultate in dieser Arbeit sind Ergebnisse dieses Forschungsprojekts. Das Projekt
,» Entscheidungsfindung unter  Unsicherheit als ficheriibergreifende Kompetenz -
Alltagsorientierter Stochastikunterricht am Gymnasium* wurde von Prof. Dr. Laura
Martignon (Mathematik und Kognitionsforschung) und Prof. Dr. Peter Sedlmeier
(Kognitionspsychologie und Methodenlehre) im Rahmen des BIQUA-Schwerpunktes
begonnen und zunidchst am Max-Planck-Institut fiir Bildungsforschung in Berlin in der
Forschungsgruppe ,,Adaptives Verhalten und Kognition* von Prof. Dr. Gerd Gigerenzer
durchgefiihrt'. Seit September 2002 wurde es gemeinsam mit Prof. Dr. Rolf Biehler

! Forderung durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft seit 1.1.2001 (Geschiiftszeichen: Ma 1544 / 10).



(Mathematikdidaktik) an der Universitit Kassel weitergefithrt. Dadurch entstand der
Néhrboden fiir eine integrative, empirische Forschungsarbeit, die von Theorien und
empirischen Ergebnissen der Kognitionspsychologie iiber vergleichende Trainingsstudien bis
hin zur Realisierung und Untersuchung eines konkreten Lehr-Lernszenarios im
Klassenzimmer reicht.

Um einen abgegrenzten inhaltlichen Rahmen fiir die von mir durchgefiihrten
empirischen Untersuchungen zu schaffen, habe ich das Bayesianische Denken (,,Bayesian
Reasoning ), also den Umgang mit stochastischen Situationen, die wahrscheinlich-
keitstheoretisch die Anwendung des Satzes von Bayes (Bayes, 1763) erfordern,
herausgegriffen. Das Bayesianische Denken, wie ich anschlieBend genauer ausfithren werde,
halte ich dabei als Fokus fiir schuldidaktische Untersuchungen im Fach Stochastik fiir
besonders relevant. Diese Uberzeugung wird in der derzeitigen curricularen Verwirklichung
meist nicht geteilt. In diesem Sinne mochte ich auch Argumente dafiir liefern, dass eine
Betonung und vor allem Vorverlegung dieser Inhalte in allen Stochastikcurricula sinnvoll ist.

Ich danke allen, die mir geholfen haben, dass diese Arbeit entstehen konnte.
Besonderer Dank gilt:

Prof. Dr. Laura Martignon und Dr. Stefan Krauss, die mir den Weg in die wissenschaftliche
Welt und den Zugang zur Forschungsarbeit am Max-Planck-Institut fiir Bildungsforschung in
Berlin eroffneten, fiir eine spannende, kreative und produktive gemeinsame Zeit,

Prof. Dr. Rolf Biehler, der mir den weiteren Weg der Forschung in der Didaktik der
Mathematik an der Universitit Kassel ermoglichte, fiir die Unterstiitzung, Bemithungen und
entscheidende Impulse zur didaktischen Umsetzung der Ideen und zum Gelingen dieser
Promotionsarbeit,

Prof. Dr. Peter Sedlmeier und Prof. Dr. Gerd Gigerenzer fiir die vielen Impulse und Ideen zu
meiner Arbeit,

Herrn Stefan Schweynoch fiir die Mitarbeit bei der Erstellung der Unterrichtsreihe und fiir die
Organisation und Durchfithrung der Unterrichtsstudie an der Schule, sowie den beteiligten
Lehrenden Frau Reinhild Niederkleine, Herrn Bernd Go68ling, Herrn Michael Hotger und
Herrn Friedhelm Weller und allen mitwirkenden Schiilerinnen und Schiilern des Freiherr-
vom-Stein Gymnasiums Biinde (Westfalen),

Herrn Erhard WaBner und Herrn Dr. Helmuth WaBner fiir literarische Hinweise und
Korrekturen.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich fiir die finanzielle Unterstiitzung.

Kassel im April 2004 Christoph Waliner
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1 Die Relevanz des Bayesianischen Denkens

Seit den 80er Jahren des letzten Jahrhunderts wurde das Thema AIDS sehr stark in der
Offentlichkeit diskutiert, da immer mehr Menschen erkrankten und man die Gefahr einer
Weltseuche befiirchtete. In der Diskussion stand immer wieder die Einfithrung obligatorischer
Bluttests der gesamten sexuell aktiven Bevolkerung oder speziell benannter Risikogruppen.
Eine unkontrollierte Verbreitung in der Bevolkerung sollte vor allem durch Pridvention
verhindert werden. In Gesundheitsamtern wurden Beratungszentren eingerichtet, iiber
Broschiiren und Medien wurden eindringliche Botschaften verbreitet: ,,Gib AIDS keine
Chance — Kondome schiitzen!*. Zusitzlich wurde zu regelméBigen ,,AIDS-Tests* aufgerufen.
Viele lieBen sich darauthin freiwillig testen, um sich {iiber ihren Gesundheitszustand
Sicherheit zu verschaffen. Die meisten waren sich aber nicht dariiber im Klaren, dass die
Ungewissheit iiber eine eventuelle HIV-Infektion nicht durch den ,,AIDS-Test* zweifelsfrei in
Gewissheit iiberfilhrt werden konnte. Sie unterlagen einem fatalen Glauben an den
Determinismus wissenschaftlicher Verfahren und Mdoglichkeiten. Sie vertrauten Arzten und
AIDS-Beratern, von denen sie annahmen, sie wiirden ihnen endgiiltige Sicherheit iiber ihren
Gesundheitszustand bringen konnen.

Diese so vermittelte Sicherheit war leider oft eine Illusion. Das Testverfahren — das
gilt sogar bei wiederholtem Testen — kann nicht vollig fehlerfrei HIV-Infektionen aufdecken,
vor allem wenn es sich um Personen mit besonders geringem Risikoverhalten handelt. Der
Sicherheitsgrad nach einem Test, etwa die Wahrscheinlichkeit HIV-infiziert zu sein, wenn ein
Test positiv ausfillt, kann sich als so gering erweisen, dass eine endgiiltige Diagnose nicht zu
treffen ist. Was aber viel schlimmer wog: Einem hohen Anteil der medizinischen Fachleute
war diese Tatsache auch nicht bewusst! Einer Studie von Gigerenzer, Hoffrage & Ebert
(1998) zufolge wurden bei durchgefithrten AIDS-Beratungen mit freiwilligen
Versuchspersonen ohne besonderes Risikoverhalten alarmierende Fehleinschitzungen iiber
die Verlisslichkeit von Testergebnissen abgegeben. Als Resultat solcher Urteilsfehler sind
eine Fiille tragischer Einzelschicksale dokumentiert, die an die Diagnose ,,AIDS* glaubten,
obwohl sie nicht zutraf (vgl. Gigerenzer, 2002, Kap.7). Heutzutage weifl man, dass viele
dieser Schicksale vermeidbar gewesen wiren, wire die Offentlichkeit und insbesondere
medizinische Fachleute besser dariiber informiert gewesen, welchen Sicherheitsgrad
diagnostische Testergebnisse liefern konnen.

Die Illusion von Sicherheit kann auch bewusst eingesetzt werden, um politische oder
wirtschaftliche Ziele zu verfolgen. In der BSE-Krise der letzten Jahre war ,,Sicherheit” ein
gern benutztes Wort von Politikern oder dem Handel (vgl. Kurzenhéduser, 2001). Zunéchst
wurde nach dem Auftreten von BSE-Fillen in GroBbritannien deutsches Rindfleisch als
»sicher deklariert. Spiter, als auch deutsche BSE-Fille bekannt wurden (erstmals am
2.11.2000), argumentierte man mit einer ,neuen® vermeintlichen Sicherheit. Beim
Verbraucher wurde z.B. durch selektive Information der Eindruck erweckt, dass mit Hilfe von
,,BSE-Tests* kein verseuchtes Fleisch in den Handel gelangen konne. Tatsdchlich konnten
aber negative Testergebnisse BSE-Freiheit nicht garantieren; die Verfahren — ohne auf Details
eingehen zu wollen — konnten durchaus zu fehlerhaften Ergebnissen fithren. Als erste Félle
von ,falsch-negativen* Testungen auftraten, war auch diese Sicherheit einzuschrianken. Die
Folgen waren Unglaubwiirdigkeit der Verantwortlichen, Gefdhrdung, Konfusion und
Verunsicherung der Verbraucher, dramatische Umsatzeinbuflen der Erzeuger und Héndler etc.
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Auch diese negativen Konsequenzen fiir alle Beteiligten zeigen, dass ein
verantwortungsvoller Umgang mit (Un-)Sicherheit unverzichtbar ist.

Nun ist womoglich die Frage aufgekommen, was diese ,,Weltprobleme* mit einer
Arbeit iliber Didaktik der Stochastik zu tun haben? Ich habe sie deshalb an den Anfang
gestellt, da sie in einprigsamer Weise verdeutlichen, warum das Wissen um den Umgang mit
Unsicherheit ein unverzichtbarer Bestandteil der allgemeinen Bildung und des Weltbildes
eines miindigen Menschen sein muss. Sie fithren die praktische Relevanz des
probabilistischen Denkens vor Augen, das der Mensch stindig — bewusst oder unbewusst —
zur verniinftigen Bewertung und Entscheidung von unsicheren Situationen einsetzen sollte:
Wie ist eine Alternative (z.B. Vorliegen einer HIV-Infektion) im Lichte von Informationen
(z.B. ein Testergebnis) zu bewerten? Welche Entscheidungen (z.B. ,,Rindfleisch sollte zur
Zeit lieber nicht mehr gegessen werden®, ,,Die Testdiagnose HIV ist nicht sicher, auf jeden
Fall muss der Test wiederholt werden*) folgen aus dieser Bewertung? Nach dem
entsprechenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Kalkiil, dem Satz von Bayes, wird es oft als
Bayesianisches Denken (,,Bayesian Reasoning®), oder auch Bayesianische Inferenz
(,,Bayesian inference) bezeichnet, da von vorliegenden Informationen auf unsichere
Hypothesen geschlossen wird. Neben den beispielhaft erwdhnten AIDS- oder BSE-Tests
finden sich augenfillig viele Anwendungen Bayesianischen Denkens im tdglichen Leben. Aus
dieser Tatsache leitet sich die Notwendigkeit ab, {iber die Art und Weise der Forderung
verniinftigen Bayesianischen Denkens als Bestandteil der schulischen Ausbildung genauer
nachzudenken.

Bevor ich zu einer detaillierteren Ziel- und Inhaltsangabe dieser Arbeit komme, sei ein
kurzer Abriss der Historie des fiir diese Arbeit relevanten stochastischen Denkens gestattet. Er
soll zur Verdeutlichung der (erkenntnis-)theoretischen Relevanz Bayesianischen Denkens
beitragen. Die Idee einer Art statistischen Inferenz kam, soweit bekannt ist, erstmals 1710 von
John Arbuthnot. Er ging mit einer bis dahin geradezu revolutiondren Methode an die alte
Frage, ob es einen aktiven Gott gibt. Aus der Beobachtung, dass die Sterblichkeit bei jungen
Minnern hoher als bei Frauen ist, leitete Arbuthnot geschickt sein statistisches Argument fiir
die Existenz eines aktiven Gottes und fiir die Monogamie ab: Wenn Gott Monogamie
vorsdhe, miifite die Wahrscheinlichkeit einer Jungengeburt hoher sein als einer
Midchengeburt. In den Geburtenstatistiken der letzten 82 Jahre fand er dies bestétigt und gab
die Wahrscheinlichkeit dieser Beobachtung (Daten) unter der Voraussetzung (Hypothese), es
gibe keinen Gott, sondern nur blinden Zufall, mit (1/2)82 an. Heute wiirde man von einem
Likelihood-Argument sprechen. Der Gebrauch statistischer Inferenz wurde erst im letzten
Jahrhundert in Form von Signifikanztests vor allem durch Arbeiten von Sir Ronald Fisher,
Jerzy Neyman und Egon Pearson angestoen und die Methoden wurden zum sine qua non
wissenschaftlicher Hypothesenpriifung. Die Vorgehensweise wird heute gerne als klassischer
Ansatz aufgrund einer weitreichenden Institutionalisierung in der Wissenschaft bezeichnet
(z.B. Gigerenzer, 1993a).

Eine andere Methode, Hypothesen zu testen bzw. statistische Inferenz zu betreiben,
geht auf das bekannte Theorem von Thomas Bayes (1763; Veroff. posthum) zuriick und wird
heute als Bayesianischer Ansatz bezeichnet.” Die grundlegende Denkweise wurde in obigen
Beispielen bereits beschrieben. Der Unterschied der Methoden ist prinzipiell folgender:
Wihrend klassisch beurteilt wird, ob ein beobachtetes Ergebnis (objektive ,,Daten*) mit einer
als gegeben vorausgesetzten Annahme (der ,Nullhypothese®) vertrdaglich ist, wird im

% Zu beachten ist, dass die Ausfithrungen von Bayes von der modernen Bayesianischen Theorie zu unterscheiden sind, und
sogar zu bezweifeln ist, dass Bayes selbst ein Bayesianer im modernen Sinne gewesen ist (Wickmann, 2001, S.123).
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Bayesianischen Ansatz eine urspriingliche, auch moglicherweise subjektiv bewertete
Annahme (Hypothese) aufgrund von Beobachtungen (erhobenen Daten) neu gewichtet.
Formaler gesprochen ist klassisch die bedingte Wahrscheinlichkeit des Auftretens der
vorliegenden Daten unter der Annahme der Nullhypothese P(D | Hp) von zentraler
Bedeutung, wihrend Bayesianisch die ,,inverse bedingte Wahrscheinlichkeit* der Hypothese
unter den erhobenen Daten P(H | D) von wesentlichem Interesse ist. Die Leistung von Bayes
(und spiter auch von Laplace) ist der allgemeine Beweis eines Zusammenhangs, der die
Berechnung von inversen aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten erlaubt, also die Beziehung
zwischen P(H | D) und P(D | H) zum Inhalt hat. Im Falle dichotomer Ereignisse lautet der
Zusammenhang:

©0)

P(H | D)= POIR)-PH)
P(DH)- P(H)+P(D/H)-P(H)

Bayes veroffentliche sein Theorem nicht selbst, da zur Anwendung eine problematische
Annahme notig war: Wenn nichts iiber die konkurrierenden Hypothesen3 bekannt ist, dann ist
ihr Zutreffen a priori gleich wahrscheinlich. Bayes belegte diese Annahme allerdings in
seinen Experimenten durch Argumente. Laplace war hierbei sorgloser und hat die Annahme
der Gleichverteilung bei Unwissenheit zum Prinzip (des unzureichenden Grundes) erhoben
(vgl. Gigerenzer et al., 1999, S.52).

Gerade dieses Prinzip wurde aber bald heftig kritisiert und als subjektiv * und damit
unwissenschaftlich bezeichnet. In die Bewertung von Hypothesen a priori wiirden in vielen
Situationen zwangslaufig auch qualitative, subjektive Vorstellungen einfliefen, die nicht auf
objektiven Daten beruhten. Sogenannte ,Frequentisten (oder: Objektivisten) lehnten
Methoden ab, die nicht auf einer objektiven Haufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit
basieren. Verschiedene subjektive Wahrscheinlichkeiten zum Ausdruck genau desselben
Zustands der Unsicherheit zuzulassen, wird als unaddquat gesehen. Gerade diese
Beriicksichtigung ~ subjektiver Uberzeugungen und qualitativen, personenbezogenen
Vorwissens (das zu einer intersubjektiven Grofle gemacht wird) ist aber das Paradigma der
,Bayesianer* (oder: Subjektivisten) (vgl. Gigerenzer et al., 1999, S.57 und S.115; Borovcnik,
1992, S.357f.).

,Bayesianer* warfen wiederum dem klassischen Ansatz vor, dass er Antworten auf
wesentliche Fragestellungen nicht liefern und deshalb zu irrefithrenden Interpretationen
verleiten kann. Die Argumentation ist, dass mit einem Signifikanztest die eigentlich
interessierende Frage nicht beantwortet wird, ob bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit eine
Hypothese aufgrund der zur Verfiigung stehenden Daten zutrifft. Hingegen wird nur die eher
belanglos wirkende Wahrscheinlichkeit bestimmt, mit der eine Hypothese zuriickgewiesen
wird, wenn sie tatsidchlich zutrifft (z.B. Buth, 1991). Leider ist der sogenannte klassische
Zugang zur Statistik auch alles andere als ein einheitliches Konzept, denn die ,,Viter* des
klassischen Ansatzes, Fisher (z.B. 1935; 1956) und Neyman & Pearson (z.B. 1933), waren
sich iiber grundlegende Fragen uneinig (vgl. fiir historische Ubersichten z.B. Savage, 1976;
Gigerenzer et al., 1999; Barnett, 1999). Als Folge wurden beide Ansitze leider in manchen
Wissenschaftsbereichen (z.B. in den Sozialwissenschaften) inkonsistent vermischt und in eine
Art ,,Theorieneintopf** verwandelt, der heute oft mechanische Anwendung findet (vgl.
Gigerenzer et al., 1999, S.230). Vielfach wird beklagt, dass diese hybride Praxis statistischer

3 In der allgemeinen Formulierung von Bayes wurde eine beliebige Menge von Hypothesen betrachtet.
* Die Begriffe ,,subjektiv® bzw. ,intersubjektiv* und ,,objektiv* werden in diesem Zusammenhang bei Wickmann (1998,
S.51f.) genauer geklirt.
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Methoden zu einem zwanghaften Ritual geworden ist, das ohne methodisches Nachdenken
erfolgt und weder von Fischer noch von Neyman und Pearson so akzeptiert worden wire (vgl.
Gigerenzer, 1993b). In anderen Disziplinen (z.B. Mikrookonomie, kiinstliche Intelligenz,
theoretische Physik) spielen wiederum Bayesianische Methoden bereits eine grofle Rolle,
deren Weiterentwicklung im letzten Jahrhundert z.B. durch Arbeiten von Jeffreys (1961),
Savage (1954) oder De Finetti (1931/1989) angestof8en wurde.

Das grundsitzliche Problem besteht fiir die Theoretiker und Anwender darin, dass die
verschiedenen Ansitze, klassisch a la Fisher vs. a la Neyman-Pearson vs. Bayesianisch, auch
zu verschiedenen praktischen Folgerungen fiihren konnen. Fundamentale Kritikpunkte gegen
jeweils die anderen Seiten nidhrten einen Grundlagenstreit in der Statistik, der teilweise
apologetisch gefiihrt wurde, aber nicht endgiiltig entscheidbar scheint (Borovcnik et al., 2001,
S.7). So vertreten viele Statistiker der heutigen Zeit ein Zusammenwirken, das zu einem
produktiven und progressiven Ergebnis dieser Kontroverse fiihren soll (z.B. Box, 1983; fiir
eine aktuelle Diskussion: Berger, 2003 mit Kommentaren von Christensen, Johnson, Lavine
et al.). Der Aufruf gegen Dogmatismus und zur reflektierten wissenschaftlichen Anwendung
der Vielfalt der statistischen Inferenzmethoden oder auch neuer Verfahren der explorativen
Datenanalyse (Tukey, 1977) erschallte in den letzten Jahrzehnten immer hiufiger, wird aber
leider immer noch zu oft ignoriert (z.B. Biehler, 1982; Gigerenzer, 1993a; Sedlmeier, 1996).

Ich habe bewusst einen recht ungewdhnlichen Anfang fiir eine didaktische Arbeit gewdhlt,
um zu verdeutlichen, welche praktische und theoretische Bedeutung das Bayesianische
Denken hat. Welche Folgerungen sind aber fiir das Lehren und Lernen von Stochastik zu
ziehen? Welche bildungspolitische und didaktische Relevanz sollte dem Bayesianischen
Denken im Rahmen der stochastischen Schulausbildung zukommen? Dazu muss man sich
vergegenwirtigen, dass Bayesianisches Denken bisher eine marginale Rolle in Lehrplénen, -
biichern oder in der Ausbildung von Mathematiklehrern spielte und Bayesianische
Inferenzstatistik so gut wie gar nicht vorkam (vgl. genauer Kap.Il.1). Eine eigene Befragung
von 40 Mathematiklehrenden zeigte, dass nur 3 offensichtlich mit dem Begriff
,Bayesianische Inferenz*“ oder ,Bayes-Statistik konkretere Vorstellungen verbinden
konnten. Symptomatisch fiir die Relevanzeinschitzung Bayesianischen Denkens in der Schule
ist meines Erachtens folgende Aussage einer befragten Lehrerin: ,,Der Satz von Bayes spielt
in der Schule eine so untergeordnete Rolle, dass man auf ihn verzichten kann. Man
beschiftigt sich hochstens 1-2 Stunden im Leistungskurs damit®.

Im Hinblick auf das Ziel einer allgemeinen Bildung mag diese schuldidaktische Unter-
bewertung zwar bedauerlich sein, aber sie ist nicht verwunderlich. Sie entspringt derselben
Institutionalisierung des klassischen Zugangs wie in manchen Wissenschaftsgebieten. Es gibt
sehr wenige ausgearbeitete didaktische Vorschlige, die Bayesianisches Denken unterstiitzen
oder gar in den Mittelpunkt stellen. Beispiele sind ohne Anspruch auf Vollstindigkeit
Arbeiten von Borovcnik (1984), Riemer (1986) oder Gotz (1997). In einigen Lehrbiichern
(z.B. Schmid & Weidig, 1996; Cukrowicz & Zimmermann, 2001) wurden solche Ideen auch
fiir den Unterricht bereits aufgegriffen und umgesetzt. Im Gro3en und Ganzen steht aber die
Realitdt des Stochastikunterrichts an deutschen Schulen ganz im Zeichen der klassisch-
frequentistischen Tradition und Bayesianisches ,,.Lernen aus Erfahrung® fristet weiterhin ein
,»Schattendasein‘ (vgl. genauer Kapitel II).

Wieso passt aber Bayesianisches Denken so gut in einen ,,modernen‘
Mathematikunterricht? In den letzten Jahren wurden Ideen mathematischer Grundbildung
neu und umfassend im Rahmen von TIMMS und PISA formuliert. Der Kompetenzbegriff bei
PISA fuf3t auf der ,,realitdtsbezogenen Mathematik* (didaktische Phinomenologie) von Hans
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Freudenthal (1973; 1983). Mathematische Begriffe und Strukturen sind Gedankenobjekte, die
reale Phdnomene organisieren sollen. Demnach ist die Realitdt der Ausgangspunkt fiir
mathematische Aktivitit. Das Lehren und Lernen muss von der ,Phidnomenologie
mathematischer Begriffe* ausgehen, nicht von der ,fertigen Mathematik®. Bayesianisches
Denken zeichnet sich, wie durch obige Beispiele angedeutet wurde, gerade durch Nihe zu
lebensrelevanten Fragestellungen und praktische Bedeutung aus. Bayesianisches Vorgehen
wurde geradezu durch den Druck der Praxis (z.B. in der Physik oder Medizin) erzwungen, da
bei kleinen Stichproben klassische Methoden fiir verniinftige und genaue Aussagen nicht
mehr ausreichten bzw. die frequentistische Deutung zu eng abgesteckte Grenzen aufwies.
Nach diesem ,,modernen*“ Verstindnis von mathematischer Bildung miissen im
Unterricht vielféltige Gelegenheiten zum Durchlaufen eines Prozesses des mathematischen
Modellierens geschaffen werden (vgl. z.B. Schupp, 1984; Blum, 1996; Klieme, Neubrand &
Liidtke, 2001), der neben der Mathematisierung und innermathematischen Verarbeitung realer
Situationen auch Interpretation und Validierung des Modells beinhaltet. Das wechselseitige
Verhiltnis von ,,Mathematik und Welt“ (z.B. Heymann, 1995) stellt in dieser Sicht die
wesentliche Herausforderung an den Mathematikunterricht dar. Bayesianisches Denken bietet
vielerlei Moglichkeiten, den Prozess des Lernens aus Erfahrung und des Interpretierens und
Validierens unter Einbeziehung einer subjektiven Komponente im Unterricht zu integrieren
(z.B. Borovcnik, 1992; Wickmann, 1998; Gotz, 2001). Ohne auf Ergebnisse meiner
Untersuchungen vorgreifen zu wollen, mochte ich bereits an dieser Stelle betonen:
Bayesianisches Denken in addquater Form eignet sich hervorragend, Lernende dazu zu
bringen, Vorgehensweisen und Ergebnisse kritisch zu betrachten und sie eher als
Entscheidungshilfen denn als Entscheidungen anzusehen (vgl. Schupp, im Druck).

2 Aufbau und Ziele der Arbeit

Motivation zu dieser Arbeit ist der Entwurf eines Zugangs zu Bayesianischem Denken, der
Lernenden die Einsicht ermoglichen soll, wie Mathematik eingreift und wofiir sie gebraucht
wird. In den bisherigen Ausfithrungen wurde bereits deutlich, welche Grundhaltung mit
diesem Zugang verbunden wird. Das Bedeutungsdefizit in der schulischen
Stochastikausbildung und der damit einhergehende Mangel an systematischen
Untersuchungen zu diesem Thema sollen durch diese Arbeit ausgeglichen werden.

Meine personliche Motivation zur intensiven Beschiftigung mit dem Thema kam aus
der kognitionspsychologischen Diskussion. Mathematiker und Philosophen der Aufkldrung
(z.B. Pierre Simon de Laplace) sahen den gesunden Menschenverstand des ,,homme éclairé‘
und die Wahrscheinlichkeitsrechnung im FEinklang. In den siebziger Jahren des letzten
Jahrhunderts kamen jedoch Psychologen um Daniel Kahneman und Amos Tversky bei der
Erforschung menschlichen Denkens unter Unsicherheit zur entgegengesetzten Uberzeugung,
dass der Mensch oft systematischen, kaum zu veridndernden Fehlvorstellungen (z.B. beim
Bayesianischen Denken) unterliegt, da er sich auf eine kleine Anzahl von Heuristiken
verldsst. Diese Auffassung — meist unter dem Schlagwort ,,Heuristics & biases® —
manifestierte sich auch teilweise in der didaktischen Literatur. Erkenntnisse der
Kognitionspsychologie der neunziger Jahre widerlegten diese Einschédtzung weitgehend (z.B.
Gigerenzer & Hoffrage, 1995). Unter Verwendung geeigneter Informationsformate gehen
Menschen, z.B. beim Bayesianischen Denken, sehr kompetent mit Unsicherheit um. In
Kapitel I der Arbeit werden diese Kontroverse in der psychologischen Urteilsforschung und
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ihre Auswirkungen genauer dargestellt sowie Ergebnisse kognitionspsychologischer Studien
zum Bayesianischen Denken berichtet.

Auch in der Didaktik der Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde Bayesianisches
Denken, als Inhaltsbereich ,,Anwendung der bedingten Wahrscheinlichkeit und des Satzes
von Bayes®, unter Beriicksichtigung der psychologischen Urteilsforschung kontrovers
diskutiert. Didaktische Ansédtze wurden aber meist theoretisch und nicht empirisch begriindet.
In der Schulrealitdt nimmt Bayesianisches Denken noch immer eine AuBenseiterrolle ein, wie
auch in Lehrpldnen und -biichern festzustellen ist. In Kapitel II werden die curriculare
Einbettung und mathematikdidaktische Zuginge zum Thema ausfiihrlich dargestellt und
analysiert. Ziel eines eigenen Vorschlags ist, neuere kognitionspsychologische Befunde fiir
die Didaktik der Stochastik zu erschlieBen.

Kapitel ITI beschiftigt sich mit Moglichkeiten zum Training Bayesianischen Denkens.
Auf Basis der empirischen Ergebnisse von Gigerenzer & Hoffrage (1995) zur Bedeutung des
Informationsformats bei Bayesianischem Denken, entwickelte Sedlmeier (1997) ein
computergestiitztes Trainingstutorial auf Basis von Haufigkeitsdarstellungen, das in
Trainingsstudien mit Universitidtsstudenten im Vergleich mit anderen Varianten sehr
erfolgreich eingesetzt wurde. Dieses Ergebnis ist umso bemerkenswerter, da die Wirksamkeit
von Training zu Bayesianischem Denken vorher nicht deutlich gezeigt werden konnte oder
ginzlich bestritten wurde. Ich habe darauthin dhnliche Trainingsvergleiche auch bei Schiilern
der Sekundarstufe I und II durchgefiihrt. Die Trainingsstudien und erzielte Ergebnisse werden
ausfiihrlich diskutiert.

Die Resultate der Trainingsstudien mit Schiilern und zeitgeméfe Grundpositionen zur
mathematischen Bildung (Realitdtsbezogenheit, Lebensrelevanz etc.), die bereits einfithrend
angedeutet wurden, wurden mit Unterstiitzung von Rolf Biehler, Stefan Schweynoch und
Laura Martignon in einer Unterrichtsreihe zur Einfiihrung Bayesianischen Denkens in der
Sekundarstufe I didaktisch umgesetzt. Der Unterrichtsvorschlag wurde in fiinf Klassen der
Jahrgangsstufe 9 als Unterrichtsgang in Wahrscheinlichkeitsrechnung realisiert. Eine Studie
untersuchte die Realisierung und Bildungswirkungen mit qualitativ-interpretativen und
quantitativen Methoden. Die genaue Darstellung der Unterrichtsreihe und der
Erhebungsmethoden, Ergebnisse und Folgerungen der Unterrichtsstudie erfolgen in Kapitel
IV. Anregungen fiir kiinftige Forschungsarbeiten werden gegeben.

In Kapitel V werden schlieBlich die zentralen Ergebnisse der empirischen
Untersuchungen noch einmal zusammengefasst und vor dem Hintergrund der aktuellen
Diskussion zur mathematischen Bildung bewertet. Implikationen fiir die schulische
Stochastikausbildung beschlieBen diese Arbeit.

Im Anhang ist insbesondere die noch unveroffentliche Unterrichtsreihe ,,Authentisches
Bewerten und Urteilen unter Unsicherheit“ von Wassner, Biehler, Schweynoch und
Martignon als Arbeitsblattsammlung mit didaktischen Kommentaren vollstindig abgedruckt.
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KAPITEL |
KOGNITIONSFORSCHUNG ZU BAYESIANISCHEM DENKEN

., The theory of probability is at bottom nothing more than good sense reduced to a calculus
which evaluates that which good minds know by sort of instinct, without being able to explain

how with precision”
PIERRE SIMON DE LAPLACE (1814/1951, S.196)

Die Frage, der in diesem Kapitel nachgegangen wird, hat eine lange und bewegte Geschichte:
Inwieweit entspricht die menschliche Intuition den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit,
insbesondere bei Bayesianischem Denken? Genauer ausgedriickt: Haben Menschen kognitive
Mechanismen, um gut mit Bayesianischen Situationen umgehen zu konnen und wenn ja,
welche? Ich gebe im Folgenden einen historischen Uberblick iiber verschiedene
wissenschaftliche Standpunkte und Antworten, die bis heute gegeben wurden. Die Frage
wurde im Kontext der psychologischen Urteilsforschung (unter Unsicherheit) meist unter dem
Schlagwort ,,Bayesian Reasoning“ untersucht, das in dieser Arbeit mit dem Begriff
,,Bayesianisches Denken* libersetzt ist. 5

Von Mathematikern und Philosophen der Aufkldrung (z.B. M.J.Condorcet, S. Denis
Poisson, Pierre S. de Laplace, siehe obiges Zitat) wurde die gerade einmal 100 Jahre alte
Wahrscheinlichkeitstheorie zum Inbegriff des gesunden Menschenverstandes erhoben.
Mathematische Theorie und das Denken eines verniinftigen Menschen (,,homme éclairé®)
wurden als zwei Seiten derselben Medaille angesehen. Die verfiigbaren Werkzeuge der
klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie, wie z.B. das Theorem von Bayes, waren
Beschreibung und Norm verniinftigen Urteilens zugleich (Daston, 1988). Mit dieser
Gleichsetzung von Theorie und Verniinftigkeit ging auch eine Verschmelzung von subjektiver
und objektiver Wahrscheinlichkeitsinterpretation einher. Das Kalkiil wurde durch die
Anwendungen und umgekehrt bestimmt (Gigerenzer et al., 1999, S.39).

Diese positive Einschidtzung der Ausgangsfrage wurde im Laufe der Zeit relativiert.
Beschreibung und Norm der Verniinftigkeit drifteten mehr und mehr auseinander, objektiv
und subjektiv verstandene Wahrscheinlichkeit wurden unterschieden. Im 19. Jahrhundert
wich die Vision der Verniinftigkeit des subjektiven Urteils dem Streben nach objektiven
GesetzmaiBigkeiten (z.B. Adolphe Quetelet). Durch die wachsende Verfiigbarkeit von
sozialstatistischen Daten war das Zeitalter der Statistik als numerischer Wissenschaft
angebrochen und die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie basierten nun auf
beobachteten Héaufigkeiten und Mittelwerten, also rein auf Tatsachen und nicht mehr auf
Vermutungen oder Intuitionen. Allerdings widersprach diese RegelméBigkeit nicht unbedingt
der menschlichen Intuition, wie bereits Jacob Bernoulli in einem Brief an Leibniz zum
Ausdruck brachte, dass sein Gesetz der groflen Zahlen ,,auch der diimmste Mensch mittels
eines naturgegebenen Instinkts von allein und ohne vorherige Instruktion wei3* (Leibniz,
1703, Bd.3 Teil I, S. 771.).

Die philosophischen und mathematischen Standpunkte und Diskussionen um
gesunden Menschenverstand, Intuition oder Naturinstinkt zeigen die Nihe zu
psychologischen Fragestellungen zur Kognition des Menschen. Mitte des 20. Jahrhunderts
haben Psychologen begonnen, menschliches Denken unter Unsicherheit auch empirisch zu
untersuchen und begriindete Antworten auf obige Fragen zu finden. Die folgenden

5 Dieser Uberbegriff wird im Folgenden i.w.S. fiir jegliches Umgehen mit Bayesianischen Situationen bzw. entsprechenden
Textaufgaben benutzt.
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Ausfithrungen geben einen Uberblick iiber die empirische Erforschung des Urteilens unter
Unsicherheit — Bayesianisches Denken fokussierend — von Seiten der Psychologie, deren
Befunde und Folgerungen wechselvoller nicht sein konnten.

1 Friihe Befunde: ,,Konservativismus*

Mitte der sechziger Jahre des letzten Jahrhunderts wurde Bayesianisches Denken erstmals
systematisch untersucht. Die Motivation von Ward Edwards und anderen Psychologen
(William L. Hays, Lawrence D. Phillips) entstand aus der Frage, ob das menschliche Gehirn
Informationen (bis zu einem gewissen Komplexititsgrad) gemill Bayesianischer Inferenz
verarbeitet. Vorher (bei Gestaltpsychologen wie Karl Duncker, George Humphrey etc.)
hatten in der experimentellen Denkforschung solche Fragen keine Rolle gespielt, sie waren
nicht Gegenstand des Interesses (z.B. Humphrey, 1951). Das Gehirn als ,intuitiven
Statistiker* zu beschreiben (,,man as an intuitive statistician*: Peterson & Beach, 1967), war
erst jetzt, da auch Statistik methodisch immer mehr an Bedeutung gewann, eine treibende
Idee in der Kognitionspsychologie geworden; in diesem Falle unter der Bezeichnung ,.,human
information processing* (Edwards, 1968).

Nach Experimenten zur Beurteilung von Radarbildern®, die sehr komplexe
Anforderungen an Versuchspersonen stellten, formulierten Edwards und Kollegen einfachere,
typische Situationen, die zum Standard solcher ,,Bayesian Reasoning““-Experimente wurden,
z.B.:

2 Urnen sind mit einer groBen Zahl Kugeln gefiillt. Die erste Urne enthélt 70% rote und 30% blaue
Kugeln. Die zweite enthélt 70% blaue und 30% rote Kugeln. Nun wird zuféllig eine der beiden Urnen
ausgewdhlt (z.B. durch Miinzwurf). Dann werden eine Reihe Kugeln aus der gewdhlten Urne
gezogen, z.B. 8 rote und 4 blaue Kugeln. Geschétzt werden soll die Wahrscheinlichkeit, dass die
gewdhlte Urne die mit den (berwiegend roten Kugeln ist. (vgl. Peterson & Beach, 1967, S.32)

Ein generelles Ergebnis war, dass Versuchspersonen die A-priori-Wahrscheinlichkeit (hier:
50%) weniger revidierten, als die normative Losung (hier: 97%) mit dem Bayesschen
Theorem ergeben wiirde.” Phillips und Edwards (1966; Edwards, 1968) kamen durch ihre
Untersuchungen zum Schluss, dass Menschen sehr gut zu intuitivem Bayesianischem Denken
fahig sind, wobei sie aber tendenziell neue Informationen ,.konservativ®, d.h. geringer als
notig, in die Gewichtung einbeziehen (vgl. Gigerenzer et al., 1999, S.239). Insbesondere
schien der Einfluss von A-priori-Wahrscheinlichkeiten unter einigen Bedingungen, wie z.B.
reale Erfahrung des Zufallsexperimentes oder realititsbezogenere Problemstellung, eher
beachtet zu werden (vgl. Sedlmeier, 1999, S.13). Diese Befunde fiihrten auch zu ersten
Trainingsversuchen, den festgestellten ,,Konservativismus* durch korrektives Feedback zu
iiberwinden (Peterson et al., 1968, Exp. 2; Schaefer, 1976; Lindeman et al., 1988). Die
Trainingseffekte blieben gleichwohl sehr gering: Versuchspersonen zeigten immer noch
deutlich konservatives Verhalten (vgl. ausfiihrlicher Sedlmeier, 1999, S.51f.).

,Die Metapher [von Edwards und Kollegen, Anm. d. Verf.], die Denkprozesse als
Bayesianische Prozesse beschreibt, 16ste ein iiberaus folgenreiches Forschungsprogramm aus
— vergleichbar dem, das durch die Analogie zwischen Denken und Computer in Gang gesetzt
wurde* (Gigerenzer et al., 1999, S.238).

® 4 Hypothesen mit A-priori-Wahrscheinlichkeiten (z.B. Feindangriff, Meteoritenhagel etc.) sollten aufgrund von 12
moglichen Beobachtungen auf dem Radarschirm revidiert werden.

" Formal: Die Neubewertung der Hypothese (H) mit neuen Daten (D), also die Schitzung der A-posteriori-
Wahrscheinlichkeit P(H | D) bei bekannter A-priori-Wahrscheinlichkeit P(H), liegt also an einer systematischen Unter-
bewertung des Einflusses der Likelihood-Wahrscheinlichkeit P(D | H).
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2 Forschungsprogramm ,,Heuristics and Biases*

Das Bild vom ,,intuitiven Statistiker** blieb nicht lange unbestritten. Von Daniel Kahneman
und Amos Tversky wurden um 1970 Versuchspersonen strukturell analoge
Problemvariationen wie bei Edwards in realitdtsbezogenem Kontext vorgelegt, wie z.B. das
bekannte ,, Taxiproblem*:

Ein Taxi war an einem né&chtlichen Verkehrsunfall mit Fahrerflucht beteiligt. In der Stadt, in der der
Unfall passierte, gibt es zwei Taxiunternehmen, eines mit griinen und eines mit blauen Taxis.
Folgende Daten sind nun gegeben: (i) 85% aller Taxis in der Stadt sind blau, die anderen 15% sind
grin. (i) Ein Zeuge identifizierte das davonfahrende Taxi als ,griin“. Das Gericht untersuchte nun die
Fahigkeit des Zeugen, die Farbe eines Taxis bei Nacht richtig zu identifizieren. In der Versuchsreihe
(die Hélfte der Taxis war blau, die andere Hélfte war griin), konnte der Zeuge beide Farben zu 80%
richtig identifizieren, aber zu 20% irrte er.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Unfalltaxi wirklich griin und nicht blau war? (vgl.
Kahneman & Tversky, 1973 °)

Aus ihren Befunden, dass im Mittel Personen die Wahrscheinlichkeit mit 80% schéitzen, aber
41% gemill Bayesregel korrekt wire, folgerten sie im Grunde das Gegenteil zum
,Konservativismus‘‘: 80% entspricht der gegebenen Likelihood-Wahrscheinlichkeit korrekter
Identifikation, also scheint die A-priori-Information oder Basisrate von 15% griinen Taxis
systematisch nicht beachtet zu werden. Diese Vernachldssigung der Basisrate (,,Base-rate
neglect) bei Bayesianischem Denken wurde mit einem ,, Heuristikansatz* zu erklidren
versucht, dessen Credo schlieBlich weithin akzeptiert war (Kahneman & Tversky, 1973,
S.237): ,In making predictions and judgments under uncertainty, people do not appear to
follow the calculus of chance or the statistical theory of prediction. Instead, they rely on a
limited number of heuristics that sometimes yield reasonable judgments and sometimes lead
to severe and systematic errors”. 150 Jahre nach Laplace hatte sich die positive Bewertung der
Eingangsfrage ins Gegenteil verkehrt. Heuristiken dienten in der Folge als theoretische
Erklarung fiir eine Fiille von identifizierten systematischen Diskrepanzen (,,fallacies®)
zwischen der Urteilsbildung und der Wahrscheinlichkeitstheorie (Kahneman, Slovic &
Tversky, 1982; fiir eine Ubersicht mit didaktischer Perspektive vgl. Scholz, 1981). Im
Folgenden soll vor allem auf Befunde und Folgerungen zur Vernachldssigung der Basisrate
bei Bayesianischen Beurteilungssituationen nidher eingegangen werden.

2.1 Befunde und Folgerungen zum Bayesianischen Denken

,Base-rate neglect war wohl das meist untersuchteste Phinomen im Zusammenhang mit
stochastischem Denken. Das ,,Taxiproblem* ist nur ein bekanntes Beispiel, medizinisch-
diagnostische Situationen sind andere (z.B. Eddy, 1982):

Eine symptomfreie 45-jdhrige Frau geht zur Krebsvorsorgeuntersuchung und ldsst sich mittels einer
Mammografie untersuchen. Man wei3 aus der Gesundheitsstatistik:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine symptomfreie Frau zwischen 40 und 50 Jahren Brustkrebs hat,
betrégt 1%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Krankheit mit einer Mammografie erkannt wird, betrdgt 80%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mammografie félschlich auf das Vorliegen von Brustkrebs hinweist,
obwohl die Krankheit gar nicht vorliegt, betrédgt 9,6%.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine 45-jdhrige, symptomfreie Frau tatsdchlich Brustkrebs
hat, wenn sie einen positiven Mammografiebefund erhalten hat?

8 Diese urspriingliche Version wurde aufgrund von Kritik an sprachlichen Einzelheiten auch mehrfach modifiziert.
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In einer derartigen Situation, zumindest wenn sie in dieser Form beschrieben ist, wird von den
meisten Menschen und sogar von Arzten, von denen man richtige Diagnosen erwartet,
spontan eine Wahrscheinlichkeit von 70 bis 80% geschitzt (vgl. Eddy, 1982).

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Losung mit der Formel von Bayes ist aber eine vollig
andere:

P(M: | B) - P(B) _ 80% - 1%

P(M. | B)-P(B)+P(M:IB)-P(B) 80%-1%+9,6%-99%
(B: ,,Brustkrebs‘‘; M,: ,,positiver Mammografiebefund‘)

P(BIM:) =

7,8% (1)

Es finden sich sehr viele Untersuchungen in der Literatur, die eine derartige Diskrepanz
dokumentieren und als systematische Urteilsfehler (,,bias*) beschreiben (vgl. Ubersichten bei
Bar-Hillel, 1980; Borgida & Brekke, 1982).9 Die Folgerungen aus diesen Befunden fiir
menschliche Rationalitit, zumindest in Bezug auf die Vision eines intuitiven Statistikers,
waren sehr negativ und niederschmetternd. Kahneman und Tversky (1972) kamen zum
Schluss, dass ,,solche Resultate jeden entmutigen miissen, der die Menschen als verniinftige
intuitive Statistiker ansehen mochte”. In Bezug auf Bayesianisches Denken wurde z.B.
konstatiert: ,,The genuineness, the robustness and the generality of the base-rate fallacy are
matters of established fact* (Bar-Hillel, 1980, S.215).

Die Frage war aber nun, welche Erkldrungen fiir dieses Phinomen ,,Base-rate neglect*
gegeben werden konnen? Die Heuristikerkldarung von Kahneman und Tversky war zunédchst
die sogenannte ,,Reprisentativitit. Demgemill wird ein Ereignis wahrscheinlicher als ein
anderes eingestuft, wenn es reprisentativer fiir einen Zufallsprozess erscheint (,,by the degree
to which it, [...] reflects the salient features of the process by which it is generated®,
Kahneman & Tversky, 1972, S.431). Ein einfaches Beispiel ist ein Verhalten von Roulette-
Spielern, die nach einer langen Serie von ,rot“ argumentieren, dass nun ,,schwarz® mit
hoherer Wahrscheinlichkeit auftritt, da ein Ausgleich der Auftretenshéaufigkeiten beider
Farben erfolgen muss (,,gambler’s fallacy®). ,,Schwarz* wird fiir ,,reprisentativer* gehalten.
Ubertragen z.B. auf das Mammografieproblem wiirde das bedeuten, dass fiir die Beurteilung
P(M+ | B) die hervorspringenden Merkmale des Prozesses der Stichprobenziehung besser als
P(B) widerspiegelt. Die Frage bleibt aber, warum? Wie Gigerenzer et al. (1999, S.246)
deutlich machen, kann so allenfalls das Phiinomen neu beschrieben, aber nicht genauer erhellt
werden (vgl. zur Kritik ausfiihrlicher 2.2 in diesem Kapitel).

Grundsitzlich wurde ,,Base-rate neglect* auch oft auf prinzipielle Schwierigkeiten von
Menschen beim Umgang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten zuriickgefiihrt, die z.B. in der
Verwechslung von Kausalitit und Konditionalitét, der exakten Definition der Bedingung oder
der Verwechslung von bedingendem und bedingtem Ereignis'® liegen konnten (Bar-Hillel,
1983; Falk, 1988; vgl. fiir eine Ubersicht: Bea, 1995, S.41f.). Bei Eddy (1982) z.B. wird
berichtet, dass bei medizinischen Diagnosen Arzte oft die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Krankheit bei positivem Befund mit der Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven Befund bei
tatsdchlich vorliegender Krankheit verwechselten. Vielfach wird diese ,,Verwechslung der
Bedingung® auch mit der einfithrend erwédhnten Hypothesentest-Konfusion in Verbindung
gebracht. P(Daten | Hypothese) bzw. P(Hypothese | Daten) liegt moglichen Aussagen aus
klassischen bzw. Bayesianischen Hypothesentests zugrunde und die Verwechslung fiihrt z.B.

? Allerdings sind Experimente mit dem Befund fehlerhaften stochastischen Denkens nicht viel hdufiger als jene mit dem
Befund guten stochastischen Denkens, werden aber laut Christensen-Szalanski & Beach (1984) 6-mal haufiger zitiert.
'%In der Hypothese-Daten-Terminologie: Verwechslung von P(DIH) mit P(HID)
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zu Fehlinterpretationen von Signifikanz (vgl. z.B. Falk, 1986; Shaughnessy, 1992). Arbeiten
in der didaktischen Literatur zum Problem der Interpretation von Signifikanz beinhalten auch
Empfehlungen zur Uberwindung von Fehlvorstellungen bei Schiilern (z.B. Krauss &
Wassner, 2001; vgl. Kap.Il, 2.2.2). Jedoch bietet die Verwechslungsthese sicher keine
ausreilclhende Erkldarung fiir das Auftreten von ,,Base-rate neglect”, wie noch deutlich werden
wird.

Systematische Trainingsversuche zur Verbesserung Bayesianischen Denkens wurden
im ,,Heuristik“-Forschungsprogramm nur wenige unternommen. Das liegt nicht zuletzt an den
Folgerungen, die immer wieder eine Analogie zwischen visuellen und kognitiven
Téduschungen betonten (z.B. Tversky & Kahneman, 1974), wodurch die Uniiberwindbarkeit
der Fehlurteile durch Training bereits prognostiziert wurde. Einer der wenigen
Trainingsversuche arbeitete mit Fokussierung (Fischhoff, Slovic & Lichtenstein, 1979). Man
versuchte, die Lernenden stirker fiir den Einfluss von Basisraten zu sensibilisieren, indem sie
innerhalb eines Problems variiert wurden'>. So wurde z.B. beim Taxiproblem, anstatt einer
Basisrate von 15% griinen Taxis, die gleiche Aufgabe derselben Person auch mit 2% und 98%
Basisrate gestellt. Es gab aber kein korrektives Feedback. Tatsdchlich zeigte sich ein
Sensibilisierungseffekt bei den wiederholten Wahrscheinlichkeitsschitzungen zu dieser
Aufgabe, jedoch keine generelle Sensibilisierung fiir den Einfluss der Basisrate bei
gleichstrukturierten Bayesproblemen mit anderen Aufgabenkontexten. In folgenden
Experimenten (Fischhoff & Bar-Hillel, 1984) wurden weitere Fokussierungstechniken
angewandt. Z.B. sollten Versuchspersonen die Losung von Bayes-Problemen immer wieder
schitzen, wobei zuerst nur eine der Informationen in Betracht gezogen werden soll, dann
sukzessive die weiteren. Erst danach sollte die Gesamtschitzung der Losungswahr-
scheinlichkeit vorgenommen werden (,isolation analysis*). Nach Fokussierungstraining
zeigte sich tatsdchlich eine hohere Beachtung der relevanten Informationen. Allerdings
wurden nun auch fiir die Losung irrelevante Informationen stirker beachtet. Das ldsst darauf
schlieBen, dass keine Erhohung eines konzeptuellen Verstindnisses, sondern lediglich eine
mechanisierte Sensibilisierung fiir jegliche Art von (numerischen) Informationen erfolgte.

Insgesamt waren die Trainingsversuche mit Fokussierung auf relevante Informationen
kaum erfolgreich im Hinblick auf eine allgemeine Verbesserung Bayesianischen Denkens.
Die Missachtung von Basisrateninformationen im Sinne einer Untergewichtung konnte nicht
erfolgreich behoben werden (vgl. fiir einen Uberblick Sedlmeier, 1999, S.54). Diese Befunde
schienen aber sehr gut vertrdglich mit dem theoretischen Konzept. Dawes (1988, S.142)
driickte es so aus: ,,Attempts to train people not to think representatively and not to be
influenced by availability or other biases have not been very successful, perhaps because it is
impossible for us to think in a way we do not think”. Von diversen Vertretern des
Heuristikansatzes wurde eine Effektivitit von Training zum Urteilen unter Unsicherheit in
dhnlicher Weise negiert (z.B. Gould, 1992; Piatelli-Palmarini, 1994). Diese sehr rigiden
Folgerungen fiir das menschliche Denken und insbesondere fiir seine Lernfdhigkeit boten
Anlass zu weitreichender Kritik. In Kapitel III dieser Arbeit werden Trainingsstudien zu
Bayesianischem Denken diskutiert, die den Folgerungen des Heuristikansatzes
widersprechen.

' Bei Untersuchungen mit Studenten von Gigerenzer & Hoffrage (1995) trat diese ,,Verwechslung® zwar ebenfalls auf, aber
nur als eine von vielen Strategien (u.a. auch Verwechslung von P(A | B) mit P(A N B), vgl. 4.1.1.).
12 wurde auch spiiter als ,,Subjective Sensitivity Analysis (SSA)* bezeichnet.
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2.2 Theoretische Kritik am Forschungsprogramm

Das ,Heuristics & Biases“-Forschungsprogramm und seine rigiden Folgerungen fiir das
menschliche Denken unter Unsicherheit wurden vielfach sowohl theoretisch kritisiert als auch
empirisch widerlegt. Ausfithrungen zu empirischen Ergebnissen mache ich spéter noch (vgl.
3.). Doch schon bevor die Empirie Gegenbeweise erbrachte, wurden diverse Schwichen auf
methodologischer und normativer Ebene kritisiert, auf die ich im Folgenden ohne Anspruch
auf Vollstidndigkeit kurz eingehen will (vgl. kritische Diskussionen bei Lopes, 1991, Koehler,
1996; mit didaktischem Fokus bei Scholz, 1981).

Bereits angesprochen wurde das Problem, dass die zur Erkldrung dienenden
Heuristiken, wie z.B. die Reprisentativitit, zu vage und unspezifisch sind, um die tatséchlich
zugrundeliegenden kognitiven Prozesse zu erkldren. Auch fehlen jegliche Anhaltspunkte,
wann und unter welchen Bedingungen man einer Heuristik unterliegt. Die Heuristiken wurden
vielfach isoliert voneinander und post hoc zur Erkldarung herangezogen mit der Folge, dass
jeglicher Befund, auch kontrirer Art wie ,,Base-rate neglect” und Konservativismus, letztlich
zu einer Heuristik ,,passt® (Wallsten, 1980; Gigerenzer, 1996). Die wenigen Heuristiken sind
aber keinesfalls ausreichend zur Analyse der kognitiven Strategien (z.B. Scholz, 1981;
Wallsten, 1983). ,,In place of plausible heuristics that explain everything and nothing — not
even the conditions that trigger one heuristic rather than another — we will need models that
make surprising (and falsifiable) predictions and that reveal the mental processes that explain
both valid and invalid judgment* (Gigerenzer 1996, S.595).

Eine andere Kritik richtet sich gegen die zu enge Festlegung von ,,normativen*
Kiriterien, die sich ausschlieBlich an wahrscheinlichkeitstheoretischen Losungen orientieren.
Abweichungen von diesen Kriterien wurden im Sinne von ,bias“ als kognitive Defizite
betrachtet. Diese engen BewertungsmaBstibe beriicksichtigen z.B. nicht die
Kontextabhingigkeit intuitiver, menschlicher Informationsverarbeitung. Gigerenzer (1996,
S.593) fiihrt an: ,,Content-blind norms are appropriate for textbook problems in probability
theory, where the content is only decorative, but they are not appropriate either for evaluating
human judgment or as a research tool to uncover the underlying processes”. Um menschliches
Denken beurteilen zu konnen, d.h. welche kognitiven Prozesse zu welchen Urteilen fiihren,
reicht die bloBe Betrachtung der Kongruenz mit einer Norm nicht aus. Z.B. konnen sich
bereits durch unterschiedliche Interpretation von Aufgabentexten abweichende Losungen
ergeben, die keine kognitiven Fehlschliisse bedeuten (Fiedler, 1980). Manchmal treten auch
Fehler im analytischen Vorgehen auf, z.B. simple Rechenfehler (Scholz, 1987), die aber kaum
im Sinne einer falschen Denkweise zu bewerten sind. Auch konnen vollig unterschiedliche
Denkprozesse zur selben Losung fiithren.'"” Fiir die Aussagekraft empirischer Studien ist daher
eine Untersuchung von Losungsprozessen entscheidend. In solchen Studien zeigte sich
deutlich, dass von der Norm abweichende Urteile ganz unterschiedliche kognitive Strategien
als Ursache haben konnen (vgl. empirische Untersuchungen in Kap.[.4 bzw. Kap. III und IV).

Bedeutsam in diesem Zusammenhang sind auch Theorien und Befunde zu einfachen
und effizienten Heuristiken (,,satisficing®), die vom Menschen bewusst als Strategie
verwendet werden, um mit moglichst wenig Aufwand zu Urteilen zu gelangen. Diese Vision
von Rationalitit beachtet z.B. adaptive Ziele, natiirliche Kontexte und kognitive
Beschriankungen des Denkens (fiir eine Ubersicht z.B. Chase, Hertwig & Gigerenzer, 1998;
Gigerenzer, Todd & the ABC Research Group, 1999; Martignon et al., 2003). Dass dabei
abhédngig von der Struktur des Kontextes erstaunliche Urteilsgenauigkeit verglichen mit der
normativen Optimalstrategie erreicht werden kann, ist deutlich gezeigt worden (z.B.

13 fiir eine iibersichtliche Zusammenstellung der Kritik vgl. auch Bea, 1995, S.43f.
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Martignon & Laskey, 1999; Martignon & Hoffrage, 1999; Martignon, 2001). Es wird darauf
hingewiesen, dass die Strategie der ,,Reprisentativitdtsheuristik* unter gewissen Umstédnden
eine gute Orientierung bei stochastischen Problemen bietet, d.h. nicht unbedingt zu einem
fehlerhaften Urteil fiihrt. In Bayesianischen Situationen wire das etwa bei einer
Informationsstruktur der Fall, wenn die Wahrscheinlichkeit der Hypothese P(H) @hnlich hoch
wie die Wahrscheinlichkeit der Daten P(D) ist.'* Tatséchlich zeigten empirische
Untersuchungen anhand verschiedener Bayesianischer Probleme, dass die Anwendung der
,Reprasentativititsstrategie mit dem Vorliegen einer solchen Informationsstruktur korrelierte
(Gigerenzer & Hoffrage, 1995, S.698; vgl. eine detaillierte Darstellung der Studien in
Kap.[.4.).

So miissen ,,falsche — oder besser gesagt nicht normative — Ergebnisse bei der Losung
von Textproblemen nicht unbedingt fehlerhaftes Denken oder Intuition bedeuten und sind
schon gar nicht auf die Stufe von Befunden iiber das menschliche Denken generalisierbar.
Diesem ,,bias* unterlagen vielfach die Vertreter des Heuristikprogramms (vgl. z.B. Einhorn &
Hogarth, 1981; Gigerenzer & Murray, 1987). In diesem Sinne kommt Fiedler (1980, S.36) zu
dem Schluss: ,,Die kognitiv-psychologische Aussagekraft dieser Befunde ist [...] bei weitem
iberschitzt worden®.

2.3 Bewertung aus didaktischer Sicht

Generell wurde von Mathematikdidaktikern, die sich mit Stochastik befassten, hdufig betont,
dass bei der Beschiftigung mit stochastischen Problemstellungen in weit stirkerem Maf3e als
bei anderen Gebieten der Mathematik von der Theorie abweichende Vorstellungen existieren.
Freudenthal z.B. unterstreicht: ,,Seit dem Anfang der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat es
immer strittige Probleme gegeben, das heiflt Aufgaben, die verschieden gelost wurden, bis
eine sorgfiltige Analyse zeigte, welche der streitenden Parteien recht hatte. Es waren iibrigens
durchaus nicht zweitklassige Mathematiker, die da desavouiert wurden; zu dieser Erscheinung
gibt es in der reinen Mathematik keine Analogie* (Freudenthal, 1973, S.532).

Die im ,,Heuristikprogramm* identifizierten Schwierigkeiten von Versuchspersonen,
z.B. bei bedingter Wahrscheinlichkeit und Bayesianischen Folgerungen, priagten schlieflich
auch eine didaktische Diskussion. Das Interesse der Mathematikdidaktik richtete sich jedoch
— wie auch neuere Trainingsforschung in der Kognitionspsychologie (vgl. Kap.IIl, z.B.
Sedlmeier, 1999) — naturgemdl eher auf die prozessuale Frage, wie Schwierigkeiten besser
iiberwunden werden konnen bzw. stochastisches Denken gefordert werden kann, als auf die
reine Untersuchung der Diskrepanz menschlichen Denkens von normativen Losungen und der
Kategorisierung. Eine Vielzahl von Arbeiten, die auf kritischer didaktischer Analyse und
Diskussion der Ergebnisse von Kahneman & Tversky’s Heuristiktheorie basierten (z.B.
Shaughnessy, 1977; Scholz, 1981; Walter, 1983; Bentz & Borovcnik, 1985; Pollatsek et al.,
1987; Falk, 1988), regten zum Weiterdenken in Richtung einer Verdnderung der
konventionellen Lehr- und Lernmethoden an. Nur um ein Beispiel zu geben, wird die
Reprisentativititsheuristik bei Bentz und Borovcnik (1985) als vornehmlich positive Strategie
aufgefasst, ,, [...] nach der man sich in bestimmten stochastischen Problemen gut orientieren
kann. Man muss nur aufpassen, wie man ,reprisentativ’ im jeweiligen Fall zu verstehen hat.
Dieses zu kldren, zu schulen, ist eine Aufgabe des Unterrichts® (S.248). Die didaktische
Perspektive reicht dabei teilweise iiber die rein stoffliche Dimension hinaus und fiihrt zu
elementaren Uberlegungen iiber grundlegende Schwierigkeiten bei der Modellbildung und
Mathematisierung oder iiber Grenzen und Wert intuitiver und formaler Losungen. Ziel ist eine

4 ergibt sich aus: P(HID) = P(DIH) < P(HAD) : P(D) =~ P(HAD) : P(H) < P(H) = P(D).

19



KAPITEL | Kognitionsforschung zu Bayesianischem Denken

Verinderung des Schulcurriculums in Richtung einer verbesserten Entwicklung von
Handlungs- und Entscheidungsfihigkeit der Schiiler (Scholz, 1981, S.3f.).

Die Frage der Intuitivitit der aus der Theorie abgeleiteten Vorgehensweisen spielt in
diversen Arbeiten eine zentrale Rolle (z.B. Borovcnik & Bentz, 1991; Borovcnik, 1992) und
basiert auf den entwicklungspsychologischen Untersuchungen von z.B. Piaget & Inhelder
(1951/1975), Fischbein (1975; 1987) oder Kapadia (1984). Die Beriicksichtigung der
grundlegenden Intuitionen der Lernenden und die Weiterentwicklung stehen im Vordergrund,
wobei nun nicht mehr nur die Widerspriiche, sondern vor allem auch die Komplementaritit
von intuitiven und formalen Strategien Beachtung finden (Wittmann, 1981). Das zentrale
Prinzip des Lernens von Stochastik ist demnach ein dynamisches Wechselspiel aus intuitiven
Vorstellungen und z.B. durch systematische Unterweisung neu entstehender Theorien. Eine
groBe Forschungsfrage ist natiirlich, wie diese Unterweisung auszusehen hat, um Intuitionen
in den Kopfen der Schiiler zu adidquatem Wissen werden zu lassen. Diese Forschung
impliziert auch die Frage nach geeigneten BewertungsmaBstédben fiir konzeptuelles Wissen in
Stochastik (Konold, 1995).

Trotz dem Bewusstsein um die besondere Problematik des Lehrens und Lernens von
Stochastik ist diese Sichtweise weit optimistischer und konstruktiver als das Credo der
,Heuristics and biases“- Literatur und ermutigte nun dazu, iiber didaktische Moglichkeiten
und Verdnderungen unter Beriicksichtigung dieser intuitiven Vorstellungen nachzudenken:
,In stressing the difficulty of altering various student conceptions, I certainly do not mean to
discourage attempts to teach probability and statistics concepts. Rather I want to suggest that
we do more than we currently do to determine the effects of instruction on whatever concepts
we hope our instruction fosters” (Konold, 1995, S.7). Einige empirische Untersuchungen
zeigten bereits Moglichkeiten fiir diese Forderung stochastischen Wissens auf (z.B.
Shaughnessy, 1992). Fiir den Themenbereich ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayes* gibt
Kapitel II eine Analyse des Status quo in der Mathematikdidaktik.

Ein meines Erachtens sehr wichtiges Fazit aus der groflen Fiille didaktischer und
psychologischer Analysen des Denkens unter Unsicherheit, die durch das
,Heuristikprogramm* stimuliert wurden, ist, dass beide Perspektiven sich wechselseitig
befruchten konnen (Scholz, 1991, S.4). Einerseits miissen psychologische Erkldrungsansitze
fiir Denkprozesse, insofern sie plausible Aussagen mit Prozesscharakter bieten, natiirlich bei
den Konstruktionen von Curricula und Lehr-Lern-Szenarien beachtet werden. Andererseits
kann die didaktische Analyse manche, aus experimental-psychologischer Sicht manchmal
vernachléssigte Probleme bei der empirischen Untersuchung von Denkprozessen aufdecken
(vgl. Bentz & Borovcnik, 1985, S.258f.). Auch diese Arbeit soll zur Vernetzung der beiden
Disziplinen einen weiteren Beitrag leisten.

3 Forschungsprogramm ,,Okologische Rationalitit"

Wir fanden bisher beziiglich der Frage der Ubereinstimmung Bayesianischen Denkens mit
den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie von Kongruenz (zumindest des ,homme
éclairé) zu Zeiten der Aufkldarung, {iiber ,tendenzielle Kongruenz bei frithen
Kognitionsexperimenten bis hin zu weitgehendem Konflikt im Heuristikprogramm einen
hochstmoglichen Grad der Kontroverse. Der nun dargestellte Ansatz geht davon aus, dass
diese Frage zu eng gefasst ist und einen entscheidenden Aspekt auBler Acht ldsst: Kognitive
Algorithmen sind jeweils an ihre spezifische Umwelt adaptiert und nicht an mathematische
Theorie oder Logik. Die Analogie zwischen kognitiven und visuellen Illusionen, die von
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Vertretern der Heuristikforschung gerne zur Verdeutlichung der Stabilitidt von Fehlschliissen
verwendet wurde, kann auch die Idee der ,,0kologischen Rationalitédt* plausibel machen. Aus
,optischen Tduschungen®, die unter bestimmten Bedingungen auftreten (z.B. abhingig von
Lichtverhiltnissen), ldsst sich nicht folgern, dass menschliche Wahrnehmung generell
defizitir zu bewerten ist. Analog betrachtet, wiirde auch das menschliche Denken unter
Unsicherheit nur unter bestimmten Bedingungen ,,versagen®.

Gerd Gigerenzer (z.B. 1991, 1993c) und die Forschungsgruppe ,,Adaptives Verhalten
und Kognition* sahen in der Reprdsentation von Informationen eine wichtige Bedingung fiir
menschliche Rationalitidt. GewissermaBlen folgt diese Art der Repridsentation aus der
,2Umwelt”, an die kognitive Algorithmen mehr oder weniger adaptiert sind. Diese Vision
einer ,,0kologischen Rationalitit®, also der Verbindung von menschlicher Rationalitédt mit den
Informationsstrukturen der Umwelt, ist insbesondere von Egon Brunswik (z.B. 1943; 1955)
und Herbert Simon (z.B. 1956; 1990) besonders gefordert worden.

3.1 Naturliche Haufigkeiten und ,,natural sampling*

Im Falle Bayesianischen Denkens war also die entscheidende Frage, an welche Art von
Informationsrepriasentation kognitive Algorithmen eher adaptiert sind. Die (numerischen)
Informationen in den Aufgabenitems der Studien des ,Heuristikprogramms® waren als
Wahrscheinlichkeiten bzw. relative Héaufigkeiten formuliert. Dieses Informationsformat
entspricht der heutzutage iiblichen Art, Unsicherheit zu kommunizieren. Der Umgang mit
relativen Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten oder Prozentwerten entwickelte sich aber
erst allmdhlich im Zuge der Mathematisierung von Unsicherheit und Zufall, also in den
letzten Jahrhunderten. Auf welche Informationen hitte der Mensch aber ohne solche
mathematischen Objekte seine Beurteilung von Unsicherheit gestiitzt? Plausibel ist, dass er
absolute Héufigkeiten heranzieht, die er beobachtet oder anders erfahren hat. Das Argument,
das nun zur obigen Frage zuriickfiihrt, ist, dass menschliches Denken aufgrund der
Langsamkeit evolutorischer Prozesse noch nicht an die aus der mathematischen Theorie
entstandenen numerischen Formate (z.B. ,,85% aller Taxis in der Stadt sind blau*) angepasst
ist, wohl aber natiirlicherweise an Haufigkeitsinformationen, die in einer Art sequenziellem
Beobachtungs- oder Erfahrungsprozess gebildet werden (z.B. ,,Von 60 beobachteten Taxis
sind 51 blau*). Aufgrund der Uberzeugung, dass Menschen intuitive Urteile auf eine solche
induktive Weise in Interaktion mit der natiirlichen Umwelt féllen, sprechen Gigerenzer und
Kollegen von , natiirlichen Hdufigkeiten*. Der Prozess ihrer Entstehung wird als ,,natural
sampling “ bezeichnet (Kleiter, 1994; Gigerenzer & Hoffrage, 1995).

Ich mochte kurz Begriffe und Bedeutung von ,,natural sampling® bzw. ,natiirlichen
Héufigkeiten* nidher erldutern und insbesondere von ,relativen Héaufigkeiten* abgrenzen, um
Missverstdandnisse zu vermeiden. Ich werde dies in Analogie zur obigen medizinischen
Diagnosesituation (vgl. 2.1) deutlich machen.

Stellen wir uns eine Welt vor, in der nichts iiber das Auftreten von Brustkrebs oder die
Verliasslichkeit von Testverfahren bekannt ist. In dem Fall konnte ein Diagnostiker nur aus
seiner Erfahrung urteilen.

Nehmen wir an, ein Arzt hétte bisher 1000 symptomfreie 40 bis 50-jdhrige Frauen untersucht, von
denen 10 Brustkrebs (B) hatten. Von den 10 kranken Frauen erhielten 8 ein positives Testergebnis
(T,). Von den 990 Gesunden waren 95 Testergebnisse positiv.

Nun kommt eine 45-jéhrige symptomfreie Frau zum Arzt und will auch auf Brustkrebs getestet werden.
Sie testet positiv. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie Brustkrebs hat?
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Diese ,,Ubersetzung” der Diagnosesituation mit relativen Hiufigkeiten in natiirliche
Héufigkeiten konnte das Ergebnis eines ,Natural sampling“ — Prozesses sein. Die
Wahrscheinlichkeitsfrage sollte wohl richtiger lauten: Wie grof3 sollte der Arzt aufgrund
seines Kenntnisstandes die Wahrscheinlichkeit einschitzen, dass die Frau Brustkrebs hat?
Unter Einbeziehung seiner Erfahrungen gibt der Anteil der von ihm untersuchten Frauen, die
krank waren und positiv testeten, von allen Frauen, die positiv testeten, eine verniinftige
Schitzung:

|BmT+|_ |BAT 4 8 8

P(BIT+)= = = =
G T |BAT+[BAT. 8+95 103

=7,8% (2)

Wie man sieht, braucht der Arzt bei der Schidtzung nur zwei Teilpopulationen aller
untersuchten Frauen zu beachten, nimlich die kranken Frauen mit positivem Test (B m T;)
und die nicht kranken Frauen mit positivem Test (nicht B m T,). In diesem Sinne ist ,,natural
sampling® ein simpler Zdhlvorgang des Auftretens bestimmter Merkmalskategorien, der zu
,hatiirlichen Haufigkeiten® fiihrt.

Relative Hiufigkeiten entstehen ganz genauso in einem ,,Sampling-Prozess®, den ich
zur Unterscheidung als ,, relative sampling “ bezeichnen will (vgl. Abb.I.1). Die Beobachtung,
dass bei einer Untersuchung von symptomfreien 40-50jdhrigen Frauen (oder allgemein beim
ersten von j Experimenten), die 1000-mal wiederholt wird, 10-mal eine Krankheit auftritt,
fiihrt zu der mehr oder weniger berechtigten Folgerung, dass die Krankheit auch bei den
nichsten 1000 Untersuchungen (unter gleichen Bedingungen) etwa 10-mal — vielleicht ein
wenig hédufiger oder auch seltener — beobachtet wird. Als Folge dieser GesetzmaBigkeit
ordnet man dem  Auftreten der Krankheit einen Wert zu, der ihre
Auftretenswahrscheinlichkeit (unter diesen Bedingungen) beschreibt, namlich P(B) = 10 /
1000 oder 1% (,relative Haufigkeit). Nun folgt ein anderes Experiment (z.B. von einem
Entwickler fiir medizinische Tests, Experiment 2): Diesmal werden 40-50jdhrige Frauen
untersucht, die bereits krank sind, z.B. auch 1000. Man stellt nun fest, dass ein spezielles
Testverfahren bei 800 Frauen zu einem positiven Ergebnis fiihrte, und folgert analog, dass die
Auftretenswahrscheinlichkeit von positiven Testergebnissen bei kranken 40-50jdhrigen
Frauen P(T+ | B) = 800 / 1000 ist oder 80%. Ein analoges ,,Test-Experiment* wird auch mit
gesunden Frauen durchgefiihrt.

Der Unterschied zwischen natiirlichen und relativen Haufigkeiten ist nun ersichtlich:
Wihrend natiirliche Héufigkeiten fiir alle relevanten Ereignisse in einem einzigen Experiment
bzw. ,,Sampling-Prozess* entstehen, werden relative Hiufigkeiten fiir jedes Ereignis in
unterschiedlichen Experimenten bzw. ,,Sampling-Prozessen* ermittelt (vgl. Abb.I.1). Sie
tragen damit aber keine Informationen iiber die anderen ,,Sampling-Prozesse®. Also z.B. die
relative Hiufigkeit fiir positive Testergebnisse bei Brustkrebs ,,80%“ beinhaltet keine
Information iiber die Basisrate fiir Brustkrebs ,,1%, die natiirliche Haufigkeit ,,8 (von 10)*
hingegen schon. Gewissermallen wurde die Basisrate bereits mitverarbeitet im Sinne eines
Anteils von einem Anteil (,,8 von 10 Kranken von 1000 Frauen insgesamt®). Wihrend man
aus natiirlichen Haufigkeiten jegliche Art von Wahrscheinlichkeitsschitzung, wie z.B. fiir P(B
| T+), direkt treffen kann, miissen fiir gewisse Wahrscheinlichkeitsschdtzungen aus relativen
Haufigkeiten Verkniipfungsregeln angewandt werden.
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Sampling- Natural sampling Relative sampling
Prozess Experiment

(n-fache Wdhl.) Experiment 1 Experiment 2 Experiment j
(ny-fache Wdhl.) | | (no-fache Wdhl.) | ... (nj-fache Wdhl.)

. A \ 4 v

Natiirliche 3 - -

Ergebnis Haufigkeiten h; relatlv: Hfgk. relatlv: Hfgk. relatlv: Hfgk.

1 2 | j
Partitionen von n: Anteil von ny Anteil von nz Anteil von n;

h1+h2+...+hi =N
¢ \ v /

Input YT —— Wahrscheinlichkeitsinterpretation
anrscneinfichxeis Verknipfungsregeln fiir Wahrscheinlichkeiten
interpretation
Urteil Wahrscheinlichkeits- Wahrscheinlichkeits-
schéatzung schétzung

Abb.I.1: ,Natural sampling* und ,,Relative sampling* im Vergleich

Bei Bayesianischen Situationen heillt das konkret, dass A-priori- mit Likelihood-
Wahrscheinlichkeiten gewichtet und diese gewichteten Wahrscheinlichkeiten iiber weitere
Regeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeit bzw. totale Wahrscheinlichkeit weiterverarbeitet
werden miissen, wodurch eine Regel (von Bayes) fiir eine verniinftige Schitzung der ,,neuen*
Wahrscheinlichkeit entsteht (vgl. Gleichung 1 in 2.1.).

Zuriick zum menschlichen Denken und zur heutigen Welt: Selbstverstindlich kénnen
Menschen heutzutage sehr hdufig auf Statistiken als Ergebnis gesammelter Informationen
zuriickgreifen und miissen nicht mehr selbst ,,samplen®. Der Denkprozess setzt in diesem Fall
sozusagen erst nach dem Sampling-Prozess ein. Die Informationen sind oft lediglich als
relative Héufigkeiten verfiigbar, wie insbesondere auch in den Aufgabenitems der
,Heuristikexperimente* von Kahneman, Tversky und Kollegen. Die Hypothese, die
Gigerenzer (1991) oder Cosmides & Tooby (1996) aufstellten, besagt, dass gerade dieses
Format ,,relative Haufigkeit* bzw. ,,Wahrscheinlichkeit* als Grenzwert relativer Haufigkeiten
die mannigfaltig festgestellten Probleme bei Wahrscheinlichkeitsschidtzungen erst hervorruft.
Weil Menschen ohne Wissen um stochastische Regeln intuitiv ,,natural sampling* betreiben
wiirden, nehmen sie an, dass Wahrscheinlichkeitsschitzungen, die auf der Basis natiirlicher
Haufigkeiten getroffen werden, deutlich besser ausfallen, als solche auf der Basis von
relativen Héufigkeiten. Diese Grundhypothese wurde detailliert empirisch untersucht (vgl. 4.
in diesem Kapitel).

Die Hypothese, dass mentale Algorithmen zum Umgang mit Unsicherheit auf Basis
natiirlicher Hiufigkeiten sehr gut arbeiten, ist auch konsistent mit Befunden anderer
Forschungsgebiete  zur  menschlichen = Kognition, z.B. der  Forschung  zur
Haufigkeitsverarbeitung (,.frequency processing*). Wie Haufigkeiten verarbeitet werden, ist
in der aktuellen psychologischen Forschung ein vielfach diskutiertes Thema (fiir eine
Ubersicht: Sedlmeier & Betsch, 2002), und war es in Bezug auf Gedachtnisleistung bereits zu
den Anfidngen der Psychologie (z.B. Ebbinghaus, 1913/ 1885). Unzweifelhaft sind
Haufigkeitsinformationen eine der fundamentalen Dimensionen der Erfahrung und verdienen
besondere Aufmerksamkeit.
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Der Untersuchungsschwerpunkt der ,(frequency processing“-Forschung ist die
Verarbeitung wiederholt auftretender Ereignisse oder Objekte, die entweder direkt beobachtet
oder indirekt, z.B. als zusammengefasste Haufigkeitsinformation, enkodiert werden (,,ich sah
fiinf junge Leute mit griinen Haaren®). Die Verarbeitung von Hiufigkeitsinformationen wurde
aufgrund diverser Experimente vielfach als nahezu automatischer Prozess beschrieben, der
ohne besondere Aufmerksamkeit und Intention erfolgt (Hasher & Zacks, 1984; Uberblick:
Zacks & Hasher, 2002). Die Erklarung des Heuristikansatzes fiir ,,Fehler, die
Verfiigbarkeitsheuristik (Tversky & Kahneman, 1973), ist in der heutigen Sicht nur eine von
vielen moglichen Strategien, die bei der Verarbeitung von Hiufigkeiten angewandt werden
konnte. Dem Erkldrungsansatz mangelt es, #dhnlich dem Reprisentativitdtsansatz, an
Aussagekraft, theoretischer Konsistenz und sogar an Falsifizierbarkeit (Betsch & Pohl, 2002).
Ein derzeit weitreichender Konsens besteht darin, dass Menschen sehr sensitiv gegeniiber
Haufigkeitsinformationen sind. Es gibt mittlerweile gute theoretische Simulationsmodelle, die
sowohl den generell sehr kompetenten Umgang mit wiederholt auftretenden Ereignissen und
darauf basierende Schitzungen von relativen Hiufigkeiten oder Wahrscheinlichkeiten, als
auch mogliche Stérungen und ihre Bedingungen erkldren konnen (vgl. MINERVA-DM:
Dougherty et al.,, 1999; PASS: Sedlmeier, 1999, 2002). Die Ergebnisse dieses
Forschungsgebietes der menschlichen Haufigkeitsverarbeitung erhellen auch die Prozesse, die
bei der Verarbeitung von natiirlichen Haufigkeiten als Input bei probabilistischen Urteilen
ablaufen, und besitzen damit einen hohen Erkldrungswert fiir mogliche Befunde.

3.2 Grafisch-visuelle Reprasentation

Es besteht kein Zweifel dariiber, dass grafische Darstellungen die Leistungsfihigkeit des
Menschen bei der Informationsverarbeitung unterstiitzen konnen, insbesondere in
stochastischen Bereichen (vgl. Tukey, 1977; Biehler, 1982). Sie sind damit eine weitere
wichtige Dimension des didaktischen Interesses (z.B. Biehler, 1985). Eine theoretische
Erklarung gibt z.B. die ,,Dual-Coding Theory* (z.B. Paivio, 1971, 1978), die von zwei
kognitiven, aber interagierenden Subsystemen ausgeht: einem verbalen und einem visuellen,
die beide an der Verarbeitung visueller Informationen beteiligt sind. Die Theorie besagt, dass
grafisch-visuelle Darstellung, die von beiden Subsystemen simultan verarbeitet wird, besser
behalten und reproduziert wird als textuelle, die nur vom verbalen System verarbeitet wird.
Der genaue Einfluss der Modalitdten und deren Wechselwirkung im Denken ist jedoch noch
wenig erforscht. Insbesondere kann die Theorie keine kldrenden Aussagen dariiber bieten,
warum eine grafische Darstellung einer anderen iiberlegen sein kann (fiir einen Uberblick vgl.
Mandl & Levin, 1989).

Aus der Theorie der ,,0kologischen Rationalitit* folgt eine differenzierende Hypothese
iiber den Nutzen grafisch-visueller Darstellungen fiir die Beurteilung probabilistischer
Situationen. Grundsitzlich ist sie umso gebriduchlicher fiir die intuitive Problemldsung je
nidher sie die in der natiirlichen Umgebung sichtbaren Eigenschaften der auftretenden
Ereignisse reprédsentiert bzw. widerspiegelt. Die These der Adaption des menschlichen
Denkens an natiirliche Hiufigkeiten als Ergebnis eines ,,Natural sampling®“-Prozesses kann
also auch auf grafische Darstellungen iibertragen werden. Insbesondere folgt aus den
Uberlegungen zu ,Natural sampling“-Prozessen, dass eine Verbesserung der
Problemloseleistung auch erreicht werden kann, wenn der Sampling-Prozess (oder eine
Simulation davon) visuell verfolgt werden kann, anstatt nur dariiber berichtet wird
(Sedlmeier, 1999, S.65). Befunde bei Christensen-Szalanski und Beach (1982) zeigten z.B.,
dass nach einer sequenziellen Beobachtung von Ereignissen bessere Wahrscheinlich-
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keitsschitzungen gegeben werden konnten als nach einer Angabe der relativen Haufigkeiten
des Auftretens dieser Ereignisse.15

Wie miisste eine grafische Darstellung aussehen, die moglichst gut das Ergebnis eines
»hatural sampling®“-Prozesses wiedergibt? Ich halte die folgenden Punkte fiir entscheidend
(vgl. auch Wassner, Krauss & Martignon, 2002):

1. Sie sollte auf natiirlichen Hdufigkeiten basieren, die entweder direkt beobachtet wurden
oder als Ergebnis eines Sampling-Prozesses kommuniziert werden.

2. Sie sollte den prozessualen Charakter des ,,natural sampling* verdeutlichen. D.h. es muss
nachvollziehbar sein, wie die natiirlichen Hiufigkeiten gebildet wurden.

3. Sie sollte Mehrstufigkeit veranschaulichen kénnen.

4. Sie sollte hierarchische Beziehungen abbilden konnen.

Punkte 1 und 2 folgen aus dem bisher Dargestellten. Punkt 3 ist erforderlich, da mehr als ein
Merkmal in die Beurteilung einbezogen werden muss. Punkt 4 ist sinnvoll, da eine
Klassifizierung bzw. Kategorisierung (,,Teilmengenbildung®) zuerst nach einem Merkmal,
dann nach dem nichsten Merkmal u.s.w. erfolgt.

Das Baumdiagramm wird benutzt, um mehrstufige Prozesse zu veranschaulichen. Es
dient auch, z.B. in der Informatik, zur Darstellung hierarchischer Beziehungen oder
Datenstrukturen. Die Baumdiagrammstruktur eignet sich in besonderer Weise als grafische
Veranschaulichung des Ergebnisses eines ,,natural sampling®“-Prozesses. Abb. 1.2 zeigt die
Darstellung der Diagnosesituation (vgl. 3.1.) in einem Baumdiagramm (,,Hdufigkeitsbaum,
vgl. Gigerenzer & Hoffrage, 1995, S.687). Die Darstellung erfiillt insbesondere die 4 oben
genannten Anforderungen. Die verschiedenen Informationen werden stufenweise im Baum
verarbeitet, wobei jeweils fehlende Werte iiber Summenbildung erginzbar sind.

. Natural sampling Darstellung im Héufigkeitsbaum
Information: Grafisch-visuelle Darstellung der Information:
Nehmen wir an, ein Arzt hétte bisher 1000 1000
symptomfreie 40 bis 50-jéhrige Frauen untersucht,
Kein
Brustkrebs Brustkrebs
von denen 10 Brustkrebs (B) hatten.
®) 10 990
Von den 10 kranken Frauen erhielten 8 ein positives / \ / \
Testergebnis (T,). Von den 990 Gesunden waren 95
Testergebnisse positiv. 8 2 95 895
Test Test Test Test
positiv negativ positiv negativ
Problemstellung: Beurteilung:

Nun kommt eine 45-jahrige symptomfreie Frau zum | Nur noch die positiven Testfille sind relevant.
Arzt und will auch auf Brustkrebs getestet werden. | Alle positiven Testfélle: 8 + 95 = 103,
Sie testet positiv. davon tatséchlich Brustkrebs: 8

Wie gro3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie | Wahrscheinlichkeitsschatzung: 8/ 103 = 7,8%
tatsdchlich Brustkrebs hat?

Abb. 1.2: | Natural sampling* und korrespondierende grafische Darstellung im ,,Haufigkeitsbaum

15 Sequentielle Darbietung der Informationen iiber Patienten erfolgte mittels 100 Dias mit jeweiligen Angaben, ob ein Patient
Lungenkrebs hat oder nicht und ob ein Test positiv oder negativ ausfiel. Die Versuchspersonen schitzen danach im Mittel
P(Lungenkrebs | positiver Test) auf 0,22 (tatséchliche relative Haufigkeit war 0,24); allerdings war eine hohe Varianz der
Schitzungen festzustellen.

25



KAPITEL | Kognitionsforschung zu Bayesianischem Denken

Das Baumdiagramm beinhaltet alle relevanten Ergebnisse des ,,Sampling* Prozesses, die als
Input fiir die Beurteilung herangezogen werden miissen. Die Urteilsbildung geschieht auf
Basis weiterer sehr intuitiver Uberlegungen, die — wie bereits erwihnt — ohne
Verkniipfungsregeln fiir Wahrscheinlichkeiten auskommen (vgl. auch Abb.I.1).

Es gibt weitere grafische Darstellungsformen, die das Ergebnis eines ,Natural
sampling*- Prozesses veranschaulichen konnen, z.B. Tabellen (vgl. Abb.1.3) oder Fléchen-
bzw. Rasterdiagramme (vgl. Abb.1.6 bzw. Abb.II.12; Gigerenzer, 1993c, S.106).16

gesamt | Brustkrebs | Kein Brustkrebs
gesamt 1000 10 990
Test positiv 103 8 95
Test negativ | 897 2 895

Abb. 1.3: Grafische Darstellung in einer Tabelle mit natiirlichen Hiufigkeiten (,,Vierfeldertafel mit
Randhéufigkeiten®)

Beziiglich des Informationsgehalts bzw. der -menge konnen diese Darstellungen analog sein.
Fraglich ist allerdings, ob sie auch #hnlich gut den Urteilsprozess unterstiitzen. Einige
Befunde dazu werden in 4.2. dargestellt.

Es sei an dieser Stelle auf theoretische Vorteile von Baumdiagrammen gegeniiber
anderen Darstellungsformen hingewiesen. Die oben aufgefiihrten Punkte 2, 3, und 4 sind
nach meiner Einschédtzung bei Baumdiagrammen am besten verwirklicht. Die Kategorisierung
(Bildung der moglichen Teilmengen) wird im Baum durch die hierarchische Struktur am
klarsten veranschaulicht, d.h. die Entstehung der natiirlichen Héufigkeiten kann am
einfachsten nachvollzogen werden. Tatsdchlich kann aber nur das Baumdiagramm
Mehrstufigkeit veranschaulichen, wenn mehr als zwei Merkmale in die Beurteilung
einbezogen werden sollen. Auch fiir diese komplexeren Bayesianischen Situationen gibt es
empirische Befunde im Hinblick auf eine Urteilsverbesserung durch Haufigkeiten (vgl. 4.1.3).

4 Empirische Ergebnisse des Forschungsprogramms ,,Okologische
Rationalitat” zum Bayesianischen Denken

In einer Reihe von empirischen Studien wurden aus den theoretischen Uberlegungen, wie im
vorherigen Abschnitt erliutert, generierte Thesen zum Einfluss der Darbietungsform'’ auf
Performanz und Prozesse bei Bayesianischem Denken untersucht. Ich fasse einige
grundlegende theoretische Uberlegungen zu Vorteilen natiirlicher Haufigkeiten als ,,Input* fiir
Bayesianisches Denken im Vergleich zu relativen Hiufigkeiten (bzw. Wahrscheinlichkeiten)
nochmals zusammen (vgl. auch Gigerenzer & Hoffrage, 1995):

e  Wenn der Mensch iiber addquate intuitive mentale Algorithmen verfiigt, arbeiten diese mit
Héufigkeitsinformationen (,, evolutionary argument“, ebenda S.686).

16 Auf diese und weitere Darstellungsformen wird auch detailliert in einer didaktischen Analyse (Kapitel II.2) eingegangen.

7 Ich verwende im Folgenden ,Darbietungsform® als Uberbegriff fir die Darstellung einer Problemsituation i.w.S.
hinsichtlich numerischer Informationsformate und -struktur, Elementen der Situationsbeschreibung, Art der Frage- bzw.
Problemstellung, Einbeziehung grafischer Darstellungen etc.
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Daraus ergeben sich direkte prozedurale Konsequenzen:

e Natiirliche Héufigkeiten werden in einem sequentiellen Prozess gebildet, in dem
insbesondere Basisraten in jeder Stufe beriicksichtigt werden. ,,Base-rate Neglect* wird
insbesondere unterbunden.'®

¢ Die Notwendigkeit von Verkniipfungsregeln fiir Wahrscheinlichkeiten ist bei natiirlichen
Héufigkeiten nicht gegeben.

e Der ,Input” der mathematischen Verarbeitung sind natiirliche Zahlen an Stelle von
rationalen Zahlen im Intervall [0;1] (bzw. Prozentwerte).

¢ Insgesamt sind weniger mathematische Operationen nétig (vgl. Gleichung 1 und 2).

Im Folgenden gebe ich einen Uberblick iiber einige Studien und wichtige empirische
Ergebnisse zum Bayesianischen Denken. Dabei gehe ich zunichst auf Laborvergleichsstudien
ein, in denen das numerische Format der Information bzw. die Struktur der Situationen
variiert, aber keine vorherige Instruktion bzw. grafischen Darstellungshilfen'® gegeben
wurden. Anschliefend gehe ich auf Studien ein, in denen auch der Einfluss grafischer
Darstellung (ohne Instruktion und Training) untersucht wurde. Die Verwendung dieser
Ergebnisse fiir Trainingsstudien wird in Kapitel 11l gesondert behandelt.

4.1 Einfluss des Informationsformates auf Bayesianisches Denken

Das Ziel der Studien war — gleichsam als ,,Antwort* auf das Heuristikforschungsprogramm —
ein Performanzvergleich zwischen Problemsituationen in der ,,Standardformulierung® mit
relativen Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten und ,,Ubersetzungen“ dieser Situationen in
natiirliche Haufigkeiten. Nicht nur die Urteilsperformanz, sondern auch die Urteilsprozesse
wurden untersucht.

Eine Wahrscheinlichkeitsversion der Mammografie-Aufgabe (vgl. 2.1.) wurde z.B.
folgendermalien in eine Haufigkeitsversion ,,iibersetzt*:

Wahrscheinlichkeitsversion (Standard) Haufigkeitsiibersetzung

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine 40-jahrige, 10 von 1000 symptomfreien, 40-jdhrigen Frauen, die
symptomfreie Frau Brustkrebs hat, die an einer an einer Vorsorgeuntersuchung teilnehmen, haben
Vorsorgeuntersuchung teilnimmt, betrdgt 1%. Brustkrebs.

Wenn Brustkrebs vorliegt, ist die Wahrscheinlichkeit 8 von 10 Frauen mit Brustkrebs erhalten eine positive
80%, dass die Mammografie positiv ausféllt. Mammografie.

Wenn kein Brustkrebs vorliegt, ist die 95 von 990 Frauen ohne Brustkrebs erhalten trotzdem
Wahrscheinlichkeit 9,6%, dass die Mammografie eine positive Mammografie.

trotzdem positiv ausféllt.

Eine 40-jahrige, symptomfreie Frau erhélt eine Stellen Sie sich eine Menge zuféllig ausgewdhlter,
positive Mammografie in einer Routineunter- symptomfreier Frauen mit 40 Jahren vor, die eine
suchung. positive Mammografie in einer Routineuntersuchung

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie erhalten haben.

tatsdchlich Brustkrebs hat? % Wie viele dieser Frauen haben nach lhrer
Einschétzung tatsédchlich Brustkrebs? von

Tab.I.1: Mammografie-Aufgabe in der Wahrscheinlichkeitsversion und in der Haufigkeitsversion (englische
Originalversion: Gigerenzer & Hoffrage, 1995, S.688)

'8 Im Diagnosebeispiel: Im Prozess der Bildung der natiirlichen Hiufigkeit fiir kranke Frauen mit positivem Test ,,8 (von 10
von 1000)* sind Basisrateninformation ,,10 von 1000* und Likelihoodinformation ,,8 von 10* enthalten.
!9 Man beachte, dass die Versuchspersonen evtl. im eigenen Losungsprozess grafische Darstellungen benutzen konnten.
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Ich mochte eingangs, bevor ich niher auf die Studien eingehe, auf einen kldarenden Punkt
hinweisen, der diese Ubersetzung betrifft. Unter wahrscheinlichkeitstheoretischen
Gesichtspunkten betrachtet stellt die Haufigkeitsversion ein gedankliches, idealisiertes,
mehrstufiges Zufallsexperiment dar. Gedanklich deswegen, weil es der Urteilende nicht selbst
durchfiihrt, also der Sampling-Prozess nicht in der eigenen Erfahrung des Urteilenden liegt,
sondern ihm nur das Ergebnis bekannt ist. Idealisiert deswegen, weil das Ergebnis genau der
in den Wabhrscheinlichkeiten ausgedriickten Erwartung entspricht, insofern ein ,ideales*
Ergebnis darstellt, das im Allgemeinen nicht unbedingt so auftritt, wenn das Experiment
durchgefiihrt wird. Mehrstufig deswegen, weil zwei Merkmale in Betracht gezogen werden.
Die Wahrscheinlichkeitsversion weist im Ubrigen auf ein Zufallsexperiment mit genau
denselben Eigenschaften hin. Wenn man ,Wahrscheinlichkeit x % als ,x von 100*
interpretiert, wird dies ersichtlich, wobei aber — wie bereits ausgefiihrt — keine ,,Natural
sampling®-Situation entsteht.

Es sei betont, dass der Ubergang von Hiufigkeiten zu Wahrscheinlichkeiten eine
fundamentale Idee darstellt, die sich im empirischen Gesetz der gro3en Zahlen widerspiegelt.
Die Bemiihung um das Verstindnis dieser Idee verdient freilich unter didaktischen
Gesichtspunkten besondere Beachtung und ist als solche grundsitzlich umfassend zu erhellen.
Einer moglichen Fehlinterpretation soll frithzeitig Vorschub geleistet werden: Ubersetzungen
in natiirliche Haufigkeiten sind nicht als Ersatz der Idee ,,Wahrscheinlichkeit* zu bewerten,
sondern als ,Hilfestellungen* fiir die Modellierung stochastischer Probleme und zur
Veranschaulichung wahrscheinlichkeitstheoretischer Zusammenhénge.

Im Folgenden gehe ich auf die Studien von Gigerenzer & Hoffrage (1995) und
Cosmides & Tooby (1996) zur detaillierten, experimentellen Untersuchung des Nutzens von
Haufigkeitsformaten ein. AnschlieBend werden darauf aufbauende Studien mit komplexeren
Situationen von Krauss et al. (1999; eingereicht) und mit 10 bis 12-jdhrigen Schiilern von Zhu
& Gigerenzer (eingereicht) besprochen.

4.1.1. Variation des Informationsformats in verschiedenen Bayesianischen Kontexten:
Studien von Gigerenzer & Hoffrage (1995)

In dieser Studie wurden Studenten (60 Teilnehmer) ohne vorherige Instruktion jeweils
Wabhrscheinlichkeits- bzw. Hiufigkeitsversionen in Standardstruktur 15 verschiedener
Bayesianischer Situationen, u.a. auch der Mammografie-Aufgabe (vgl. Tab.l.1) und des Taxi-
Problems (vgl. Kap.L.2.), zur Bearbeitung vorgelegt. AuBBerdem wurden die Aufgaben auch
jeweils verkiirzt gestellt (,,short menu‘) mit bereits zusammengefassten Informationen. Das
heifit z.B. in der Mammografie-Aufgabe, dass bereits die konjunktive Wahrscheinlichkeit
P(M,; N B) = 0,8% und die totale Wahrscheinlichkeit P(M,) = 10,3% gegeben sind, analog in
der Haufigkeitsversion IM; M Bl = 8 und IM,l = 103. Insofern sind die ,,Short menu*-
Aufgaben eigentlich keine Bayesianischen Probleme, sondern Aufgaben zur bedingten
Wahrscheinlichkeit.*

Eine Gruppe erhielt jeweils die Standard-Wahrscheinlichkeitsversionen, eine andere
Gruppe die Standard-Haufigkeitsversionen (fiir Designdetails vgl. Gigerenzer & Hoffrage,
1995, S.693). Erhoben wurden jeweils die Ergebnisse als Wahrscheinlichkeits- bzw.
Haufigkeitsschitzungen und die Prozesse als schriftliche Aufzeichnungen der
Losungsiiberlegungen (,,Write aloud*“-Protokolle). Die Losung wurde nur dann als ,korrekt*
gewertet, wenn Schitzwert und Losungsprozess eindeutig darauf hinwiesen (,,Bayesian

0 Ich gehe auf die Ergebnisse im ,,short menu* im Rahmen dieser Arbeit nicht niher ein.

28



KAPITEL | Kognitionsforschung zu Bayesianischem Denken

algorithms*). Auf diese Weise wurden auch ,,unkorrekte Losungsprozesse identifiziert (,,non
Bayesian algorithms®).

Ergebnisse

Die Versuchspersonen konnten im Durchschnitt die Standard-Haufigkeitsversionen zu 46%
(50% im ,,short menu*) im obigen Sinne korrekt 16sen, die Wahrscheinlichkeitsversionen nur
zu 16% (28% im ,,short menu“).21 Dariiber hinaus wurden auch die nicht-Bayesianischen
Algorithmen identifiziert, die 6fter als Losungsstrategie auftraten (vgl. Tab.1.2; Gigerenzer &
Hoffrage, 1995, S.694).

Information format and menu

Probability Frequency
Cognitive
algorithm Formal equivalent  Standard Short Standard Short Total % oftotal
Bayesian p(H | D) 69 126 204 221 620 349
Joint occurrence P(H&D) 39 97 20 97 253 14.3
Adjusted joint
occurrence plH & D)+ .05 64 55 119 6.7
Fisherian PHD|H) 67 36 103 5.8
Adjusted Fisherian  p(D|H) + .05 32 19 51 2.9
Multiply all pD)(H & D) 79 12 91 5.1
Likelihood
subtraction PD|H)-p(D| — H) 30 4 34 1.9
Base rate only p(H) 6 13 19 1.1
Less frequent
algorithms
(<1% of total) 71 32 60 29 192 10.8
Not identified 119 52 89 32 292 16.5
Total 433 450 445 446  1,774° 100.0

Note. Numbers are absolute frequencies.
*The sum o_l"lmal answers in Table 3 is 1,774 rather than 1,800 (60 participants times 30 tasks) because of
some participants’ refusals to answer and a few missing data.

Tab.I.2: Losungsstrategien bei Bayesianischem Denken, Gigerenzer & Hoffrage (1995, S.695)

e Joint occurrence”: Es wird die konjunktive Wahrscheinlichkeit (bzw. ein &quivalentes
Haufigkeitsverhiltnis) errechnet und angegeben. Teilweise wurde das Ergebnis ,,adjustiert®
angegeben (um max. £ 5%).

Z.B. In der Mammografie-Aufgabe: P(IM. N B) = P(M, | B) - P(B) = 80% - 1% = 0,8% bzw. dquivalent als
Haéufigkeitsverhéltnis, z.B. 8 von 1000.

e  Fisherian“**: Es wird die zur gesuchten Wahrscheinlichkeit inverse bedingte (Likelihood-)
Wabhrscheinlichkeit (bzw. ein dquivalentes Hiufigkeitsverhiltnis) angegeben. Teilweise wurde das
Ergebnis ,,adjustiert angegeben (um max. + 5%).

Z.B. In der Mammografie-Aufgabe: P(M, | B) = 80% bzw. dquivalent als Haufigkeitsverhdltnis, z.B. 8 von
10.

e Likelihood-Substraction*: Die beiden bekannten Likelihood-Wahrscheinlichkeiten werden
subtrahiert (bzw. dquivalente Hiufigkeitsverhiltnisse).

Z.B. In der Mammografie-Aufgabe: P(M, | B) — P(M, | nicht B) = 80% — 9,6% = 70,4% bzw. dquivalent
als Héufigkeitsverhéltnis, z.B. 7 von 10.

2! 7. B. die Mammografieaufgabe wurde in der Standard-Hzufigkeitsversion zu 42%, in der Wahrscheinlichkeitsversion zu
18% korrekt gelost. Zum Vergleich: Bei Eddy (1982) gaben mindestens 95% der befragten Arzte bei der Mammografie-
diagnose im Wahrscheinlichkeitsformat deutlich falsche Schitzungen ab.

2 diese Bezeichung wird bei Gigerenzer & Hoffrage (1995) verwendet, um auf die eingangs erwiihnte analoge Inversitiit des
Signifikanzniveaus bei Fischer’s Nullhypothesentests zu Ergebnissen bei Bayesianischen Testverfahren hinzuweisen.
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® Base-rate only“: Es wird nur die bekannte Basisrate angegeben (bzw. ein &dquivalentes
Héaufigkeitsverhiltnis).
Z.B. In der Mammografie-Aufgabe: P(B) = 1% bzw. dquivalent als Héufigkeitsverhélinis, z.B. 10 von
1000.
Wie bereits in 2.2. erwihnt, bietet z.B. der ,,Fisherian-Algorithmus®, der im Ergebnis der
Verwendung der Reprisentativitidtsheuristik im Kahnemanschen Sinne gleichkommt, gute
Schitzungen, wenn P(H) = P(D) ist. Ein Vergleich iiber die 15 verschiedenen Bayesianischen
Aufgaben ergab, dass die Anwendung des ,,Fisherian-Algorithmus* mit dem Vorliegen einer
solchen Informationsstruktur in der Aufgabe korrelierte.”

Diskussion

Die These wurde voll bestitigt, dass allein die Verdnderung der Informationsformate in
Bayesianischen Aufgabentexten von relativen Hiufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten in
natiirliche Héufigkeiten eine deutliche Verbesserung Bayesianischer Wahrscheinlichkeits-
schitzungen bewirkt. Die Ergebnisse warfen ein neues Licht auf die Frage, wie Menschen mit
Bayesianischen Situationen intuitiv umgehen. Weder die positive Grundeinstellung zu Zeiten
der Aufklirung noch die negativen Befunde der Heuristikforschung lieferten eine
ausreichende Analyse. Sie stiitzten ihre Folgerungen auf die Giite kognitiver Algorithmen,
ohne zu beriicksichtigen, auf welchen Informationsformaten diese Algorithmen arbeiten. Eine
gute Metapher ist der einfache Taschenrechner, dessen Algorithmen mit Zahlen im
Dezimalsystem als Input perfekt funktionieren, jedoch bei bindren Zahlen klédglich versagen
(z.B. Gigerenzer, 1993c, S.104). Natiirlich wire es schlichtweg falsch, zu behaupten, der
Taschenrechner konne keine Grundrechenarten durchfiihren aufgrund der Feststellung, dass er
das mit bindren Zahlen nicht kann.

Die Studien von Gigerenzer und Hoffrage (1995) schafften aus einem evolutions-
theoretischen Argument und prozessualen Folgerungen einen neuen Rahmen zur Erforschung
von Denken unter Unsicherheit. Man beachte, dass die Ergebnisse der Heuristikforschung
nicht widerlegt wurden, sondern ihre Folgerungen. Das betrifft insbesondere ganz
entscheidend didaktische Implikationen, wie ich noch ausfiihrlich erliutern werde (vgl.
Kap.l.5 und IL.3). Dariiber hinaus wurde durch das Untersuchungsdesign ermoglicht,
prozessuale Analysen durchzufiihren, um Griinde fiir Performanzunterschiede beleuchten zu
konnen. Es wurden mehrere hdaufiger auftretende Algorithmen identifiziert, die zu ,,Base Rate
Neglect fithren konnen (u.a. ,,Fisherian® und ,Likelihood subtraction), so dass gezeigt
wurde, dass die Reprisentativititsheuristik als einziger Erkldrungsansatz nicht ausreicht.
Deutlich wurde auch, dass ,,Base-rate Neglect* bei natiirlichen Hiufigkeiten weit weniger oft
auftritt als bei Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufigkeiten. Eine weitere Folgerung der
Prozessanalysen war, dass ,,Base-rate Neglect”, der bisher als der typische ,,Fehler beim
Bayesianischen Denken eingestuft wurde, nicht hdufiger vorkommt als z.B. die Missachtung
der ,,Falsch-Alarm Rate* (im Mammografiebeispiel: P(M, | nicht B) ).

Obwohl hier nicht alle Folgerungen aus den Ergebnissen von Gigerenzer & Hoffrage
(1995) dargestellt sind, wurde bereits deutlich, dass der Rahmen zur Erforschung
Bayesianischen Denkens viel weiter zu stecken ist, als dies in bisherigen
Forschungsprogrammen getan worden war. Auf diese Studien aufbauend konnten eine
Vielzahl weiterer Versuche unternommen werden, noch detaillierter Performanz- und
Prozessvariable zu untersuchen, von denen ich im Folgenden einige wichtige Ergebnisse

2 Genauer: Verwendungshdufigkeit und I1 — p(H)/p(D)l sind negativ korreliert (r = — 0,49).
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erldutern werde. Auf die praktischen Konsequenzen, z.B. fiir Risikokommunikation oder
didaktische Uberlegungen, gehe ich abschlieend in diesem Kapitel ein.

4.1.2. Variation der Informationselemente innerhalb der Bayesianischen Situation:
Studien von Cosmides & Tooby (1996)

Auch Cosmides und Tooby vertraten Positionen und Grundgedanken der ,,0kologischen
Rationalitdt“ und damit zusammenhingende evolutorische Argumente zum Denken unter
Unsicherheit: ,,The assumption of severe processing limitations has forestalled many
researchers from seriously considering or investigating a contrasting possibility: that our
minds come equipped with very sophisticated intuitive statistical competences that are well
engineered solutions to the problems humans normally encountered in natural environments”
(Tooby & Cosmides, 1992, S.9; Cosmides, 1989). Sie stiitzten ihre Untersuchungen ebenfalls
auf die ,,Haufigkeitshypothese* und versuchten in einer Serie von Experimenten mit
Studenten eine Erhohung der Performanz mit Hiufigkeitsversionen gegeniiber der originalen
Wahrscheinlichkeitsversion bei der Beurteilung einer Bayesianischen Situation zu erreichen
(Teil I). Dariiber hinaus untersuchten sie in weiteren Experimenten, ob bereits eine
Spezifizierung der Wahrscheinlichkeitsversion diese positive Wirkung hervorrufen kann (7eil
II) und insbesondere welche Elemente der Hiaufigkeitsversion fiir die positiven Effekte
verantwortlich sind (Teil I1I).

Ausgangspunkt war ein Diagnoseproblem, das bereits von Casscells et al. (1978;
Cosmides & Tooby, 1996, S.23) verwendet wurde, um medizinische Experten im
Bayesianischen Denken zu testen:

Wenn ein Test fiir eine Krankheit, deren Prévalenz [= Basisrate, Anm. d. Verf.] 1/1000 betrégt, eine
falsch-positiv Rate von 5% aufweist, wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem
positiven Testergebnis tatsdchlich unter der Krankheit leidet, unter der Annahme, dass keinerlei
Symptome oder sonstige Anzeichen festzustellen sind? %

45% der Teilnehmer (Arzte und Medizinstudenten) antworteten mit ,,95%, 18% antworteten
mit ,,2%“.24 Eine Folgerung war, dass auch bei medizinischen Experten ,,Base-rate Neglect*
weitverbreitet auftritt (Tversky & Kahneman, 1982, S.154). Cosmides & Tooby ,,iibersetzten*
das Diagnoseproblem in folgende Héufigkeitsversion (vgl. Cosmides & Tooby, 1996, S.24):

1 von je 1000 Amerikanern hat die Krankheit X. Ein Test wurde entwickelt, um festzustellen, ob eine
Person die Krankheit X hat. Immer, wenn der Test bei einer kranken Person durchgefiihrt wird, ist das
Ergebnis positiv (i.e. eine ,richtig-positiv" Rate von 100%). Manchmal wird das Testergebnis auch
positiv, wenn eine Person véllig gesund ist. Genauer, von je 1000 gesunden Personen erhalten 50 ein
positives Ergebnis (i.e. eine ,falsch-positiv" Rate von 5%). Stellen Sie sich eine zuféllige Stichprobe
von 1000 Amerikanern vor, die getestet werden sollen. Sie wurden in einer Lotterie ausgewdéhlt, ohne
dass die Durchfiihrenden Informationen (ber den Gesundheitszustand der Personen hatten.
Beurteilen Sie mit obigen Informationen, wie viele tatsdchlich die Krankheit haben von denen, die ein
positives Testergebnis erhalten? von

Diese Hiufigkeitsversion enthilt, auBer der Ubersetzung in Hiufigkeitsverhiltnisse, eine
Reihe von Anderungen bzw. Spezifizierungen zur Originalversion:

a. Die Sensitivitidt des Tests wird explizit angegeben: ,Jmmer, wenn der Test bei einer kranken
Person ...*

? Man beachte, dass die Aufgabenstellung unterdeterminiert ist, da keine Richtig-positiv-Rate (Sensitivitit des Tests)
angegeben ist. Unter der Annahme, dass diese 100% betrigt und dass diese Basisrate von 1/1000 fiir die betreffende Person
angemessen ist, wire ,,2%* eine richtige Antwort.
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b. Der Begriff ,.falsch-positiv wird niher erldutert: ,,Manchmal wird das Testergebnis auch positiv,
wenn ..."

c. Auf die zufillige Auswahl der Stichprobe wird hingewiesen: ,,Stellen Sie sich eine zufillige
Stichprobe ...vor. Sie wurden in einer Lotterie ausgewdhlt, ...

d. Eine Stichprobengrofe als konkrete Referenzpopulation wird angegeben: ,, ...von 1000
Amerikanern...*

113

e. Es wird nach einem Hiufigkeitsverhiltnis gefragt: ,,Beurteilen Sie ..., wie viele ...von...

Die Vorgehensweise war nun kurz gesagt die, dass diese Hiufigkeitsversion schrittweise
durch Hinzufiigen, Abédndern oder Streichen von Informationen modifiziert wurde, um eine
differenziertere Analyse zu ermoglichen. Verschiedene Versionen wurden jeweils ca. 25
Studenten zur Bearbeitung vorgelegt.

Ergebnisse
Teil I. ,,Optimierung *“ der Hdufigkeitsversion

Zunachst konnten die Ergebnisse von Casscells et al. (1978) mit der originalen Wahrschein-
lichkeitsversion repliziert werden, genauer gesagt: 56% der Studenten antworteten mit ,,95%*
und 12% mit ,,2%*. Allerdings waren auch z.B. 12% ,konservativ* und beachteten nur die
Basisrate (,,Base rate only*). Mit der Haufigkeitsversion urteilten nun nur noch 4% mit ,,95%*
(,950 von 1000°) und 56% korrekt mit ,,2% (also z.B. ,,1 von 51°).

Wenn vorher einige auf die Losung fithrende Zusatzfragen gestellt wurden, wie z.B.
,»Wie viele der 1000 Personen haben die Krankheit UND testen positiv?*‘ oder ,,Wie viele der
1000 Personen testen insgesamt positiv, egal ob sie die Krankheit haben oder nicht?*‘ konnten
die richtigen Urteile auf 76% erhoht werden.

Ohne die Angabe von relativen Haufigkeiten (in den Klammern) stieg die
Urteilsperformanz auch auf 72% (ohne Zusatzfragen). Zusitzliche Informationen in relativen
Hiufigkeiten wirkten sich also negativ auf die Performanz aus.”

Unter Zuhilfenahme einer grafischen Darstellung konnte die Performanz sogar auf bis
zu 92% korrekte Urteile gesteigert werden. Dieses Experiment wird in 4.2.1 genauer erlédutert.

Teil I1. ,,Optimierung “ der Wahrscheinlichkeitsversion

Wenn in der Wahrscheinlichkeitsversion die Sensitivitdt explizit angegeben und der Begriff
,,JFalsch-positiv-Rate ndher erldutert wurde (= Anderungen a. und b., siche oben), stieg der
Anteil korrekter Losungen (,,2%*) auf 36% und die Antwort ,,95%* fiel auf 32%.

Der Hinweis auf die Zufilligkeit der Stichprobe konnte bei der Beurteilung eine grofle
Rolle spielen, wenn die Privalenz-Information fiir die Krankheit in einer Population nicht als
»a-priori-giiltig* fiir einen Einzelfall gesehen wird. Eine begriindete Annahme ist, dass
Urteilende Populationsbasisraten nur dann in die Wahrscheinlichkeitsschitzung eines
Einzelfalles miteinbeziehen, wenn sie von der Zufilligkeit iiberzeugt sind (vgl. Gigerenzer,
Hell & Blank, 1988). Die Einbeziehung des Hinweises auf die zuféllige Auswahl iiber ein
,Lotterieverfahren* (= Anderung c. ohne Angabe von d.) zusitzlich zu den Anderungen a.
und b. in der Wahrscheinlichkeitsversion konnte keine Erhohung korrekter Antworten
bewirken, jedoch die Antwort ,,95%* fiel weiter auf 16%.

Teil 1. Elemente des ,, Haufigkeitseffektes “

Wenn in der Wahrscheinlichkeitsversion mit Anderur}gen a. und b. anstatt der Wahrschein-
lichkeitsfrage eine Haufigkeitsfrage gestellt wurde (= Anderung e.), stieg der Anteil korrekter

5 Alle Unterschiedshypothesen wurden auf Signifikanz iiberpriift (p<0.05), genaue Angaben bei Cosmides & Tooby (1996).
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Losungen (,,2%°) weiter auf 64% (vorher 36%, s. Teil II). Durch den zusitzlichen Hinweis
auf die Zufilligkeit der Stichprobe (= Anderung c.) konnte der Anteil nicht weiter erhoht
werden. Das galt auch fiir eine zusétzliche Konkretisierung der Stichprobengrof3e von ,,1000
(= Anderung d.).

Andererseits, wenn in der Haufigkeitsversion (ohne zusitzliche Angaben von relativen
Haufigkeiten) nur die Haufigkeitsfrage durch eine Wahrscheinlichkeitsfrage ersetzt wurde
(Wegfall der Anderung e.), fiel der Anteil korrekter Losungen deutlich auf 56% (vorher 72%).
Wenn in der Hiufigkeitsversion (ohne zusitzliche Angaben von relativen Hiufigkeiten) nur
die Konkretisierung der Stichprobengréfe von ,,1000“ weggelassen wurde (Wegfall der
Anderung d.), verminderte sich der Anteil richtiger Losungen praktisch nicht (68%).

Diskussion

Neben weiterer klarer Evidenz, dass eine substantielle Verbesserung Bayesianischer
Wahrscheinlichkeitsurteile durch eine Ubersetzung der Informationen von Wahrschein-
lichkeits- in Haufigkeitsformate erreicht werden kann, konnten Cosmides und Tooby aus ihrer
Experimentserie differenzierte Aussagen iiber die Einflussfaktoren treffen (zumindest fiir den
einen Aufgabentyp). Es wurde deutlich, dass die Variation der Darbietungsform einer
Problemstellung eine sehr weite Bandbreite an Performanz hervorrufen kann (von 12% bis
92% korrekter Urteile!).

Teil II der Studie zeigte insbesondere, dass die niedrigen Raten ,richtiger Antworten
bei der originalen Wahrscheinlichkeitsversion nur teilweise an der Ambiguitit bzw.
Unterdeterminiertheit des Aufgabentextes liegen. Durch Vervollstindigung und weitere
Erkldrung der enthaltenen Informationen waren aber Steigerungen von 12% auf 36%
erreichbar. Teil III spezifizierte, dass sowohl das Haufigkeitsformat der Informationen als
auch die Fragestellung nach einem Haiufigkeitsverhiltnis malBgeblich fiir die weitere
Erhohung der Performanz im Sinne des ,,Haufigkeitseffektes® verantwortlich waren. Beide
Veridnderungen der hinsichtlich der Originalversion von Casscells et al. ,,optimierten
Wahrscheinlichkeitsversion erhohten einzeln die Performanz jeweils um ca. 20
Prozentpunkte, in Verbindung um ca. 36 Prozentpunkte. Kaum Einfluss hat offensichtlich der
Hinweis auf die Zufilligkeit der Situation bzw. die Angabe einer konkreten Grofe einer
Referenzpopulation.

Ein generelles Ergebnis dieser Experimente war, dass die Performanz bei
Bayesianischen Urteilen umso mehr anstieg, je mehr Hiufigkeitsiiberlegungen ,initiiert"
wurden. Cosmides und Tooby (1996) konstatierten, dass die Befunde als Belege dafiir
anzusehen sind, dass Haufigkeitsreprdsentationen kognitive Mechanismen aktivieren, die
verniinftiges Bayesianisches Denken produzieren. Sie sehen gemidll Marr’s (1982, S.24)
Untersuchungen zu ,yvisual information processing“ auch verschiedene Ebenen dieses
Denkens. Die Frage, ob der Mensch gemifl der wahrscheinlichkeitstheoretischen Regeln
denkt, zielt auf das Vorhandensein von kognitiven Mechanismen ab, die eine solche
Verarbeitung durchfithren. Es ist zu bezweifeln, dass diese grundsitzlich zur Verfiigung
stehen. Aus den Befunden der Experimente folgt, dass aber wenigstens ein Mechanismus
vorhanden zu sein scheint, der Hiufigkeitsinformationen (a-priori) mit weiteren
Haufigkeitsinformationen verkniipfen kann, so dass als Ergebnis eine verniinftige
Wahrscheinlichkeitsschitzung erfolgen kann.
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4.1.3. Verallgemeinerung der Bayesianischen Basissituation:
Studien von Krauss, Martignon, Hoffrage und Gigerenzer (eingereicht bzw. 1999)

Die bisherigen Experimente beschrinkten die Untersuchung Bayesianischen Denkens auf den
,einfachsten Fall“ (Basissituation): Eine Hypothese mit zwei Alternativen (dichotom) wird
anhand eines Befundes (Datums) bewertet, der entweder vorliegt oder nicht vorliegt
(dichotom). Diese einfachste Bayesianische Situation kann in dreierlei Hinsicht komplizierter
werden:

a. ,,Polychotome Hypothese“: In realer Anwendung konnte z.B. in der medizinischen
Diagnosesituation auf mehrere verschiedene (sich ausschlieBende) Krankheiten getestet
werden.

b. ,,Polychotomes Datum‘“: Auch der Testbefund kann weitere Abstufungen aufweisen.

,Mehrfache Daten“: Weitere Tests konnen durchgefiihrt werden und die Krankheits-
hypothese wird anhand weiterer Befunde neu beurteilt. Wahrscheinlichkeitstheoretisch
erfolgt die mehrfache Anwendung der Bayesregel.

Bei der Beurteilung , komplexerer Bayesianischer Situationen mittels Bayesregel”® nehmen

sowohl Anzahl der zu verarbeitenden Informationen als auch Komplexitit des Algorithmus
zu, so dass der Schwierigkeitsgrad solcher Beurteilungsaufgaben offensichtlich anwichst.

In Studie 1 von Krauss et al. (eingereicht) wurden Medizinstudenten vier verschiedene
Diagnoseaufgaben mit erhohter ,,Komplexitit* zur Bearbeitung vorgelegt:

1. Diagnoseaufgabe mit trichotomem Datum (Brustkrebs ja/nein, Mammografie positiv/unklar/
negativ)

2. Diagnoseaufgabe mit trichotomer Hypothese (Hepatitis A/Hepatitis B/keine der beiden
Krankheiten, Test positiv/negativ)

3. Diagnoseaufgabe mit zwei dichotomen Testbefunden (Brustkrebs ja/nein, Mammografie und
Ultraschalluntersuchung, jeweils positiv/negativ)

4. Diagnoseaufgabe mit drei dichotomen Testbefunden (Krankheit X ja/nein, Test 1, Test 2 und Test
3, jeweils positiv/negativ)

Einer Gruppe wurden die vier Aufgaben mit Wahrscheinlichkeitsangaben vorgelegt, der
anderen Gruppe als Haufigkeitsversionen analog zu Gigerenzer & Hoffrage (1995).

In Studie 2 erhielten die Versuchspersonen jeweils vorher eine kurze (schriftliche)
Demonstration, wie man die Mammografieaufgabe in der Basissituation 10st, die auch mit
Hilfe grafischer Darstellung erfolgte. Gruppe 1 wurde die Losung einer Wahrschein-
lichkeitsversion mit der Bayesregel gezeigt; Gruppe 2 die Losung einer Wahrschein-
lichkeitsversion mit Ubersetzung in natiirliche Hiufigkeiten und Darstellung in einen
Héufigkeitsbaum; Gruppe 3 die Losung einer Héufigkeitsversion mit Darstellung in einem
Haufigkeitsbaum. Gruppe 1 und 2 wurden daraufhin die Aufgaben 1 und 3 (siehe oben) in der
Wabhrscheinlichkeitsversion, Gruppe 3 in der Haufigkeitsversion gestellt.

Ergebnisse

Die Performanz beider Gruppen in Studie 1 bei den verschiedenen Aufgaben geht aus
Abbildung 1.4 hervor.

% Der Beweis von Bayes (1763) beinhaltet die Verallgemeinerung der ,,dichotomen* Situation.
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Abb.1.4: Performanz bei komplexeren Bayesianischen Situationen

Bei allen komplexeren Aufgaben ermoglichten die Hiufigkeitsversionen deutlich bessere
Urteilsperformanz als die Wahrscheinlichkeitsversionen (iiber alle Aufgaben 45% korrekte
Urteile im Vergleich zu 7%). Am besten in der Haufigkeitsversion wurde Aufgabe 1 mit
trichotomem Datum geldst (59%) und der Unterschied zur Wahrscheinlichkeitsversion war
am groBten (58 Prozentpunkte). Am besten in der Wahrscheinlichkeitsversion wurde Aufgabe
2 mit trichotomer Hypothese gelost (16%). Erstaunlicherweise war weder in der
Wahrscheinlichkeits- noch in der Hiufigkeitsversion ein Unterschied zwischen Aufgabe 3
und 4 festzustellen, obwohl die Komplexitit ansteigt und der Kontext abstrakter wird.

In Studie 2 bewirkte bei Aufgabe 1 mit trichotomem Datum die Demonstration der
Losung der Basissituation mit der Regel (Gruppe 1) eine Performanzsteigerung auf 18%,
Demonstration mit ,,Ubersetzung“ von Wahrscheinlichkeiten in einen Hiufigkeitsbaum
(Gruppe 2) auf 40%, Demonstration von vornherein mit Héiufigkeiten und Baumdiagramm
(Gruppe 3) auf 73%. Fiir Aufgabe 3 mit der ,,Doppel-Testsituation ergaben sich
entsprechende Steigerungen in den Gruppen 1 bis 3 auf 22%, 40% und 81%.

Diskussion

Die Ergebnisse zeigen die Anwendbarkeit und den Nutzen des ,,Haufigkeitskonzeptes® im
Vergleich zu Wahrscheinlichkeitsformaten auch in komplexeren Bayesianischen Situationen.
Es wurde in Studie 2 auch deutlich, dass eine vorherige Demonstration der Losung der
Bayesianischen Basissituation sich bereits forderlich auf die Performanz auswirken kann.
Insbesondere wurde festgestellt, dass auch grafische Darstellung bei dieser Demonstration
weiter performanzsteigernd wirkt. Insofern geben die Studien von Krauss et al. (eingereicht)
erste Hinweise auf den Nutzen von Instruktion mit Hilfe grafischer Darstellungen bei
Bayesianischem Denken. Ich habe sie hier mitdargestellt, da sie im Zusammenhang mit
komplexeren Bayesianischen Aufgaben erfolgten. In separaten Abschnitten dieser Arbeit
werden weitere Ergebnisse insbesondere zum Nutzen grafischer Darstellung und Instruktion
fokussiert (vgl. 4.2 und Kap.III).

Eine Anmerkung fiir den Leser soll noch zu Méglichkeiten der grafischen Darstellung
dieser komplexeren Situationen gemacht werden, die bei Krauss et al. (eingereicht) zur
Verstindlichmachung der Aufgabenstruktur eingesetzt wurden, deren Nutzung aber nicht
empirisch untersucht wurde. Die in 3.2 bereits erwihnte Flexibilitdt der Baumstruktur ist v.a.
fiir die Modellierung der Aufgaben 3 (vgl. Abb.1.5) und 4 entscheidend. Sie wire mit anderen
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grafischen Darstellungen, wie etwa der Tabelle oder Flachendarstellungen, nicht iibersichtlich
moglich. Zu einigen empirischen Befunden iiber die Verwendung grafischer Darstellungen in
komplexeren Bayesianischen Situationen (v.a. bei Strukturen wie in Aufgabe 2) werde ich im
Rahmen der eigenen Trainingsstudien mit Schiilern kommen (vgl. Kap. 111, 3).

sample size

people with
disease

people without
disease

first test + first test - first test + first test -

second test: + - + - + - ¥

Abb.1.5: Baumstruktur zu einer Diagnoseaufgabe mit zwei dichotomen Testbefunden (Krauss et al., eingereicht)

4.1.4. Bayesianisches Denken bei Kindern:
Studie von Zhu & Gigerenzer (eingereicht)

Die Annahme der Existenz eines Mechanismus zu haufigkeitsbasiertem, probabilistischem
Denken fiihrte auch zur Frage, ob und wann dieser in der Entwicklung des Menschen
entsteht. Aufbauend auf Arbeiten von Piaget und Inhelder (1975/1951), die mit Interviews
zeigten, dass Kinder ab einer gewissen Stufe intuitiv gem@dll Grundideen des Zufalls denken
konnen, ist die Hypothese naheliegend, dass bereits Kinder iiber intuitive haufigkeitsbasierte
Bayesianische Kompetenzen verfiigen. Befunde zum frithen stochastischen Verstindnis
zeigten, dass die Handlungskompetenz einer verbalen Artikulationskompetenz vorauseilt
(z.B. Yost et al.,, 1962; Davies, 1965). Wollring (z.B. 1994) stellte mit Hilfe von
Spielinterviews (Wollring, 1993) und videobasierter Handlungsdokumentation fest, dass bei
Grundschulkindern (8-9 Jahre) Elemente frequentistischer Kompetenzen zu beobachten sind,
die sich auf das zufallsbedingte Entstehen von Ergebnissen, auf mogliche Verteilungen und
auch basale Vorstellungen zu Mittelwerten und Streumalen beziehen. Sie beruhten meist auf
Zihlstrategien. Die ,,stochastische Kompetenz von Grundschiilern besteht im wesentlichen in
ihrer Fihigkeit, bei geeigneter Artikulationsunterstiitzung aufgrund von Versuchserfahrungen
stochastische Konzepte zu konstruieren* (Wollring, 1994, S.176).

In der Studie von Zhu und Gigerenzer wurden querschnittlich chinesischen Schiilern
der 4., 5. und 6. Klasse (durchschnittliches Alter: 10-12 Jahre) und einer Kontrollgruppe von
Erwachsenen (MBA-Studenten, durchschnittliches Alter: 29 Jahre) frequentistische
Textversionen ,Bayesiansischer Situationen* vorgelegt, die weitgehend an die
Lebenserfahrung von Kindern dieses Alters angepasst waren:

Eine Kekspackung beinhaltet salzige und siiBe Kekse mit verschiedenen Formen. In der Packung sind
von 100 Keksen 20 salzig. Von den 20 salzigen Keksen sind 14 rund. Von den anderen 80 stiBBen

Keksen sind 16 rund. Stell Dir vor, Du nimmst eine Handvoll runde Kekse aus der Packung. Wie viele
davon sind salzig? ___von___
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Ergebnisse

Jeder Schiiler bekam 7 derartige Aufgaben vorgelegt. Tabelle 1.3 gibt an, wie viele Aufgaben
jeweils von wie vielen Versuchspersonen richtig gelost wurden. Kriterien zur Wertung einer
Losung als ,.korrekt” wurden von Gigerenzer & Hoffrage (1995; vgl. 4.1.1.) tibernommen. Im
Falle der obigen Aufgabe wiirde z.B. ,,20 von 30 als eine korrekte Antwort gelten.

Schiiler der Anzahl korrekter Antworten | Gesami-
(Altersdurchschnitt) | 0| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7 zahl

4 Klasse (9;9) 6l2]7[1]0[0]0] O 16
5.Klasse (10;8) 6l2|l1]1]2f2]1]0 15
6.Klasse (11;9) 3l0jof1]0|0]4] 6 14
Erwachsene (29) 411]0J0]1[{0]3]|14 23

Tab.I.3: Performanz der Schiiler nach Klassenstufen und Erwachsener (Zhu & Gigerenzer, einger.)

Die Viertkldssler gaben in 17% aller Aufgaben korrekte Antworten. 6 Schiiler gaben keine
richtige Antwort und der beste Schiiler gab 3 richtige Losungen an. Bereits bei den
Fiinftklasslern war eine deutlich hohere Performanz (30% richtige Losungen) zu erkennen,
der beste Schiiler konnte 6 richtige Losungen angeben, wobei eine hohe Varianz erkennbar
war. Die Sechstkldssler erreichten bereits eine sehr hohe Performanz (70% richtige
Losungen), der grofite Teil der Schiiler (71,5%) konnte 6 oder 7 Aufgaben richtig 16sen. Es ist
eine starke Polarisierung am oberen und unteren Ende des Performanzspektrums festzustellen.
Bei der Kontrollgruppe mit Studenten zeigte sich kaum hohere Performanz (75% richtige
Losungen) und eine dhnlich polarisierte Performanzstruktur wie bereits bei den
Sechstklisslern. Ahnliche Ergebnisse wurden in einer Replikation dieser Studie mit deutschen
Schiilern der Klassenstufen 5 bis 7 gefunden (Liicking, 2003).

Diskussion

Dieses Ergebnis sehen Zhu und Gigerenzer als Beleg, dass bereits in einem Alter von etwa 11
Jahren  Kinder iiber intuitive Formen Bayesianischen Denkens verfiigen: ,,Bayesian
Reasoning [...] can be achieved by children when information is presented in natural
frequencies®. Allerdings natiirlich nur in einer Form, die ihrer Alltagserfahrung entspricht.
Der Umgang (Zidhlen und Rechnen) mit natiirlichen Zahlen und Mengen und einfache
logische Folgerungen werden in dieser Entwicklungsstufe ausgebaut (vgl. Inhelder & Piaget,
1969). In dieser Aufgabenformulierung mit natiirlichen Zahlen gibt es eine Handlung, anhand
derer ein konkretes Ergebnis gewonnen werden kann. Dieses konkrete Operieren mit
natiirlichen Zahlen und Mengen scheint bereits im Alter von 12 Jahren bei vielen Schiilern gut
entwickelt zu sein. Es wird gefolgert, dass Hiufigkeitsschitzungen bei Bayesianischen
Situationen dhnlich gut erfolgen wie bei Erwachsenen.

Durch die schriftliche Angabe von Losungswegen (dhnlich der ,,Write aloud*-
Protokolle bei Gigerenzer & Hoffrage, 1995, vgl. 4.1.1) konnten auch die ,,nicht-
Bayesiansischen* Strategien genauer identifiziert werden, die bei den Losungsprozessen
auftraten. Es waren dhnliche Strategien wie die bei Gigerenzer und Hoffrage identifizierten zu
beobachten. Ein weiterer Befund war, die deutliche Abnahme ,nicht-Bayesianischer*
Strategien mit hoherem Alter und die Durchsetzung addquaten Bayesianischen Denkens.

4.2 Einfluss grafischer Darstellung auf Bayesianisches Denken

Die bisherigen Studien zeigten unter verschiedenen Gesichtspunkten, dass die Performanz des
Bayesianischen Denkens und zugrunde liegende kognitive Prozesse vom numerischen Format
der Informationen abhidngen. Neben der Bedeutung des Informationsformates wurde bereits
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der Nutzen von grafisch-visueller Repridsentation betont (vgl. 3.2.). In Publikationen zum
Bayesianischen Denken wurden diverse Vorschlige fiir héufigkeitsbasierte, grafische
Darstellungen gegeben, jedoch oft nur zur Veranschaulichung fiir den Leser verwendet (z.B.
Gigerenzer & Hoffrage, 1995; Fiedler, 2000). Die Hauptfragestellung, die den im Folgenden
dargestellten Studien zugrunde liegt, ist, inwieweit die positiven Wirkungen ,,verbal-
numerischer” Hiufigkeitsiibersetzungen noch gesteigert werden konnen durch ,.grafisch-
visuelle® Darstellung der relevanten Informationen. Man konnte es auch so formulieren: Es
geht um die Frage, inwieweit die Darbietungsform ,optimiert“ werden kann, um
Bayesianisches Denken zu unterstiitzen.

Zunichst werden empirische Befunde fiir die passive und aktive Verwendung von
Hiufigkeitsrasterdarstellungen (Cosmides & Tooby, 1996) gezeigt. Es gibt — soweit mir
bekannt — kaum Ergebnisse, die den Nutzen verschiedener grafischer Darstellungen fiir
intuitive Wahrscheinlichkeitsurteile (ohne Training”’) systematisch vergleichen. In
Experimenten, die ich in Kooperation mit Silke Atmaca und Stefan Krauss durchfiihrte,
wurde diese Frage untersucht (vgl. 4.2.2.).

4.2.1. Aktive und passive Verwendung des Haufigkeitsrasters

Wie bereits in 4.1.2. dargestellt, haben Cosmides & Tooby (1996) durch Ubersetzung der
Wahrscheinlichkeitsversion einer medizinischen Diagnoseaufgabe und der Fragestellung in
eine Hiufigkeitsversion die Performanz bei Bayesianischen Urteilen erheblich verbessern
konnen. In einem weiteren Experiment (ebenda, S.33, Exp.4) wurde zusitzlich als aktives
bzw. passives Hilfsmittel eine grafische Rasterdarstellung verwendet. Die Héufigkeitsversion
(inkl. alle Anderungen a. bis e., vgl. 4.1.2) wurde auf eine Referenzpopulation von 100
bezogen und im unteren Teil folgendermallen abgedndert (,,aktive* grafische Version):

[...] Stellen Sie sich eine zuféllige Stichprobe von 100 Amerikanern vor, die getestet werden sollen.

Sie wurden in einer Lotterie ausgewéhlt, ohne dass die Durchfiihrenden Informationen (ber den

Gesundheitszustand der Personen hatten. Die 100 unten abgebildeten Kédstchen stellen die zuféllige

Stichprobe von 100 Amerikanern dar, jedes Késtchen eine Person.

Unter Verwendung der Késtchen, stellen Sie bitte nun die gegebenen Informationen dar. Um

anzuzeigen, dass eine Person tatsédchlich krank ist, setzen Sie einen Kreis um das Késtchen, das die

Person darstellt. Um anzuzeigen, dass eine Person ein positives Testergebnis erhalten hat, fillen Sie

das Kéastchen aus, das die Person darstellt.

Gehen Sie also nun so vor:

(1) Setzen Sie Kreise fiir alle Personen, die krank sind.

(2) Fiillen Sie die Késtchen aus, die Personen mit positivem Test darstellen.

(3) Beurteilen Sie, wie viele die Krankheit haben von denen, die ein positives Testergebnis erhalten?
von

Dem Text folgte ein leeres Raster mit 100 Késtchen (10 Zeilen und 10 Spalten).

In einer weiteren Version (,,passive” grafische Version) wurde die Aufforderung und
Anleitung zur selbststindigen Erstellung ersetzt mit: ,Wir haben die gegebenen
Informationen in den unten abgebildeten Kdistchen dargestellt....* . Die Rasterdarstellung
wurde entsprechend vorgegeben (vgl. Abb.L.6) und erklért: ,,Wir haben Kreise um das
Kdistchen, das die Person darstellt, gesetzt, wenn sie tatsdchlich krank ist. Wir haben es
ausgelfiillt, wenn die Person ein positives Testergebnis erhalten hat... .

%" Von Bea (1995) und Sedlmeier (1999) wurden verschiedene grafische Darstellungen im Rahmen von Trainingsstudien
verglichen. Diese werden in Kapitel III ausfiihrlich behandelt.
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U

Abb. 1.6: Grafische Darstellung der Diagnoseaufgabe in einem Rasterdiagramm

Ergebnisse

Die ,aktive* grafische Version, welche die Versuchspersonen zur selbststindigen
Konstruktion einer Haufigkeitsdarstellung der Information zwang, erhohte die Performanz der
Urteile auf 92%. Die ,,passive* grafische Version brachte jedoch kaum Steigerung zur reinen
Textversion (76%; ohne grafische Darstellung: 72%). Cosmides und Tooby interpretierten
ihre Befunde so, dass angebotene grafische Darstellungen nicht unbedingt benutzt werden,
obwohl sie hilfreich wiren. Wenn sie aber gezwungenermallen selbststindig (unter
Anleitung) erzeugt werden, konnen sie zu weiteren Steigerungen der Urteilsperformanz
fiihren.

4.2.2. Vergleich verschiedener grafischer Haufigkeitsdarstellungen

Ausgehend von den Ergebnissen von Gigerenzer und Hoffrage (1995; vgl. 4.1.1.), die im
Durchschnitt eine Performanzerhohung auf 46% (von 16%) durch die verbal-numerische
Haufigkeitsiibersetzung aufzeigten, habe ich in Zusammenarbeit mit Silke Atmaca und Stefan
Krauss systematisch verschiedene grafische Darstellungen zur Visualisierung u.a. der
Mammograficaufgabe in der Hiufigkeitsversion untersucht.”® Wir verbanden jeweils
verschiedene grafische Darstellungsformen (Baumdiagramm, Tabelle, Flichendiagramm) mit
dem Aufgabentext in Héaufigkeiten und der Héufigkeitsfragestellung und legten die
verschiedenen Versionen jeweils ca. 40 Studenten zur Bearbeitung vor.

Alle Versionen begannen zundchst mit einem einleitenden Text, der die Situation
beschreibt. Fiir die Mammografieaufgabe wurde diese ,,cover story* erzihlt:

Stellen Sie sich bitte vor, Sie sind Reporterin einer Frauenzeitschrift und méchten einen Artikel (ber
Brustkrebs schreiben. Sie recherchieren auch dariber, was von dem Test zu halten ist, der im
Rahmen von Routineuntersuchungen eingesetzt wird, um Brustkrebs zu entdecken. Ihr besonderes
Interesse gilt der Frage, was es bedeutet, wenn eine Frau bei einem solchen Test (in der Regel eine
Mammografie) ein positives Ergebnis (welches Brustkrebs anzeigt) erhélt. Ein Arzt erklart lhnen die
Situation mit folgender Zeichnung anhand einer imagindren Stichprobe von 1000 symptomfreien
Frauen zwischen 40 und 50:

%8 Das Mammografieproblem im Standard-Hiufigkeitsformat wurde zu ca. 42% korrekt geldst (Gigerenzer & Hoffrage,
1995, S.694).
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Folgende Darstellungsformen wurden zur weiteren Situationsbeschreibung verwendet (vgl.
Abb.L.7-11):

BaumS$S 1000 TabS
haben sind véllig
von 1000 haben von 1000 sind Von 1000 Frauen | tatsachlich gesund
10 tatsachlich 990 vollig Brustkrebs
Brustkrebs| 49 990 gesund zwischen 40 und
50 ohne 10 990
Symptome
davon erhalten
jeweils eine
8 M- 95 M- positive 8 %
! i Mammografie
8 von 10 kranken 95 von 990 gesunden
Frauen erhalten Frauen erhalten
tatsachlich eine falschlicherweise eine
positive Mammografie positive Mammografie
M+ M+
FlacheS 10 von 1000 haben TabK
tatsé&chlich haben sind véllig
Brustkrebs Von 1000 Frauen | tatsdchlich gesund
Brustkrebs
Nur 8 von den erhalten eine
10 Kranken positive 8 95
erhalten eine Mammografie
positive erhalten eine
Mammografie 99 von den 990 negative 2 895
Gesunden erhalten Mammografie
jedoch falschlicher-
weise ein positives
Testergebnis
1000
BaumV 1000
10 von 1000
haben
tats&chlich 990
Brustkrebs / \ 99 von diesen
8 von 10 / \ 990 erhalten
jedoch
erhalten 891 |faischiicher-
eine positive weise eine
Mammografie \ K / positive

Mammografie
107 893

‘ 1000

Abb.I.7 bis 11: Verschiedene untersuchte Hiufigkeitsdarstellungen des Mammografieproblems
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®  Hiufigkeitsbaum mit Standard-Information (Baums):
Dieser Baum enthdlt genau dieselben Héufigkeitsinformationen wie die Textversion von
Gigerenzer und Hoffrage (1995; vgl. 3.2.) fiir die Grundgesamtheit (GG), das Vorliegen der
Hypothese bzw. nicht (H bzw. —H), das Vorliegen des Datums und der Hypothese bzw. des
Datums und nicht der Hypothese (DAH bzw. DA—H).

*  Haufigkeitstabelle mit Standard-Information (TabS):
Es handelt sich um eine Tabelle mit identischer Informationsmenge® wie bei BaumsS.

®  Haufigkeitsflachendiagramm mit Standard-Information (FldcheS):
In diesem Flachendiagramm werden die numerischen Relationen zusétzlich durch die
GroBenverhiltnisse der Fliachen reprisentiert. Die Informationsmenge ist {GG, H, —H, DAH,
DA—H}, also identisch zum Standard-Informationsmenu.

*  Haufigkeitstabelle mit konjunktiver Information (TabK):
Diese Tabelle wird auch als Vierfeldertafel bezeichnet (ohne Randhaufigkeiten). Im Unterschied
zur Standard-Information enthilt sie eine andere Informationsmenge: { GG, DAH, DA—H, =DAH,
—DA—H} (vgl. Fiedler, 2000).

*  Haufigkeitsbaum mit vollstindiger Information (BaumV):
Dieser ,,vollstindige Baum®, der eine Erweiterung des Standard-Hiufigkeitsbaums darstellt (vgl.
Wassner & Martignon, 2002), enthilt eine maximale Menge der abzuleitenden
Haufigkeitsinformationen in der dichotomen Struktur: { GG, H, —=H, DAH, DA—H, —=DAH,
—DA—H, D, =D}. Die Informationsmenge ist identisch zu einer Vierfeldertafel mit
Randhiufigkeiten (vgl. Abb. 1.3).

Folgendes Hiufigkeitsverhiltnis und eine Wahrscheinlichkeitsschitzung sollten darauthin
jeweils angegeben werden:

Wie viele der Frauen, die ein positives Testergebnis bei der Mammografie erhalten, haben also
tatsdchlich auch Brustkrebs ? von
Was bedeutet dies nun fiir eine symptomfreie Frau zwischen 40 und 50, die bei einer

Routineuntersuchung einen positiven Mammographiebefund erhalten hat?
Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Frau tatsdchlich Brustkrebs hat, betrdgt: %

Ergebnisse

Abb.I.12 zeigt die Performanz der Versuchspersonen bei der Hiaufigkeitslosung bei den
verschiedenen Darstellungsversionen der Mammografiecaufgabe. Die Darstellungsformen
BaumS, TabS und TabK erhohten die Performanz gegeniiber der Textversion um 19 bis 26
Prozentpunkte. Die Darstellungsform FlicheS um 13 Prozentpunkte. Das vollstindige
Baumdiagramm bewirkte eine Performanzerhohung um 39 Prozentpunkte auf eine fast
doppelt so hohe Performanzrate wie ohne grafische Darstellung.

Eine korrekte Antwort auf die im Anschluss gestellte Frage nach einer entsprechenden
Wahrscheinlichkeit, die durch Division der Haufigkeiten in der ersten Antwort erhalten wird,
konnten durchschnittlich 26 Prozentpunkte weniger Versuchspersonen geben.

¥ Mit ,Informationsmenge* bezeichne ich die tatsichlich gegebenen numerischen Informationen. Man beachte: Der
,Informationsgehalt ist in jeder Version analog, da durch die gegebenen Informationen jeweils alle weiteren ableitbar sind.
(insbesondere ist keine Version unterdeterminiert, vgl. Diagnoseaufgabe bei Casscells et al., 1978, vgl. 4.1.2)
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Abb.I1.12: Performanz bei verschiedenen Darstellungsversionen der Mammografieaufgabe

Diskussion

Die Befunde bestitigten die Vermutung, dass eine Visualisierung in Verbindung mit dem
sprachlich-numerischen Héaufigkeitsformat weitere deutlich positive Performanzeffekte bei
Bayesianischem Denken hervorrufen kann. Die grafischen Darstellungen mit zur Textversion
identischer Informationsmenge (BaumS, TabS und FlicheS) unterschieden sich nur
geringfiigig: Der Baum ist dabei tendenziell am performanzsteigerndsten zu bewerten, dann
die Tabelle und das Flichendiagramm. Dennoch lassen sich aus diesen Befunden in diesem
speziellen Aufgabenkontext keine Folgerungen fiir eine generelle Uberlegenheit einer
Darstellungsform ableiten. Eine Variation der Informationsmenge bei gleichbleibender
Anzahl der Informationen in der Tabellendarstellung in der Form, dass nur noch
,konjunktive* Hdiufigkeiten enthalten sind (TabK), fithrte zu keiner entscheidenden
Verbesserung. Erst eine Erhohung der Informationsmenge im Baumdiagramm bewirkte eine
weitere deutliche Steigerung der Performanz. Neben Hiufigkeitsformat und grafischer
Darstellung ist offensichtlich das Bayesianische Denken auch von der Menge der direkt
zuginglichen Informationen abhéngig.

Dieser Befund ist nicht so trivial, wie er zunichst erscheinen mag. Es gibt auch gute
Griinde anzunehmen, dass mehr Information die Verarbeitung erschweren kann, v.a. wenn der
Urteilende keine intuitive Verarbeitungsstrategie besitzt. Dem scheint aber nicht so zu sein.
Allerdings muss beachtet werden, dass der vollstindige Baum (BaumV) bereits eine fiir die
Beurteilung wichtige Information enthilt, die in allen anderen untersuchten Darstellungen erst
als Summe zu berechnen ist: Die Summe aller positiven Befunde (107). In diesem Sinne
spiegelt er das vollstindige Ergebnis des ,,Natural sampling“-Prozesses wider. So wiirde es
gewissermallen bei optimaler Aufzeichnung bzw. Erinnerung vorliegen.
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5 Fazit: Anwendungen der Ergebnisse des Forschungsprogramms
,»Okologische Rationalitat“ zum Bayesianischen Denken

Wenn man sich unter Beriicksichtigung der einschldgigen Befunde des Forschungsprogramms
,Okologische Rationalitit*® noch einmal der pragmatischen Ausgangsfrage zuwendet:
,,Haben Menschen kognitive Mechanismen, um gut mit Bayesianischen Situationen umgehen
zu konnen?*, kann weder die Haltung der Aufkldarung noch die des ,,Heuristikprogramms* in
der kognitiven Psychologie unterstiitzt werden. Einerseits scheint es vollig richtig, dass der
Mensch kein guter ,, Wahrscheinlichkeitstheoretiker* ist. Er kann Wahrscheinlichkeiten
tatsdchlich nicht gut verarbeiten bzw. auf ihrer Grundlage Bayesianische Situationen
beurteilen. Andererseits haben die Befunde gezeigt, dass Menschen gute infuitive
Wahrscheinlichkeitsschétzungen auf Basis von Héufigkeitsinformationen abgeben konnen,
ohne mit der Wahrscheinlichkeitstheorie vertraut zu sein. Insofern ist die Ausgangsfrage mit
einem klaren ,,Ja* zu beantworten, wenn Héaufigkeiten die Grundlage der Beurteilung von
Unsicherheit sind.

Es wird deutlich, dass die Frage verschiedene Beantwortung nach sich zieht, je
nachdem wie ,,Bayesianisches Denken* definiert wird, etwa als ,,Gebrauch mathematischer
Werkzeuge* oder als ,,Gebrauch intuitiver Werkzeuge* zum Umgang mit entsprechenden
Situationen. Beides kann ein didaktisches Ziel sein. Jedoch gibt es (mindestens) zwei
Argumente dafiir, dass das Zuriickgreifen auf ,,intuitive Werkzeuge* eine stirkere Betonung,
v.a. bei stochastischen Laien, erfahren sollte. Sie kOnnen erstens bereits ohne didaktische
Bemiihungen gut ,,funktionieren® und zweitens konnen sie eine treibende Kraft fiir die
Entwicklung des verstindigen Gebrauchs mathematischer Werkzeuge sein. In diesem Sinne
soll es im Lernprozess zu einem dynamischen ,,Wechselspiel zwischen Intuitionen und
Mathematik* kommen (vgl. Fischbein, 1975; Borovcnik, 1992). Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit werde ich hauptsidchlich auf die Moglichkeiten eines didaktischen Zugangs mit dem
,Haufigkeitskonzept in der Stochastikausbildung eingehen und weitere empirische
Ergebnisse dazu prisentieren.

Zuvor mochte ich noch kurz auf Anwendungen der Forschungsergebnisse in
Bereichen der Risikokommunikation eingehen. Die Folgerung, die Vertreter des
Haufigkeitskonzeptes zogen, war: Wenn Menschen auf Grundlage von natiirlichen
Haufigkeiten intuitiv besser in der Lage sind, Wahrscheinlichkeitsschidtzungen abzugeben,
dann konnen sie auch Risiken, die mit Hiufigkeiten kommuniziert werden, besser verstehen.
Das gilt sowohl fiir Experten wie auch Laien (vgl. fiir einen Uberblick Hoffrage, Lindsey,
Hertwig & Gigerenzer, 2000)

Ein groBer Anwendungsbereich fiir Bayesianisches Denken mit potenziell hoher
Tragweite fiir den Einzelnen ist, wie in der Einfithrung bereits beispielhaft angedeutet, die
medizinische Diagnostik. Hoffrage & Gigerenzer (1998) legten 48 Arzten (mittl.
Berufserfahrung von 14 Jahren) diagnostische Situationen zur Beurteilung vor, die spezielle
medizinische Testverfahren betrafen (u.a. auch Mammografie). Es ergab sich auch das in den
bisherigen Studien erhaltene Bild der Performanzabhingigkeit vom verwendeten
Informationsformat. Bei Wahrscheinlichkeitsversionen der Mammografieaufgabe lagen die
Urteile von 2/3 der Arzte vollig falsch (iiber 50%; korrekter Wert: 8%), bei
Haufigkeitsversionen nur noch von 21% (vgl. Abb.1.13). Hoffrage und Gigerenzer stieen
meist auf negative Grundhaltung der medizinischen Experten gegeniiber Stochastik bzw.
eigener mathematischer Fidhigkeiten. Sie waren meist nicht bereit, sich solchen Fragen zu

3% im Folgenden meist als , Haufigkeitskonzept“ bezeichnet.
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offnen. Diese negative Grundhaltung und Selbstbewertung konnten durch Héaufigkeits-
darstellungen oft tiberwunden werden.
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Abb.1.13: Wahrscheinlichkeitsschitzungen befragter Arzte zur Aussagekraft eines Mammografiebefundes
aufgrund von Wahrscheinlichkeits- bzw. Haufigkeitsinformationen (vgl. Gigerenzer, 2002)

Eine Studie von Gigerenzer, Hoffrage & Ebert (1998) zeigte, dass in so entscheidenden
Fragen, wie der Aussagekraft positiver HIV-Tests, auch professionelle AIDS-Berater
versagten. Ein studentischer Mitarbeiter unterzog sich freiwillig 20 AIDS-Tests mit
anschliefendem Beratungsgesprich und stellte u.a. die Frage nach der Sicherheit einer HIV-
Infektion nach positivem Testergebnis. 10 Berater sprachen von 100%iger Sicherheit, weitere
5 von ,,99,9% oder hoher. Alle weiteren Angaben lagen iiber 90%. Die Mehrheit erklirte, es
konne keine falsch-positiven Diagnosen geben, weil immer ein Bestitigungstest erfolgt. Fiir
Personen mit einem niedrigen Risikoverhalten sind aber diese Aussagen nicht richtig (vgl.
Gigerenzer et al. 1998, S.200). Nur ein Berater hat iiberhaupt erklért, dass die Aussagekraft
des Tests von der Privalenz fiir eine HIV-Infektion abhéngt, also von der entsprechenden A-
priori-Risikoeinschitzung. Keiner der Berater hatte versucht, die Informationen auf Basis von
Héufigkeiten zu erklidren, die diesen Zusammenhang sehr gut hitten verstdndlich machen
konnen. Diese Studien belegten grofle Defizite in der Arzt-Patient-Kommunikation, die mit
dem ,Haufigkeitskonzept verbesserbar sind (vgl. auch Hoffrage, Kurzenhduser &
Gigerenzer, 2000).

Juristische Urteilsbildung hat dhnlich der medizinischen eine besondere Tragweite fiir
einzelne Personen. Die FEinschitzung und Kommunikation von Unsicherheit sind von
entscheidender Bedeutung. Auch in diesem Bereich kann die Verwendung von
Haufigkeitsdarstellung wertvolle Hilfe leisten fiir eine verbesserte Urteilsbildung. Lindsey,
Hertwig und Gigerenzer (im Druck) legten angehenden Richtern und Jurastudenten
detaillierte Gerichtsfille vor, in denen jeweils DNA-Proben des Angeklagten mit am Tatort
gefundenen Spuren in einer DNA-Analyse iibereinstimmten. Die Félle waren so konstruiert,
dass neben dem Ergebnis der DNA-Analyse kaum verwertbare Indizien vorhanden waren. In
der Fallbeschreibung war auch ein Sachverstindigengutachten mit statistischen Bewertungen
enthalten, z.B.:

Auf der Basis des DNA-Profils der am Tatort an der Leiche gefundenen Blutspur erstellte der DNA-
Sachverstdndige ein Gutachten. Dort gab er zu Protokoll, dass das DNA-Profil der DNA-Probe des
Angeklagten mit dem DNA-Profil der am Tatort gefundenen Spur (bereinstimmt. Zuséatzlich fihrte er
aus, dass in einer Stadt von der GréBe Berlins ungefdhr eine Million Madnner als mdgliche Téter in
Frage kommen. Im Falle der Schuld des Angeklagten zeigt die verwendete DNA-Analyse mit an
Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit eine Ubereinstimmung des DNA-Profils des Angeklagten
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mit dem in der Blutprobe an der Leiche sichergestellten genetischen Fingerabdruck. Die
Wahrscheinlichkeit, dass der genetische Fingerabdruck eines Unschuldigen rein zuféllig mit diesem
DNA-Profil Gbereinstimmt oder dass aufgrund von Laborfehlern eine DNA-Ubereinstimmung félschlich
festgestellt wurde, betragt 0,3%.°'

Diese statistischen Angaben lassen eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeit zu, dass der
Angeklagte allein aufgrund der DNA-Ubereinstimmung ohne weitere
Indizienberiicksichtigung der Verursacher der Spur ist. Sie betrdgt aber lediglich ca. 0,03%
(sic!®®). Deutlicher wird diese erstaunlich geringe Wahrscheinlichkeit, wenn eine Hiufigkeits-
tiberlegung angestellt wird (vgl. Abb.1.14).

1000 000
Tatverdachtige
1 999 999
Spurver- Nichtverursacher der
ursacher Spur
1 3000 996 999
} DNA- ; DNA- _ Keine DNA-
Ubereinstimmung Ubereinstimmung Ubereinstimmung

Abb.I.14: Hiufigkeitsdarstellung zur Aussagekraft eines DNA-Gutachtens

In der obigen Form mit Wahrscheinlichkeitsangaben schitzte lediglich unter 1% der
Studenten und 13% der angehenden Richter die Wahrscheinlichkeit richtig ein. War das
Gutachten mit Haufigkeiten formuliert (ohne die grafische Baumdarstellung), wurde von 44%
der Studenten und 68% der Richter die Wahrscheinlichkeit richtig angegeben. Interessant ist
auch, dass mit Wahrscheinlichkeitsangaben 55% der Studenten und 45% der Richter den
Angeklagten verurteilt hitten, mit Hiaufigkeitsangaben jedoch nur 33% bzw. 32%.

Grundsitzlich wird die DNA-Evidenz als sehr aussagekriftiges Indiz gesehen und es
besteht die Gefahr einer Uberbewertung bei der Gesamtbeurteilung einer juristischen
Fragestellung. Die Hiufigkeitsdarstellung kann helfen, Uberbewertungen zu vermeiden und
eine transparente Kommunikation (z.B. Gutachter - Richter) von statistischer Information bei
juristischen Fragen zu ermoglichen (vgl. Krauss & Hertwig, 2000).

Gigerenzer und Kollegen zogen aus diesen Ergebnissen praktische Implikationen:
Erstens sollte sich die Ausbildung von Medizinern und Juristen bzw. von allen, die mit
Risiken umgehen miissen, die Vorteile von Hiufigkeitsdarstellungen zu Nutze machen, z.B.
durch entsprechende Instruktion und Training (vgl. Kurzenhduser & Hoffrage, 2002;
Sedlmeier, 1999; vgl. Kap.IlI dieser Arbeit). Zweitens sollte auch die Risikokommunikation
zwischen Arzten und Patienten bzw. vor Gericht, allgemein zwischen Experten und Laien, auf
Hiufigkeitsebene erfolgen. In diesem Falle ist es ganz entscheidend, dass die einfachste und
verstandlichste Art der Kommunikation gewidhlt wird, um die tatsdchlichen Risiken
transparent machen zu konnen. Einige Fortschritte in dieser Richtung wurden bereits
gemacht. 33

3! Diese Fehlerrate basiert auf Angaben bei Koehler, Chia & Lindsey (1995).
32 Das liegt an der sehr hohen Zahl méglicher Tatverdichtiger von 1 Million, die in praxi natiirlich oft erheblich kleiner ist.
33 Tatséchlich gibt es z.B. entsprechende Empfehlungen im englischen Rechtssystem (vgl. Redmayne, 1998).
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Gigerenzer gibt in dem Buch ,,Das Einmaleins der Skepsis* (2002) einen umfassenden
Uberblick iiber den alltiglichen Umgang mit Risiken. Sein ,,didaktisches Programm*® besteht
aus drei Schritten: Weise erstens die Leute auf die vielen Formen der Unsicherheit hin,
insbesondere auf die, die sie gar nicht als solche erkennen. Lehre sie zweitens, diese
Unsicherheit als Risiken zu beurteilen. Zeige ihnen drittens verschiedene Représentationen,
um ihnen den verstindlichsten Weg zu einer verniinftigen Risikobeurteilung und
kommunikation zu ermoglichen.

Der in diesem Kapitel gegebene, auf Bayesianische Situationen fokussierte Uberblick
iber die wechselvolle Kontroverse zur untrennbaren Verbindung menschlichen Denkens und
dem Phidnomen der Unsicherheit fithrte durch den Aspekt der ,,0kologischen Rationalitdt® zu
einer unzweifelhaften Antwort: Reprdisentation ist der Schliissel zum Denken unter
Unsicherheit. Représentation ist auch einer der Eckpfeiler fiir didaktische Prozesse. Es ist
deshalb dringend geboten und das Ziel dieser Arbeit, die wichtigen Erkenntnisse der
Kognitionspsychologie auch in der Didaktik bzw. Lehr-Lernforschung anzuwenden und zu
etablieren (vgl. Martignon & Wassner, 2001).
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KAPITEL II

DIDAKTISCHE UND CURRICULARE ANALYSEN

ZUM THEMENGEBIET ,BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND
BAYESSCHE REGEL"

Im vorausgehenden Kapitel wurden Ansitze zur Untersuchung und Erkldrung kognitiver
Prozesse des Menschen im Zusammenhang mit Bayesianischem Denken diskutiert. Aus der
Kontroverse iiber diese Frage wurden — wie bereits ausgefiihrt — unterschiedliche Folgerungen
iiber didaktische Moglichkeiten gezogen. In der Mathematikdidaktik hat man trotz oder
gerade wegen eines Bewusstseins fiir besondere Hiirden in diesem Bereich konstruktiv
didaktische Analysen und Vorschlige gemacht, wobei allerdings kaum empirisch
vorgegangen wurde. Eine vielfach vertretene Einschidtzung, die oft mit Ergebnissen des
,Heuristikprogramms** (Kap.l.2) untermauert wurde, war: “A conceptual grasp of Bayesian
methods rests on an understanding of conditional probability, a notoriously difficult idea. [...]
There is, of course, no easy path to understanding inference” (Moore, 1997). Die Relevanz
des Bayesianischen Denkens im Hinblick auf ihren Bildungsgehalt bzw. -wert fiir die Schiiler
wurde — im Gegensatz etwa zur Relevanz in der Kognitionspsychologie — auch kontroverser
eingeschitzt.

Im Folgenden werden Zuginge von Seiten der Mathematikdidaktik zu Themen um
,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und dem Satz von Bayes“34 besprochen. Zunichst wird kurz
dargestellt, welche Bedeutung diesen Inhalten in derzeitigen deutschen Gymnasiallehrplédnen
und curricularen Empfehlungen zugesprochen wird, und kritisch bewertet. Im zweiten
Abschnitt des Kapitels werden einige didaktische Ansdtze ndher erldutert. Dabei werden
sowohl bereits in Schulbiichern umgesetzte Konzepte, als auch auf Artikelbasis existierende
Vorschlidge dargelegt. Der dritte Teil stellt einen Ansatz auf dem Konzept der ,,natiirlichen
Héufigkeiten® vor, dessen Besonderheit die Integration der Resultate des kognitions-
psychologischen Forschungsprogramms ,,Okologische Rationalitit* (Kap.I.3) ist.

1 Curriculare Diskussion

1.1 Aktuelle Einbettung in den gymnasialen Lehrplinen®

In den Lehrplinen und Richtlinien der Bundesldnder des gymnasialen Bildungsgangs sind
Themen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu unterschiedlichen Zeitpunkten und mit
unterschiedlicher Inhaltsgewichtung enthalten. Wihrend in vielen Bundesldndern Ziele einer
Allgemeinbildung in Wahrscheinlichkeitsrechnung bereits Bestandteil der Plidne der frithen
Sekundarstufe I sind, werden sie in manchen Lindern iiberhaupt erst in der Sekundarstufe II
beriicksichtigt. FEine detaillierte Analyse aller Lehrpliane und Lehrplanentwiirfe der
Bundeslidnder wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Im Folgenden soll nur kurz auf
einige Aspekte, die im Zusammenhang mit dem Problemfeld ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit
und Satz von Bayes* stehen, eingegangen werden.

3 Diese Bezeichnung wird i.w.S. auch verwendet, wenn bedingte Wahrscheinlichkeit und der Satz von Bayes nicht formal
entwickelt werden (vgl.Abb.II.1). In Kapitel I behandelte Situationen zum Bayesianischen Denken sind entsprechende
Beispiele.

3 Diese Bezeichnung wird fiir die gesetzlichen Planungsgrundlagen in den einzelnen Bundeslindern verwendet
stellvertretend fiir Richtlinien, Rahmenplan, Bildungsplan, etc.
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In der Sekundarstufe I sind einige typische Stichworte in den Lehrplanen zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung  ,,Zufallsexperiment®, ,relative Haufigkeit, ,,Wahrscheinlichkeit®,
,Urnenmodell“, ,,Baumdiagramm®, ,,Pfadregeln* (z.B. Kultusministerium NRW, 1993). Der
Begriff der ,,bedingten Wahrscheinlichkeit* wird im Allgemeinen nicht explizit entwickelt,
sondern — wenn {iberhaupt — erfolgt eine implizite Behandlung von bedingter
Wahrscheinlichkeit im Kontext von ,,mehrstufigen Zufallsversuchen* und Pfadregeln anhand
von Baumdiagrammen. Anwendungen des Satzes von Bayes werden in der Sekundarstufe I
normalerweise ausgeklammert. Ein Gegenbeispiel ist der Lehrplan Mathematik fiir die
Sekundarstufe I aus NRW (1993), der dieses Themengebiet (optional) fiir die gymnasiale
Doppeljahrgangsstufe  9/10 explizit enthédlt (vgl. Abb.IL.1). Auch in der neuen
Entwurfsfassung vom Oktober 2003 ist die Anwendung der Bayesregel an authentischen
Beispielen als Kompetenzerwartung am Ende der Jahrgangsstufe 10 enthalten: ,,Schiilerinnen
und Schiiler nutzen die Kenntnisse iiber zweistufige Zufallsexperimente, um statistische
Aussagen in authentischen Texten zu interpretieren und zu beurteilen (z.B.
Gesundheitstests).** Neben dem iiblichen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung gemiB
[frequentistisch-klassischer 'Wahrscheinlichkeitsinterpretation werden auch Elemente des
subjektivistischen Ansatzes eingebaut (Abb.II.1, letzter Satz). Diese Tendenz findet sich auch
in neuen Entwiirfen der niedersidchsischen Rahmenrichtlinien fiir die Sekundarstufe I. Der
subjektivistische Ansatz wird in Klasse 9 im Zuge der Bayes-Statistik entwickelt. Der Bayes-
Statistik wird in Klasse 10 der Alternativtest anhand der Binomialverteilung gegeniibergestellt
(vgl. Eichler, 2003; Cukrowicz & Zimmermann, 2001).

Alternative (a)

Probleme aus dem Themenkreis der Bayesschen Regel werden mit Hilfe von Baum-
diagrammen bearbeitet. Dabei soll die Bayessche Regel weder formal behandelt noch
bewiesen werden (das ist der gymnasialen Oberstufe vorbehalten). Hier geht es um
ein inhaltliches Verstdndnis der Zusammenh&nge, wobei der Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit intuitiv verwendet wird. Fir statistisches Denken wird die Regel
relevant, wenn man studiert, wie sich die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Alter-
nativen auf Grund von Beobachtungen &ndern.

Abb.II.1: Der Themenkreis Bayesregel in der Sekundarstufe I (vgl. Kultusministerium NRW, 1993, S. 57)

Einige weitere Lehr- und Rahmenpline zur gymnasialen Sekundarstufe I verschiedener
Bundeslinder seien als reprisentativer Querschnitt ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit im
Hinblick auf die Entwicklung von Inhalten der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
insbesondere der Grundlagen fiir Themen zu ,,bedingter Wahrscheinlichkeit und Anwendung
der Bayesregel‘‘ kurz umrissen.

In der gymnasialen Sekundarstufe I in Bayern wurde bisher vollig auf Wahrschein-
lichkeitsrechung verzichtet. Im neuen Rahmenplan fiir das Gymnasium fiir Mathematik in
Bayern (Kultusministerium Bayern, 2003) sind Inhalte fiir die Klassenstufe 10 zu
,zusammengesetzten Zufallsversuchen*: Anwenden der Pfadregeln, Definition des Begriffs
,bedingte Wahrscheinlichkeit® und FEinfluss von zusitzlichen Informationen oder
Bedingungen auf die Wabhrscheinlichkeit eines FEreignisses. Themen um bedingte
Wahrscheinlichkeit sollen in Grund- und Leistungskursen der 12. Klasse wieder aufgegriffen
werden, allerdings wird der Satz von Bayes nicht explizit erwzhnt:

,Sie [die Schiiler, Anm.d.Verf.] entwickeln bei der Diskussion von Themen wie z.B. der
Sicherheit von Krankheitsdiagnosen ihr Urteilsvermogen weiter. Simulationen beispielsweise

mit Zufallszahlen helfen, Vermutungen aufzustellen und iiberraschende Rechenergebnisse zu
iiberpriifen* (ebenda, M 12.3.2).

36 vgl. NRW, Kernlehrplan Mathematikunterricht Gymnasium Sekundarstufe I, Entwurfsfassung Oktober 2003, S.21.
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Im Rahmenplan Mathematik aus Brandenburg (Kultusministerium Brandenburg, 2002) finden
sich fiir die Doppelstufe 9/10 zum Themenfeld Zufall nur sehr ungenaue Angaben:
»Das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten fiir mehrstufige Zufallsversuche soll gefestigt und
vertieft werden* (ebenda, S.58).

Im Mathematik Rahmenplan aus Berlin (Kultus Berlin, 1987) fiir die gymnasiale
Sekundarstufe I (Niveau II) findet sich keine Stochastik.

In der neuen Fassung des Hamburger Rahmenplans fiir das neunstufige Gymnasium
(Kultus Hamburg, 2003) gehort der Umgang mit mehrstufigen Zufallsexperimenten,
Baumdiagrammen und Pfadregeln zu verbindlichen Inhalten bis zur Stufe 8, wobei bereits in
moglichen Lernsituationen der ,Bayesianische Testgedanke* vorkommen kann.
Weitergehende Vertiefung erfolgt in der Sekundarstufe II.

In einer neuen Erprobungsfassung des Mathematik Rahmenplans fiir Mecklenburg-
Vorpommern (Kultusministerium Mecklenburg-Vorpommern, 2002) werden als Ziele in
Stufe 8 (,, Wahrscheinlichkeit I*) genannt:

»Die Schiiler konnen zunehmend Aufgaben mit komplexem Charakter losen. Sie berechnen
Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Baumdiagrammen und kennen Zdihlverfahren zur
Anzahlbestimmung bei einfachen kombinatorischen Problemen“ (ebenda, S.25).
In Stufe 10 erfolgt hier bereits eine (klassische) Einfiihrung in Elemente der beurteilenden
Statistik (,, Wahrscheinlichkeit II*).

Im Lehrplan Mathematik fiir das Gymnasium in Sachsen (Kultusministerium Sachsen,
2001) befinden sich die Inhalte zu mehrstufigen Zufallsversuchen und der Benutzung von
Baumdiagrammen und Pfadregeln auch in Klasse 8. Erst in der Sekundarstufe II ist bedingte
Wahrscheinlichkeit Lehrplanthema (GK12: bedingte Wahrscheinlichkeit als Zusatzthema,
LK12: bedingte Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes, aber keine Bayes-Statistik).

In den Pldnen der Sekundarstufe Il sind Inhalte des Themenbereichs ,,Bedingte
Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes* im Allgemeinen enthalten. Oftmals unterscheiden
sich jedoch die Inhalte von Grund- und Leistungskursen dahingehend, dass im
Leistungskursplan der ,,Satz von Bayes* und seine Anwendung explizit Erwdhnung finden,
im Grundkursplan aber nicht. Diese wohl sehr willkiirliche Abgrenzung ist um so
unverstiandlicher, da gerade dieser Themenbereich viele interessante Anwendungs- und
Alltagsbeziige eroffnet. Gerade diese Auseinandersetzung mit der Wahrscheinlichkeits-
rechung in realistischen Kontexten sollte aber, wie auch in Richtlinien oft deutlich gemacht
wird, besonders ein ,,Markenzeichen* der Grundkurse sein, um gerade bei mathematisch
uninteressierteren Schiilern eine positivere FEinstellung zur Mathematik zu fordern (z.B.
Kultusministerium NRW, 1999, S.26)

Ein weiterer wichtiger Aspekt des Themenbereiches ist die Anwendung im Bereich
der Statistik zur Beurteilung von Hypothesen (vgl. auch Einfithrung). Der wachsenden
Relevanz dieser statistischen Konzepte und der damit verbundenen grundlegenden Rolle der
Bayesschen Denkweise wird in derzeitigen Lehrplidnen allerdings meist kaum Rechnung
getragen. Eine Ausnahme ist z.B. der Lehrplan aus NRW, der nicht ein Verfahren fiir das
Testen von Hypothesen explizit vorschreibt, sondern klassische oder Bayesianische Verfahren
gleichwertig gegeniiberstellt. Diese offene Grundhaltung zeigt sich bereits ab Stufe 9/10 (vgl.
Abb.IL.1). Eine vergleichende Gegeniiberstellung wird dabei fiir ,,sehr lehrreich® gehalten
(Kultusministerium NRW, 1999, S.26). Mogliche ausfiihrlichere Vorschldge finden sich in
Lehrbiichern, die im Zuge dieser Lehrpldne entwickelt wurden (vgl. Schmid & Weidig, 1996;
ausfiihrlicher in 2.2.2.).
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1.2 Aktuelle Empfehlungen aus der Mathematikdidaktik

Die Diskussion um Inhalte, Ziele und Gestaltung des Stochastikunterrichts wurde im letzten
Jahrzehnt auf nationaler und internationaler Ebene verstirkt gefiihrt. Eine neue
bildungspolitische Relevanz erhielten stochastische Disziplinen aus mancherlei Griinden.
Hauptursachen liegen in einer Reaktion auf den rasanten Wandel der modernen Gesellschaft,
die immer mehr vom Austausch von Informationen geprigt ist. Die Analyse statistischer
Daten und der Einsatz stochastischer Modelle zur Entscheidungsfindung gewinnt fiir den
miindigen ,,Normalbiirger®, erst recht aber fiir ,,Experten* stindig an Bedeutung, nicht zuletzt
da Fehlinterpretation und die Gefahr von bewusstem Missbrauch zunehmen (vgl. z.B.
Krimer, 1995; Gigerenzer, 2002). Zum anderen ist Statistik das an deutschen Universititen
meist unterrichtetste Fach, mit dem schitzungsweise jeder dritte Studierende in Beriihrung
kommt (vgl. AK Stochastik, 2002, S.75). Ein Reformhintergrund ist auch die Verfiigbarkeit
neuerer Technologien, die neue Moglichkeiten fiir kreative Lernhandlungen der Schiiler
bieten (vgl. z.B. Biehler, 1991, 1995).

Aus diesen Griinden ist es eine dringende Aufgabe, zur besonderen Rolle der
Stochastik in der schulischen Mathematikausbildung Stellung zu nehmen (vgl. auch Baumert,
Gigerenzer & Martignon, 2004). Exemplarisch gehe ich im Folgenden auf zwei aktuelle
Empfehlungen ein: Ein zur Diskussion gestelltes Papier des deutschen Arbeitskreises
,Stochastik in der Schule® der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik (AK Stochastik,
2002) und anschlieBend auf die entsprechenden Teile der US-amerikanischen ,,Principles and
Standards for school mathematics* des National Council for Teaching Mathematics — kurz als
,.NCTM-Standards‘ bezeichnet (NCTM, 2000).

1.2.1 Empfehlungen des Arbeitskreises ,Stochastik in der Schule”

Die Empfehlungen des Arbeitskreises (AK Stochastik, 2002) betreffen eine grundlegende,
sich moglichst durch alle Stufen (1.-12./13. Klasse) entfaltende stochastische Bildung, die
verbindlicher Bestandteil der Lehrplidne aller Bundeslinder werden sollte. Grundsitzlich
muss dem Stochastikunterricht ein groBerer Beitrag zur Realisierung allgemeiner Ziele des
Mathematikunterrichts zugemessen werden. Das betrifft auch eine stirkere Vernetzung aller
Disziplinen des Mathematikunterrichts mit stochastischen Denk- und Vorgehensweisen und
auch die Verbindung von wahrscheinlichkeitstheoretischen und statistischen Inhalten.”’
Anforderungen des Stochastikunterrichts iiber die allgemeinen Prinzipien des Mathematik-
unterrichts hinaus werden spezifiziert: So besteht z.B. ein erhohter Bedarf an kritischer
Reflexion der Methoden und Ergebnisse, da oftmals mehrere Vorgehensweisen bzw.
Schlussfolgerungen moglich sind oder im gesellschaftlichen Leben sogar bewusst fehlerhaft
erfolgen. Herausgestellt wird auch die hohe Bedeutung des Anwendungsbezuges, so dass
bereits von Anfang an die Anwendung der Inhalte im Vordergrund stehen muss. Der
mathematische Kalkiil und das Begriffsgefiige sollen sehr ,,vorsichtig® entwickelt werden,
also auf dem minimal notigen Niveau. Zum Abschlussniveau von Primarstufe, Sekundarstufe
I und Sekundarstufe II werden detaillierte Empfehlungen gegeben, sowie Mindestziele des
Stochastikunterrichts und mogliche Erweiterungen und Vertiefungen38 formuliert.

Speziell fiir eine Hinfiihrung zu Inhalten zur ,bedingten Wahrscheinlichkeit und
Anwendung der Bayesschen Regel wird fiir die gymnasiale Sekundarstufe I nur die
Modellierung mehrstufiger Zufallsvorgédnge mithilfe von Baumdiagrammen und Pfadregeln

%7 Diese Grundforderungen waren Gegenstand der Arbeitskreistagung 2003 in Kassel, deren Vortriige und Diskussionen in
einem Tagungsband im Franzbecker Verlag erscheinen werden.

3 Diese Themen werden im Gegensatz zu den obligatorischen Mindestzielen hinsichtlich Realisierungsmoglichkeiten als
abhingig von den Abiturstufenplidnen der jeweiligen Bundesldndern eingestuft.
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genannt. Erst in Sekundarstufe II soll dieses Niveau zu einem inhaltlichen Verstindnis fiir den
Begriff ,,bedingte Wahrscheinlichkeit* und fiir die Bayessche Regel ausgebaut werden. Zu
den Mindestzielen, d.h. bereits in Grundkursen, soll gehoren, dass die Schiiler ein inhaltliches
Verstindnis fiir den Begriff ,,bedingte Wahrscheinlichkeit und fiir die Bayessche Formel
erwerben und sie in Sachsituationen verstindig anwenden konnen. Als Erweiterung und
Vertiefung (z.B. Leistungskursinhalt) sollen die Schiiler das Konzept der Bayes-Analyse
kennen lernen, das die Beurteilung von Hypothesen erlaubt. Dabei soll die grundlegende
Rolle der Bayesschen Regel erkannt werden. Ziel ist, dass sie eine Bayes-Analyse fiir einen
diskreten Parameterraum durchfiihren konnen (vgl. AK Stochastik, 2002, S.83).

1.2.2 Empfehlungen aus den ,NCTM Standards*®

Die ,NCTM-Standards“ (NCTM, 2000)39 bieten eine umfassende Gesamtsicht und
Diskussion der gegenwértigen Mathematikdidaktik. Die curricularen Empfehlungen basieren
auf der langjdhrigen Diskussion von US-amerikanischen Mathematikdidaktikern und -lehrern.
In dem umfassenden Dokument werden Grundpositionen und didaktische Prinzipien
formuliert, sowie inhaltliche bzw. prozessuale Standards iiber alle Klassenstufen hinweg
angegeben und mit anschaulichen Beispielen illustriert. Einer der fiinf inhaltsorientierten
Standards befasst sich mit ,,Datenanalyse und Wahrscheinlichkeit“.** Grundsitzlich werden
fiir alle Jahrgangsstufen (von der Vorschule bis zur Klasse 12) Lerninhalte angeboten.
Kennzeichen ist eine hohe ,,.Daten- und Handlungsorientierung®. In alle typischen Schritte
einer statistischen Untersuchung sollen die Schiiler miteinbezogen werden: Planung und
Erhebung, Darstellung, Zusammenfassung, Interpretation von Daten und schlieBlich
Entscheidungen und Inferenz basierend auf Daten. Dabei sollen grundlegende Konzepte der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung verstanden und angewendet werden.

Bereits in fritheren ,,Standards* (NCTM, 1989) wurde die Wichtigkeit eines sich iiber
alle Klassenstufen erstreckenden Stranges zur Datenanalyse betont. Die Konkretisierung
erfolgte in Curriculumprojekten, wie etwa ,,Data-driven mathematics* (vgl. Burrill, 1996).
Ein wichtiges didaktisches Prinzip ist die Verwendung realer Daten, die fiir die Schiiler
moglichst interessant und bedeutungsvoll sein sollen. Reale Daten geben dem
Stochastikunterricht Legitimitdit und Bedeutung. In der Handhabung sind sie oft
unangenehmer als konstruierte und gerundete Daten. Da aber die Schiiler kaum Erfahrung mit
Zahlen aus der ,realen Welt“ im sonstigen Mathematikunterricht bekommen, sollte dieses
Prinzip im Stochastikunterricht verwirklicht werden (vgl. fiir eine Ubersicht Engel, 2001).

Inhaltlicher Zugang =zu bedingter Wahrscheinlichkeit erfolgt zunidchst {iber
mehrstufige Zufallsversuche unter Verwendung von Listen, Baumdiagrammen und
Flichenmodellen als Bestandteil der Klassen 6-8. Darauf aufbauend wird in den Klassen 9-12
das Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Unabhingigkeit als Thema genannt.
Als Beispiel wird eine medizinische Diagnosesituation verwendet, in dem
Wahrscheinlichkeitsinformationen als Tabellen mit konkreten Haufigkeitswerten dargestellt
werden sollen; jedoch ist nicht genauer ausgefiihrt, fiir welche Urteilssituationen diese
Darstellungen verwendet werden konnen. Zur Frage statistischer Inferenzverfahren, die auf
der Bayesregel beruhen, gibt es keine Aussagen.

% Im Internet verfiigbar unter http://standards-e.nctm.org
0 Eine deutsche Ubersetzung findet sich in Borovenik, Engel & Wickmann, 2001, S.11-42.
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1.3 Bewertung

Grundsitzlich gehdren mehrstufige Zufallssituationen, die die Grundlage fiir Probleme mit
bedingter Wahrscheinlichkeit und Bayesanwendungen sind, zu den Mindestinhalten der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung in der Sekundarstufe I. Wenn man diese Zufallssituationen mit
realen Anwendungen bzw. realen Daten, die fiir Schiiler interessant und bedeutungsvoll sein
konnen (also ohne iibliche Wiirfel- und Urnenexperimente), verkniipfen will, befindet man
sich natiirlicherweise beim Themenfeld ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes*.
Die Probleme passen deshalb gut in die Sekundarstufe I und konnten dort auch ohne
Entwicklung des mathematischen Kalkiils und mit nur minimaler Erweiterung des
Begriffsgefiiges behandelt werden, wie in dieser Arbeit deutlich werden wird (vgl. Kap.IL.3
und Kap.IV).

Ein nicht unerheblicher Grund fiir die Diskrepanz in der Bedeutungsbewertung von
bedingter Wahrscheinlichkeit und dem Satz von Bayes liegt in der theoretischen Kontroverse
(,,klassisch-frequentistischer vs. Bayesianisch-subjektivistischer Zugang®), die sich je nach
Uberzeugung in einer Betonung oder Vernachlissigung dieser Inhalte #uBert (vgl. Eichler,
2003). In der heutigen statistischen Praxis werden ldngst beide - klassische und
Bayesianische Vorgehensweisen — gebraucht (vgl. auch Einfiihrung). In der bildungs-
politischen und curricularen Diskussion hat diese seit Jahrzehnten gefiihrte Kontroverse erst
in letzter Zeit und nur partiell Eingang gefunden, womoglich auch aufgrund der wachsenden
Relevanz ,.Bayesianischer Verfahren“. In der Mathematikdidaktik wurde hierzu ausfiihrlich
Stellung genommen (z.B. Borovcnik, 1984, 1992; Riemer, 1985, 1991; Wickmann, 1990;
Buth, 1991; Goétz, 1997). Die Grundsatzfrage ist, ob aufgrund eines wohl nie zu beendenden
Methodenstreits der Bayesianische Zugang vernachléssigt oder die didaktischen Chancen in
der Methodenvielfalt gesehen werden sollten.*' Letzteres bedeutet, beide Ansitze in das
Stochastik-Curriculum zu integrieren und in der Verschiedenheit der Aussagen und
Interpretationen  Einsicht zu ermoglichen. Entsprechend wire dies mit einer
Bedeutungserhohung des Bayesianischen Denkens in der Sekundarstufe I vorzubereiten.
Konkrete Vorschlige werden im Folgenden gezeigt. Im Ubrigen liegen Inferenz und
Entscheidung vollig natiirlich am Ende des Prozesses des Umgangs mit Daten, der als
Leitidee fiir den Aufbau eines modernen, anwendungsbezogenen Stochastikunterrichts gelten
soll (,,making sense of data*; vgl. NCTM, 2000).

2 Mathematikdidaktische Analyse

Schwierigkeiten, die im Themenbereich der bedingten Wahrscheinlichkeit und der
Anwendung der Bayesregel auftreten konnen, sind als mogliche ,,Hiirden* fiir das Lehren und
Lernen in der Mathematikdidaktik seit vielen Jahren Ernst genommen worden. Im Folgenden
werden einige Zuginge, die mogliche Herangehensweise an diese Inhalte aufzeigen,
detaillierter diskutiert. Sie wurden teilweise in Schulbiichern umgesetzt bzw. sind in
Fachartikeln zu finden. Ich moéchte ausgehend von dem, was ich als ,,Grundform* oder
traditionellen Zugang bezeichnen mochte, einige sich durch ,innovative® Elemente
auszeichnende Vorschlidge besprechen.

4L Eichler (2003) identifizierte Formen eines solchen Aufbaus des Curriculums bei Lehrenden und bezeichnet sie als
,,Universalisten®.
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2.1 Traditionelle Zugange

Seit den 70er Jahren des letzten Jahrhunderts hatte die Wahrscheinlichkeitsrechnung Eingang
in deutsche Schulbiicher gefunden. Auf Basis der inhaltlichen Festlegung durch einheitliche
Priifungsanforderungen etablierte sich eine ,,Grundform* eines an deutschen Gymnasien
iblichen Lehrgangs in Wahrscheinlichkeitsrechnung, zumindest fiir die Sekundarstufe II (vgl.
Schupp, 1984), insbesondere fiir die FEinbettung von Themen zur bedingten
Wahrscheinlichkeit und der Bayesregel. Diese Grundform bestimmte im Wesentlichen die
Vorgehensweise in den meisten Schulbiichern zur Stochastik. Deshalb mochte ich, obwohl
aktuellere Schulbiicher natiirlich in der Ausgestaltung erheblich weiterentwickelt wurden,
kurz auf traditionelle Formen eingehen.

Traditionelle Einstiege in die ,,Welt des Zufalls* in der Sekundarstufe I (z.B. Athen,
Griesel & Postel, 1985; Behrens et al., 1986) beinhalten Zufallsexperimente, den
Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsbegriff, relative Héaufigkeit und den frequentistischen
Wahrscheinlichkeitsbegriff. Je nach Uberzeugung dient die frequentistische Interpretation als
empirische Begriindung des zentralen Laplace’schen Modells der Gleichwahrscheinlichkeit
oder riickt selber ins Zentrum der Betrachtung, wobei die Laplace’sche Wahrscheinlichkeit
eine Sonderform darstellt.*” Eine wichtige Erweiterung erfolgt zu mehrstufigen
Zufallsexperimenten. Spitestens hier wird als niitzliches Veranschaulichungsmittel das
Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten eingefiihrt.’ Einerseits kann leichter die
Ergebnismenge bestimmt werden (z.B. bei mehrfachem Ziehen aus einer Urne), andererseits
konnen die Pfadregeln fiir die Berechung von Wahrscheinlichkeiten in mehrstufigen
Experimenten anschaulicher hergeleitet werden.

In Schulbiichern fiir Leistungskurse der Sekundarstufe II (z.B. Althoff, 1985; Athen et
al., 1984; Barth & Haller, 1983; Feuerpfeil & Heigl, 1997/1975; Glaser et al., 1983) wurde
die bedingte Wahrscheinlichkeit meist iiber Haufigkeitsbetrachtungen definiert und der Satz
von Bayes (iiber Multiplikationssatz und Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) formal
hergeleitet.** Als grafische Veranschaulichungen dienten im Allgemeinen Baum- und
Mengendiagramme, selten Flichendiagramme (,,Unit-Square).*” Die Inhalte der Schulbiicher
fiir Grundkurse klammerten — im Gegensatz zu Leistungskursbiichern — meist den Satz von
Bayes aus, teilweise sogar den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit.*

Um verstandlicher darstellen zu konnen, an welchen Stellen weiter unten besprochene
,Innovationen“ ansetzen und warum, wird ein bekanntes Anwendungsbeispiel zur
medizinischen Diagnose verwendet.

Typisches Diagnoseproblem

Bei Frauen ab 40 Jahren werden Routineuntersuchungen auf Brustkrebs durchgefihrt. Das
Untersuchungsverfahren ist die sogenannte ,Mammografie“. Aus der Literatur ist folgendes bekannt: Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau der Altersgruppe zwischen 40 und 50 Jahren Brustkrebs (B) hat,
betrégt 0,8%. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Krankheit mit einer Mammografie erkannt wird (M,), wenn
sie vorliegt, betrdgt 91,6%. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mammografie félschlicherweise auf
Brustkrebs hinweist, obwohl die Krankheit gar nicht vorliegt, betrdgt 2,6%.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau dieser Altersgruppe tatsédchlich Brustkrebs hat, wenn
sie einen positiven Mammografiebefund erhalten hat?

2 Bei Eichler (2003) werden erstere als ,, Traditionalisten® und letztere als ,,Praktiker* bezeichnet.

4 Vgl. eine Ubersicht von Eulner (1993), der 6 Schulbiicher fiir die Sek.I und 16 fiir die Sek.II zu Inhalten der
Wahrscheinlichkeitsrechnung untersucht hat. In allen 6 Biichern fiir die Sek.I aus den Jahren 1973 bis 1986 wurden
Baumdiagramme verwendet, in 2 auch Mengendiagramme (S.88).

* In 7 der 8 von Eulner (1993, $.89/90) untersuchten Schulbiichern fiir Leistungskurse wird die Bayesregel formal
aufgestellt.

45 Baumdiagramme werden in diesem Themenbereich in 6 der 8 untersuchten LK-Biicher verwendet (ebenda).

% In nur einem der 6 untersuchten GK-Biicher wird der Satz von Bayes behandelt, in 3 der 6 bedingte Wahrscheinlichkeit.
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Auf dieses Beispiel, das in Kapitel I bereits vorgestellt wurde, werde ich im Folgenden immer
wieder zuriickgreifen, um die vergleichende Diskussion anhand derselben Problemsituation
fithren zu konnen.

Der ,,ibliche* Losungsprozess benotigt als Mindestvoraussetzung, dass Schiiler
mehrstufige Zufallsexperimente modellieren konnen. Sie lernen dabei meist in der
Sekundarstufe I das Baumdiagramm mit Pfadwahrscheinlichkeiten als Darstellungshilfe
mehrstufiger Zufallsexperimente kennen. Mit diesen Mitteln konnten Schiiler die
Diagnoseaufgabe wie folgt 16sen.

Zunachst muss erkannt werden, dass man die Situation als ein zweistufiges
Zufallsexperiment mithilfe eines Baumdiagrammes darstellen kann. Beim zufilligen ,,Ziehen*
einer 40 bis 50-jdhrigen Frau hat man in der ersten Stufe die moglichen Ergebnisse Brustkrebs
liegt vor (B) / Brustkrebs liegt nicht vor (nicht B), in der zweiten Stufe jeweils mogliche
Untersuchungsergebnisse Mammografie positiv (M+) / Mammografie negativ (M-). Das
ergibt etwa folgende Baumdarstellung:

91,5% M.
0,8% B

8,5% M_

2,6% M

992% " nicht B *

97,4% M

1. Stufe: Vorliegen der . -
Krebserkrankun 2. Stufe.

ebserkrankung Untersuchungs-

ergebnis

Abb.IL.2: Darstellung des Diagnoseproblems im ,,normalen‘ Baumdiagramm.

Ausgerechnet werden konnen nun die Wahrscheinlichkeiten der 4 vorkommenden Ergebnisse
iiber die Pfadmultiplikationsregel: ,,Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ergibt sich durch
Multiplikation aller Wahrscheinlichkeiten lings des Pfades®. Die ,,Wahrscheinlichkeit des
obersten Pfades ist dann z.B. 0,008 - 0,915 = 0,0073 = 0,73%. Fiir eine sachgerechte
Interpretation miissen die Lernenden die Beschriftungen mit Wahrscheinlichkeiten
Ereignissen zuordnen konnen. Die erste Wahrscheinlichkeit ist die fiir Brustkrebs. Die zweite
ist die fiir eine positive Mammografie, wenn Brustkrebs vorliegt. Der Gesamtpfad steht fiir
das Ergebnis ,Brustkrebs und positive Mammografie“. Der ,Multiplikationssatz*
P(BNM,)=P(B)-P(M, | B), der ,dahintersteckt*, muss nicht explizit aufgestellt werden.

Man kann es zundchst, wie meist in der Sekundarstufe I iiblich, bei umgangsprachlichen
Formulierungen belassen.

Wie wird die Multiplikationsregel begriindet? Die Begriindung erfolgt durch
Riickgriff auf Hiufigkeiten. Hitte man obiges Beispiel zur Einfilhrung verwendet, so wire
etwa zu argumentieren:

,telle Dir vor, man wiederholt diesen Untersuchungsprozess 100000mal, dann wire bei (ungefihr)
0,8% davon, also 100000 - 0,008 = 800 Frauen Brustkrebs festgestellt worden. Davon hitten
(ungefihr) 91,5% eine positive Mammografie erhalten, also ergeben sich 800 - 0,915 = 732 Frauen mit
Brustkrebs und positiver Mammografie. Diese Haufigkeit berechnet sich also als h(B n M,) =
100000 - 0,008 - 0,915. Mit der bekannten frequentistischen Definition der Wahrscheinlichkeit gilt
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P(B N M,) = h(B n M,) / 100000. Nach Kiirzen der Grundgesamtheit bleibt die Multiplikation der
einzelnen Pfadwahrscheinlichkeiten 0,008 - 0,915 als Lésung.*

Die Motivation der allgemeinen Regel basiert also wesentlich auf einer Haufigkeits-
interpretation und den Regeln zur Bruchmultiplikation (,,ein Anteil von einem Anteil von ...*).
Die begriindete Regel wird von nun an auf Wahrscheinlichkeiten angewendet und eingeiibt.
Auf Haufigkeiten wird bei Losungsprozessen aber praktisch nicht mehr Bezug genommen.

Die Hiirde, die bei Bayesianischen Problemen entsteht, ist die Berechnung der
winversen® Wabhrscheinlichkeit fiir Brustkrebs unter der Bedingung einer positiven
Mammografie. Bisher sind nur Wahrscheinlichkeiten unter der Bedingung ,,Brustkrebs* bzw.
,Nicht Brutskrebs“ bekannt. Man bendtigt eine Wahrscheinlichkeit fiir ,,positive
Mammografie*. Hierzu miissen alle Pfade betrachtet werden, die zu positiver Mammografie
fiihren, und die Wahrscheinlichkeiten addiert werden. Im obigen Beispiel: P(M,) = 0,008 -
0,915 + 0,992 - 0,026 = 0,033.

Diese neue Pfadregel (meist als 2. Pfadregel oder Pfadadditionsregel bezeichnet), die
formal dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit entspricht, wird meist nicht mehr durch
Haufigkeitsbetrachtungen begriindet, sondern mit einem Mengendiagramm und dem
Additionsaxiom:

P(M,)=P[(M, "B)UM, "B)]=P(M, "B)+P(M, NB)

Abb.I1.3: Mengendiagramm zur Veranschaulichung der totalen Wahrscheinlichkeit

Da diese mengentheoretische Begriindung fiir die Sekundarstufe I oft als zu schwer und zu
abstrakt angesehen wird, wurden in traditionellen Zugingen Bayesianische Probleme meist
erst in der Sekundarstufe II behandelt.

Allgemeinere Mingel traditioneller Zuginge zur Stochastik in der Sekundarstufe I
werden von Schupp (1984) konkretisiert und so ein ,,Leitfaden fiir sinnvollen Stochastik-
unterricht gegeben: Es erfolgen oft zu fachwissenschaftlich orientierte Darstellungen der
Stochastik, die insbesondere die Verbindungen zur realen Welt (Modellbildung und
Interpretation im Regelkreis des mathematischen Modellierens) ausblenden. Dem Leitziel des
sinnvollen Verhaltens und zweckmiBigen Handelns in stochastischen Situationen wird zu
wenig Rechnung getragen. Kontexte bleiben oft sehr artifiziell aus dem Bereich der ,,Miinzen-
Wiirfel-Urnen*“-Probleme (,,Wiirfelbudenmathematik*, ebenda S.236). Auf Primirintuitionen
der Schiiler ist in hoherem MaBe Riicksicht zu nehmen. Aktivititen, wie das Gewinnen von
Daten, Durchfiihren von Experimenten oder Veranschaulichen und Darstellen miissen in allen
Stufen ermoglicht werden. Insbesondere sollte der spiralige Aufbau so erfolgen, dass er
vorldufige, aber tragfdhige Abschliisse schaffen kann. Zentrale Konzepte sollen so frith wie
moglich eingefithrt werden, aber auch ,,vorldufig, phianomenologisch, situationsgebunden,
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vereinfacht, ungefihr, um dann immer wieder aufgegriffen, vertieft, prézisiert und
verallgemeinert zu werden (Schupp, 1984, S.238; vgl. auch von Harten & Steinbring, 1984).

2.2 Innovative Elemente

Bemiihungen um realitdtsbezogenen Mathematikunterricht waren eine Ursache dafiir, dem
Satz von Bayes als Themengebiet mit hohem Anwendungsbezug einen ,,prominenten* Platz
zumindest in der Sekundarstufe II zu verschaffen. Die Rolle des Bayesianischen Denkens fiir
einen allgemeinbildenden Stochastikunterricht und damit auch der Satz von Bayes fanden in
der fachdidaktischen Diskussion seit ca. 20 Jahren Beachtung. Der didaktischen Diskussion
und innovativen Vorschldgen auf diesem Gebiet wurde auch in einigen Schulbiichern
Rechnung getragen. Ich gehe im Folgenden genauer auf einige interessante Ansitze ein, die
sich durch besondere Darstellungsmittel, verdnderten theoretischen Aufbau bzw. Betonung
des Realitidtsbezugs auszeichnen.

2.2.1 Darstellungsmittel

a) Vierfeldertafeln und umgekehrte Baumdiagramme

Bei Strick (1998; 1999; 2000) finden sich Vorschlige zur Erweiterung des Darstellungs-
repertoires. Dieser Lehrgang von Strick wurde auch in der Schulbuchreihe ,,Elemente der
Mathematik* von Griesel & Postel (z.B. 1995, 2000) umgesetzt. Neben dem {iblichen
,hormalen‘ Baumdiagramm mit Pfadwahrscheinlichkeiten (Abb.II.2) werden Vierfeldertafeln
(Tab.Il.1a,b) und umgekehrte Baumdiagramme (Abb.I1.4) bei Bayes-Aufgaben benutzt. In der
Unterrichtspraxis soll in folgenden Schritten vorgegegangen werden, um komplexere
Aufgaben bearbeiten zu konnen (Strick, 1999, S.51):

1. Daten aus dem Aufgabentext (in Wahrscheinlichkeitsformaten) in ein Baumdiagramm iibertragen
und daraus eine Vierfeldertafel erstellen.

2. Aus einer Vierfeldertafel beide Baumdiagramme (,,normal‘ und ,,umgekehrt*) erstellen.

3. Wiein 1., anschlieBend aus der Vierfeldertafel das umgekehrte Baumdiagramm erstellen.

Schritt 3 stellt die intendierte Vorgehensweise dar, wie die Schiiler an die Bayes-Aufgaben
herangehen sollen. In Strick (2000) wird die Vorgehensweise am Diagnose-Problem zur
Mammografie erldautert. Es wird realititsbezogen vorgegangen. Alle Informationen liegen
zundchst als absolute Hiufigkeiten in einer Vierfeldertafel vor'’ (Tab.1l.1a). Diese werden in
einer Vierfeldertafel in relative Haufigkeiten (Tab.II.1b) tibersetzt und geméal Schritt 2 beide
Baumdiagramme mit Wahrscheinlichkeiten erstellt.

Vorliegen der Krebserkrankung |  gesamt
ja (B) nein (nicht B)
Untersuchungs- auffallig (M,) 118 412 530
ergebnis ohne Befund (M_) 11 15207 15218
gesamt 129 15619 15748

Tab.Il.1a: Darstellung des Diagnosebeispiels in einer Vierfeldertafel (absolute Hiufigkeiten)

7 aus einem tatsichlichen schwedischen Modellversuch, bei dem getestet wurde, wie oft das Mammografie-Screening

(Rontgenreihenuntersuchung) zu falschen bzw. richtigen Diagnosen fiihrt. Die Befunde aus der Mammografie wurden
mithilfe weiterer Verfahren (Ultraschall etc.) auf Richtigkeit tiberpriift.
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Vorliegen der Krebserkrankung |  gesamt
ja (B) nein (nicht B)
Untersuchungs- auffallig (M.,) 0,75% 2,62% 3,37%
ergebnis ohne Befund (M_) 0,07% 96,56% 96,63%
gesamt 0,82% 99,18% 100%

Tab.II.1b: Darstellung des Diagnosebeispiels in einer Vierfeldertafel (mit relativen Haufigkeiten)

Das Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten in der ,,normalen* Anordnung (Abb.IL.2)
korrespondiert mit diesen Daten (Pfadwahrscheinlichkeiten gerundet). Im umgekehrten
Baumdiagramm werden die Daten so visualisiert (Abb.I1.4):

22.3% B
3.4% M.
77,7% nicht B
96,6% M 0,07% B
1. Stufe:
Untersuchungs- 99’93_% nicht B
ergebnis 2. Stufe: Vorliegen der
Krebserkrankung

Abb.I1.4: Darstellung des Diagnosebeispiels im umgekehrten Baumdiagramm (Strick, 2000, S.248).

Unzweifelhaft eignen sich gerade umgekehrte Baumdiagramme besonders gut, um die
Wirkungsweise der Bayesformel, nimlich eine Umkehrung der Sichtweise, zu demonstrieren:
Was gegebenermallen die 1. Stufe des Baumes bildete, ist nun die 2. Stufe und umgekehrt.
Insbesondere ist nun Bedingung, was vorher bedingtes Ereignis war (im Bsp: M, bzw. M_). **

Die Losungswahrscheinlichkeit fiir ein Vorliegen der Krebserkrankung, wenn das
Ergebnis positiv war, P(B | M) = 22,3% muss als Quotient von P(B und M,) = 0,75% durch
P(M,) = 3,37% aus der Vierfeldertafel berechnet werden. Strick kommentiert hier: ,,Dass
beim Ubergang von der Vierfeldertafel zum 2. Baumdiagramm Quotienten gebildet werden
miissen, erscheint den Schiilerinnen und Schiilern natiirlich, wenn sie vorher geniigend
Beispiele mit absoluten Hiufigkeiten gerechnet haben* (1999, S.51; Hervorhebung im
Original). Es ist allerdings nicht grundsitzlich davon auszugehen, dass den Schiilern
verstdandlich ist, warum auch mit relativen Haufigkeiten Quotienten zu bilden sind. Selbst
wenn dem so ist, liegt die Frage nahe, was mit der Ubersetzung in relative Haufigkeiten
bezweckt wird. Dieser ,,Umweg* stellt meines Erachtens eine Verkomplizierung dar, die fiir
ein verstindiges Losen nicht notig wire (siehe Kap.I u.1L.3).

Der Lehrgang von Strick zeichnet sich neben dieser speziellen Darstellungsweise
durch anwendungsbezogenes Vorgehen und geringeren Formalisierungsgrad als traditionelle
Zugiange aus. Er beinhaltet auch die Anwendung des Satz von Bayes zur Abschitzung der
Chancen fiir die Richtigkeit von Hypothesen (z.B. in Griesel & Postel, 2000, S.385f.), die
zentrales Element der Lehrginge in Abschnitt 2.2.2 ist.

48 Man beachte: Der Begriff ,,umgekehrtes Baumdiagramm® wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Ich verwende
im Sinne von Strick im folgenden den Begriff ,umgekehrtes Baumdiagramm® nur, wenn eine Umkehrung der Stufen
enthalten ist.
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b) Fldchendiagramme (,Unit-Square®)

Bei Fliachendiagrammen oder ,,Unit-Squares* werden Wahrscheinlichkeiten als proportionale
Flachen in einem Rechteck visualisiert. Aus Trainingsvergleichen von Bea (1995) ging z.B.
das Einheitsquadrat als ,erfolgversprechendste® Darstellungsform bei Problemen mit
bedingter Wahrscheinlichkeit und Basisratenproblemen hervor (genauere Beschreibung der
Trainingsstudie in Kap.Ill.1.3). Didaktisch wird gefolgert, dass es als generelles
Darstellungsmittel fiir diesen Themenbereich vollig ausreicht: ,,Angesichts dieser Tatsache
[teilweise empirische Uberlegenheit des Einheitsquadarates, Anm. des Verf.] erscheint es
nicht notwendig, situative Empfehlungen iiber den Einsatz der Graphiken abzugeben. [...]
Vielmehr bietet es sich an, das Einheitsquadrat durchgiingig zu verwenden, um nicht Gefahr
zu laufen, durch mehrere verschiedenartige Modelle zusitzliche Verwirrung bei den
Lernenden zu stiften” (Bea, 1995, S.195; Hervorhebung im Original). Flichendiagramme
finden sich in Schulbiichern jedoch bisher nur erginzend (z.B. Feuerpfeil & Heigl, 1997).*

Das Diagnosebeispiel kann etwa wie folgt mit einem Einheitsquadrat visualisiert werden
(Abb.IL.5). Das Einheitsquadrat mit Inhalt 1 reprisentiert einen Wahrscheinlichkeitsraum €.
Die vertikale Aufteilung entspricht der Wahrscheinlichkeitsverteilung des dichotomen
Merkmals ,,Brustkrebs* (0,008 bzw. 0,992). Die horizontale Aufteilung bezieht sich auf die
jeweiligen Anteile bei Brustkrebs bzw. nicht Brustkrebs mit positiver bzw. negativer
Mammografie, also die bedingten Wahrscheinlichkeiten.

0,8% Brustkrebs 99,2%

B nicht B
2,6%
M+ | nicht B
91,5%
M+ | B
Flacheninhalte soll soll proportional zu
proportional zu P(M+ und nicht B)
Befund P(M+ und B) 2,62%
0,75% des entsprechen
Einheitsquadrates 97,4%
ausmachen M- | nicht B
8,5%
M- |B

Abb.IL.5: Darstellung des Diagnosebeispiels im Einheitsquadrat (vgl. Bea, 1995, S.154)

Gemil einer Flacheninterpretation des Satzes von Bayes lautet die Losungsvorschrift:
P(B | M,) = Inhalt der Fliche ,,\\\\“ / [Inhalt der Fldchen ,,/////*
=0,75% / (0,75% + 2,62%) =22,3%

Das ,,Unit-Square* ermdglicht durch die Proportionalitdt von Flichen und Wahrscheinlichkeit
eine Veranschaulichung der Produktregel: ,Inhalte der Fliachen entsprechen den
konjunktiven Wahrscheinlichkeiten und sind das Produkt der jeweiligen Seitenldngen.

4 n der Schulbuchuntersuchung von Eulner (1993, S.89/90) fiir die Sekundarstufe II wird in 4 von 16 Biichern ein
Flachendiagramm verwendet.
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Also etwa:
Fldcheninhalt (B und M,,) = Seitenlinge B - Seitenldnge (M, | B) = 0,008 - 0,918 = 0,0075.

Auch der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit kann wie in einer Mengendarstellung bei
Flachendiagrammen einfach begriindet werden:

Flicheninhalt M, = Fldcheninhalt (B und M,) + Fldcheninhalt (nicht B und M,)

Das Einheitsquadrat ist zweifellos zur Einfiihrung besonders geeignet, da es eine visualisierte
Begriindung der formalen Bayesregel ermoglicht. Es hilft wohl Fehlintuitionen, wie z.B. die
Vernachldssigung der Basisrate zu vermeiden, da Groflenverhiltnisse von Wahrschein-
lichkeiten mit abgebildet sind. Allerdings werden Fldchendarstellungen bei komplizierteren
Daten oder Strukturen schnell uniibersichtlich und scheinen daher zur aktiven grafischen
Modellierung des Losungsprozesses durch den Lernenden weitgehend ungeeignet.50 Eigene
Befunde (vgl. Kap.l.4.2.2) sprachen eher gegen eine generelle Favorisierung von
Fliachendarstellungen.

c¢) Verbindung von Darstellungsmitteln: Baum-Mengen-Diagramme

Bei Tomlinson und Quinn (1997) wird versucht Mengendarstellungen (sogenannte Venn-
Diagramme) und Baumdiagramme zu einem einzigen Problemlosewerkzeug zu verschmelzen.
Wihrend als Vorteil der Mengendarstellung die Veranschaulichung von konjunktiven
Ereignissen gesehen wird, gibt es auch wesentlichen Nachteile: Es konnen nur unklar
zugrundeliegende Beziehungen der stochastischen (Un-)Abhingigkeit dargestellt werden, die
aber wesentlich fiir die Losung von Aufgaben mit bedingten Wahrscheinlichkeiten sind. Diese
stochastischen Beziehungen, so unterstreichen auch Tomlinson und Quinn (ebenda, S.5),
werden am besten mit Baumdiagrammen reprisentiert.

Um beide Vorteile auszunutzen, werden Venn- und Baumdiagramme kombiniert
verwendet (vgl. Abb.IL.6). Die weitere Besonderheit ist eine Verschmelzung von normalem
und umgekehrtem Baumdiagramm. Da man sowohl in der normalen als auch in der
umgekehrten Sichtweise (entspricht normalem und umgekehrtem Baumdiagramm) zu
denselben konjunktiven Wahrscheinlichkeiten gelangt (vgl. Produktsatz), ist dies leicht
moglich. Die kombinierte Baum-Mengen-Darstellung kann aber nur bei einfachen Beispielen
(z.B. einfacher Wiirfelwurf) eingesetzt werden. Sie ist wie die Flachendarstellung als aktives
Modellierungsinstrument anwendungsorientierter Probleme schnell tiberfordert. Es wird auch
vorgeschlagen, Mengendiagramme wieder wegzulassen und durch Wahrscheinlichkeiten zu
ersetzen, wenn die Lernenden mit der Darstellung vertraut sind.

Meines Erachtens ist v.a. die Verbindung zu einem ,,vollstindigen Baumdiagramm®
didaktisch wertvoll, worauf bereits eigene Befunde in Kap.1.4.2.2 hindeuteten. Tomlinson und
Quinn geben an, dass ihre Schiiler eine abstrakte Form der Bayesregel selbststindig aus dem
vollstandigen Baumdiagramm ableiten konnten. Bei aller Unklarheit iiber ihre empirische
Vorgehensweise diesbeziiglich, wére dieser Befund natiirlich ein deutliches Indiz fiir den
Vorteil der Integration der umgekehrten Sichtweise in eine einzige Darstellung, gerade bei
Problemen zur Regel von Bayes. In meinen eigenen Untersuchungen wurden auch
vollstindige Baumdiagramme verwendet, allerdings in Verbindung mit Héaufigkeiten (vgl.
auch Kap.I1.3.2).

% Die Ergebnisse der Trainingsstudie von Bea (1995) bieten zur aktiven Verwendung keine Befunde (vgl. Kap.III.1.3).
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PZnX) = 1/6
V4
PENX) = 1/3
2
%
PEZnX) = 1/6
1 /3 1/3
74 i
3| 6
51

Abb.I1.6: Darstellung eines Wiirfelwurfexperiments im Baumdiagramm mit integrierter Mengendarstellung
(X:,,Die geworfene Zahl ist gerade®; Z:,,.Die geworfene Zahl ist eine Primzahl®)

2.2.2 Bayesianischer Ansatz

Riemer (vgl. 1985; 1986) benennt zwei Hauptversdumnisse des iiblichen Zugangs zur
Stochastik:

e Wahrscheinlichkeiten werden zunichst wie {iiblich in Mathematik lediglich exakt
berechnet, wodurch der hypothetische Charakter der Wahrscheinlichkeitsrechnung kaum
deutlich wird.

e Der Begriff der subjektiven Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Hypothese wird nicht
entwickelt. Die klassische Theorie kann solche Wahrscheinlichkeiten nicht liefern.

Gerade in Letzterem sieht Buth (1991) sogar eine ,Behinderung des gesunden
Menschenverstandes®. Intuitiv verspricht sich der Schiiler z.B. beim Testen von Hypothesen
eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit des Zutreffens der Hypothese (bei vorliegendem
Ausgang des Experiments) treffen zu konnen. Eher belanglos wirkt da die
Wahrscheinlichkeit, mit der man einen Irrtum riskiert, wenn man sich gegen eine Hypothese
ausspricht, die in Wirklichkeit stimmt (ebenda, S.21). Dieser Unterschied wird als
erkldarungsbediirftig im Unterricht angesehen.

Die Logik der Signifikanzmethode ist alles andere als naheliegend. Das wurde auch in
Studien mit Studenten und sogar Statistiklehrenden eindrucksvoll bestitigt. Die Bedeutung
eines signifikanten Ergebnisses wird oft falsch interpretiert (z.B. Oakes, 1986; Krauss &
Wassner, 2001). Selbst in Lehrbiichern zur Statistik finden sich solche Fehlinterpretationen
(Gigerenzer, 1993a). Der gesunde Menschenverstand scheint dazu zu tendieren, irgendeine
Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit der Hypothesen treffen zu wollen, auch wenn sie durch
Signifikanztesten nicht moglich ist. Cohen (1994, S.997) driickte es so aus: ,,What’s wrong
with significance testing? Well, among many other things, it does not tell us what we want to
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know, and we so much want to know what we want to know that, out of desperation, we
nevertheless believe in that it does!” Diese Beobachtung machen auch Lehrende oft bei ihren
Schiilern, etwa wenn gefolgert wird: ,,Wir haben die Hypothese auf dem 5%
Signifikanzniveau verworfen, also gilt die Alternative mit 95%iger Sicherheit (z.B.
Birnbaum, 1982).

Riemer (z.B. 1986, S.4) propagierte deshalb die Entwicklung des Bayesianischen
Zugangs zum Testen ,,auf unteren Curriculumstufen (Klasse 8)“, indem bereits hier von
(subjektiven) Wahrscheinlichkeiten fiir das Zutreffen von Hypothesen gesprochen wird. Zur
Vermeidung resultierender Fehlvorstellungen kann die iterierte Anwendung der Bayesschen
Regel dienen, die es — im Gegensatz zum klassischen Hypothesentesten — erlaubt,
Wahrscheinlichkeiten von Hypothesen gegeneinander abzuwigen.’' Das Entscheiden
zwischen Hypothesen mit Bayes wird fiir geeignet fiir niedrigere Stufen gehalten, da es ,,mit
der Pfadregel auskommt, insbesondere keine TestgroBen bendtigt“ (ebenda, S.9). Eine
Umsetzung fiir die Sekundarstufe I erfolgte z.B. im Schulbuch von Schmid & Weidig (1996,
S.180f.). Auch in den neueren Schulbiichern von Cukrowicz & Zimmermann (2001) und
Lergenmiiller & Schmidt (2003) wird der Bayesianische Zugang als ,, Lernen aus Erfahrung“
zentral entwickelt.

Die Argumentation in Riemers” Zugang wire auf das Diagnosebeispiel angewendet
die folgende. Eine Untersuchung soll helfen zwischen zwei alternativen Hypothesen
abzuwigen, ,Brustkrebs“ oder ,kein Brustkrebs®. Als Indiz =zdhlt ein positives
Mammografieergebnis. Zur grafischen Darstellung wird ein sogenanntes ,Bayes-
Diagramm“52 verwendet, in dem nur die Anderung der A-priori-Wahrscheinlichkeiten durch
das tatsdchlich beobachtete Indiz betrachtet wird (vgl. Abb.IL.7).

0,8% 99.2% a priori
B nicht B Alternativen
91,5% 2,6%

positive Mammografie M,

22,5% 77,5% a posteriori
Abb.IL.7: Darstellung des Diagnosebeispiels im ,,Bayes-Diagramm* (vgl. Riemer, 1986, S.5)

Aus dem Bayes-Diagramm wird wie folgt die Regel von Bayes abgeleitet:

»Man erhdlt die a posteriori Wahrscheinlichkeit einer Alternative, indem man die
Wahrscheinlichkeit des zugehorigen Pfades durch die totale Wahrscheinlichkeit des
beobachteten Indizes teilt* (Schmid & Weidig, 1996, S.184).

Die (totale) Wahrscheinlichkeit, das Indiz zu beobachten ist 0,8% - 91,5% + 99,2% - 2,6%,
denn die Pfade zum Indiz ,,positive Mammografie* haben die Wahrscheinlichkeiten:

Pfad iiber ,, Brustkrebs “: 0,008 - 0,915 = 0,0075
Pfad iiber ,,nicht Brustkrebs“: 0,992 - 0,026 = 0,0258

Die nach Beobachtung des Indizes ,,M.* revidierte Wahrscheinlichkeit fiir Brustkrebs ist also:

5! Das hielt Lindley (z.B. 1965) fiir das schlagendste Argument fiir den Bayesianischen Zugang.
52 Eine dhnliche Darstellung findet sich auch bei Wickmann (1990), die dort als Pfaddiagramm bezeichnet wird.
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PBIM,)=__ 00075  _9) 59
0,0075+0,0258

Vorteilhaft kann das ,,Bayes-Diagramm® der Anschauung zugute kommen, da es nur die
Daten beinhaltet, die fiir eine konkrete Fragestellung gebraucht werden und damit deutlich
weniger komplex ist als ,,komplette* Baumdiagramme. Deswegen eignet es sich auch gut zur
Darstellung iterierter Anwendung der Bayesschen Regel, indem man einfach mehrere Bayes-
Diagramme ,hintereinanderschaltet (vgl. ebenda, S.185). Das Diagramm unterstiitzt die
Herleitung der Bayesregel und schafft die Basis, Aufgaben schematisch mit einfachen Mitteln
I6sen zu konnen, was eine wesentliche Intention dieses Lehrgangs zu sein scheint. Ob durch
diese Darstellung aber die Herleitung der Regeln tiefer begriindet oder leichter begreifbar
wird, ist fraglich. Im ndchsten Abschnitt werden hierfiir meines Erachtens geeignetere
Zuginge gezeigt.

2.2.3 Haufigkeitsbasierte Regelherleitung

Die Bayesianische Denkweise des ,,.Lernen aus Erfahrung® ist auch im Schulbuch von
Kuypers, Lauter & Wuttke (1999) vorherrschend. Im Unterschied zur traditionellen
Herleitung der Bayesregel wird hier hiufigkeitsbasierter vorgegangen. Ein medizinisches
Diagnoseproblem mit fiktiven Daten dient als Einfithrungsbeispiel. Es erfolgt eine
Hiiufigkeitsdarstellung im Baumdiagramm ausgehend von 1000000 Personen, @hnlich der
,Haufigkeitsbaume* bei Gigerenzer (Abb.IL.8; vgl. auch Kap.I, Abb.1.2).

1000000
0,001 e 0,999
[krank/)// (gesund)
,/
1000 999000

096 7 N\ 004 002 7 "\ 098
(positiv )~ ‘\\incgaiiv) (positiv) _~~ Wguliv)
-~ ™ /

960 40 19980 979020
( krank lmd] krank und (gesund und} 'gesund und
testpositiv | testnegativ | testpositiv ] (Lesmcgativ

Abb.I1.8: Diagnosebeispiel in einer Baumdarstellung mit Haufigkeiten (Kuypers et al., 1999, S. 175)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir die Hypothese ,,Krankheit* unter der Bedingung des
Datums ,,positives Testergebnis*“ wird als Verhiltnis von Hiufigkeiten berechnet. Diese
Uberlegung wird nun genutzt, um die Bayesregel mit Wahrscheinlichkeiten formal zu
begriinden (vgl. Abb.IL9). Die Multiplikationsregel wurde vorher ebenfalls durch
Haufigkeitsiiberlegungen mit Hilfe des Baumdiagramms abgeleitet. Es ist anzunehmen, dass
die Begriindung der Regel von Bayes iiber Haufigkeitsiiberlegungen bei Lernenden eine
anschaulichere Vorstellung der Regel bewirken kann. In folgenden Ubungen werden weitere
Beispiele nur noch mit hergeleiteten Wahrscheinlichkeitsregeln gelost. Auf absolute
Haufigkeiten wird kaum mehr Bezug genommen. Aus den in Kapitel I dargestellten
kognitiven Uberlegungen und Befunden macht das Einfiihrungskonzept bei Kuypers et al.
(1999) einen Schritt in Richtung der Betonung hiufigkeitsbasierter Intuitionen. Kernaspekte
dieser Arbeit befassen sich mit einer noch wesentlich zentraleren Verwendung von
Haufigkeitsmodellierung (vgl. Kap.I1.3 und IV).

3322,5% (anstatt 22,3% direkt aus den Hiufigkeiten 118 / 530) ergibt sich aufgrund von Rundungen aller relativen
Hiufigkeiten (Rundungen wie in obigen Baumdiagrammen).
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Wir haben diese Wahrscheinlichkeit oben dadurch berechnet, dass wir die Zahl der Fiille
mit (H, und D) durch die Zahl aller Fille mit D, also mit (H, und D) und mit (H, und D),
dividiert haben:

H(H, und D) 960

H(H, und D)+ H(H, und D) 960 + 19980

P(H,|D)=

Stattdessen konnen wir natiirlich auch die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten durcheinan-
der dividieren:

P(H, und D)
P(H, und D)+ P(H, und D)

Mit den Gleichungen von Seite 177 ergibt sich daraus:

P(H,)-P(D[H,)
P(H,)-P(D|H,) + P(H,) - P(D|H,)
Abb.I1.9: Hiufigkeitsbasierte Herleitung der Regel von Bayes (Kuypers et al., 1999, S. 178)

P(H,|D)=

2.2.4 Chancenkonzept und Konzept des ,Begunstigens”

Die Formel von Bayes wird von Borovcnik als zu ,,schwerfillig® fiir das Erkennen des
Zusammenhanges der A-priori- und A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten charakterisiert (1992,
S.177). Zur Uberwindung dieser ,,Schwerfilligkeit“ wird vorgeschlagen, von der intuitiven
Interpretation fiir Wahrscheinlichkeit auszugehen, namlich der Idee des Wertes einer Wette
bzw. von Chancenverhdltnissen (im Sinne des ,,Wert eines Spiels*“ bei Huygens, 1657)54.
Konsistent wird auch die Bayesformel mit Chancenverhiltnissen™ so dargestellt, dass sie an
die Tatigkeit des Neubewertens von Wahrscheinlichkeit direkter anbindet (Borovcnik 1992,
S.230f.; 1990, S.32f.). Als direkte Vorteile eines solchen Ansatzes werden die Vereinfachung
der Berechnung und der Strukturen und durch die Betonung des Denkens in Informationen
eine Unterstiitzung von Intuition und Einsicht in die Verwendungsbereiche des Kalkiils
hervorgehoben.

Eine neue Information I veridndert das Chancenverhiltnis W(E) : W(nE) zu W(EAI) :
W(nEnl). Mit der Produktregel ergibt sich:

W(E) -W(I E) : W(nE) -W(I| nE) < W(E): W(nE) -W(I|E): W(I | nE)

Man kann diese Beziehung nun so interpretieren:

W(E Al) : W(NE A l) = W(E) : W(nE) - W(I| E) : W(l | nE)
neues Chancenverhéltnis | = altes Chancenverhiltnis - Trennkraft (Likelihood-
(posteriori odds) (priori odds) Quotient)

Im Chancenkonzept von Borovcnik wird ebenfalls eine ,verkiirzte Version -eines
Baumdiagramms verwendet (vgl. Abb.I1.10). Die Darstellung ist strukturell analog zu
Riemer’s Bayes-Diagramm (vgl. Abb.II.7). Der Hauptunterschied liegt in der Angabe der A-

* Die Frage ,,Was ist der faire Preis fiir ein bestimmtes Spiel?* wird auch als die Geburtsstunde der mathematischen
Betrachtung von Wahrscheinlichkeit gesehen, als ein gewisser Chevalier de Méré sich mit dieser Frage iiber bestimmte
Wiirfelspiele 1654 an die Mathematiker Pascal und Fermat wandte.

55 Definition: Fiir ein Ereignis E, dessen Wahrscheinlichkeit W(E) als bekannt vorausgesetzt wird, wird der Quotient W(E) :
W(nE) als Chancenverhiltnis von E gegen nE bezeichnet (,,odds-ratio®).
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priori-Wahrscheinlichkeit als Chancenverhiltnis. Borovenik (1984, S.218) spricht auch von
»inversen* Baumdiagrammen, obwohl die Sichtweise der eines ,,normalen* Baumdiagramms
entspricht.

129 B ——91,5 %\
2,6% /

Abb.II.10: Darstellung des Diagnosebeispiels im ,,inversen* Baumdiagramm (vgl. Borovcnik 1992, S.229)

M.

15 619 nicht B

Die Rechenregel fiir das a posteriori-Chancenverhiltnis lautet:
A-posteriori-Chancenverhdltnis = A-priori-Chancenverhdltnis - Likelihood-Quotient

Im Beispiel:
Chancen von (B | M) gegen (nicht B | M,) =
=(129-0,915) : (15619 - 0,026) = 118 : 406

Daraus folgt per Def. die Wahrscheinlichkeit:
P(BIM,)=118/118 + 406 = 22,5%"°

Das sogenannte ,,Begiinstigen“-Konzept als didaktische Idee wurde u.a. von Borovcnik
(1992, S.198f.; vgl. auch Borovcnik, 1985, 1990; Scholz, 1981; Falk & Bar-Hillel, 1983)
verwendet, um die oft vorhandene Liicke zwischen Theorie und Praxis zu schlieBen. Die
Neubewertung von Wissen als Anwendung der Bayesregel wird durch ein Werkzeug erginzt,
um die qualitative Verinderung einer bedingten Wahrscheinlichkeit formal zu beschreiben
und Verwechslungen dieser ,Bayesianischen Inferenz* mit kausalem oder logischem
Schlussfolgern zu vermeiden. Im Paradebeispiel der medizinischen Diagnose entspricht der
Intuition: Wer krank ist, ,,verursacht einen positiven Befund. Stochastisch haben jedoch
diese tief verwurzelten, kausal-logischen Intuitionen keine Bedeutung. Es macht ebenso Sinn
die Wahrscheinlichkeit von Befunden (z.B. positive Testergebnisse) neu zu bewerten mit
Informationen iiber das Vorliegen der entsprechenden Krankheit. Das Hauptproblem fiir
Lernende ist demnach also die Wirkungsweise der Formel von Bayes zu verstehen, die auch
oft mit dem Schlagwort ,,.Lernen aus Erfahrung* charakterisiert wird. Die ,,Begiinstigen‘*-Idee
soll diesen Mechanismus besonders einleuchtend machen. Der Kern des Konzeptes ist die
systematische Untersuchung des an sich trivialen Zusammenhangs, dass sich die
Wabhrscheinlichkeit durch das Einbeziehen einer Bedingung bzw. neuer Information im
allgemeinen &dndert (wenn nicht, ist die Information irrelevant). Im Zusammenhang mit
Wetten bedeutet die Beziehung ,.Begiinstigen® fiir zwei Ereignisse E und F etwa eine
Erhohung des Chancenverhéltnisses von F durch Kenntnis von E (formal: E 2 F).

Didaktische Moglichkeiten dieser Konzepte bestehen im Wesentlichen daraus, dass
der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit, Chancenverhiltnissen und Gewinnquoten
einerseits auf einer sehr intuitiven Ebene ausgebaut oder andererseits mathematisch
gerechtfertigt werden kann (Borovcnik, 1992, S.182). Es gibt aber keine empirischen
Befunde, ob die Chancensichtweise fiir Schiiler leichter oder intuitiver als die Vorstellung
iber relative Haufigkeiten ist.

%22,5% (anstatt 22,3% direkt aus der relativen Haufigkeit) ergibt sich aufgrund der Rundung der Likelihoods (entsprechend
zu den Baumdiagrammen oben).
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Wihrend in der iiblichen Theorie z.B. Unabhingigkeit als statistische Eigenschaft des
Objektes betrachtet wird, wird der Begriff durch das ,,Begiinstigen®“-Konzept mit einer
Tatigkeit in Verbindung gebracht, eine Wahrscheinlichkeitsbewertung unter Einbeziehung
neuer Information zu verindern oder nicht (Borovcnik, 1992, S.218). Tief verwurzelte
fehlerhafte Intuitionen in diesem Bereich, die unzweifelhaft vorhanden sind und oft durch
Vermischung mit kausalem oder logischem Denken erzeugt werden, konnen durch das Bild
der Neubewertung von Wahrscheinlichkeiten besser iiberwunden werden, im Sinne einer
»sinnstiftenden Handlung®. Die didaktische Chance des Konzeptes besteht somit in der
Moglichkeit, das ,,Spannungsfeld von Begriff und Titigkeit” besser zu iiberwinden.
Spezifische konzeptuelle Eigenschaften des stochastischen Denkens konnen dadurch leichter
ausgebildet werden (ebenda, S.220).

2.2.5 Betonung des Realitatsbezugs

Eine intensive Diskussion in der Mathematikdidaktik wurde seit Jahrzehnten iiber Fragen des
Realitdts- und Lebensbezugs der im Unterricht zu behandelnden Themen gefiihrt (fiir eine
Ubersicht Blum, 1996). Argumente fiir die Verstirkung von Realititsbeziigen im
Mathematikunterricht sind v.a. pragmatisch die Erziehung der Schiiler zu miindigen Biirgern,
formal die Forderung der Problemldsekompetenz durch das Ubersetzen zwischen Realitiit und
Mathematik, kulturbezogen die Schaffung eines reflektierten und ausgewogenen Bildes von
Mathematik als ,,gesellschaftliches Gesamtphidnomen* und lernpsychologisch als Motivation
und Unterstiitzung des Verstehens und Behaltens mathematischer Inhalte (vgl. Blum, 1991;
1996).

Die Relevanz realititsbezogenen Modellierens wurde als Ziel insbesondere eines
allgemeinbildenden Stochastikunterrichts von Schupp (z.B. 1984; im Druck) immer wieder
betont und genauer dargelegt: ,,Die Phasen des [...] Interpretierens und Riickkoppelns, also
die beidseitigen Ubergiinge zwischen Mathematik und sonstiger Welt, stellen erhebliche
Anforderungen und stehen immer in der Gefahr des Verkiirztwerdens. So sind wir heute mehr
denn je im Unterricht gehalten, unsere stochastischen Vorgehensweisen und Resultate sowie
diejenigen anderer kritisch zu betrachten, sie eher als Entscheidungshilfen denn als
Entscheidungen anzusehen“ (Schupp, im Druck). Schupp hebt hervor, dass der
Stochastikunterricht iiber den Gesamtbeitrag zum Mathematikunterricht hinaus ,,spezifische,
nicht auswechselbare Gelegenheiten bietet, auf welche die allgemeinbildende Schule nicht
verzichten kann®.

Ein Hauptversdumnis des Mathematikunterrichts, insbesondere in Stochastik, wird oft
darin gesehen, die Lernenden von der Relevanz der Inhalte fiir ihr weiteres Leben zu
iiberzeugen.57 Heymann (1995, S.20) fiihrte diesen Aspekt der Lebensvorbereitung genauer
aus: Einerseits braucht ein Schiiler, der keinen mathematischen oder mathematiknahen Beruf
ergreift, fiir sein spiteres Leben nur sehr wenige Inhalte des derzeitigen Mathematik-
unterrichts. Damit steigt die Schwierigkeit, Schiiler fiir das zu motivieren, was sie im
Mathematikunterricht lernen sollen. Andererseits wird der Aspekt der Lebensvorbereitung
auch unterschitzt, da gerade solche mathematische Aktivitidten, die im Alltag wichtig sind,
systematisch vernachldssigt werden. Zu einseitig wird auf das korrekte Losen eindeutig
losbarer Aufgaben Wert gelegt, was meist auf ein Abarbeiten von Algorithmen hinausliuft.

Der Stochastikunterricht und insbesondere das Problemfeld Bayesanwendungen
eroffnet Moglichkeiten fiir genau solche vernachldssigten Aktivitidten, die im Alltag jedes

577 B. fiir Stochastik trat dies bei Befragungen von Schiilern von Rathgeber (1999) deutlich zu Tage.

65



KAPITEL I Didaktische und curriculare Analysen

Biirgers eine mehr oder weniger grofle Rolle spielen (vgl. Heymann, 1995, S.21 bzw. Schupp,
im Druck) wie z.B.

Schitzen, Uberschlagen, intuitives Erfassen von Groflenordnungen,

Ubersetzen von Sachproblemen in einfache mathematische Modelle,

Interpretation und Erstellung von grafischen Darstellungen,

Mathematik als Kommunikations- und Argumentationsmittel,

Umgang mit statistischen Daten und Interpretation von Wahrscheinlichkeitsaussagen in realen
Zusammenhingen,

e Verstindiger Einsatz technischer Hilfsmittel (z.B. Computer)

Ein uniibersehbarer Trend hin zu hoherem Realitdtsbezug ist sicher in der heutigen
Alltagspraxis des Mathematikunterrichts zu beobachten. Dennoch kann man weiterhin
feststellen, dass zwischen mathematikdidaktischen Vorschligen und unterrichtlicher Praxis
Liicken klaffen und oft die Kalkiilorientierung immer noch die dominierende Rolle zu spielen
scheint. Was fithrt zum Widerstand von Mathematiklehrenden, méglichst realititsbezogenen
Unterricht zu machen? Der didaktische Weg ist anspruchsvoller in organisatorischer, schiiler-
und lehrerbezogener Hinsicht als der iibliche und kann auf besondere Hindernisse stofen (vgl.
Blum, 1996, S.28). Die Hauptangst besteht wohl darin, dass durch eine ,,Offnung“ die
Unbestimmtheit des Modellierungsprozesses ansteigt und eventuelle Ersatzstrategien der
Lernenden, die mit dem eigentlichen Problem nichts mehr zu tun haben, eine verniinftige
Kommunikation erschweren.

Ich werde aus Platzgriinden in dieser Arbeit die umfassende Diskussion in der
Mathematikdidaktik iiber verschiedene Formen und Methoden realitdtsbezogenen
Mathematikunterrichts, Aspekte von Lebensrelevanz insbesondere Schiilerrelevanz bzw.
Authentizitdt von Beispielen nicht weiter ausfiihren, sondern einen konkreten Vorschlag zu
Anwendungen des Satz von Bayes aufzeigen. In diesem Unterrichtsvorschlag (vgl. Kap.VI)
sind realititsbezogene und schiilerrelevante Elemente zentral.

Die hohe praktische Relevanz des Bayesianischen Denkens wurde bereits einfithrend
herausgestellt. Warum sonst wiren derartige Problemstellungen unter den bekanntesten und
meist untersuchtesten in der psychologischen Urteils- und Entscheidungsforschung, deren
Untersuchungsgebiet vor allem Alltagsprobleme der Menschen mit Unsicherheit und Zufall
sind?

Es gibt z.B. einen ausgearbeiteten Vorschlag fiir einen realitdtsbezogenen Zugang von
Boer (1997) aus der Material-Reihe ,JISTRON* (Blum et al., 1997). Anhand der auch oft im
iblichen Stochastikunterricht thematisierten Anwendung des Satzes von Bayes, der Diagnose
seltener Ereignisse, wird ein problemorientierter und realititsbezogener Unterrichtsvorschlag
gemacht. Die Fragestellung ,,Was ist von einem positiven AIDS-Test zu halten?* dient als
Einstieg in den Themenbereich. Stochastische Inhalte werden dabei nicht anhand von
pseudorealen Textaufgaben behandelt. Man nimmt sich bewusst Zeit, diese anhand von
realistischem Textmaterial, z.B. Medientexten, mit den Lernenden zu erarbeiten. Es dauert
eine geraume Zeit, bis es iliberhaupt zu Wahrscheinlichkeitsberechnungen kommt. Diese
Berechnungen werden aus ,,normalen” Baumdiagrammen mit Pfadwahrscheinlichkeiten
abgeleitet, wobei keine allgemeine Herleitung der Formel von Bayes erfolgt oder von
bedingter Wahrscheinlichkeit gesprochen wird. Der Kontext ,,AIDS* eignet sich auch deshalb
so gut in diesem Zusammenhang, weil er fiir Schiiler eine ernsthafte Bedeutung in ihrem
Alltag hat (Boer, 1997, S.56). Der Vorschlag von Boer zeigt eine Moglichkeit auf, dass und
wie eine schiilerrelevante Situation (AIDS-Test) im Stochastikunterricht behandelt werden
konnte.
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3 Das didaktische Konzept der ,,natiirlichen Haufigkeiten*

Es besteht eine gewisse Grundiiberzeugung, dass der Weg einer formalen Behandlung der
bedingten Wahrscheinlichkeit und des Satzes von Bayes mit Schiilern schwer ist und daher
als Thema in frilheren Stufen vermieden wird. Dieser Uberzeugung mochte ich
entgegenhalten: Es scheint tatsdchlich so zu sein, dass eine wahrscheinlichkeitstheoretische
Herleitung bedingter Wahrscheinlichkeit und der Bayesregel eine zu grofle Herausforderung
zumindest in der Sekundarstufe 1 darstellt. Dennoch miissen zentrale Konzepte so friih wie
moglich eingefiihrt werden und vorldufige, tragfihige Abschliisse geschaffen werden (z.B.
Schupp, 1984, S.238). Der Zugang iiber ,,natiirliche Haufigkeiten* kann einen anschaulichen,
vereinfachten und intuitionsbezogenen Weg dazu bieten. Das Konzept beruht auf den in
diesem Zusammenhang in Kapitel I dargestellten Erkenntnissen der kognitions-
psychologischen Urteilsforschung. Wie bereits ausfiihrlich erldutert, besteht die grund-
sitzliche Uberzeugung, dass stochastische Intuitionen und Prikonzepte auf Hiufigkeits-
anschauung basieren. An diese wird angekniipft, indem (externe) Reprisentation als wichtiger
Einflussfaktor auf mentale Strategien stochastischen Denkens (vgl. Kap.1.3.) als maBgebliches
Element des didaktischen Konzeptes verstanden wird.

Zunichst mochte ich als Kern des Konzeptes Modellierungsprozesse niher betrachten
und anschliefend auf Realisierungen in Lehr-Lern-Mitteln eingehen.

3.1 Modellierungsprozess

Der didaktische ,Trick“ des Konzeptes der natiirlichen Hiufigkeiten besteht in der
verdnderten Mathematisierung der Ausgangssituation (vgl. Abb.IL.11). Gegeben ist eine
realistische Situation, die Informationen als absolute Héaufigkeiten oder bereits ,,aufbereiteter*
als relative Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten enthilt. Die iibliche Mathematisierung
einer stochastischen Problemstellung wiirde im ersteren Fall eine Ubersetzung der absoluten
in relative Hiufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten bedeuten.

Realistische Situation Realistische Situation
Informationen als absolute — Informationen als relative
Haufigkeiten Ubersetzung Haufigkeiten bzw.
(z.B.,129 von 15748% @ e mnnnnnnnnnnnnnnnnny Wahrscheinlichkeiten
,82 von 10000 (z.B. ,0,82%")
v
Modellierung mit ,nattrlichen Modellierung mit
Haufigkeiten® als Ergebnis | . i iiiiiiinnnns Wabhrscheinlichkeitsregeln,
eines gedanklichen ,natural Begriindung von i.A. vorab anhand von
sampling“ - Prozesses und Regeln anschaulichen Darstellungen
anschaulicher Darstellung abgeleitet
v
(ideale) EELERFERERYETERERERY

Haufigkeitsldsung /nterpretation Wahrscheinlichkeitsldsung

<

ey Wahrscheinlichkeits-

EEEEEm * M . .
zugang Haufigkeitszugang

Abb.II.11: Modellierungsprozess im iiblichen wahrscheinlichkeitstheoretischen Zugang und im ,,Konzept der
natiirlichen Haufigkeiten* im Vergleich
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AnschlieBend wiirden zur Verarbeitung bereits hergeleitete formale Regeln zur Anwendung
kommen. Das Wahrscheinlichkeitsergebnis wire zu interpretieren, z.B. basierend auf einer
frequentistischen Anschauung.

Das Haufigkeitskonzept geht gewissermaBen ,,umgekehrt* vor (vgl. Abb.I1.11): Wenn
Informationen als relative Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten vorliegen, werden sie in
,hatiirliche* Héaufigkeiten ,,zuriickiibersetzt*. Dies geschieht in der in Kapitel 1.3.1 erlduterten
Weise eines gedanklichen, idealisierten Experiments. Die entstehenden absoluten
Haufigkeitsverhiltnisse sind das Ergebnis eines ,,natural-sampling* - Prozesses. Diese (ideale)
Haufigkeitslosung ist als Wahrscheinlichkeit zu interpretieren. ,,Umkehrung® meint also
genauer, dass eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation erst nach der innermathematischen
Verarbeitung erfolgt.

Der Hauptzweck ist die Erhohung der Anschaulichkeit und Vereinfachung des
Modellierungsprozesses. Grofe Schwierigkeiten im Umgang mit Verhiltnisbegriffen (z.B.
Prozentrechnung) sind bekannte didaktische Hiirden in der Sekundarstufe I. Das Rechnen mit
,,Prozenten‘ fithrt nicht nur bei Schiilern, sondern auch bei vielen Erwachsenen immer wieder
zu erschreckenden Fehlleistungen. Die natiirlichen Haufigkeiten vermeiden diese zusétzliche
Hiirde.

Nach meiner Einschidtzung wird aufbauend auf konkrete und intuitive Anschauungen
mit Haufigkeiten eine wahrscheinlichkeitstheoretische Formalisierung, wenn dieses Ziel in
der Sek.Il erreicht werden soll, leichter fallen und begriindeter erfolgen konnen als ohne
Haufigkeitszugang. Die Regelherleitung wird ja keineswegs behindert, sondern im Gegenteil
vorbereitet. Tab.II.2 zeigt einige Beispiele, welche ,,intuitiven Regeln bei der Modellierung
mit natiirlichen Haufigkeiten formalen Wahrscheinlichkeitsregeln entsprechen.

Héufigkeitsmodellierung Wahrscheinlichkeitsregeln
e e sinlichkei ANB AN B|:|Q
Wahrscheinlichkeit P(AIB) = | | P(AIB) = | | | | _ P(ANB)
18] |B|:|Q P(B)
e [AnB|=|B|- P(AIB) | P(ANB)=P(B)-PAIB)

Satz von der totalen

Wahrscheinlichkeit |A| = |AﬁB|+‘AﬁE‘ P(A)=P(ANB)+P(ANB) =
(2. Pfadregel) — _
P(B)- P(A| B)+ P(B)- P(A| B)

Satz von Bayes P(BI )= ‘ B‘ P(BIA) = M _
|4 P(A)
_ |AnB P(B)-P(A| B) _
|AnB+[AnB P(B)- P(A| B)+ P(B)- P(A| B)

Tab.I1.2: ,Intuitive Regeln* bei der Haufigkeitsmodellierung und entsprechende Wahrscheinlichkeitsregeln

Arthur Engel (1975; 1976) hatte bereits mit dem ,,Wahrscheinlichkeitsabakus® einen
hiufigkeitsbasierten Algorithmus entworfen, der die Anschauung vielfiltiger diskreter’®
Wahrscheinlichkeitsprozesse erleichtern und diese fiir jiingere Schiiler begreifbar machen
kann. Es wird davon ausgegangen, dass jeder diskrete, stochastische Prozess in einen
zufilligen ,,.Durchlauf von Spielchips® durch einen Graphen {iibersetzt werden kann. Dafiir
werden Regeln angegeben, die auch den frequentistisch motivierten
Wabhrscheinlichkeitspfadregeln entsprechen. Wenn der Algorithmus beendet ist, erhédlt man

8 Engel (1975, S.1) vertrat dort die Meinung, dass auf Schulniveau die Behandlung diskreter Prozesse ausreichend ist.
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immer absolute Hiaufigkeiten in den ,,Endzustinden, die die Chancenverhiltnisse dieser
Zustinde angeben. Das Ergebnis einer Modellierung einer ,typischen Bayessituation® mit
dem Wahrscheinlichkeitsabakus wéren natiirliche Haufigkeiten; der Algorithmus beschreibt
gewissermallen eine Art ,natural sampling”. Als Vorteile dieser haufigkeitsbasierten
Algorithmen nennt Engel (1975, S.7) u.a.: ,,The method [...] leads in a most direct way into
the main stream of modern probability, by skipping the dull and useless initial chapters in the
ususal college text books on probability. [...] The method enables children to compute
probabilities and expectations for highly sophisticated stochastic processes usually studied at
the college level. And they do it in the most efficient way by a method which is in many
respects superior to the method used by experts”. Die Arbeiten zum Wahrschein-
lichkeitsabakus von Engel (1975) sind nach meiner Einschitzung als eine algorithmische
Grundlegung von Hiufigkeitsmodellierungen diskreter, stochastischer Prozesse leider nicht
geniigend beachtet worden und sollen hier ausdriicklich zur Gewinnung neuer didaktischer
Ideen (wieder)empfohlen werden.

3.2 Realisierung in Lernmitteln

In einem Schulbuch von Sedlmeier & Kohlers (2001) wurde das Konzept der natiirlichen
Haufigkeiten konsequent umgesetzt. Es wird bewusst versucht, moglichst ohne
wahrscheinlichkeitstheoretische Formalisierung die wichtigen Grundinhalte der Stochastik
einzufiihren.” Dazu dienen viele alltagsrelevante Probleme, die mit moglichst einfachen und
anschaulichen Mitteln gelost werden. Eine begleitende Software ermoglicht die Modellierung
vieler, auch selbststindig konstruierter, Problemsituationen. Dariiber hinaus bestehen auch
Moglichkeiten zur Simulation von Zufallsprozessen (z.B. einfache und mehrstufige
Zufallsexperimente, zum empirischen Gesetz der grolen Zahlen, zum Einfluss der
Stichprobengrofle auf Verteilungen) und zu speziellem Training (z.B. zur Bayesschen
Revision von Wahrscheinlichkeiten). Die Gestaltung der speziellen Trainings basierte auch
auf empirischen Erkenntnissen. In Kapitel III wird noch ausfiihrlicher darauf eingegangen.
Im Folgenden sollen im Vergleich zu obigen Zugingen die Inhalte zu bedingter
Wahrscheinlichkeit, Konjunktion und Revision von Wahrscheinlichkeiten (Satz von Bayes)
diskutiert werden (Sedlmeier & Kohlers, 2001, Kapitel 3 und 4).

Die Modellierung von Alltagsproblemen als mehrstufige Zufallsversuche wird durch
das Simulationsinstrument der Software sehr gefordert. Es handelt sich dabei um eine
,virtuelle Urne, die man mit beliebigen Populationsverteilungen fiillen und Ziehungen
durchfiihren kann. Die Darstellungsform zur Speicherung der Ergebnisse der Zufallsversuche
ist zundchst ein sogenanntes ,,Haufigkeitsraster* (nach Sortierung: vgl. Abb.I1.12, S.63). Jedes
Kistchen im Raster repréasentiert in der Regel ein konkretes ,,Ziehungsergebnis®. Alle
Wahrscheinlichkeiten lassen sich direkt aus der Darstellung als Verhiltnisse natiirlicher
Zahlen bilden. Die Summe gleichartiger Késtchen in einem sortierten Hiufigkeitsraster ergibt
auch eine Art Fliche. Die verschiedenen Fldchen stellen die Elemente der Ergebnismenge dar
(z.B. helle Kistchen mit Kreuz: Krebs und Befund positiv). Es handelt sich gewissermal3en
um eine Haiufigkeitsform eines Fliachendiagramms (vgl.I1.2.2.1.b). Die Fldchen, die die
Héufigkeit eines FErgebnisses wiedergeben, reprisentieren in dem Verhiltnis zur
Gesamtfldache die jeweilige Wahrscheinlichkeit des Auftretens.

% Die traditionelle Formalisierung und Herleitung der Regeln ist aber auch im Buch als Anhang enthalten. So kann das Buch
als Grundlage fiir Stochastikunterricht in der Sekundarstufe I und II dienen.
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Die Abb.IL.12 zeigt eine Hiufigkeitsrasterdarstellung des obigen Diagnosebeispiels.”’ Die
Legende zeigt an, dass helle Kistchen ,,Krebs®, dunkle ,kein Krebs“, Kreuz ,,positiver
Befund* und kein Kreuz ,,negativer Befund* bedeuten. Die Héaufigkeitslosung ist der Quotient
der Krebsfille mit positiver Mammografie geteilt durch alle Félle mit positiver Mammografie.
Die Haufigkeiten werden in der Legende auch numerisch angezeigt.

P(Krebs | Befund positiv) = 12 helle Kdistchen mit Kreuz / 53 Kdstchen insgesamt mit
Kreuz = 22,6% °
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Befund negativ (1522

Abb.I1.12: Darstellung des Diagnosebeispiels im Hiufigkeitsraster (erstellt mit der Software in Sedlmeier &
Kohlers, 2001)

Welchen Vorteil bietet diese Darstellung? Im Hiufigkeitsraster lassen sich alle
Wahrscheinlichkeiten als Verhéltnisse von Héaufigkeiten ablesen. Im Buch von Sedlmeier und
Koéhlers (2001) wird deutlich, dass die Rasterdarstellung sehr hilfreich ist, um qualitative
Eigenschaften und Wabhrscheinlichkeitsregeln bei mehrstufigen Zufallsexperimenten
herauszuarbeiten. Die Stdrke der flichenméfigen Visualisierung liegt — wie bereits in 2.2.1.b

80 Zwecks Ubersichtlichkeit soll ein Kistchen 10 untersuchte Frauen (,Fille) symbolisieren. Die Hiufigkeitsverhiltnisse
und damit die Wahrscheinlichkeiten bleiben natiirlich gleich.

81 entspricht 120 Krebsfille mit positivem Befund | 530 Fiille insgesamt mit positivem Befund. 22,6% (anstatt 22,3%) ergibt
sich aufgrund der vergroberten Darstellung von eigentlich 118 Krebsfillen, die positiv testeten, mit 12 Kistchen (entspricht
120 Fille). Derartig geringe Abweichungen sind fiir eine Interpretation ohne Belang.
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erwidhnt — in einer visualisierten Begriindung von Regeln im Zusammenhang mit
Wahrscheinlichkeiten. Z.B. kann die Groe zueinander ,inverser bedingter
Wahrscheinlichkeiten gegeneinander leicht abgeschitzt werden oder die ,,Konjunktionsregel*
P(AmB) < P(A) anschaulich begriindet werden, zu deren Anwendung in der
kognitionspsychologischen Forschung kontrovers diskutiert wurde (vgl. fiir einen Uberblick:
Hertwig & Gigerenzer, 1999). Auch die Produktregel und totale Wahrscheinlichkeit konnen
sehr anschaulich hergeleitet werden. Fiir die selbststindige Modellierung realistischer
Probleme durch die Schiiler sind allerdings Hiufigkeitsraster womoglich weniger gut
geeignet, wenn nicht wie in diesem Schulbuch Software als Hilfsmittel zur Verfiigung steht.

Fiir den Themenbereich Bayesanwendungen (,,Revision von Wahrscheinlichkeit*)
wird zusdtzlich der ,Hiufigkeitsbaum* (Abb.I1.13) zur Modellierung verwendet. Die
Erstellung wird ebenfalls durch die Software unterstiitzt. Dieser Haufigkeitsbaum entspricht
der Darstellungsform, die auch in kognitionspsychologischen Arbeiten von Gigerenzer u.a.
zur Veranschaulichung vorgeschlagen wurde (vgl. auch Kap.1.3.2).

=

Fraven, die an der Studie [§
eilnahmen

Berechne

Abb.II.13: Darstellung des Diagnosebeispiels im Hiufigkeitsbaum (erstellt mit der Software in
Sedlmeier & Kohlers, 2001)

Auf dem didaktischen Konzept der natiirlichen Héaufigkeiten und der Darstellungsform
Haufigkeitsbaum basiert auch der in dieser Arbeit untersuchte Unterrichtsentwurf. Der dort
verwendete Haufigkeitsbaum ist die Erweiterung des Haiufigkeitsbaums mit einem
,umgekehrten Baumdiagramm mit Haufigkeiten* (vgl. Abb.I1.14; vgl. auch 1.4.2.2). Neben
dem Haiufigkeitskonzept ist in dieser Darstellungsform, die ich kurz als ,,Doppelbaum
bezeichnen will, ,,normale‘ und ,,umgekehrte Sichtweise integriert.
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Untersuchte Frauen

Brustkrebs Kein Brustkrebs
129 15619
15207
Mammografie Mammografie
positiv negativ

Abb.II.14: Darstellung des Diagnosebeispiels im ,,Doppelbaum‘ mit Haufigkeiten
(vgl. Wassner, Krauss & Martignon, 2002, S.14)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit von z.B. P(Brustkrebs | Mammografie positiv) ergibt sich
als Verhiltnis von absoluten Hiufigkeiten, die direkt aus der Darstellung abzulesen sind. Die
Antwort, die die Darstellung , liefert* basiert auf ,,natiirlichen Haufigkeiten*: In 118 von 530
Fillen®, in denen die Mammografie positiv war, lag tatsichlich eine Krebserkrankung vor.
Diese natiirliche Hiufigkeit kann wie folgt als gesuchte Wahrscheinlichkeit interpretiert
werden:

P(B | M) = Fiille mit Brustkrebs und positiver Mammografie | Alle Fille mit positiver Mammografie
=118/530=22,3%

Es sei darauf hingewiesen, dass der Doppelbaum beziiglich der Informationsmenge identisch
mit der Vierfeldertafel ist, die bei Strick (2000; vgl. Abb.Il.1a) verwendet wurde.® Alle
bedingten und konjunktiven Wahrscheinlichkeiten sind als Quotienten ablesbar. Meines
Erachtens ist die Integration beider Sichtweisen in einer Darstellung ein weiterer Vorteil fiir
die Veranschaulichung Bayesianischen Denkens. Die zugrundeliegende Gesamtpopulation
wird unter einer Bedingung ,,aufgeteilt” und unter der anderen Bedingung wieder ,,zusam-
mengefiigt”. Je nach betrachteter Bedingung (B, nicht B, M,, M_) wird der Wahrschein-
lichkeitsraum anders reduziert; die bedingten Wahrscheinlichkeiten unterscheiden sich
entsprechend. Insbesondere wird die Einsicht erleichtert, dass die stochastische und die
kausale Schlussrichtung nicht identisch sein muss: Sowohl in ,,normaler* als auch ,,umge-
kehrter* Sichtweise haben Bayesianische Folgerungen ihre Berechtigung (vgl. Falk, 1988).

4 Vergleichende Bewertung

Ich mochte abschlieBend eine zusammenfassende didaktische Bewertung aus meiner Sicht der
vorgestellten Modellierungsformen von Bayesianischen Problemsituationen — dem
wesentlichen Fokus meiner Arbeit — unter verschiedenen Aspekten geben, wobei sich der

62 Aus dem ,,normalen* Hiufigkeitsbaum wird genauso die Summe der positiven Befunde 118 + 412 = 530 berechnet, die
aber nicht in der Darstellung integriert ist.

6 Anmerkung: Ich benutzte in diesem Kapitel absichtlich das Diagnosebeispiel mit Daten in absoluten Hiufigkeiten von
Strick (2000), um die verschiedenen didaktischen Zugidnge und Vorschlige v.a. in ihrem Wert der Modellierung
realitdtsnaher Problemstellungen zu vergleichen. Derartige Aufgaben mit Daten in absoluten Héufigkeiten sind allerdings
leider nicht unbedingt in Schulbiichern tiblich.
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Begriff ,,Modellierungsform* hier vornehmlich auf Darstellungsform und Verarbeitungs-
format beziehen soll. Wie deutlich wurde, bestimmt die Modellierungsform meist wesentlich
den didaktischen Zugang. Tab.I1.3 gibt noch einmal einen Uberblick iiber mogliche bzw.
vorgestellte Modellierungsformen. Man beachte, dass Modellierungsformen mit Chancen, die
gewissermallen Haiufigkeitsverhéltnisse sind, als ,spezielle Haufigkeitsmodellierungen®
angesehen werden konnen.

Verarbeitungsformat

Wahrscheinlichkeit/ ,hattrliche Chancen-
Darstellungsform relative Haufigkeit Haufigkeit verhdltnisse
1. Ohne grafische Darstellung Bayesformel Kap.l.3.1 Kap.ll.2.2.4
2. Baumdiagramm Abb.11.2 (1) Abb.11.13 u. 14 Abb.11.10 (2)
3. Umgekehrte Baumdiagramm Abb.ll.4 Abb.1l.14 (3)
4. Mehrfeldertafel Tab.ll.1b Tab.ll.1a
5. Flachendiagramm (,Unit Square®) Abb.Il.5 Abb.Il.12 (4)
6. Mengendiagramm Abb.II.3; nur qualitativ nur qualitativ

Anmerkungen:

(1) Das Bayes-Diagramm (vgl. Abb.11.7) ist eine Teildarstellung des Baumdiagramms

(2) Bei Borovcnik als inverses” (nicht gleich umgekehrtes) Baumdiagramm bezeichnet. Nur die A-priori-
Wahrscheinlichkeiten werden als Chancenverhaltnisse angegeben.

(3) Z.B. integriert im ,Doppelbaum* (Wassner et al., 2002)

(4) Z.B. als ,Haufigkeitsraster” (Sedimeier & Kéhlers, 2001)

Tab.I1.3: Uberblick iiber Modellierungsformen bei Bayesianischen Problemen

Die folgende Tabelle 11.4 stellt einen Versuch dar, die gezeigten Modellierungsformen unter
folgenden Aspekten zu bewerten:

1. Ist eine selbststindige Modellierung eines realistischen Problemes durch den Lernenden
ohne Hilfsmittel moglich?

2. Konnen aus dem Modell allgemeine Wahrscheinlichkeitsregeln abgeleitet werden?

3. Konnen diese Regeln durch das Modell begriindet werden?
4. Wird das sequenzielle, mehrstufige Vorgehen des Zufallsprozesses unterstiitzt?
Baumdiagramm Mehrfelder- Flachen- Mengen-
(bzw. umgek. Baum) tafel diagramm diagramm
Aspekte w H w H w H
1. Modellierung realer
Probleme 0 + 0 * B B B
2. Ableitung von
Wahrscheinlichkeitsregeln 0 0 0 0 0 0 0
3. Begriindung von
Regeln o] + o] + + + +
4. Sequenzielle
Darstellung + + 0 0 B B B
Legende:

W: ,im Verarbeitungsformat Wahrscheinlichkeit / rel. Haufigkeit“, H: ,im Verarbeitungsformat natirl. Haufigkeit*
+: ,besonders gut geeignet”, o: ,geeignet”, —: ,weniger gut geeignet”.

Tab.I1.4: Bewertung von Modellierungsformen bei Bayesianischen Problemen

Diese vergleichenden und diskussionsoffenen Einschidtzungen mochte ich im Folgenden
niher erldutern und begriinden:
zu 1.

Generell liegt der schlagende Vorteil der Héufigkeitsdarstellungen im Vergleich zu den
Wahrscheinlichkeitsdarstellungen in der Einfachheit und Anschaulichkeit. Das obige
Diagnosebeispiel stellt eine realistische Bayesianische Problemsituation dar, die mit
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Baumdiagrammen und Mehrfeldertafeln gut zu modellieren ist. Hinsichtlich der
selbststandigen Anwendung durch die Lernenden erscheinen mir aber der Hiufigkeitsbaum
(am besten als Doppelbaum) und die Mehrfeldertafel mit Haufigkeiten besser geeignet als die
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsversionen. Fldchendarstellungen mit Wahrscheinlich-
keiten und auch das Héaufigkeitsraster erweisen sich fiir das selbststandige Modellieren und
Anwenden durch den Lernenden (ohne Softwareunterstiitzung) eher als zu kompliziert. Das
Mengendiagramm ist zu ungenau und damit eigentlich hierfiir ungeeignet.

zu 2 und 3.

Die Herleitung von Wahrscheinlichkeitsregeln, die zu Zielen des gymnasialen Abschluss-
niveaus gehort, geschieht meist mithilfe von Wahrscheinlichkeitsbaumen und
Mehrfeldertafeln mit Wahrscheinlichkeiten in der Schule. Allerdings lassen sich z.B. die
Pfadregeln zwar ablesen, aber nur mit wahrscheinlichkeitstheoretischem Grundwissen (z.B.
Additionssatz bei dichotomen Ereignissen) exakt begriinden. Diese Regeln konnen aus
Haufigkeitsbdumen direkt abgeleitet und auch durch Héufigkeitsanteile sofort begriindet
werden. Deshalb sehe ich wunter dem Begriindungsaspekt klare Vorteile von
Haufigkeitsmodellierungen.

Im Diagnosebeispiel (vgl.I1.2.1):

Pfadproduktregel: P(B) - P(MM, 1 B) = (129 : 15748) - (118 : 129) =118 : 15748 = P(B und M,)
Pfadsummenregel (totale Wahrscheinlichkeit):

P(B und M,) + P(nicht B und M,) =118 : 15784 + 412 : 15784 =530 : 15784 = P(M,)

Flichen- und Mengendiagramme ermoglichen iiber Flicheninhaltsvergleiche bzw. mengen-
theoretische Anschauung auch direkte Veranschaulichungs- und Begriindungsmoglichkeiten
der Regeln (vgl. 2.2.1.b).

zu 4.

Baumdiagramme bieten gegeniiber anderen Darstellungen weitere Vorteile bei
Bayesianischen Problemen. Sie unterstiitzen die Mehrstufigkeit des Zufallsprozesses und die
sequenzielle Denkweise einer Neubewertung von Wahrscheinlichkeiten in besonderer Weise.
Mehrfeldertafeln und noch mehr Flichen- bzw. Mengendiagramme sehe ich dabei im
Nachteil, da sie weniger eindeutig eine ,,Leserichtung® beinhalten, die auch dieser Denkweise
entspricht. Dariiberhinaus sind Prozesse mit mehr als zwei ,,Stufen nur in Baumdiagrammen
tibersichtlich darstellbar, also z.B. bei Neubewertung von Wahrscheinlichkeit anhand
mehrerer Daten (vgl. auch Kap.I, Abb.L5).

Gemil dieser didaktischen Analyse haben unter diesen Aspekten Baumdiagramme mit
Haufigkeiten das hochste ,,didaktische Potential* als Modellierungsform von Bayesianischen
Problemen. Es ist meines Erachtens voll gerechtfertigt, dass die Baumstruktur im
Zusammenhang mit mehrstufigen Zufallsversuchen, insbesondere bedingter Wahrschein-
lichkeit und Bayes, das vorherrschende grafische Modell ist. Nach dieser didaktisch-
theoretischen Betrachtung werden im folgenden Kapitel Trainingsstudien nidher erldutert, die
einige der dargestellten Modellierungsformen in ihrem Nutzen fiir das Lehren und Lernen
Bayesianischen Denkens vergleichend untersuchen.
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TRAINING ZUR FORDERUNG BAYESIANISCHEN DENKENS

Verglichen mit der hohen Anzahl an Untersuchungen zu intuitivem Bayesianischem Denken
(vgl. Kapitel I) gab es erstaunlich wenige systematische Untersuchungen, die eine Férderung
durch Instruktion bzw. Training als Gegenstand haben. Aus den friihen Befunden eines
,Konservativismus bei Bayesianischem Denken (Phillips & Edwards; 1966) wie auch dem
,Heuristikprogramm® (Kahneman, Slovic & Tversky, 1982) gingen kaum erfolgreiche
Versuche hervor, Bayesianisches Denken systematisch zu fordern (vgl. genauer Kap.l.1 und
[.2.1). Shaughnessy stellte 1992 fest (S.475): ,,To my knowledge, there has not been any
research reported that has attempted to change students’ misconceptions or beliefs specifically
on conditional tasks. The literature is long on excellent didactical suggestions, but short on
hard research in the area”. Diese Situation, die sich nur wenig verédndert hat, folgte sicher
nicht zuletzt aus den eher pessimistischen Folgerungen der ,,Heuristics and biases®-
Forschung.

Die Studien zu intuitivem Bayesianischem Denken (ohne Instruktion) lieferten
wichtige Erkenntnisse, dass intuitive Strategien, die auf Hiufigkeitsanschauungen beruhen, in
hohem MalBe auch unter formal-theoretischen Kriterien zu korrekten Ergebnissen fithren
konnen. Es ergaben sich direkte Ansatzpunkte, wie die Weiterentwicklung dieser
hiufigkeitsbasierten ,,Grundintuitionen* gefordert werden kann, die in Kapitel II bereits
didaktisch analysiert wurden.

In diesem Kapitel werden Trainingsstudien im Labor zum Nutzen des ,,Haufigkeits-
konzepts* mit Universititsstudenten von Sedlmeier und Gigerenzer (2001; Sedlmeier, 1999,
Kap.7 und 8) dargestellt. AnschlieBend werden hierzu eigene Trainingsstudien mit Schiilern
der Sekundarstufe I und II besprochen. Vorher gehe ich kurz auf eine Trainingsstudie von Bea
(1995) ein, in der auf unterschiedlicher Regeldarstellung basierende Trainingsformen zu
,bedingter Wahrscheinlichkeit* verglichen wurden.

1 Wahrscheinlichkeitsbasiertes Training

Frithe Trainingskonzepte basierten meist darauf, dass ein Teilaspekt der Modellierung fiir
Schwierigkeiten der Lernenden verantwortlich gemacht wurde und deshalb dieser fokussiert
wurde. Die teilweise kontridren Befunde iiber Prikonzepte beim Bayesianischen Denken (z.B.
,Base rate neglect” und ,,conservatism‘) lassen den Schluss zu, dass die Schwierigkeiten bei
,»Wahrscheinlichkeitsmodellierungen* nicht durch einen einzigen Aspekt verursacht werden.
In einer Studie von Bea (1995) wurden basierend auf der Identifizierung verschiedener
Schwierigkeiten (z.B. Verwechslung des bedingten und bedingenden Ereignisses) der
Lernenden Trainingsvarianten u.a. zur Anwendung des Satzes von Bayes verglichen.

1.1 Trainingsbeschreibung

Der Trainingsinhalt war folgendermal3en zweigeteilt:

a) Einer allgemeinen  Einfilhrung der bedingten = Wahrscheinlichkeit — (mit
Mengendarstellungen) folgte die wahrscheinlichkeitstheoretische Ableitung des Satzes von
Bayes (iiber den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) mit einer jeweiligen
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trainingsspezifischen Darstellungsform. Es wurden 4 verschiedene Trainingsvarianten
unterschieden, die auf folgenden Darstellungsformen® basierten:

¢ numerisch-formale Darstellung

¢ Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten (vgl. I1.2.1)

¢ Umgekehrtes Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten (vgl. 11.2.2.1.a)

¢ Einheitsquadrat (vgl. 11.2.2.1.b)

b) Anhand dreier Ubungsaufgaben wurde des theoretisch Gelernte angewandt. Die Aufgaben
fokussierten dabei auf typische Schwierigkeiten der Lernenden in diesem Bereich (vgl. Bea,
1995, S.142f.).

1.2 Methodisches Vorgehen

Untersucht wurden 289 Studenten der Wirtschaftswissenschaften im 3. Fachsemester mit
einem Durchschnittsalter von 22 Jahren. Die Versuchspersonen waren (zum grofiten Teil)
durch den Stochastikunterricht in der schulischen Sekundarstufe, durch eine Vorlesung in
beschreibender und das erste Drittel einer Vorlesung in beurteilender Statistik vorgebildet.

Zur Erfassung von Trainingserfolgen wurde von den Versuchspersonen ein Vortest
und ein unmittelbarer Nachtest absolviert, sowie ein spiterer Nachtest nach etwa 6 Monaten
(jedoch nur etwa von einem Drittel der Teilnehmer). Es wurden 12 Testitems entworfen, die
jeweils das Auftreten spezieller Schwierigkeiten der Lernenden im Zusammenhang mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten provozieren sollten (vgl. Bea, 1995, S.142f.). Die einzelnen
Aufgabenitems sind somit rein nach inhaltlichen Kriterien klassifiziert.

Zwei Aufgabenitems erforderten im engeren Sinne Bayesianisches Denken, die bei
Bea fehleranalytisch als ,,Aufgaben, die zur Verwechslung von bedingtem und bedingendem
Ereignis verleiten (ebenda, S. 191, Komplex 3) bezeichnet wurden.® Es wird nicht
rechnerisches Modellieren abverlangt, sondern die Beurteilung mathematischer Zusammen-
hiinge:®® Z.B. lautet eine Aufgabe im Kontext einer medizinischen Diagnosesituation (HIV-
Test), wie sich die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit P(krank | Test positiv) dndert, wenn die
Basisrate P(krank) in der Population sinkt [Antwortmdglichkeiten: sie steigt, sie sinkt, sie
dndert sich nicht, die Frage 148t sich mit den Daten nicht beantworten].

1.3 Ergebnisse

Die Evaluation der Trainingseffekte erfolgte in einer Ermittlung der Verdnderungen der
(mittleren) Leistungen zwischen Vor- und Nachtest(s). Diese Leistung wurde durch
Orientierung an der normativen Losung mit ,richtig® bzw. ,falsch® operationalisiert. Die
Summe aller richtig gelosten Testitems diente als Indikator fiir die ,,globale*
Problemloseleistung, wobei eine ,analytische* und eine ,,intuitive“ Problemldseleistung
unterschieden wurde. Als ,analytisch korrekt“ wurden normativ korrekte Losungen
bezeichnet, bei denen auch Strategien, Begriindungen oder Argumentationen als richtig
bewertet werden konnten. Wenn keine als richtig bewertbare Strategie oder Begriindung
erkennbar war, aber trotzdem ein normativ korrektes Ergebnis vorlag, wurde die Aufgabe als
Hintuitiv korrekt* bezeichnet. Als Mal fiir die ,,globale Verbesserung* dient die Differenz
zwischen der Anzahl korrekter Losungen im Nach- und Vortest. Eine weitere

% Genaue Erliduterungen zu den grafischen Modellen in Bea, 1995, S.149f. bzw. Kap.II dieser Arbeit.

% Diese Verwechslung wird als hauptverantwortlich fiir das Auftreten von Fehlurteilen bei Bayesianischem Denken
gesehen.

% im Sinne der Unterscheidung von Hiebert (1986): Uberwiegend , konzeptuelles* Wissen, weniger ,,prozedurales (vgl.
auch Neubrand, M. et al., 2002).
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Evaluationskomponente ~ war die ,kognitive Zuginglichkeit“ einer grafischen
Darstellungsform. Als Mal3 dafiir wurde die Differenz zwischen den Anzahlen der Items im
Nach- und Vortest gewihlt, bei denen die trainierte grafische Darstellung explizit zur Losung
herangezogen wurde.

Das Ergebnis der Auswertungen des unmittelbaren Nachtests ergab zunichst eine
deutlich hohere Leistungssteigerung in allen Trainingsgruppen im Vergleich zu einer
Kontrollgruppe, die kein Training erhalten hatte. Das galt sowohl fiir intuitive als auch
analytische Problemloseleistungen. Allerdings konnte kein Unterschied zwischen den
verschiedenen Trainingsvarianten festgestellt werden. Insbesondere war also Training mit
grafischen Darstellungen dem rein numerischen Training nicht iiberlegen. Auch in der
kognitiven Zuginglichkeit wurde kein Unterschied zwischen den grafischen Darstellungs-
formen festgestellt.

Der nach 6 Monaten durchgefiihrte zweite Nachtest ergab ein anderes Bild. Wihrend
die Leistungen der Gruppe mit numerischem Formeltraining deutlich fielen, erhohten sie sich
mit grafischen Darstellungen sogar. Hochsignifikante Unterschiede ergaben sich zwischen der
numerischen und den grafischen Trainingsbedingungen. Dariiber hinaus wurde innerhalb der
Trainings mit grafischen Darstellungen das Einheitsquadrat als iiberlegenes Darstellungs-
mittel identifiziert. Bei der Frage der kognitiven Zugiénglichkeit schnitt das umgekehrte
Baumdiagramm deutlich schlechter ab als das normale Baumdiagramm und das
Einheitsquadrat.

Wenn man differenziert nach Aufgabengruppen nur die beiden Aufgaben zu
Bayesianischem Denken (Komplex 3) betrachtet, war auch der Unterschied zwischen
numerischen und grafischen Trainingsbedingungen sehr deutlich, jedoch das Einheitsquadrat
nicht mehr statistisch abgesichert iiberlegen (Bea, 1995, S.192).

1.4 Diskussion

Als deutliches Ergebnis dieser Studie zeigte sich, dass statistisches Training im Bereich
bedingte Wahrscheinlichkeit durchaus effektiv sein kann. Es sei darauf hingewiesen, dass
positive Befund sich von bisherigen Trainingsversuchen unterschied. Insofern sind Ergebnisse
der Trainingsstudie von Bea ein Gegenbeweis fiir rigide Folgerungen aus dem
,Heuristikprogramm®, dass der Mensch nicht zu reparierende kognitive Defizite im Umgang
mit Wahrscheinlichkeit hat (z.B. Gould, 1992; vgl. Kap.I.2.1).

Generell weist die Studie auf eine Erreichbarkeit ldngerfristiger Lernerfolge durch
Training im Bereich ,,bedingte Wahrscheinlichkeit* hin. Ergebnisse stiitzen die Interpretation,
dass grafische Darstellungen besser rekonstruierbar und damit besser erinnerbar als formal-
numerische Darstellungen sind. Innerhalb der Gruppen mit grafischer Darstellung erwies sich
das Einheitsquadrat als iiberlegen. Daraus wird gefolgert, dass im Bereich bedingte
Wahrscheinlichkeit das Einheitsquadrat didaktisch am besten geeignet ist und als einzige
Modellierungsform verwendet werden sollte (Bea, 1995, S.195). In der Tat konnen
Flachendiagramme die Herleitung von Wahrscheinlichkeitsregeln, wie in Kap.IL.2.2.1.b
erldutert, besonders gut veranschaulichen und Begriindungen liefern. Allerdings zeigen sich
erhebliche Schwichen, wenn sie zur Modellierung realistischer Probleme angewendet
werden. Meines Erachtens reichen Flachendiagramme somit nicht als Modellierungshilfen fiir
Lernende bei Bayesianischem Denken aus, konnen aber sicher wertvolle Hilfe auf dem Weg
zu einer formalen Behandlung sein.
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2 Training mit dem Konzept der ,,natlirlichen Haufigkeiten

Das Konzept der ,,natiirlichen Hiufigkeiten* wurde bereits aus kognitionspsychologischer
(Kapitel I) und didaktischer Sicht (Kapitel II) genau erldutert und diskutiert. Aufgrund der
theoretisch begriindeten und empirisch erreichten Befunde (z.B. Gigerenzer & Hoffrage,
1995) wurde dieses Konzept als zentrales Element in Trainingsprogrammen von Sedlmeier &
Gigerenzer (2001; Sedlmeier, 1999) realisiert und gegen andere Trainingskonzepte getestet.

Der Kern des Trainingsprogramms ist die Modellierung von Bayesianischen Problem-
stellungen, die Wahrscheinlichkeiten bzw. relative Hiufigkeiten enthalten, mit natiirlichen
Hiufigkeiten. Durch diese ,,Ubersetzung” (vgl.IL.3.1) soll ein deutlicher Trainingseffekt
auftreten, da in dieser Form offensichtlich intuitives Denken unterstiitzt wird (genaue
Erldauterungen in Kap.1.3).

Die Realisierung erfolgte in computerbasierten Tutorien ®, die auf zwei speziellen
Haufigkeitsdarstellungen, dem Hiufigkeitsbaum und dem Hiufigkeitsraster (vgl. Kap.11.3.2,
Abb.I1.12 und II.13) basierten. Getestet wurde der unmittelbare Lernerfolg und die zeitliche
Stabilitit des Lernerfolges verglichen mit nicht-hdufigkeitsbasierten Trainingsversionen. Im
Folgenden werde ich diese Trainingsstudien genauer beschreiben und Ergebnisse diskutieren.
Hingewiesen sei auf weitere empirische Befunde zum ,Hiufigkeitskonzept* als
Trainingsmethode von Kurzenhduser & Hoffrage (2002). Eine Umsetzung erfolgte in einem
einstiindigen Seminar fiir Medizinstudenten, denen die Verwendung des Héaufigkeits-
konzeptes zur Beurteilung diagnostischer Informationen gelehrt wurde. Im Vergleich mit
einem regelbasierten Unterricht ergaben sich deutliche Leistungsunterschiede (gemessen nach
etwa 2 Monaten) bei der Losung eines typischen Bayes-Diagnoseproblems (z.B.
,2Mammografie*). 47% der Studenten, die mit dem Hiufigkeitskonzept unterrichtet wurden,
gaben das korrekte Ergebnis an im Vergleich zu 16% nach regelbasiertem Unterricht (vgl.
ausfiihrlich Kurzenhiuser & Hoffrage, 2002).

2.1 Trainingsbeschreibung

In den beiden Versionen der ,Hiufigkeitstrainings* (vgl. Sedlmeier, 1999, S.93) war der
Haupttrainingsinhalt die bereits gezeigte Modellierungsmethode von ,,dichotomen®
Bayesproblemen® durch Ubersetzung der numerischen Informationen in Aufgabentexten
(meist im Prozentformat) in natiirliche Haiufigkeiten und Darstellung mit einem
entsprechenden grafischen Modell (Baum bzw. Raster).

Als Kontrollversion wurde ein inhaltlich analoges Training entworfen, das die
Regelherleitung und Anwendung zum Inhalt hatte. Die theoretische Herleitung der
Bayesregel (in einer Terminologie mit Hypothese und Daten, vgl. Einfithrung, Gleichung 0)
erfolgte mit mengentheoretischen Begriindungen. AnschlieBend wurde vorgefiihrt und
trainiert, wie Aufgaben mit der hergeleiteten Regel formal zu modellieren und zu 16sen sind
(vgl. Kap.I1.2.1).

Alle Trainingsvarianten beinhalteten zwei Modi: In einem ,,Instruktionsmodus* wurde
den Lernenden anhand zweier anwendungsbezogener Bayesprobleme schrittweise erklért, wie
sie mit der jeweiligen Modellierungsmethode zur Losung gelangen. Danach konnten die
Lernenden in einem ,,Praxismodus* selbststindig an acht analogen Aufgaben die jeweilige

7 Versionen der Tutorien sind Inhalt des computergestiitzten Tutorsystems , BasicBayes®, das mit theoretischen
Hintergriinden in Sedlmeier (1997) detailliert beschrieben wird.

%8 Zur Verdeutlichung vgl. Kap.L4.1.3: Der , einfachste dichotome Fall kann z.B. zu , komplexeren* Bayessituationen
(Krauss et al., eingereicht) erweitert werden. In Kap.II1.3.2.2 werden weitere Aufgabentypen zu Bayesianischem Denken
unterschieden und klassifiziert.
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erlernte Methode iiben. Bei Erreichen bzw. Nicht-Erreichen einzelner Losungsschritte, gab
das Programm ,Feedback®“ und Hilfestellungen (,,step-by-step feedback®). Die gestuften
Losungshilfen wurden im Bedarfsfall detaillierter, so dass gewdhrleistet war, dass alle
Versuchspersonen korrekte Losungen erreichen und das Training vollstindig durchlaufen
konnten. Das Training dauerte je nach personlichem Arbeitstempo und Lernfortschritt 1 bis 2
Stunden.

Abb.III.1 (S.72) zeigt beispielhaft eine Kopie des Computerbildschirms, der wihrend

des Trainings (in allen Varianten) in drei Fenster unterteilt war:

Das ,, Problemfenster (rechts, oben) enthilt die Problemstellung mit den numerischen
Informationen (meist in Prozentwerten).

Das ,, Tutorfenster* (rechts, unten) dient zur Erkldarung, Instruktion und Kommunikation
mit dem Lernenden iiber dort erscheinende Eingabefelder69 bzw. ,,Buttons‘.

Im ,,Reprdsentationsfenster (links) wird jeweils die in der entsprechenden
Trainingsversion verwendete Modellierungsform (Haufigkeitsbaum, Haufigkeitsraster,
formale Wahrscheinlichkeitsregel) angezeigt. Die Lernenden interagieren auch mit dem
Trainingsprogramm iiber das Einfiigen von numerischen Werten oder Termen in die

Darstellungen.
=10/ x] =10/ x]

[Eine Reporterin fir ein monatlich erscheinendes

o [Frauenmagazin méchte einen Artikel iber Brustkreb

schreiben. Ein Teil threr Recherche besteht darin,

BETH mrie sicher die Marmmographie als Diagnosermittel] fi
100 diese Krankheit ist. Sie fragt sich, was es wirklich f

bedeutet, wenn eine Frau bei einer routitiernéaBigen

hlammographie ein positives Testergebnis hat. Die

Feporterin hat folgende Daten zur Verfugung:

- Die Wahrscheinlichlzeit, dass eine Frau, die sich

- _ _ einer Mammographie unterzieht, Brustkrebs hat,

Brustlorehs leein{e) Liciet i 10

Die Frage ist nun:

['Wie hoch ist die Wahrschemlichkeit, dass eine Frau, die an
einer Mammographie tellgenommen hat, tatsachlich Brustkrebs
hat, wenn das Testresultat positiy war?

keinfe] j  ([Positiver Test [§ (h einfe]
P [Positiver Test

Berechiel] WEITER |

Abb.III.1: Training mit dem Hiufigkeitsbaum (vgl. Sedlmeier 1997, 2001 ™)

% Mogliche Eingabeformate waren numerische Werte oder Terme bzw. ,,multiple choice*.

70 Screenshots* stammen aus einer spateren, inhaltlich identischen Version der Bayes-Tutorien (Sedlmeier & Kohlers,
2001). Die urspriinglichen Versionen in der Computersprache Macintosh CommonLISP wurden zur Erh6hung der
Benutzbarkeit in JAVA iibersetzt.
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2.2 Methodisches Vorgehen

Untersucht wurden zunidchst 62 Universititsstudenten verschiedener Fachbereiche und
Semesterzahl. Die Versuchspersonen verfiigten auler Stochastikunterricht in der Schule iiber
keine spezielle Ausbildung in Stochastik an der Universitit.

Zur Erfassung von unmittelbaren Trainingserfolgen wurde ein Vortest (Test 1) und ein
Nachtest (Test 2) absolviert. Zur Erfassung der Stabilitdt des Trainingserfolges wurden auch
zwei spitere Nachtests nach 1 Woche (Test 3) und nach 5 Wochen (Test 4) durchgefiihrt. Die
Tests waren auch computergestiitzt und bestanden in allen Trainingsgruppen aus jeweils 10
verschiedenen ,,dichotomen* Bayesproblemen. Auf dem Computerbildschirm erschienen
jeweils ein Aufgabentext”, die Fragestellung und ein Losungsfenster, in das das errechnete
Wahrscheinlichkeitsergebnis oder ein Losungsterm’” eingetragen werden sollte.

Unterschieden wurden bei den strukturell analogen Testproblemen zwei Kategorien:
Sogenannte ,,Transferprobleme* unterschieden sich im Kontext von den Trainingsproblemen
und jeweils 2 Probleme der Nachtests waren identisch mit Trainingsproblemen. Diese
Zusammensetzung der Tests sollte eine Differenzierung zwischen reiner Reproduktion und
Anwendung auf andere Kontexte ermoglichen. Grundsitzlich war ein spezieller Aufgabentyp
— der des dichotomen Bayesproblems — Gegenstand von Training und Tests. Die Erfassung
von Kompetenzen durch diesen Test fokussierte also, anders als bei Bea (1995; 1.1), auf
rechnerisches Modellieren (im Sinne von ,,procedural knowledge*; Hiebert, 1986).

2.3 Ergebnisse

Unmittelbare Lernerfolge wurden durch die Veridnderung der (mittleren) Testleistungen
zwischen Test 1 und Test 2 operationalisiert. Die Stabilitit der Trainingseffekte liber die Zeit
hinweg wurde durch Vergleich von Test 3 bzw. 4 mit Test 2 gemessen. Die
,» Iransferleistungen* wurden durch den Vergleich von Leistungen in Transferproblemen mit
Leistungen in Trainingsproblemen bewertet. Die Leistung pro Aufgabenitem wurde gemessen
am normativen Ergebnis mit ,richtig® bzw. ,falsch“ bewertet. Dabei gab es zwei
Bewertungskriterien, ein ,,striktes” und ein ,,liberales*. Mit ,,Strikt richtig® wurden nur exakt
dem normativen Ergebnis entsprechende Losungen (evtl. korrekt gerundet) gewertet, ,,liberal
richtig® gewertet wurden auch Losungen, die in einem Bereich +/—5 Prozentpunkte um das
normativ richtige Ergebnis 1agen.73

Die Versuchspersonen zeigten kaum bewertbare Leistungen im Vortest (Test 1; vgl.
Abb.III.2a). Das Ergebnis des unmittelbaren Nachtests (Test 2) ergab eine deutliche
Leistungssteigerung in allen Trainingsgruppen. Im ,,strikten* Bewertungskriterium war die
Testleistung in den Gruppen mit Haufigkeitstraining (70-80 Prozentpunkte) in etwa doppelt
so hoch wie nach Regeltraining (ca. 35%).

Als noch wesentlicheres Kriterium ist die Stabilitit des Lernerfolges anzusehen. Der
meist feststellbare nach gewisser Zeit einsetzende Verfall des Lernerfolges war nach dem
Regeltraining zu beobachten. Nach Hiaufigkeitstraining ergab sich diese Verfallskurve nicht,
im Gegenteil lagen die Leistungen nach 5 Wochen (Test 4) sogar noch auf hoherem Niveau.

" Dabei waren numerische Angaben in Wahrscheinlichkeiten oder relativen Hiufigkeiten.
™ bestehend aus rationalen Zahlen und additiven oder multiplikativen Verkniipfungen.
73 Ich berichte hier nur Ergebnisse im strikten Kriterium.
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Abb.III.2a: Testleitungen in den verschiedenen Trainingsgruppen in Studie 1 (vgl. Sedlmeier, 1999, S.102)

,» Iransferaufgaben (mit neuen Anwendungskontexten) wurden in allen Trainingsgruppen
fast genauso gut wie Trainingsaufgaben (ohne neue Anwendungskontexte) gelst. Es war also
kein Unterschied zwischen Regel- und Haiufigkeitstrainings hinsichtlich Anwendung auf
andere Kontexte festzustellen, die in allen Trainingsbedingungen nahezu optimal erfolgte.

In einer zweiten Studie sollte gekldrt werden, ob die hoheren Lernerfolge nach
Haufigkeitstraining aus der Tatsache resultieren, dass grafische Modelle verwendet wurden
und bei Regeltraining nicht. Bea (1995) hatte diesbeziiglich einen Unterschied in langfristigen
Effekten von ,Regeltraining ohne“ und ,Regeltraining mit grafischer Darstellung*
festgestellt. Sedlmeier & Gigerenzer (2001) verwendeten zur Untersuchung eine analoge
computerbasierte Trainingsversion, die auf der Modellierungsform ,,Baumdiagramme mit
Wahrscheinlichkeiten* basierte, und wiederholten die Studie entsprechend mit den 3
Trainingsbedingungen ,,Regeltraining®, , H&aufigkeitsbaumtraining und ,,Wahrscheinlich-
keitsbaumtraining*.
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Abb III.2b: Testleitungen in den verschiedenen Trainingsgruppen in Studie 2 (vgl. Sedlmeier, 1999, S.100)
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Sie fanden zur Stabilitdt des Lernerfolgs folgenden Befund (vgl. Abb.III.2b): Trainingseffekte
nach ,,Haufigkeitsbaumtraining® blieben stabil (3 Messungen: unmittelbar, 1 Woche und 15
Wochen nach Training), doch sowohl Regeltraining als auch Training mit dem Wahrschein-
lichkeitsbaum unterlagen dem ,,iiblichen Verfall des Lernerfolges.

2.4 Diskussion

Diese Studie zeigte, wie bereits III.1, dass stabile Lernerfolge durch Training bei
Bayesianischem Denken erreichbar sind. Es sei noch einmal betont, dass solche Erfolge bis
dato vielfach als nicht erreichbar galten. Im Unterschied zu Trainingsstudien von Bea (1995),
die den Nutzen verschiedener grafischer Modelle fiir Kompetenzen zur Verwendung von
Wahrscheinlichkeitsregeln  im  Bereich  bedingte ~ Wahrscheinlichkeit  verglichen’”,
verdeutlichten die Studien von Sedlmeier & Gigerenzer basierend auf dem Ansatz der
,okologischen Rationalitit* (Kap.l.3), dass ein derartiges wahrscheinlichkeitsbasiertes
Training weit weniger effektiv als Training mit Héufigkeitsmodellierungen ist. Das gilt
insbesondere, wenn man die langfristigen Lernerfolge betrachtet. Stabile Lernerfolge stellen
das grundsitzliche Ziel jeglichen Trainings dar, das sich von kurzfristigem ,,Einpauken*
unterscheidet. Ergebnisse der Tests 3 und 4 sind deshalb als die bedeutenderen einzustufen.
Die Verwendung von grafischen Darstellungen per se kann gemif der Ergebnisse von Studie
2 nur wenig an einem ldngerfristigen Verfall des Lernerfolges dndern, wenn sie nicht auf
Haufigkeitsformaten basieren.

In einem umfassenderen Rahmen betrachtet, wurden Trainingsszenarien miteinander
verglichen, die einerseits formal-theoretische andererseits intuitiv-anwendungsbezogene
Kompetenzen betonen. Das Ergebnis stiitzt die Argumentation der zugrundeliegenden Theorie
der ,,0kologischen Rationalitit*: Grundlegende Intuitionen beim Urteilen und Entscheiden
unter Unsicherheit basieren auf Hiufigkeitsformaten. Der Umgang mit Wahrscheinlich-
keitsformaten (etwa als Prozentwerte) erfolgt gewissermallen nicht intuitiv und muss erst
mithsam, gegebenenfalls aufbauend auf Hiufigkeitsanschauungen entwickelt werden.
Deshalb erreichen Trainingsszenarien, die auf grundlegenden héufigkeitsbasierten Intuitionen
aufbauen, hohere und stabilere Lernerfolge.

3 Trainingsvergleiche mit Schilern

Wie bereits ausfiihrlich diskutiert, ist das Themenfeld der bedingten Wahrscheinlichkeit,
insbesondere der Anwendung des Satzes von Bayes auch ein schuldidaktisch umfangreich
reflektierter Bereich. Wie soll man diese oft als schwer (zu vermitteln) empfundenen
Probleme mit Schiilern”> behandeln? Die heutige durchschnittliche Vorgehensweise im
Unterricht und in Schulbiichern ist wahrscheinlichkeits- und regelbasiert (vgl. Kap.II). Der
Erfolg eines Trainings mit dem Konzept der ,natiirlichen Haufigkeiten* von Sedlmeier und
Gigerenzer bei Studenten der Universitit legte nahe, vor einer Realisierung im Unterricht
(vgl. Kap.IV) den Einfluss auf entsprechende Kompetenzen zunéchst auch mit Schiilern im
Labor zu untersuchen.

Im Folgenden behandle ich eigene Trainingsstudien mit Schiilern der gymnasialen
Sekundarstufe 1 und Il auf Grundlage der Trainingsstudien von Sedlmeier & Gigerenzer

™ Es sei darauf hingewiesen, dass die Studien von Bea nicht explizit das rechnerische Modellieren und Lésen von
Bayesproblemen testeten, so dass ein Vergleich der Studien von Bea und Sedlmeier nur sehr begrenzt moglich ist.

"5 Im Folgenden verwende ich vereinfachend fiir Gruppen von Schiilerinnen und Schiilern die maskuline Form ,,Schiiler®, fiir
Lehrerinnen und Lehrer ,L.ehrende®.
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(2001; Sedlmeier 1999, 1997). Untersuchungsgegenstand sind Trainingswirkungen auf
Grundkompetenzen im Bereich ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesanwendungen
(,,Bayesianisches Denken‘).

3.1 Trainingsbeschreibung

Haufigkeits- und Regeltraining wurden mit dem Tutorsystem ,,BasicBayes* (Sedlmeier, 1997)
durchgefiihrt, wie in IIL.2.1. beschrieben. Es wurden 3 Trainingsvarianten verglichen:
Training mit dem Haiufigkeitsbaum (FREQ), Regeltraining im Wahrscheinlichkeitsformat
(PROB). In einer dritten Variante wurde zunichst eine hdufigkeitsbasierte Einfithrung mit
dem Baumdiagramm und anschlieBend auch die Herleitung und Verwendung der
Wahrscheinlichkeitsregel gezeigt. Die Lernenden trainierten mit beiden Modellierungsformen
Aufgaben zu 16sen (COMBI).

3.2 Methodisches Vorgehen

3.2.1 Stichproben

Die untersuchte Stichprobe aus der Sekundarstufe I bestand aus Gymnasialschiilern der 10.
Klasse (N = 80, 35 ménnlich / 45 weiblich; Verteilung auf Trainingsgruppen: nprop = 27, Nfreq =
27, neompi = 26), die vorher noch keinen Stochastikunterricht hatten. Die Stichprobe aus der
Sekundarstufe II bestand aus Schiilern der 13. Klasse, die an Mathematik-Leistungskursen
teilnahmen (N = 47, 31 ménnlich / 16 weiblich; Verteilung auf Trainingsgruppen: npqp = 23,
Dfreq = 24), in denen das Themengebiet ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes*
jeweils unmittelbar vorher im Unterricht behandelt worden war.’® Die Schiiler stammten aus
verschiedenen Gymnasien aus den Léandern Berlin und Brandenburg und wurden den
Gruppen zufillig zugewiesen. Kontrolliert wurde vorab, dass alle Gruppen hinsichtlich
geschlechtsbezogener und allgemeiner leistungsbezogener Merkmale (bisherige Schulleistung
in Mathematik) weitgehend parallel waren.

3.2.2 Erhebungsinstrumente

Leistungstests bei Sedlmeier und Gigerenzer fokussierten auf einen Aufgabentyp
,dichotomer* Bayesprobleme, bei dem {iiberwiegend prozedurales Denken erforderlich ist
(,,rechnerisches Modellieren*). Bei der Konstruktion des eigenen Kompetenztests zu
Bayesianischem Denken wurde eine Differenzierung von Aufgabenklassen und
Anforderungen angestrebt. Die Testkonstruktion basierte auf einem Itempool, der
verschiedene ,, Itemtypen umfasste, die im Folgenden genauer diskutiert werden sollen
(Tabelle III.1 gibt einen Uberblick).

Beziiglich der Art der mathematischen Tatigkeit erforderten alle Aufgaben
auBermathematische Modellierung, d.h. ein Uberfiihren einer mehr oder weniger realistischen
Situation in ein Modell. Sie stammten weitgehend aus vorangegangenen Studien bzw. aus
bekannten Anwendungsproblemen. Die Testitems waren in allen Trainingsgruppen vollig
identisch, aufler einem Hinweis zur GroBenordnung der Grundgesamtheit bei
Haufigkeitsgruppen (z.B. ,,Betrachten Sie 1000 Falle*).

Die schriftlichen Tests mit weitgehend offenen Antwortformaten ermdoglichten die
Bewertung und den Vergleich der Modellierungstitigkeit als Kern mathematischen Denkens
der Schiiler. Alle Uberlegungen, Darstellungen, Begriindungen oder Argumentationen sollten

"6 Es erfolgten durchschnittlich 8 Unterrichtsstunden. Im Unterricht wurde generell nach dem Schulbuch von Bigalke &
Kohler (1997) vorgegangen (Berlin und Brandenburg).
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auf die Testbogen geschrieben werden. Mehrfache Aufforderung und Uberpriifung durch die
Testleiter sowie Belohnung der Versuchsschiiler konnten eine moglichst umfassende
Dokumentation der Modellierungstitigkeiten ermoglichen. Die detaillierte Untersuchung der
Modellierungs- und Verarbeitungsprozesse diente als Grundlage fiir quantitative und
qualitative Bewertungen.

Folgende Tabelle III.1 gibt eine Uberblick iiber die im Kompetenztest vorkommenden
Itemtypen. Angegeben ist jeweils eine Anforderungsbeschreibung und ein Beispielitem.

ITEMTYP

Beschreibung / Beispiel

Itemtyp
A0

Beschreibung: Es soll angegeben werden, ob gegebene Informationen aus dem Aufgabentext
flr eine mathematische Losung benutzt werden missen.

Beispielitem (bezieht sich jeweils auf ein Item vom Typ A2):

Brauchen Sie flr die Antwort eigentlich die Information A unbedingt?

oja o nein

Begrlinden Sie ihre Entscheidung: (Antwortformat: multiple choice + offen)

Itemtyp
A0+

Beschreibung: Es soll angegeben werden, ob und wie die Anderung gegebener Informationen
das Ergebnis beeinflussen kann.

Beispielitem (bezieht sich jeweils auf ein Item vom Typ A2):

Andert sich etwas, wenn die Prozentangabe in Information A kleiner wird (z.B. 5%)?

o nein o ja, das Ergebnis wird groBer o0 ja, das Ergebnis wird kleiner
Begrunden Sie ihre Entscheidung: (Antwortformat: multiple choice + offen)

Itemtyp
At

Beschreibung: Es soll angegeben werden, ob mit den gegebenen Informationen ein Problem im
Bereich "totale Wahrscheinlichkeit" (auBermath. Kontext) geldst werden kann (A1a). Wenn mit
Ja"“ geantwortet wird, soll es geldst werden (A1b).

Beispielitem (bezieht sich jeweils auf ein Item vom Typ A2):
Kann man mit den gegebenen Informationen beantworten, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist,
dass ein in die Ambulanz kommender Patient an Fieber, Schittelfrost und Hautabschirfungen
leidet?

0 ja, und zwar

o das kann man mit den obigen Informationen nicht eindeutig beantworten
Begriinden Sie ihre Entscheidung und geben Sie Uberlegungen an:

(Antwortformat: multiple choice + numerisch + offen)

Itemtyp

Beschreibung: Aus den gegebenen Informationen soll ein kontextbezogenes dichotomes
Bayesproblem geldst werden (nur dieser ltemtyp war expliziter Gegenstand der Trainings).

Beispielitem (BlutA2):

Sie arbeiten in der Ambulanz eines Krankenhauses. Ein Patient mit hohem Fieber und
Schuttelfrost kommt herein, bei dem Sie auch Hautabschirfungen bemerken.

Folgende Informationen aus der Krankenstatistik haben Sie zur Verfiigung:

A Durchschnittlich 10% der in die Ambulanz kommenden Patienten haben Blutvergiftung.

B Wenn ein Patient Blutvergiftung hat, besteht eine Wahrscheinlichkeit von 80%, dass er an
diesen Symptomen (Fieber, Schittelfrost, Hautabschirfungen) leidet.

C Wenn ein Patient keine Blutvergiftung hat, besteht trotzdem eine Wahrscheinlichkeit von 10%,
dass er an diesen Symptomen leidet.

Die Frage lautet nun:

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Patient Blutvergiftung hat, wenn er diese
Symptome aufweist?

Antwort: ]

Geben Sie lhre Uberlegungen ausfiihrlich an: (Antwortformat. numerisch + offen)
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Itemt Beschreibung: Aus den gegebenen Informationen soll ein kontextbezogenes Bayesproblem
emtyp gelést werden, das in der Struktur komplizierter als im Training ist. Anstatt der Giblichen
A3 dichotomen Struktur, kommen trichotome Ereignisse vor.

Beispielitem (WetterA3):

Das Wetter in Nirnberg (Nordbayern) ist an 20% aller Tage regnerisch, an 50% wechselhaft
und an 30% heiter.

Es hat sich herausgestellt, dass am Vorabend eines Tages mit heiterem Wetter die
Wettervorhersage fir Nordbayern zu 80% gut und zu 20% schlecht lautet. Bei wechselhaftem
Wetter am néchsten Tag lautete sie zu 50% schlecht und zu 50% gut. Ein Regenwettertag wird
zu 60% mit schlecht angekindigt und zu 40% mit gut.

Gestern Abend wurde flr heute gutes Wetter in Nordbayern vorhergesagt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist heute heiteres Wetter in Niirnberg?

Antwort: ]

Geben Sie lhre Uberlegungen ausfiihrlich an: (Antwortformat. numerisch + offen)

Itemt Beschreibung: Aus den gegebenen Informationen soll ein kontextbezogenes Bayesproblem
emlyp geldst werden, das im Unterschied zu Trainingsaufgaben einen komplexeren Kontext mit extrem
A4 seltenen bzw. sicheren Ereignissen enthalt.

Beispielitem (DnaA4):

Im Rahmen der Untersuchungen zu einem Mord im Raum Berlin wurde eine DNA-Analyse von
potentiell Tatverdachtigen durchgeflihrt. Dabei wurde eine am Tatort gefundene Spur des Téters
untersucht und es konnte ein DNA-Profil der Spur erstellt werden. Es wurde schlieBlich eine
Ubereinstimmung des DNA-Profils eines Untersuchten mit dem DNA-Profil der Spur festgestellt.
Der Mann wurde angeklagt und es gab Stimmen, dass dieser Mann aufgrund der
Ubereinstimmung mit "hundertprozentiger" Sicherheit auch der Tater sei. Der Verteidiger wollte
das nicht einfach so hinnehmen, schlieBlich ging es fir seinen Mandanten um eine lebenslange
Freiheitsstrafe, und er hinterfragte die Genauigkeit der DNA-Analyse.

Versetzen wir uns in die Rolle des Verteidigers des Angeklagten und betrachten wir die DNA-
Analyse genauer. Ein Sachverstandiger erstellt ein Gutachten, das folgende Informationen
enthalt:

A Ein im Rahmen des DNA-Tests untersuchter Mann ist ohne weitere Einschréankung durch
Indizien zu 0,0001% der Spurverursacher.

B Wenn der Verdachtigte wirklich der Spurverursacher ist, dann kénnen wir davon ausgehen,
dass es der durchgefiihrte DNA-Test mit Sicherheit (also zu 100%) anzeigt.

C Die Wahrscheinlichkeit, dass das DNA-Profil eines Unschuldigen rein zufallig mit dem DNA-
Profil der Spur Ubereinstimmt, betragt 0,0001%.

Sie wollen als Verteidiger nun wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Angeklagte der
Verursacher der DNA-Spur ist, wenn der DNA-Test Ubereinstimmung zeigte.

Antwort:

Geben Sie Ihre Uberlegungen ausfiihrlich an: (Antwortformat. numerisch + offen)

Tab.III.1: Itemtypen des Kompetenztests zu Bayesianischem Denken

Ich mochte versuchen, eine Abgrenzung der Itemtypen hinsichtlich einiger Klassifikations-
kriterien fiir mathematische Aufgaben zu geben.”’ Die Itemtypen AO, AO+ und Ala erfordern
vorwiegend begriffliches Modellieren in Form des Verstehens und Beurteilens von Modellen
bzw. (funktionalen) Zusammenhidngen mit Argumentieren auf mittlerem Niveau. Die
Itemtypen Alb, A2, A3 und A4 verlangen vorwiegend rechnerisches Modellieren. Technische
Anforderungen (wie z.B. Termumformungen, Bruchrechnung) sind jeweils mit
unterschiedlicher Schwierigkeit in Alb bis A4 enthalten; jedoch ist keine Aufgabe rein
technischer Natur (im Sinne von rein innermathematischer Modellierung; Neubrand, Klieme
et al., 2002, S.103).

Es ist zu beachten, dass nur der Itemtyp A2, wie oben beschrieben, expliziter Inhalt
der Trainings war, d.h. das Training betraf vorwiegend das rechnerische Modellieren von
dichotomen Bayesproblemen. Diese Grundaufgabe wurde auch nach dem Klassifikations-

"7 Kriterien und Kategorien sind z.B. in Neubrand M., Klieme et al. (2002); Neubrand J. (2002); Ross, Jordan, Baumert,
Blum et al. (im Druck) theoretisch verankert beschrieben bzw. operationalisiert.
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schema zur Analyse von Mathematikaufgaben von Ross, Jordan, Baumert, Blum et al. (im
Druck) genauer bewertet, das im Rahmen des Projektes COACTIV'® entwickelt wurde. Das
,Rating* erfolgte durch eine Expertenlehrerin, die umfassende Schulung hierzu erhalten hatte.
Die Ergebnisse der Bewertung sind im Anhang A genauer ausgefiihrt.

Die notwendigen Losungsschritte bei Itemtyp Alb stellen als ,,Berechnung einer
totalen Wahrscheinlichkeit* eine Teilaufgabe der A2-Items dar. Insofern ist A1b hinsichtlich
des Umfangs der Bearbeitung niedriger als A2 einzustufen.

Der Itemtyp A3 ist gewissermallen eine strukturell komplexere, rechnerische
Bayesianische Modellierungsaufgabe, bei der iiber Anwendungswissen hinaus auch
Problemlosekompetenz erforderlich ist, da eine strukturell neue Situation modelliert werden
muss (vgl. Stern & Hardy, 2001, S.168f.). A3-Items erfordern insbesondere im Vergleich zu
A2-Items einen hoheren Bearbeitungsumfang, da mehr Informationen (6 anstatt 3) bei der
Modellierung verarbeitet werden miissen’”. Bei A3-Items sind auBerdem gewissermafBen
wrrelevante Zahlen* in der Aufgabenstellung enthalten, etwa im Wetterbeispiel (vgl.
Tab.IIl.1) werden die Angaben zur Vorhersage ,,schlechtes Wetter zur Bearbeitung nicht
benotigt.

Bei A4-Items ist der Bearbeitungsumfang gegeniiber A2 zwar nicht erhoht. Allerdings
miissen bei A4-Aufgaben ,extreme Wahrscheinlichkeitssituationen modelliert werden
(Wahrscheinlichkeit von 100% bzw. 0,0001%). Die A4-Items weisen zudem ein hoheres
Niveau der sprachlogischen Komplexitit auf, bedingt durch eine authentischere Darstellung
der Situation (vgl. Cohors-Fresenborg, 1996).

Die genannten Merkmale konnen als Indikatoren dafiir dienen, dass Itemtypen A3
bzw. A4 insgesamt anspruchsvoller als A2-Items einzustufen sind. Die Schwierigkeits-
beurteilung der Itemtypen wird durch eine ex-post-Analyse der Leistungen bei Wahrschein-
lichkeitsmodellierung (10./13.Klasse) unterstiitzt. Eine deutliche Heterogenitit der Schwierig-
keit ist festzustellen, wobei A3-Items tendenziell am schwersten einzustufen sind (Tab.III.2).
Die subjektive ex-post-Bewertung der Schiiler der 10. bzw. 13. Klasse deutet ebenfalls auf
heterogene Verteilung der Schwierigkeit der Itemtypen mit steigender Tendenz hin.

Schwierigkeit A0 A0+ A1 A2 A3 A4®

— -

',\rl‘aéhf:;te[;?gmzn1o 52/72% | 42/52% | 21/435% | 46/64% 6/40% 43%

/ 13.Klasse

subjektive Bewertung, [leicht: 72% |leicht: 65% |leicht: 14% |leicht: 8% leicht: 4%

10.Klasse mittel: 26%  |mittel: 28%  |mittel: 70%  |mittel: 72%  |mittel: 68% -
schwer: 2% |schwer:7% |schwer: 16% |schwer: 20% |schwer: 28%

subjektive Bewertung, |leicht: 90% |leicht: 55% |leicht: 52% |leicht: 28% |leicht: 6% leicht: 22%

Leistungskurs, mittel: 10%  |mittel: 43% |mittel: 32%  |mittel: 66%  |mittel: 66%  |mittel: 39%

13.Klasse schwer: 0% |schwer: 2% |schwer: 16% |schwer: 6% |schwer: 28% |schwer: 39%

Tab.III.2: Ex-post-Bewertung der Schwierigkeit der Itemtypen (objektiv und subjektiv)

3.2.3 Design

Tab.II1.3 gibt einen Uberblick iiber die MaBnahmenfolge in allen Trainingsgruppen. Die fiinf
Gruppen ergeben sich aus den Trainingsvarianten PROB, FREQ und COMBI (vgl. 3.1.) und
der Stichprobe (10.Klasse und 13.Klasse, Leistungskurs). ,,Kombitraining* wurde nur bei
Zehntklédsslern untersucht. Auf eine Kontrollgruppe ohne Training wurde verzichtet, da

78 Professionswissen von Lehrkriiften, kognitiv aktivierender Mathematikunterricht und die Entwicklung von
mathematischer Kompetenz*, Projektleiter: J.Baumert, W.Blum & M.Neubrand, Projektorganisation: S.Krauss.

" Dadurch steigt die Anzahl von ,kleinen Losungsschritten® (als MaB des Bearbeitungsumfangs) natiirlicherweise an.
80 A4-Items wurden bei der Studie mit Zehntklisslern nicht verwendet, da die sprachliche Komplexitiit dieser
Aufgabenstellung im Rahmen des Tests zu hoch war.
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aufgrund der Ergebnisse vorangegangener Studien substantielle Effekte durch Training (im
Vergleich zu keinem Training) angenommen werden konnen.

Alle Trainingsgruppen erhielten zundchst einen Vortest, um das Grundniveau
festzustellen. Der Vortest setzte sich aus jeweils einem Item des Typs AO, A0+, Al und A2
zusammen. Itemtypen A3 und A4 waren im Vortest nicht enthalten; mit ihnen wurden
Transferleistungen (,,strukturelle Verallgemeinerung*) nach Training gepriift.

Anschlieend erfolgte das Training in der jeweiligen Trainingsvariante. Der Lernerfolg
wurde unmittelbar nach dem Training mit dem kompletten Kompetenztest (Nachtest 1)
gemessen. Dieser Nachtest enthielt drei Items vom Typ A2 (jeweils mit A0, A0+, Al; vgl.
Tab.I1l.1), ein Item vom Typ A3 und ein Item vom Typ A4 (nur bei LK-Schiilern). Die
kontextuelle Einkleidung der Aufgabenitems in Vortest, Training und Nachtest war immer
unterschiedlich. Alle Testitems erforderten also {iber Reproduktion hinausgehendes
,2Anwendungswissen in dem Sinne, dass keiner der Aufgabenkontexte, die die Schiiler
wihrend Vortest- oder Trainingsphase bearbeiteten, identisch zu einem Aufgabenkontext im
Nachtest war. Nach ca. 12 Wochen wurde der Leistungstest in derselben Weise wiederholt
(Nachtest 2), um die Nachhaltigkeit des Lernerfolges zu priifen.

Gruppe (Stichprobe) Vortest Training Nachtest 1 | Nachtest 2
Prob LK (Sek. Il, LK) PROB
FreqLK (Sek. Il LK) unmittelbar FREQ unmittelbar ca.
- vor Training nach 12 Wochen
Prob 10  (Sek. [, 10.Kl.) PROB Training nach Training
Freq10  (Sek. I, 10.Kl.) FREQ
Combi 10 (Sek. I, 10.Kl.) COMBI

Tab.II1.3: Design der Studie mit Schiilern

3.3 Ergebnisse

3.3.1 Analyse der Modellierungsprozesse und Operationalisierung

Ein Bewerten individueller Verarbeitungsprozesse aus den numerischen Ergebnissen ist oft
nur unzureichend moglich. Eine angemessene Bewertung von Kompetenz (in einem hoheren
Sinne als ,,Leistung*) sollte Losungswege und Argumentationen miteinbeziehen (vgl. Stern &
Hardy, 2001, S.164f.). Bei der Auswertung des Kompetenztestes erfolgte deshalb vor der
Leistungsbewertung eine Analyse und Klassifikation der Modellierungsprozesse. Diese
Analyse war Grundlage fiir die Operationalisierung des Lernerfolges. Schritte im
Modellierungsprozess sollten identifiziert und klassifiziert werden. AnschlieBend wurden bei
jedem Schiiler die schriftlich aufgezeichneten Losungswege und Argumentationen bei jedem
Item {iiberpriift und nach dieser Klassifikation mit Punkten bewertet. Die Testleistung (=
Summe der Punkte in allen Items) spiegelt eine differenzierte Bewertung der Kompetenz der
Schiiler wider. Tab.IIL4 (S.80) zeigt die Schritte®' fiir einen ,,idealen* Modellierungsprozess
dichotomer Bayesprobleme (Itemtyp A2) differenziert nach Modellierungsform (links:
Wahrscheinlichkeitsregel, rechts: Haufigkeitsbaum; vgl. auch Kap.I1.2.1 und 3.1).

81 Man beachte, dass die Bezeichnung der vier Schritte speziell fiir diese Arbeit erfolgte. Im gebriuchlichen Prozessmodell
des mathematischen Modellierens (z.B. Schupp, 1984; Blum, 1996; Klieme et al., 2001) entsprechen diese Schritte etwa den
beiden ersten ,,Ubergingen” von der Situation (Welt) zum Modell (Mathematik) und der ,innermathematischen
Weiterverabeitung® des Modells bis zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Losung. Die Interpretation der Losungen war nicht
Gegenstand dieses Tests.
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Die Modellierungsschritte lassen sich bei Itemtypen A3 und A4 analog zu A2 klassifizieren,
wobei die Schritte 1 bis 3 jeweils entsprechend modifiziert sind. Wie bereits angedeutet, ist
die Modellierung des Itemtyps Al ein Teilprozess der A2-Items. Schritt 1 und 2 sind analog.
In Schritt 3 miissen folgende Losungsterme gebildet werden (,,totale Wahrscheinlichkeit*):

A-C+B-(1-C) bzw. A + B/, ,Gesamtpopulation*

Bei den Itemtypen mit iiberwiegend begrifflicher Modellierung war Argumentieren verlangt.
Durch bewertbare Argumentationsschritte der Schiiller wurde in &dhnlicher Weise
,konzeptuelles* Denken genauer bewertet.

ITEM ,,PILOT” (Typ A2, Antwortformat offen):

Ein Pilot bemerkt wahrend eines Fluges Rauch, der aus dem Motor aufsteigt. Er muss sich entscheiden, ob er
den Flug vorzeitig abbricht oder ob er weiterfliegt, je nachdem wie wahrscheinlich es ist, dass der Motor
aussetzt.

Er verfligt Uber die folgenden Informationen aus der Flugstatistik:

A Wenn der Motor aussetzt, deutet in 90% der Falle aufsteigender Rauch vorher darauf hin.

B Wéhrend 10% der Fllge, bei denen der Motor nicht aussetzt, kommt Rauch aus dem Motor.

C Der Motor seines Flugzeugtyps setzt in 1% aller Fllige aus.

Die flr den Piloten (lebens-)entscheidende Frage ist nun:

Wie wahrscheinlich ist es, dass der Motor aussetzt, wenn Rauch von ihm aufsteigt?

Modellierung mit Wahrscheinlichkeitsregeln: Modellierung mit Haufigkeitsbaum:

Schritt 1 ,,Mathematisieren (i.e.S.)” (25% der Punkte pro ltem)

e Herausfiltern der relevanten Informationen aus dem Aufgabentext

o Ubersetzung der Situation in eine ,verarbeitungsfahige* Form

e Welche Informationen sind relevant und was bedeuten sie? In welcher Form kdnnen/sollen sie
mathematisch bearbeitet werden?

A) P(Rauch | Motor aus) = 90% = 0,9 C) Bei 1% von 1000 = 10 Fliigen setzt der Motor im
: 100 _ Durchschnitt aus
g)) Ea((?ﬂil:gratgciﬂrozlihé%ﬂs) =10% =01 A) Von diesen 10 kommt bei 90% = 9 Rauch aus

dem Motor.
B) Von den restlichen 990 kommt bei 10% = 99 auch
Rauch aus dem Motor.

Schritt 2 ,,Strukturieren® (25% der Punkte pro ltem)

e Weiterverarbeitung der Ubersetzten Informationen
e Wie lassen sich die Informationen verwerten und in Beziehung setzen? Wie kommt man zum

Modell?
Mit Produktregel / Additionsregel bei dichotomen | Bildung der Baumstruktur und einsetzen der
Ereignissen: (Ubersetzten) Haufigkeitswerte
P(Rauch und Motor aus) =A - C Erganzung der fehlenden Baumhaufigkeiten
P(Rauch und Motor nicht aus) =B - (1 - C), (Summenbildung)
wobei P(Motor nicht aus) =1 —-C

Schritt 3 ,,Verknlipfen“ (25% der Punkte pro ltem)

e Aufstellen eines ,L6sungsterms” (Mathematisches Modell i.e.S.)
e  Wie kann eine stochastische Lésung erreicht werden?

Bayesregel (Uber die totale Wahrscheinlichkeit): Bedingte Wahrscheinlichkeit (frequentistische
P(Motor aus | Rauch)=A-C/[A-C + B - (1 - C)] = | Interpretation):
0,9-0,01/[0,9-0,01 +0,1-(1-0,01)] P(Motor aus | Rauch) =A/[A+B]=9/9 + 99

Schritt 4 ,,Berechnen” (25% der Punkte pro ltem)

e Berechnung einer Losungswahrscheinlichkeit (mit evtl. Umformung numerischer Formate)

P(Motor aus | Rauch) = 0,9 - 0,01 /[0,9 - 0,01 + 0,1 - P(Motor aus | Rauch) =9/ 9+ 99 =
(1-0,01)] ==0,0833 (= 8,33%) =0,0833 (= 8,33%)

Tab.II1.4: Modellierungsschritte bei dichotomen Bayesproblemen (Itemtyp A2)
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3.3.2 Leistungen im Kompetenztest

Verglichen werden zunichst deskriptiv trainingsbedingte Verdnderungen der Testleistungen
pro Gruppe (= Punktsummenwerte im Vortest, Nachtest 1, Nachtest 2). Unterschiede
zwischen Trainingsgruppen werden als Effektgr'c')ﬁen82 auf Basis von varianzanalytischen
Ergebnissen jeweils in Fulnoten angegeben (vgl. Cohen, 1988). Ausdriicklich hingewiesen
sei an dieser Stelle auf die umfassende Diskussion zu Moglichkeiten und Grenzen der
Verwendung {iiblicher Signifikanztestmethoden (z.B. Gigerenzer, 1993a; Sedlmeier, 1996)
und moglichen Alternativen, wie z.B. die Verwendung von Effektgroflen als Grundlage fiir
Metaanalysen (vgl. Cohen, 1988; 1994) oder explorative Datenanalyse (Tukey, 1977; vgl.
eine ausfiihrliche Analyse von Biehler, 1982). Ich mochte diese oft sehr kontrovers gefiihrte
Diskussion im Rahmen dieser Arbeit nicht vertiefen. Im Sinne einer Vermeidung
,methodischer Rituale* soll (inferenz-)statistische und datenanalytische Methodik erginzend
nebeneinander verwendet werden (vgl. Box, 1983).

Abb.III.3a zeigt fiir alle fiinf Trainingsgruppen die durchschnittlich erreichten Anteile
am maximal erreichbaren Punktsummenwert (,,mittlere Testleistung*). Im Vortest erreichten
die Zehntkldssler in den drei Versuchsgruppen Prob(10), Freq(10) bzw. Combi(10) mittlere
Losungsraten von 15,1%, 18,5% bzw 12,6%.83 Im unmittelbaren Nachtest 1 ergaben sich
Leistungen von 36,1%, 59,1% bzw. 43,3%.84 Im spéteren Nachtest 2 zeigten sich deutlich
zunehmende Unterschiede zwischen Prob (12,9%) und Freq (44,3%) bzw. Combi (31,1%).85
Nach Wahrscheinlichkeitstraining ist ein deutlicher ,,Verfall“ der Trainingseffekte zu
beobachten, wihrend dieser Verfall in den Hiufigkeits- und Kombigruppen weniger stark
auftritt.

Die LK-Schiiler erreichten im Vortest in den beiden Versuchsgruppen Prob(LK) 47,8%
und Freq(LK) 51,1% der erreichbaren Punktsumme.®® Im unmittelbaren Nachtest 1 ergaben
sich Leistungen von 51% bzw. 78,9%.%” Im spiteren Nachtest 2 verringert sich der Lernerfolg
bei Prob (21,1%) deutlich stirker als bei Freq (61,8%)%.

%2 Der verwendete Effektgrofenindex m? (Populationsvarianz) ist definiert als das Verhiltnis der Varianz der
Mittelwerte zur Varianz in der Gesamtpopulation (,,superpopulation®; vgl. Cohen, 1988, S.281). Anschaulich:
»Welcher Anteil der Varianz in der Gesamtpopulation kann durch die Gruppenzugehorigkeit erkldrt werden?
Wertebereich ist [0; 1] (folgt aus Def.). n? ist eine Verallgemeinerung des punkt-biseriellen r? fiir mehr als 2
Populationen. Bei Cohen (1988, S.285f.) werden Angaben zur Bewertung der Effektgrofe fiir , Index f* gegeben,
wobei f =V M2/ 1-m?). Demnach ist f = 0,1 (772 = 0,01) als ein kleiner, f = 0,25 (17?2 = 0,059) als ein mittlerer und
f=0,4 (17?2 = 0,138) als ein grofier Effekt zu bewerten.

83 Varianzanalytisch ergibt sich kein signifikanter Unterschied (F = 1,864; df = 2; p = 0,162; Effektgrofen-
schitzer n? = 0,039), obwohl Freq tendenziell am besten im Vortest abschneidet. Unterschiede im Vortest
werden in folgenden Analysen jeweils als Kovariate beriicksichtigt.

¥ Eine Kovarianzanalyse (Vortestleistungen als Kovariate) ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt
(F = 6,165; df = 2; p = 0,003; n2 = 0,144). Bei paarweisen Vergleichen erweist sich nur der Unterschied
zwischen Freq und Prob als hochsignifikant (p = 0,003), die Unterschiede zwischen Freq und Combi bzw. Prob
und Combi als nicht signifikant.

% Eine Kovarianzanalyse ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt (F = 19,867; df = 2; p < 0,001; 2 =
0,357). Bei paarweisen Vergleichen erweist sich der Unterschied zwischen Freq und Prob als hochsignifikant
(p <0,001) sowie der Unterschied zwischen Combi und Prob (p < 0,001). Der Unterschied zwischen Combi und
Freq ist nicht signifikant (p = 0,183).

% Eine Varianzanalyse ergibt keinen signifikanten Unterschiedseffekt (F = 0,140; df = 1; p = 0,71; 2 = 0,0031),
obwohl Freq tendenziell besser abschneidet.

%7 Eine Kovarianzanalyse (Vortestleistungen als Kovariate) ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt
(F=26,459; df = 1; p < 0,001; 2 =0,376).

% Eine Kovarianzanalyse (Vortestleistungen als Kovariate) ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt
(F=141,698; df = 1; p < 0,001; 2= 0,762).
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Abb.III.3a: Testleistungen im Gruppendurchschnitt, gesamter Test

Der Zusammenhang der unmittelbaren zur langerfristigen Nachtestleistung (Nachl — Nach?2),
d.h. die Frage welche Nachhaltigkeit der Lernerfolg mit der jeweiligen Trainingsmethode
aufweist, soll genauer analysiert werden. Der in den verschiedenen Trainingsgruppen unter-
schiedliche Riickgang der Leistungen wird in den Verteilungen der (absoluten) Abnahme der
Punktsumme zwischen Nachtest 1 und 2 deutlich (vgl. Abb.IIL.3b, links). In den Prob-
Gruppen (10. bzw. 13.Klasse, LK) sind der Median, das Maximum und Spannweite dieser
Riickginge deutlich hoher als in den anderen Gruppen, wie die Boxplots anschaulich machen.
Etwa 50% der Schiiler in den Prob-Gruppen zeigen hohere Leistungsriickgénge als alle
Schiiler in den anderen Gruppen (ohne ,,Ausreiler). Diese Unterschiede in der Stabilitit der
Lernerfolge werden auch jeweils im Vergleich der Konfidenzintervalle (95%) um die mittlere
Abnahme der Punktsummen deutlich (Abb.IIL.3b, rechts).
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Abb II1.3b: Abnahme der Testleistungen zwischen Nachtest 1 und Nachtest 2

3.3.3 Leistungen differenziert nach ltemtypen bzw. Art der Modellierung

Im Folgenden werden die Testleistungen nach Itemtypen bzw. der vorherrschenden Art des
mathematischen Arbeitens (iiberwiegend rechnerische oder begriffliche Modellierung)
differenziert betrachtet.

Abb.II1.4 zeigt den Leistungsvergleich bei dichotomen Bayesproblemen (Itemtyp A2),
die als einzige expliziter Trainingsinhalt waren. Die Zehntkléssler zeigten hier kaum
bewertbares Vorwissen, wihrend die LK-Schiiler mit Vorbildung bei etwa 40% lagen. Die
Unterschiede in den Trainingseffekten in Nachtest 1 und in der Stabilitdt der Trainingseffekte
(Nach 2) sind qualitativ mit dem Gesamttestergebnis vergleichbar. Jedoch fillt der
Unterschied zwischen Prob und Freq im Nachtest 1 bei den Zehntkldsslern (17,4 Prozentpkt.)
kleiner aus als im Gesamttest (23 Prozentpkt.).89

100% 93;8% W Prob (LK)
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80% . 76,0% @ Prob (10)
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20% A
10%
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0,8%  0,0%
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Vor Nach 1 Nach 2

Abb.IIL.4: Testleistungen im Gruppendurchschnitt, nur Itemtyp A2

89 Nn? = 0,063 (Kovarianzanalyse: F = 3,214; df = 1; p = 0,079) im Vgl. zu 12 = 0,144 gesamt.
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Die Vortestleistungen beim Al-Itemtyp (Modellierung eines Problems zur totalen
Wahrscheinlichkeit, vgl. Abb.IIl.5) waren bei den Zehntkldsslern in der Freq-Gruppe hoher
als in den beiden anderen Gruppen®. Es ist anzumerken, dass bei diesem Itemtyp ein Teil der
Beantwortung (Teilitems Ala) im Multiple-choice-Format erfolgte. In wenigen Féllen wurden
Antwortalternativen ohne Argumentation angekreuzt, so dass nicht moglich war, zufélliges
von bewusstem Ankreuzen zu unterscheiden. Es wurden dennoch jeweils Punkte fiir richtiges
Ankreuzen vergeben. Es ist aber davon auszugehen, dass in allen Gruppen in etwa gleich
hiufig ,,Zufallstreffer bepunktet wurden. Insgesamt wird somit die Qualitdt eines
Leistungsvergleiches nicht beeintrachtigt. Im Vergleich ist erkennbar, dass Kombi- und Prob-
Gruppe (Zehntklissler) sich kaum unterscheiden und nach nur schwacher Leistungssteigerung
unmittelbar nach Training wieder auf Grundniveau nach 12 Wochen zuriickkehren. Der
Leistungsunterschied der Freq-Trainingsgruppe zu den iibrigen vergroBerte sich unmittelbar
nach Training und nach 12 Wochen deutlich.”’ Bei den LK-Schiilern waren die Unterschiede
zwischen Freq und Prob in den Nachtests noch ausgeprigter als im Gesamttest (bis iiber 50
Prozentpunkte in Nach 2).

X B Prob (LK)
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o
R
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ADbb.IILS: Testleistungen im Gruppendurchschnitt, nur Itemtyp Al

Bei ,, Transferproblemen® des Itemtyps A3, die abweichend von den trainierten Problemen
komplexere Struktur aufwiesen, zeigten sich in den Nachtests besonders unterschiedliche
Leistungen. Es ergab sich das qualitative Bild des Gesamttests hinsichtlich der Unterschiede
zwischen den Gruppen (vgl. Abb.IIL.6), die Prob-Gruppen schnitten vergleichsweise jedoch
noch deutlich schlechter als bei Items des Typs A2 ab: Zehntklédssler kamen kaum mit den
A3-Problemen zurecht. Auch LK-Schiiler fielen nach 12 Wochen unter 10% L&sungsrate
zuriick. Hiufigkeitsgruppen und auch die Kombigruppe zeigten deutlich hohere und auch
stabilere Leistungen bei diesem Itemtyp.

% Der Unterschied ist varianzanalytisch nicht signifikant: F = 2,08; p = 0,132; n2 = 0,053. Die Unterschiede
wurden in folgenden Analysen als Kovariate beriicksichtigt.

ot Kovarianzanalyse bei Nach 1 ergibt folgendes: F = 2,913; p = 0,061; n? = 0,074; bei Nach 2 wird der
Unterschied deutlich signifikant: F = 5,314; p = 0,007; n2=0,127.
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Abb.IIL.6: Testleistungen im Gruppendurchschnitt, nur Itemtyp A3

Eine weitere Differenzierung der Testleistungen nach Itemgruppen mit iiberwiegend rechnerischer
(A0, A0+, Ala) bzw. begrifflicher Modellierung (Alb, A2, A3, A4) ergibt folgendes Ergebnis (vgl.
Abb.IIL.7).

B Prob (LK)
90% @ Freq (LK) 90%
80% - B Prob (10) 80%
o OFreq (10) o |
70% OCombi (10)) /0%
60%
50% -
40% -
30% -
20% -
10% A
0% -
Vor Nach 1 Nach 2 Vor Nach 1 Nach 2
rechnerisch Vor Nach 1 Nach 2 begrifflich Vor Nach 1 Nach 2
Prob (LK) 37,9% 48,1% 16,2% Prob (LK) 65,2% 62,0% 39,1%
Freq (LK) 45,8% 78,3% 59,7% Freq (LK) 60,4% 81,3% 69,8%
Prob (10) 5,8% 33,8% 7,9% Prob (10) 31,3% 46,9% 36,5%
Freq (10) 10,0% 58,3% 42,1% Freq (10) 33,3% 63,0% 54,6%
Combi (10) 5,0% 42,5% 30,0% Combi (10) 26,0% 47,1% 36,5%

Abb.IIL.7: Vergleich zwischen Testleistungen bei iiberwiegend rechnerischer bzw. begrifflicher Modellierung.

Insgesamt sind die Leistungen bei begrifflichen Modellierungsaufgaben hoher. Es ist wieder
zu beachten, dass aufgrund des Antwortformates ,,Multiple choice* in den Fillen ohne die
Angabe von Argumentationen ein Teil der Leistung als ,,Zufallstreffer* begriindbar wiren.”?
Unterschiede in den Gruppenleistungen sind bei beiden Itemgruppen qualitativ dhnlich, d.h.
auch bei liberwiegend begrifflicher Modellierung zeigten Hiaufigkeitsgruppen (Freq) nach
Training die deutlich hoheren Leistungen. Die Leistungsunterschiede zwischen Freq- und
Prob-Gruppen fielen jedoch in den Nachtests geringer aus.”” Auffillig ist, dass sich bei
tiberwiegend begrifflicher Modellierung die Leistungen von Kombi-Gruppe und Prob-Gruppe

%2 Der Erwartungswert bei vollig zufilligem Ankreuzverhalten und ohne erkennbare Argumentation liegt fiir
diese Itemgruppe bei 21% der erreichbaren Punkte (gestrichelte Linie).

93 Ausgedriickt im Effektgroflenindex n2: 10.Klasse: Nach 1: 0,075, Nach 2: 0,099; LK: Nach 1: 0,272, Nach 2:
0,416.
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kaum unterscheiden, wihrend bei vorwiegend rechnerischer Modellierung Kombi-Training
v.a. langerfristig eindeutig hoheren Lernerfolg hervorrief.

3.3.4 Verwendung von Modellierungsformen®

Welche Darstellungsformen und Verarbeitungsformate werden tatsidchlich von den Schiilern
im Modellierungsprozess verwendet? Keine explizite Form, also z.B. rein formal, verbal oder
mit grafischer Darstellung, mit Héaufigkeiten oder Wahrscheinlichkeiten, war in den
Aufgabenstellungen zwingend gefordert. Einer Interpretation bei Bea (1995, S.161) folgend,
konnen Verwendungsraten als MabB fiir die kognitive Zugdnglichkeit einer Modellierungsform
dienen, d.h. die Bereitschaft eine trainierte Modellierung als adédquat fiir die Problemlosung
zu akzeptieren und deshalb tatsiichlich einzusetzen.”

Es ist auch anzunehmen, dass individuell bevorzugte Formen der Modellierung sehr
stark von einem vorherrschenden Denkstil des Lernenden (,,preferred way of thinking®, vgl.
Sternberg, 1997, S.8) abhidngen. Der mathematische Denkstil wird dabei als die vom
Individuum bevorzugte Art und Weise charakterisiert, mathematische Sachverhalte durch
gewisse interne Vorstellungen und/oder externalisierte Darstellungen zu repréasentieren und
durch gewisse Vorgehensweisen zu verarbeiten. So werden visuelle, analytische und
konzeptuelle Denkweisen unterschieden, wobei diese oft nicht in reiner Form auftreten. Auch
interne Vorstellung und externalisierte Darstellung konnen sich in einem Individuum
unterscheiden. Ich mochte auf die umfassende Diskussion zu mathematischen Denkstilen
jedoch nur hinweisen, sie aber in dieser Arbeit nicht vertiefen (vgl. fiir eine Ubersicht
Borromeo Ferri, 2003).

Im Folgenden wird der Einfluss des jeweiligen Trainings auf bevorzugte Formen der
externalisierten Darstellung bei Schiillern gezeigt. Dazu wurde iiberpriift, welche
Modellierungsformen Schiiler im Nachtest 1 im Vergleich zum Vortest verwendeten und wie
oft. Tab.IIL.10 zeigt das Modellierungsverhalten®® der LK-Schiiler, die bereits in einem
Leistungskurs Stochastik iibliche Vorgehensweisen kennengelernt hatten.

Gruppe FREQ LK (n=24) PROB LK (n=23)

Modellierungsform Vortest | Nach | Nach | Nach | Vortest | Nach | Nach | Nach

A2 A2* A3 A4 A2 A2* A3 A4
1. Keine Angabe 6 - - - 6 1 6 6
2. nur verbal, W 1 - - - 2 - - -
3. nur verbal, H - - - - - 1 -
4. nur verbal, W und H 1 - - - - - - -
5. nur formal, W 1 - - - 1 17 9 12
6. ,Haufigkeitsbaum* - 22 22 22 - - - -
7. nur Baumdiagramm, W 8 1 2 2 9 4 5 4
8. Baumdiagramm u. formal, W 5 - 5 1 2 1
9. nur Baumdiagramm, 2 1 - - - - - -
Mischform W und H

Legende: W: ,im Verarbeitungsformat Wahrscheinlichkeit/rel. Haufigkeit”; H: ,in Verarbeitungformat abs.
Haufigkeit®; fett: im Training gelibte Form; *: Da mehrere A2-ltems im Nachtest vorkamen, sind mittlere
Haufigkeiten (gerundet) angegeben.

Tab.II1.10: Verwendungshiufigkeiten (absolut) von Modellierungsformen vor bzw. unmittelbar nach Training
(bei Leistungskurs-Schiilern; Itemtypen A2, A3, A4)

% GemiiB Kap.IL4. bezieht sich der Begriff ,,Modellierungsform* hier insbesondere auf die Art der Darstellung und des
numerischen Formates.

% Inwieweit die Verwendung tatsichlich als genereller Indikator fiir die kognitive Zugiinglichkeit einer Modellierungsform
gelten kann, ist zu diskutieren.

°¢ Man beachte, dass die Hiufigkeiten sich auf erkennbare Modellierungsversuche beziehen, aber keine Aussage iiber
jeweilige Leistungen enthalten.
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Es ist zu erkennen, dass die LK-Schiiler vor Training zumeist eine Modellierung mit
Wahrscheinlichkeitsbaumen versuchten, teilweise auch iiber eine Ableitung formaler Regeln
mit Baumdiagrammen arbeiteten. Immerhin etwa ein Viertel der Schiiler in beiden Gruppen
hatten aber gar keine erkennbaren Vorstellungen zur Modellierung der Probleme bzw.
schitzten lediglich aus den Angaben (vgl. auch Abb.IIL.10).

Nach Hiiufigkeitstraining benutzten 92% der Schiiler bei allen Itemtypen®’ die gelernte
Modellierungsform mit dem H&ufigkeitsbaum (vgl. Abb.IIL.8). Es gab insbesondere keine
»Ausfille”, d.h. jeder Schiiler war in der Lage eine Modellierung anzugeben.

Nach Wahrscheinlichkeitstraining wurde bei A2-Items nicht so hédufig mit der im
Training hergeleiteten formalen Regel modelliert (ca. 74%). Wenn man jedoch davon
ausgeht, dass auch die Schiiler, die Probleme (zusitzlich) mit Wahrscheinlichkeitsbiumen
darstellten (Modellierungsform 7 und 8), ,,formal* modellierten, lag die Verwendungsrate
jedoch deutlich iiber 90%. Bei Items des Typs A3 und A4 fiel die Verwendungsrate auf 39%
bzw. 52% (69,5% bzw. 74% inklusive Modellierungsformen 7 und 8). 26% gaben bei den
Itemtypen A3 und A4 keine Modellierung an.

100%

00 0 O o
Q\"_/ 80% /; —&— Prob (formal, W)
é 70%
< 60% // —— Freq (Hfgk.baum)
(@)

2 50%

B 40% Y/ \0/
g 30% A /

D 20%

10%

0% {1}

Vor A2 Nach A2 Nach A3 Nach A4

]

Abb IIL.8: Verwendungshaufigkeiten der jeweils trainierten Modellierungsform vor bzw. unmittelbar nach
Training (bei Leistungskurs-Schiilern; Itemtypen A2, A3, A4)

Die Schiiler der /0. Klasse waren zu Untersuchungsbeginn ohne stochastisches Vorwissen aus
dem Unterricht. Im Vortest wurde deshalb fast ausschlieBlich in verbaler Form modelliert
(iiber alle Gruppen ca. 60%, vgl. Tab.III.11) oder gar nicht (ca. 35%, vgl. Abb.II1.10).

Nach Haufigkeitstraining erfolgte bei A2-Items zu 84% bzw. bei A3-Items zu 66%
Modellierung mit der trainierten Héufigkeitsmethode. 14% bzw. 30% konnten keine
Modellierungsangaben machen.

Nach Wahrscheinlichkeitstraining wurde zu fast 70% formale Modellierung bei A2-
Items und 46% bei A3-Items angewandt. 18% bzw. 54% konnten keine
Modellierungsangaben machen.

Die favorisierte Modellierungsform nach Kombi-Training war deutlich der Haufigkeits-
baum (73% bei A2, 65% bei A3-Items). Die ebenfalls trainierte formale Modellierung wurde
nur zu 11,5% bei A2-Items angewandt, bei A3-Items gar nicht. 8% bzw. 31% konnten keine
Angaben zur Modellierung machen.

°7 Unabhiingige Modellierung erfolgte nur bei den Itemtypen A2, A3, A4. Die Losung der Items vom Typ A0 und Al
erfolgte immer im Rahmen der jeweiligen Modellierungsform des zugehorigen A2-Items (vgl. 3.1.2. B).
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Gruppe | FREQ 10 (n=27) PROB 10 (n=24) COMBI 10 (n=26)
Modellierungsform Vor Nach Nach Vor A2 | Nach Nach | Vor A2 | Nach | Nach
A2 A2 A3 A2 A3 A2 A3
1. Keine Angaben 9 11 8 8 13 13 10 6 8
33% 13,6% 30% 33% 18% 542% | 38,4% | 7,7% 31%
2. nur verbal, W 14 1 - 12 8 - 14 1 -
52% 1,2% 50% 11,1% 54% 1,3%
3. nur verbal, H - - - - - - 1 1 -
3,8% 1,3%
4. nur verbal, 3 - - 3 1 - 1 - -
W und H 11% 13% 1,4% 3,8%
5. nur formal, W - - - - 50 11 - 9 -
69,5% | 45,8% 11,5%
6. ,Haufigkeitsbaum* - 68 18 - - - - 57 17
84% 66% 73,1% | 65%
7. nur 1 1 1 1 - - - 4 1
Baumdiagramm, W 4% 1,2% 4% 4% 5,1% 4%
8. Baumdiagramm - - - - - - - - -
und formal, W
9. nur Baumdiagr., - - - - - - - - -
Mischform W und H

Legende: W: ,im Verarbeitungsformat Wahrscheinlichkeit/rel. Haufigkeit”; H: ,in Verarbeitungformat abs.
Haufigkeit®; fett: im Training gelibte Form.

Tab.III.11: Verwendungshéufigkeiten (absolut und relativ) von Modellierungsformen vor bzw. unmittelbar nach
Training (bei Schiilern der Klasse 10; Itemtypen A2, A3)

Abb.II1.9 fasst vergleichend zusammen, in welchem Umfang jeweils trainierte Modellierungs-
formen vor und nach Training in den verschiedenen Gruppen verwendet wurden.

90%
80% ), |
70% / —~_ | —*Freq (Hautbaum)
50% / —— Combi (H&auf.boaum)
40% // \ .

° —>— Combi (formal, W)
30% A /
20% —&— Prob (formal, W)
10% / >

0% V \/\

Vor A2 Nach A2 Nach A3

o}

N

>
.

Verwendungshauf.(%)

Abb.III.9: Verwendungshiufigkeiten trainierter Modellierungsformen vor bzw. unmittelbar nach Training (bei
Schiilern der Klasse 10; Itemtypen A2, A3)

ADbb.IIL.10 gibt nochmal einen Uberblick iiber alle Trainingsgruppen, wie oft vor und nach
jeweiligem Training gar keine Modellierung angegeben werden konnte (bzw. ein Ergebnis
ohne Modellierung geschitzt wurde).
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Abb.III.10: Fille ohne Modellierung vor bzw. unmittelbar nach Training (Leistungkurs und Klasse 10;
Itemtypen A2, A3, A4)

3.3.5 Leistungsunterschiede differenziert nach Modellierungsschritten

Bei der Analyse der schriftlichen Uberlegungen und Argumentationen der Schiiler wurde ein
vierschrittiges Schema zur Bewertung des Modellierungsprozesses angewandt (vgl. 3.3.1).
Eine naheliegende Frage war: Treten Leistungsdefizite bei Haufigkeits- bzw. Wahrschein-
lichkeitsmodellierung in allen Schritten proportional auf oder gibt es in einzelnen Schritten
iiber(unter-) proportionale Unterschiede?

Zur Analyse wurden bei den LK-Schiilern die Leistungen in den einzelnen
Modellierungsschritten bei Haufigkeitsmodellierern (Modellierungsform 6, vgl. Tab.III.10)
mit denen der Wahrscheinlichkeitsmodellierer (Modellierungsformen 5, 7, 8) verglichen.
Abb.ITI.11 zeigt hohere Leistungsdefizite der Wahrscheinlichkeitsmodellierer in Schritt 1
,Mathematisieren (i.e.S.)* und Schritt 4 ,,Berechnen. Abb.III.13 zeigt die Prozentanteile der
Leistung der Wahrscheinlichkeitsmodellierer an den Leistungen der Héaufigkeitsmodellierer in
den jeweiligen Modellierungsschritten. Das Herausfiltern der Informationen aus Texten und
die Ubersetzung in mathematisch ,,verarbeitungsfiahige* Informationen (,,Mathematisieren
i.e.S.%) fithrte zu erhohten Schwierigkeiten im Vergleich zu folgenden Schritten. Auch bei der
Berechung, also rein technischen Anforderungen, zeigten die Wahrscheinlichkeitsmodellierer
deutlich unterproportionale Leistungen.
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Abb.IIL.11: Testleistungen bei Wahrscheinlichkeits- bzw. Haufigkeitsmodellierung, differenziert nach
Modellierungsschritten (Itemtyp A2)
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Beim Itemtyp A3 ergibt sich ein qualitativ dhnlicher Zusammenhang, jedoch sind
Unterschiede weniger ausgepriagt (vgl. Abb.III.12 und 13). Auffillig ist, dass ,,Mathemati-
sieren (i.e.S.)* sowohl mit Haufigkeiten als auch mit Wahrscheinlichkeit bei A3-Items iiber-
proportionale Leistungsdefizite aufwies im Vergleich zu den weiteren Modellierungsschritten.
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Abb III.12: Durchschnittliche Testleistungen bei Wahrscheinlichkeits- bzw. Haufigkeitsmodellierung,
differenziert nach Modellierungsschritten (Itemtyp A3)
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Leistungsanteile Wahrscheinlichkeits- / Haufigkeitsmodell.

Abb III.13: Anteile der durchschnittlichen Testleistungen bei Wahrscheinlichkeitsmodellierung von Leistungen
bei Haufigkeitsmodellierung, Gesamttest und differenziert nach Modellierungsschritten (bei
Itemtypen A2 und A3)

3.4 Zusammenfassung und Diskussion

Die Ergebnisse dieser Trainingsstudie stiitzen die Hypothese, dass Training mit dem Konzept
der ,natiirlichen Hiufigkeiten gegeniiber einem formalen Wahrscheinlichkeitszugang zu
hoherem Lernerfolg bei Bayesianischem Denken fiihrt. Sowohl fiir Schiiler der Sekundarstufe
I (10. Klasse, ohne unterrichtlichem Vorwissen) als auch der Sekundarstufe II (Leistungskurs
Mathematik, mit unterrichtlichem Vorwissen) wurden deutliche Unterschiede im Lernerfolg
festgestellt: Die Schiiler zeigten bereits nach einem maximal 2-stiindigen computerbasierten
Training mit Haufigkeitsbiumen nicht nur bei den trainierten dichotomen Bayesproblemen
deutlich hohere Leistungen als nach entsprechendem Wahrscheinlichkeitstraining, sondern
auch bei nicht trainierten komplexeren Problemen, die strukturelle Transferleistungen bei der
Modellierung abverlangten. Hinsichtlich der vorherrschenden Art des mathematischen
Arbeitens zeigten sich diese Unterschiede gleichermalen, jedoch stirker bei vorwiegend
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rechnerischem Modellieren als bei vorwiegend begrifflichem Modellieren. Die Befunde
beziehen sich somit nicht nur auf prozedurales, sondern auch auf konzeptuelles
Bayesianisches Denken. Insgesamt lag das in dem entwickelten Kompetenztest zu
Bayesianischem Denken erreichte Niveau nach Hiufigkeitstraining im Gruppendurchschnitt
bei Zehntkldsslern bei ca. 60% (der maximalen Testleistung) bzw. bei Leistungskurs-Schiilern
bei 80%, nach Wahrscheinlichkeitstraining bei ca. 35% bzw. 50%.

Ein fiir den Lernerfolg entscheidendes Kriterium ist seine Nachhaltigkeit. Die
Leistungen bei Schiilern, die mit ,natiirlichen Héufigkeiten® trainiert wurden, blieben
langerfristig deutlich stabiler, wihrend nach (reinem) Wahrscheinlichkeitsregeltraining meist
geradezu ein ,Verfall“ des unmittelbaren Trainingseffektes zu beobachten war. Die
Leistungsunterschiede zwischen Wahrscheinlichkeits- und Hiufigkeitsgruppen vergrof3erten
sich aus diesem Grunde im Allgemeinen nach etwa 3 Monaten nochmals deutlich.
Insbesondere weisen Resultate der Gruppe mit kombiniertem Training (Combi) darauf hin,
dass ein Zugang iiber Héufigkeitsmodellierung zu formalen Wahrscheinlichkeitsregeln im
Vergleich zu einem ,direkten® wahrscheinlichkeitstheoretischen Zugang die Stabilitdt des
Lernerfolges erheblich unterstiitzt. GewissermaB3en erscheint der Hiaufigkeitszugang als Basis
fiir einen formaleren Ausbau sehr niitzlich.

Die Analyse der tatsdchlich zur Losung verwendeten Modellierungsformen ergab
grundsitzlich hohe Verwendungsraten der im Training benutzten Formen bei den trainierten
A2-Itemtypen. Bei ,,neuen Itemtypen (A3, A4) konnten in den Wahrscheinlichkeitsgruppen
deutlich weniger Schiiler die gelernte Form strukturell modifizieren. Haufigkeitstraining
unterstiitzte diese ,,Transferleistungen* besser. Als Folge kam es nach reinem
Wahrscheinlichkeitstraining deutlich hdufiger zum ,,Versagen* bei solchen Transferaufgaben.
Ein besorgniserregender Befund, der eine gewisse Uneffektivitit derzeitigen
Stochastikunterrichts zur Verbesserung stochastischen Denkens (vgl. auch Rasfeld, 2004)
unterstreicht, ist meines Erachtens, dass trotz der Behandlung des Satzes von Bayes kurz
vorher im Unterricht, ca. ein Viertel der Leistungskurs-Schiiler im Vortest gar keine Angaben
zur Modellierung von anwendungsbezogenen, dichotomen Bayesproblemen (A2-Items)
machen konnte.

Aus den Resultaten der Combi-Gruppe (10.Klasse), die sowohl das Modellieren mit
Haufigkeitsbdumen als auch mit Wahrscheinlichkeitsregeln gelernt hatten, ist eine sehr
deutliche Priferenz zur Haufigkeitsmodellierung festzustellen. Auch dieser Befund deutet aus
meiner Sicht darauf hin, dass héufigkeitsbasiertes Modellieren grundlegende Intuitionen
anspricht, wihrend formales Modellieren ihnen womoglich sogar widerspricht. Ich mochte
zwel weitere Interpretationsansitze anbieten, die bereits in 3.3.4 genannt wurden: Erstens
kann Héufigkeitsmodellierung tatsdchlich kognitiv zugénglicher sein, d.h. dass Schiiler eher
bereit sind, Héaufigkeitsdarstellungen als addquat fiir die Problemlosung zu akzeptieren als
Wahrscheinlichkeitsmodelle. Zweitens wird womdglich ein visueller Denkstil von vielen
Schiilern bevorzugt, d.h. z.B. dass intern vorherrschende bildliche Vorstellungen sich in einer
Priferenz fiir bildliche, externalisierte Darstellungen duflern. Entscheidendes Argument ist
dabei nicht die Verwendung von grafischen Modellen, sondern die Verbindung mit einer
konkreten Haiufigkeitsvorstellung, die den visuellen Denkstil besser unterstiitzt als das
mathematische Modell ,, Wahrscheinlichkeit*.

Zur genaueren Analyse individueller Modellierungsschritte bei aulermathematischen
Bayes-Situationen wurde der Modellierungsprozess von der Situation (Welt) zu
mathematischen Resultaten in vier ,konkretere“ Modellierungsschritte zerlegt, die mit
,Mathematisieren i.e.S.“, ,Strukturieren®, ,,Verkniipfen®“ und ,Berechnen* bezeichnet
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wurden. Ein Vergleich der Leistungen bei den einzelnen Modellierungsschritten wies (bei A2-
Itemtypen) auf iiberdurchschnittliche Leistungsdefizite der Wahrscheinlichkeitsgruppe in den
Schritten ,,Mathematisieren i.e.S.”“ und ,,Berechnen hin. Letzteres ist einsehbar, da rein
technische  Anforderungen (z.B. Bruchrechnen, Prozentrechnen) bei der
Haufigkeitsmodellierung geringer sind als bei der Wahrscheinlichkeitsmodellierung.
,,Mathematisieren i.e.S.“ bezieht sich auf Herausfiltern der relevanten Informationen aus dem
Aufgabentext und Ubersetzen in eine ,,mathematisch verarbeitungsfiahige* Form (,,Welche
Informationen sind relevant und was bedeuten sie? In welcher Form konnen/sollen sie
mathematisch bearbeitet werden?*), ohne dass bereits das komplett strukturierte
mathematische Modell gebildet wird. Gerade bei diesem grundlegenden Schritt von der
Realitdt zur Mathematik scheint die besondere Stirke von Héiufigkeiten zu liegen. Die
weiteren Schritte sind womoglich vergleichsweise routinehafter und leichter zu trainieren
(,,Verwendung von Formeln“ und ,,umformen* bzw. ,Bilden eines Haufigkeitsbaumes* und
,Losungsbruch bilden®). Die Leistungsdefizite bei Wahrscheinlichkeitsmodellierung fallen
hier weniger stark aus. Diese Befunde deuten darauf hin, dass — neben technischen
Grundfertigkeiten — gerade die grundlegenden Schritte des Mathematisierens (Ubergang
Situation — Modell) bei auBermathematischer Modellierung durch eine Héaufigkeits-
ibersetzung besonders unterstiitzt werden.

Die Befunde stiitzen die kognitionspsychologische Theorie, dass "natiirliche
Haufigkeiten" als evolutorisch urspriingliche Form fiir die Verarbeitung von unsicheren
Situationen besonders adaptiv sind (,,adaptive algorithms‘) und somit ein hiaufigkeitsbasierter
Zugang zu stochastischen Themen an grundlegende Intuitionen der Schiiler ankniipft. Der
Aufbau auf grundlegende Intuitionen und das Wechselspiel mit der Theorie werden als
zentrales Element in der zeitgemiBen didaktischen Sichtweise von mathematischer Bildung
(wieder) sehr betont, sei es etwa als ,,mentale Modelle* gemil3 Freudenthal (1983) oder als
,primédre Intuitionen‘ bei Fischbein (1975, 1987).

Im Sinne der Unterstiitzung intuitiven stochastischen Denkens empfiehlt sich die
zentrale Verwendung des vorgestellten didaktischen Haufigkeitskonzeptes fiir einen
anwendungsbezogenen Einstieg in den Problembereich bedingte Wahrscheinlichkeit und
Bayesanwendungen (vgl. auch Wassner, Martignon & Sedlmeier, 2002). Weitergehend
ermutigen die Ergebnisse der Trainingsstudie bereits zu diesem Einstieg in der Sekundarstufe
I, der bei spiraligem Aufbau des Curriculums in der Sekundarstufe II je nach gefordertem
Niveau wahrscheinlichkeitstheoretisch vertieft und prizisiert werden kann. Wie in Kapitel II
genauer ausgefiihrt wurde, werden in {iblichen Zugéngen bedingte Wahrscheinlichkeiten auch
zunichst iiber absolute Hiufigkeiten anschaulich berechnet, und die Uberlegungen benutzt,
um formale Wahrscheinlichkeitsregeln herzuleiten (z.B. Bayesregel). Bei der spéiteren
mathematischen Modellierung von (anwendungsbezogenen) Aufgaben werden diese Regeln
in Verbindung mit grafischen Darstellungen benutzt, aber auf die anschaulichen Héufigkeits-
iiberlegungen wird meist nicht mehr zuriickgegriffen. Genau in diesem Punkt soll sich die im
folgenden Kapitel dargestellte Realisierung eines Zugangs zu Bayesianischem Denken
grundlegend von bisherigen unterscheiden, indem als grundsitzliches ,,Werkzeug*
Haufigkeitsmodellierungen benutzt werden.
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KAPITEL IV
REALISIERUNG DES )

KONZEPTES DER ,NATURLICHEN HAUFIGKEITEN

IM UNTERRICHT DER GYMNASIALEN SEKUNDARSTUFE |

Eine oft geduBerte Meinung von Lehrenden bei einer Befragung98, die ich vor Beginn meiner
Promotion durchfiihrte, lautete: ,,Die Schiiler haben mit dem Satz von Bayes Schwierigkeiten,
egal wie er eingefiihrt wird“. Tatsidchlich fiihrt der im derzeitigen Stochastikunterricht
verfolgte Zugang zu Themen um bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesanwendungen
oftmals offensichtlich nicht zu den gewiinschten Erfolgen. Dieses Defizit, das viele Lehrende
ohne zu zoOgern einrdumen, kann auch an den Vortestleistungen der untersuchten
Leistungskurs-Schiiler abgelesen werden, die unmittelbar vorher zu diesen Themen
unterrichtet worden waren. 41% der an den Trainingsstudien teilnehmenden Leistungskurs-
Schiiler gaben in einer Vorbefragung an, sie konnten sich nicht mehr genau an die Bayes-
Formel erinnern bzw. sie herleiten, welche sie kurz vorher im Unterricht gelernt und
ausgiebig benutzt hatten. Die Vortestleistungen bestitigten, dass der vorherige Unterricht
grof3e Mingel hinterlie: 25% konnten gar keine Modellierung angeben; nur ca. 15% konnten
ein typisches, dichotomes Bayes-Problem vollstindig richtig modellieren und l6sen (vgl.
Kap.III, 3.3.4). In einer Untersuchung von Rasfeld (2004) bei Zehntklédsslern (11 Klassen,
NRW) wurde auch eine gewisse Ineffektivitit des derzeitigen Stochastikunterrichts
festgestellt: Intuitives stochastisches Denken fokussierend zeigten Zehntkldssler, die
Stochastikunterricht hatten, nur marginal bessere Leistungen als nicht in Stochastik
unterrichtete 10.Klassen. Rasfeld (2004, S.59) zieht als Fazit: ,Eine Verbesserung des
intuitiven Verstdndnisses stochastischer Problemstellungen [durch {iblichen Stochastik-
unterricht in der Sekundarstufe I, Anm. d. Verf.] findet statt, aber nicht in dem gewiinschten
AusmaB. Auch die Schiiler mit stochastischen Vorkenntnissen zeigen noch im erheblichen,
teilweise unverdndert grofen Umfang Fehlvorstellungen [...] z.B. Schwierigkeiten beim
Modellieren stochastischer Problemstellungen, gehen unreflektiert mit Laplace-
Wahrscheinlichkeiten um [etc.]*.

Didaktische Vorschlige zur Verbesserung stochastischen (v.a. Bayesianischen)
Denkens wurden an vielen Stellen dieser Arbeit bereits umfassend vorgestellt und diskutiert.
Das Ziel des nun dargestellten Zugangs ist, innerhalb eines Stochastiklehrgangs fiir die
Sekundarstufe I einen vorlaufigen und tragfihigen Abschluss zu Themen um , Bedingte
Wahrscheinlichkeit und Bayesanwendungen zu schaffen”. Aus der dargestellten
Forschungsdiskussion und den Trainingsuntersuchungen wurden einige Leitideen fiir die
Realisierung des eigenen Zugangs gewonnen:

e Das Konzept der ,,natiirlichen Haufigkeiten* unterstiitzt intuitives stochastisches Denken
und ermoglicht den Schiilern nachhaltig darauf aufbauend sinnstiftendes und transparentes
Modellieren stochastischer Problemstellungen (belegt durch Trainingsstudien in Kap. III).

% 40 Mathematiklehrende wurden aus verschiedenen deutschen Bundeslindern zu Einstellungen und Meinungen zum
Stochastikunterricht allgemein und speziell zum Themengebiet ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes* befragt.
Ich gehe im Rahmen dieser Arbeit nicht detailliert auf Befunde ein (genauer: Wassner, C., Ergebnisse einer Fragebogenstudie
zum Stochastikunterricht, unver6ff. Manuskript).

% Dies ist einerseits wichtig fiir Schiiler, die am Ende der Sekundarstufe I ausscheiden, aber auch als Voraussetzung fiir
leistungsstarken Stochastikunterricht in der Sekundarstufe II (vgl. Schupp, 1984, S.238).
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e Die Entwicklung des formalen Kalkiils wirkt zunidchst kontraproduktiv v.a. auf
auBermathematisches Modellieren und erschwert fiir viele Schiiler die kognitive
Zugiénglichkeit. Demotivation kann die Folge sein.

¢ Da die Haufigkeitsanschauung grundlegend fiir die Entwicklung des formalen Kalkiils ist,
kann dieser unproblematisch spéter (wenn erforderlich) daraus entwickelt werden. Diese
Vorgehensweise unterstiitzt auch die Forderung nach einem spiraligen Aufbau des
Stochastikcurriculums (z.B. Heitele, 1976).'"

Das primédre Unterrichtsziel ist also gerade nicht die Entwicklung und Anwendung des
formalen Kalkiils, das einem gewissen Pragmatismus zu folgen scheint: Leichtere Testbarkeit,
Zwinge des Lehrplans, zeitliche Restriktionen oder schlichtweg fehlendes Wissen der
Lehrenden um andere Zuginge. Eine befragte Lehrerin formulierte es so: ,,Ich hitte gern mehr
Zeit und Moglichkeiten fiir realititsbezogenere Aufgaben und schiilernah zu unterrichten, also
z.B. Eingehen auf auBlerschulische Interessengebiete der Schiiler, Ideen von Schiilerseite
niher betrachten, Team- und Projektarbeit®. Diese Aussage macht meines Erachtens deutlich,
dass oft wichtige andere ,,Bildungsaspekte* wie Lebensvorbereitung, Problemlosefihigkeit,
kritischer Vernunftgebrauch bei Modellierung und Interpretation, Sinnstiftung etc. (vgl. z.B.
Blum, 1996, S.20f.) vernachldssigt werden (miissen). Als Ergebnis wird zwar inhaltlich
Konsistenz mit dem mathematischen Theoriegebdude erreicht, welches aber kaum zur realen
Welt in Bezug gebracht werden kann. Dieses ,,Formelwissen* wird deshalb schnell wieder als
,bedeutungslos® vergessen (vgl. dazu ausfiihrlicher Kalp.II.2.2.5).101 Deshalb wurde im
folgenden Zugang ebenfalls als wesentlich erachtet:

e Auch fiir Schiiler relevante, interessante, realitdtsbezogene Problemstellungen sollen zur
motivierenden Heranfithrung an die entsprechenden Inhalte dienen, da gerade dieser
Themenbereich hervorragende Moglichkeiten dazu bietet. Auf keinen Fall darf die Chance
zur Motivation, Sinngebung etc. durch die oft zur Einfiihrung iibliche Verwendung von
,Miinzen-Wiirfel-Urnen*- Aufgaben (,,Wiirfelbudenmathematik*, Schupp 1984)
verschenkt werden.

Im Folgenden stelle ich zunidchst den Entwurf einer einfithrenden Unterrichtsreihe zum
Themenkreis ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesanwendungen* vor, die auf den
genannten Leitideen basiert. AnschlieBend werde ich eine Unterrichtsstudie in der
Sekundarstufe 1 besprechen, deren Untersuchungsgegenstand die Realisierung, Exploration
und Optimierung eines auf der entworfenen Unterrichtsreihe basierenden Lehr-Lern-
Szenarios war. Das methodische Vorgehen bei der Exploration wird dabei ausfiihrlich
beschrieben und die Ergebnisse werden dargestellt und diskutiert.

1% Schupp (1984, S.238) zum spiraligen Aufbau des Curriculums: ,,Statt jeweils die Theorie ein Stiick voranzutreiben, um sie
allenfalls dann anzuwenden, sollte man mehr nach der Komplexitit der stochastischen Situationen gliedern, mit denen die
Schiiler konfrontiert sein werden. [...] Hilfsmittel sollten nur und erst dann gebracht werden, wenn sie beim Schiiler wirklich
als Hilfsmitte] ankommen, weil sie komplexe Geflechte transparent zu machen vermogen*.

191 Bej der Befragung von 40 Mathematiklehrenden hielten 35 die Verbindung von Unterrichtsstoff und tiglichem Leben im
Stochastikunterricht fiir besonders wichtig im Vergleich zu sonstigen Mathematikgebieten.
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1 Entwurf einer Unterrichtsreihe ,,Authentisches Bewerten und Urteilen
unter Unsicherheit”

Nach Vorliegen der Trainingsbefunde wurde begonnen, auf Grundlage des Lehrplanes von
Nordrhein-Westfalen fiir die gymnasiale Sekundarstufe I eine Unterrichtsreihe zum Thema
,Bayessche Regel“ zu entwickeln. Aus obigen Leitideen ergibt sich der treffendere Titel
,Authentisches Bewerten und Urteilen unter Unsicherheit“. In der von Rolf Biehler geleiteten
Arbeitsgruppe an der Universitdt Kassel entstand unter Mitarbeit des Mathematiklehrers
Stefan Schweynoch ein umfassender Unterrichtsentwurf mit didaktischen Anmerkungen, der
nun vorgestellt werden soll.'**

1.1 Ziele und Einordnung

Der Hauptinhalt der Reihe ist eine realitdtsbezogene Erarbeitung des Begriffs der bedingten
Wahrscheinlichkeit und das Bewerten und Beurteilen von Anwendungsproblemen zum
Themenkreis Bayesregel durch Verwendung von Haufigkeitsdarstellungen.

Die Reihe wurde bewusst auf Basis des Lehrplans von Nordrhein-Westfalen
entworfen. Der NRW-Lehrplan sieht (optional) die Behandlung des Themenkreises
,Bayessche Regel”“ und Schaffung inhaltlichen Verstindnisses fiir Zusammenhinge (ohne
formale Entwicklung) im Unterricht der 9. oder 10. Jahrgangsstufe vor. Die Relevanz der
Regel fiir statistisches Denken soll auch deutlich werden (vgl. Kap.II.1.1; Kultusministerium
NRW, 1993, S.21). Dies ist u.a. auf den Einfluss von Wolfgang Riemer zuriickzufiihren, der
auch Mitglied der Lehrplankommission war und dessen Publikationen (z.B. Riemer 1985;
1986) das Thema als unterrichtbar in der Sekundarstufe I erscheinen lieBen. Der Themenkreis
baut auf dem Vorwissen aus fritheren Stufen zum Thema mehrstufige Zufallsexperimente
(insbesondere Baumdiagramme und Pfadregeln) sowie auf grundlegenden Interpretationen
von Wahrscheinlichkeit auf (klassisch, frequentistisch). Die Lehrplanvorgaben haben sich
auch in Schulbiichern niedergeschlagen (z.B. Schmid & Weidig, 1996, Mitautor Riemer;
Kuypers et al.,, 1999; vgl. ausfiihrlicher Kap.l1.2.2.2). Da insofern in den nordrhein-
westfilischen Gymnasien optimale Lehrplan- und Schulbuchvoraussetzungen gegeben waren,
wurde die eigene Unterrichtsreihe auf die gymnasiale Sekundarstufe I in NRW abgestimmt
und kam dort erstmalig zum Einsatz.

Als iibergeordnetes Lernziel sollen die Schiiler Situationen modellieren, beurteilen und
durchdringen konnen, bei denen formal die Bayesregel Verwendung findet. Ohne dass diese
benannt oder formal abgeleitet wird, lernen sie (mathematische) Mittel zur Modellierung
dieser Situationen kennen. Im FEinzelnen werden etwa folgende Kompetenzen von den
Schiilern erwartet:

Die Schiiler konnen (bzw. kennen)...

e realistische aufermathematische Problemstellungen, bei denen die Bayesregel eine
praktische Bedeutung hat.

e statistische Informationen aus realistischen Texten zur Beurteilung der Problemstellung
geeignet mit Haufigkeitsdarstellungen modellieren.

e mithilfe der Modellierungen die Problemstellungen bewerten, beurteilen und im
Sachkontext interpretieren.

102 Bg existiert das bisher unverdft. Manuskript: Wassner, C., Biehler, R., Schweynoch, S., Martignon, L. Authentisches
Bewerten und Urteilen unter Unsicherheit — “Arbeitsmaterialien und didaktische Kommentare fiir den Themenbereich
.Bayessche Regel“ in der Sekundarstufe I (vgl. Uberblick in Wassner & Biehler, im Druck).
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¢ ungewohnlich erscheinende Wahrscheinlichkeitsergebnisse begriinden und
Zusammenhiénge erkliren.

e (Gegebenenfalls Grundannahmen verniinftig verdndern und Auswirkungen erkennen (z.B.
Basisratenproblem).

e zentrale Wahrscheinlichkeitsbegriffe wie Einzelwahrscheinlichkeit, UND-
Wahrscheinlichkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit, a-priori- und a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit verstehen, abgrenzen und bei der Modellierung verwenden.

e die Problemsituationen auch als ,statistische Denkweise* der Neubewertung der
Wahrscheinlichkeit einer Hypothese auf Grund von neuen Daten oder Beobachtungen
(,,Lernen aus Erfahrung®) begreifen.

Die Bildungsziele der Unterrichtsreihe gehen deutlich iiber mathematisches Modellieren
realititsbezogener Situationen, das Inhalt der Trainings in Kapitel III war, hinaus. Um sich
einer praktischen, individuellen oder gesellschaftlichen Bedeutung von Mathematik in diesem
Zusammenhang bewusst werden zu konnen, wurde Zeit fiir die Erarbeitung authentischer,
kontextbeleuchtender Texte eingeplant (,,Sinnstiftung®). Solche dienen idealerweise als
Ansto3 fiir Diskussion, subjektive Meinungen und Deutungen, eigene Ideen, kritischen
Vernunftgebrauch etc. (vgl. Biehler, Heymann & Winkelmann, 1995). Vermeintlich eindeu-
tige Phidnomene und Vorurteile des Alltags (z.B. bei medizinischen Methoden und
Ergebnissen) sollen kritisch beleuchtet und durch begriindete Urteile ersetzt werden (vgl. z.B.
Krimer, 1995; Beck-Bornholdt & Dubben, 2001; Gigerenzer, 2002). Die gelernte Mathematik
soll gleichsam zum ,,Verstarker des Alltagsdenkens® werden (vgl. These 4, Heymann, 1995).
Die Folge ist, dass sich der grofere Teil des Unterrichts um die vielschichtige Erarbeitung
und Durchleuchtung konkreter Situationen dreht, anstatt mathematisch moglichst ,.tief* vor-
zudringen und moglichst viele Ubungsaufgaben zu bearbeiten (vgl. auch Wagenschein, 1975).

1.2 Inhalte

Die Frage nach der Entwicklung mathematischer Inhalte war durch das Konzept der
Hhatiirlichen Hiufigkeiten* bereits weitgehend gekldrt. Neben Modellierung mit
Héufigkeitsbdumen (,,Doppelbdumen®; vgl. Abb.I1.14) wurden auch analoge Mehrfeldertafeln
mit Haufigkeiten (,,Vierfeldertafel mit absoluten Haufigkeiten*; vgl. Tab.Il.1a) verwendet, um
den Schiilern Wahlmoglichkeiten bei der Modellierung zu iiberlassen. Verallgemeinerung,
Formalisierung und Begriffsgefiige wurden bewusst ,,vorsichtig® und nur soweit wie notig
entwickelt. Die Frage nach geeigneten realistischen Situationen und ihrer (stochastischen)
Bearbeitung und ErschlieBung im Unterricht war eine Kernfrage bei der inhaltlichen
Gestaltung. Nach Sichtung bereits bestehender bzw. Sammeln und Aufarbeiten geeigneter,
realitdtsnaher Problembereiche konnte umfangreiches Material fiir den Unterricht erstellt
werden.

Die Inhalte der Unterrichtsreihe waren durch die Vorgabe der Realisierung am
nordrhein-westfilischen Gymnasium so zu gestalten, dass der zeitliche Umfang etwa 15
Schulstunden nicht iiberschreitet. Zur Erleichterung des Einsatzes wurden ,,Arbeitsblétter mit
Zusatzmaterialien fiir Schiiler mit didaktischen Kommentaren und Losungsvorschldgen fiir
die Lehrenden entworfen (komplett in Anhang B). Ich diskutiere im Folgenden
tiberblicksartig den Aufbau der Unterrichtsreihe und mochte dabei vor allem den Bezug zu
didaktischen Grundpositionen verdeutlichen.
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1.2.1 Ubersicht

Tab.IV.1 gibt eine Ubersicht iiber alle im Rahmen der Unterrichtsreihe erstellten Arbeits-
blatter und Materialien, die jeweils mit didaktischen Kommentaren und Losungen fiir die
Lehrenden versehen sind. Zur Chronologie ist zu bemerken, dass nach der Einfithrung in AB
1 bis zum Uberblick 1 prinzipiell die Reihenfolge der Bearbeitung vertauschbar ist. AB 7 gibt
die Hinfiihrung zu Uberblick 2. Die folgenden Anwendungen und Ubungen in AB 9 bis AB

14 sind in der Reihenfolge der Bearbeitung ebenfalls frei wihlbar.

ARBEITSBLATT Titel Hauptinhalt

AB 1 Wie sicher ist der AIDS-Test? (Intuitive) Problemlésung

AB 2 Das AIDS-Testverfahren im Detail Ergebnisvertiefung

AB 3 Mégliche Folgen von positiven Testergebnissen Kontextvertiefung

AB 4 Einfluss der Basisrate Vertiefung und Erweiterung der

AB 5 Das AIDS-Test Problem aus anderer Sicht Modellierung

UBERBLICK 1 Wahrscheinlichkeitsbegriffe Verallgemeinerung

AB 6 Ubungen zum UBERBLICK 1 Zusammenfassung

Begriffsvertiefung

Ubung

AB 7 Mordfall Anwendung zu Urteilen mit

Indizien (fihrt zu Uberblick 2)
UBERBLICK 2 Wahrscheinlichkeiten neu bewerten Verallgemeinerung &
AB 8 Ubungen zum UBERBLICK 2 Zusammenfassung
Begriffsvertiefung

Ubung

AB 9 Schwangerschafts- und Vaterschaftstest Anwendung

(+Zusatzmaterial) (mit Kontextvertiefung)

AB 10 Mammografie Anwendung

(+Zusatzmaterial) (mit Kontextvertiefung)

AB 11 BSE-Krise Anwendung

(+Zusatzmaterial) (mit Kontextvertiefung)

AB 12 Drogen im StraBenverkehr Anwendung

(+Zusatzmaterial) (mit Kontextvertiefung)

AB 13 Ubungsaufgaben 1 Ubung

AB 14

Ubungsaufgaben 2

Ubung (erweiterte Modellierung)

Tab.IV.1: Ubersicht iiber die Unterrichtsreihe (komplett in Anhang B)

1.2.2 Einflhrung mit einer realen Problemstellung

Am Beginn der Unterrichtseinheit steht keine vordergriindig wahrscheinlichkeitstheoretische
Fragestellung, sondern eine, die fiir Schiiler individuelle Bedeutung haben konnte: ,,Wie
sicher ist ein AIDS-Test?*. Dass sich die AIDS-Test-Problematik als didaktisch besonders
lohnendes, realistisches Beispiel fiir die Anwendung des Satzes von Bayes eignet, ist
altbekannt. Z.B. in Unterrichtsvorschldgen von Konig (1991), Boer (1997) oder Israel (2001)
findet es Verwendung. Heymann (1995, S.24) formulierte treffend: ,,Verstehen ist auf die
geistige Aktivitit der Lernenden angewiesen, auf die innere Fragehaltung, die sich ,von
auBen’ nicht erzwingen 1d6t“. Wie liee sich aber besser eine solche ,,innere Fragehaltung*
induzieren als durch eine derartig untypische Fragestellung zu Beginn einer
Mathematikstunde? Die Neugier der Schiiler wire wenigstens dahingehend geweckt, was
diese Frage wohl mit Mathematik zu tun hat. Diese Neugier kann geschickt genutzt werden,
um Schiiler zum ,,Mitdenken‘ zu bewegen. Das diirfte ungleich schwieriger sein, wenn sich in
die erste Stunde um ein banales Wiirfelspiel oder Urnenexperiment dreht (wohlgemerkt bei
15-jahrigen Jugendlichen).
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Arbeitsblatt 1 (vgl. Anhang B)

Ein Informationstext dient als Einstieg:

Wie sicher ist der AIDS-Test?

Der sogenannte AIDS-Test ist einer der zuverlassigsten Tests, die jemals entwickelt wurden. Er
wird eingesetzt, um eine Infektion mit HIV festzustellen(*). Wegen der hohen Gefahr der
Verbreitung der tddlichen HIV-Infektion war sogar lange Zeit in der Diskussion, ob nicht die
gesamte Bevdlkerung zum AIDS-Test gezwungen werden soll.

Der AIDS-Test ist aber nicht perfekt. Wenn jemand HIV-infiziert ist, soll der Test positiv sein. Zu
99,9% féllt er dann auch positiv aus. Andererseits wenn jemand nicht HIV-infiziert ist, soll der Test
natlrlich negativ sein. Zu 99,7% fallt er dann tatsachlich negativ aus.

Nehmen wir mal an, dass fir alle Menschen in NRW ein AIDS-Test durchgefiihrt werden soll. Laut
Schétzung des Robert-Koch-Instituts sind bundesweit 0,05% der Bevdlkerung HIV-infiziert, die
Quote kann auch fir NRW angenommen werden. Die Bevolkerungsstatistik gibt an, dass in NRW
18.000.000 Menschen leben.

(*) Im Sprachgebrauch hat sich AIDS-Test eingebiirgert. AIDS bezeichnet eigentlich die Krankheit, die man
bekommen kann, wenn man mit HIV infiziert ist. HIV kommt vom engl. ,human immunodeficiency virus* =
Lmmunschwache-Virus beim Menschen®.

Eine Diskussion iiber die Textinhalte soll zunéchst frei von den Schiilern gefiihrt werden,
wobei eine Verstrickung in Details vermieden werden soll. In diesem Zugang sollen die
Fragestellungen nicht erst mit vollig offenem Datenmaterial von den Schiilern selbst
erarbeitet werden (wie z.B. bei Israel, 2001). Eine solche Erweiterung des Zugangs wire
gleichwohl sicher von Nutzen, wenn eine stirkere Verzahnung von Inhalten der
beschreibenden Statistik mit der Wahrscheinlichkeitsrechung erreicht werden soll. Sie konnte
auch dieser Unterrichtsreihe ,,vorgeschaltet werden. Allerdings miisste dann ein gro3erer
Zeitrahmen zur Verfiigung stehen, und es wiirden erheblich hohere Anforderungen an den
Lehrenden gestellt, den ,,roten Faden* im Unterricht nicht zu verlieren.

Die bereits durch einen Text strukturiertere, aber deswegen nicht unrealistischere
Situation kann natiirlich einfacher und schneller zu den wahrscheinlichkeitstheoretischen
Problemen fithren als der vollig offene Zugang. So soll auch bereits in dieser
Einfiihrungsstunde deutlich werden, was diese Situation mit Mathematik zu tun hat. Das Ziel
ist, den Regelkreis des mathematischen Modellierens (vgl. z.B. Schupp, 1984) bereits
,komplett“ mit dem ,,Grundproblem* zu durchlaufen, um spiter die Situation begriindeter
vertiefen, prazisieren und unter anderen Gesichtspunkten beleuchten zu kénnen:

,Stell Dir vor, eine beliebige Person aus NRW bekommt mitgeteilt, dass ihr Test positiv ist.
Wie sicher kann sie sein, dass sie tatsdchlich HIV-infiziert ist?

Der nichste Schritt ist die Formulierung des zugehorigen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Problems:

., Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine HIV-Infektion, wenn der Test positiv ist?“

Vor dem Versuch, mit den Schiilern eine mathematische Modellierung zu entwickeln, sollen
alle Schiiler das Ergebnis schdtzen und die Schitzungen werden notiert.'” Da die meisten
Menschen in dieser Situation ein viel zu hohes Ergebnis schitzen (siehe Kap.l.2.1), bietet sich
die einmalige Gelegenheit, zu zeigen, dass mit Mathematik gewissermallen ,,Entdeckungen®
moglich sind (Wittenberg, 1963, S.46f.).

'3 Bei der Befragung von Mathematiklehrenden bewerteten 30 von 40 die Beriicksichtigung von Intuitionen (z.B.
Schitzungen) der Schiiler als besonders wichtig im Stochastikunterricht im Vergleich zu sonstigen Mathematikgebieten.
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Die Modellierung erfolgt iiber den im Labor erfolgreich untersuchten Weg der Ubersetzung
der Informationen in ,,natiirliche Haufigkeiten* und die Aufstellung eines Hiufigkeitsbaums.
Zur Hinfiihrung auf diese Modellierung eignen sich einige Schliisselfragen, iiber die am
besten von den Schiilern selbst (z.B. als Gruppenauftrige) mit Unterstiitzung des Lehrers
nachgedacht wird, z.B.:

e  Was kann passieren, wenn ein HIV-Infizierter getestet wird? Was, wenn ein nicht HIV-
Infizierter getestet wird? Schreibe alle Moglichkeiten auf!

o Welche Moglichkeiten wiirdest du als ,, Fehler des Tests“ bezeichnen und wo lag der Test
richtig?

e Verteile die Bevolkerung von NRW auf die verschiedenen Moglichkeiten. Wie viele
Personen sind es jeweils?

Eine besondere Schwierigkeit bei der Modellierung von Bayesproblemen kann die
Klassifizierung des Ergebnisraums des mehrstufigen Zufallsprozesses sein (vgl. insbesondere
beim Drei-Tiiren-Problem: Wollring, 1992, S.10). Die Schiiler sollen in dieser Phase
eigenstdndig erkennen, dass vier mogliche Ergebnisse auftreten kdnnen, von denen zwei
,Fehler des Tests* darstellen. Ziel ist die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit fiir einen
,richtig-positiven“ Test, wobei es auch ,falsch-positive®, ,richtig-negative* und ,,falsch-
negative* Testergebnisse gibt.

Im Anschluss erfolgt (am besten fragend-entwickelnd an der Tafel oder OHP) die
Modellierung und Visualisierung der Problemstellung mit einem Haufigkeitsbaum (vgl.
Abb.IV.1a). Dass alle Menschen aus NRW am Test teilnehmen, ist zugegebenermallen eine
unrealistische Annahme. Die Einschrinkung der Realitit umgeht hier zunéchst die schwierige
Frage der Schitzung der Basisrate (Vertiefung erfolgt in Arbeitsblatt 4).

Personen in NRW

18.000.000

HIV.infiziert Nicht HIV.infiziert
‘ 17.991.000 ‘
53.973
Test Test
positiv positiv

Abb.IV.1la: Modellierung des AIDS-Test Problems im Hiufigkeitsbaum

Das Erreichen einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Losung des Problems ist mit dem
entwickelten Haufigkeitsbaum, wie ich bereits ausfiihrlich gezeigt habe, bereits jetzt in
greifbarer Nihe. Zur Verdeutlichung wird noch die Gesamtzahl aller positiv Getesteten in den
Baum integriert (Abb.IV.1b). Die Losung sollte mit dem klassisch-frequentistischen
Vorwissen der Schiiler ohne Probleme als Wahrscheinlichkeit interpretierbar sein.
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Personen in NRW

18 000 000

HIV.infiziert Nicht HIV-infiziert
9 000 \ 17 991 000 \
8991 9 53973 | | 17937027
14,3%
Test 1 ¢ 964
positiv

Lésung: ,Die Wahrscheinlichkeit fiir eine HIV-Infektion bei positivem Test” =
,Der Anteil der HIV-Félle unter allen positiv Getesteten” = 8 991 /62 964 = 14,3%

Abb.IV.1b: Wahrscheinlichkeitstheoretische Losung des AIDS-Test Problems mit dem Hiufigkeitsbaum

Nun zeigt sich die besondere Eignung der AIDS-Test-Situation fiir den Durchlauf des
kompletten ,Regelkreises der mathematischen Modellierung. Der Riickbezug der
mathematischen Losung ,,14,3%* auf die reale Situation geschieht von selbst, weil sie ganz
und gar nicht im Einklang mit der Intuition und den eventuellen Vorerfahrungen der
Lernenden steht. Die ,,Entlarvung® des eigenen Irrtums — das kann jeder an sich selbst
feststellen — bewirkt eine neue Motivation zum aktiven Nachdenken iiber die mathematische
Modellierung, insbesondere den Bezug Welt (Realitit) — Mathematik (Modell) (vgl. z.B.
Schupp, 1984). Selbst wenn Schiiler aufgrund des verbliiffenden Ergebnisses noch
bezweifeln, dass das benutzte Modell stimmt, schafft das eine wichtige Voraussetzung fiir
verniinftiges Denken, ndmlich ,,[...] dass die Schiiler Briicken zwischen ihrem Alltagsdenken
und dem von ihnen geforderten mathematischen Denken schlagen konnen.* (Heymann, 1995,
S.24).

1.2.3 Vertiefung und Erweiterung der Modellierung

Die Modellbildung wie auch die Interpretation und Riickkopplung der mathematischen
Losung mit der Realitiit (also die Uberginge zwischen Mathematik und realer Welt) stellen
erhebliche Anforderungen und stehen immer in Gefahr verkiirzt zu werden (vgl. Schupp, im
Druck). Deshalb sollen diese beiden Schritte besondere Vertiefung in folgenden
Unterrichtsphasen finden (vgl. Arbeitsblitter 2, 4 und 5, Anhang B).

Arbeitsblatt 2: Das AIDS-Testverfahren im Detail

Die Verbliiffung iiber das erhaltene Ergebnis bietet vielfiltige Motivation zu kritischem
Vernunftgebrauch:

,» Warum wird der Test tiberhaupt durchgefiihrt, wenn er so ,,schlecht* ist?“

Es gilt deutlich zu machen, dass ein positiver Test immerhin einen ,,Informationsgewinn* von
0,05% auf 14,3% bewirkt. Wenn aber der Test negativ ausfillt, dann liegt sogar nahezu zu
100% keine HIV-Infektion vor. Die Sichtweise ,Informationsgewinn® unterstiitzt die
verniinftige Interpretation der Ergebnisse

,, Gibt es eine Moglichkeit, wie man die ,,Sicherheit*“ fiir positiv Getestete erhohen kann? “

In Praxi wird ein dhnlicher Test auf jene nochmal angewandt, die ein positives Testergebnis
hatten. So soll die ,,Sicherheit* weiter erhoht werden. Diese mehrfache Anwendung verschie-
dener Tests ergibt weitere Motivation rechnerischer Modellierungen (vgl. auch Kap.l,
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ADbb.1.5). Wahrscheinlichkeit kann auch hier als ,,Grad der Sicherheit oder des Vertrauens
eine vollig neue Interpretation erhalten. Eine subjektivistische Deutung konnte anhand der
AIDS-Test-Situation gut entwickelt werden.

Arbeitsblatt 4: Einfluss der Basisrate

., Woran liegt es eigentlich, dass ein positiver Test so wenig aussagt (gegen intuitive
Schétzungen) ?“

Diese naheliegende Frage fithrt zum zentralen Thema des Einflusses der Basisrate auf das
Ergebnis. Aus kognitionspsychologischer Sicht wurde das Erkennen dieses Einflusses als
besonders problematisch charakterisiert (z.B. ,Base-rate neglect”); jedoch wird diese
Schwierigkeit durch den anschaulichen Hiufigkeitsansatz entschirft (vgl. dazu ausfiihrlich
Kap.L.3.1).

Die Schiiler sollen ausgehend von Daten zu verschiedenen ,,HIV-Risikogruppen* (z.B.
Robert-Koch-Institut, 2002) selbststindig entdecken, dass und wie sich der Vorhersagewert
eines Testes dndert (z.B. in Gruppenarbeit, so dass moglichst viele Einzelergebnisse erarbeitet
werden). Die Modellierung mit dem Héaufigkeitsbaum wird nicht nur vertieft, sondern auch
validiert. Eine Vernetzungsmoglichkeit mit der Analysis bietet die funktionale Darstellung
des Zusammenhanges.

Eine weitere Darstellungsform, die Haufigkeitstabelle (vgl. Abb.IV.2), erlaubt analoge
Modellierungen. Sie kann ebenfalls sehr intuitiv erarbeitet werden. Eine weitere
Darstellungsform einzufiihren, soll einerseits das Entstehen von ,,Bearbeitungsroutinen®
vermeiden. Andererseits haben Tabellen eine hohe Benutzungsrelevanz im Alltag bzw.
facheriibergreifend in der Schule. Im Vergleich mit der Tabelle wird nun der Haufigkeitsbaum
zum ,,Doppelbaum® erginzt (vgl. Abb.IV.3; Kap.I.3.2). Im Folgenden sollen die Schiiler
beide Modellierungsformen gleichberechtigt verwenden.

Gesamt HIV-infiziert Nicht HIV-infiziert
Gesamt 7 500 848 6 652
TEST positiv 867 847 20
TEST negativ 6633 1 6632

(Bemerkung: Gesamtheit bezieht sich auf ,intravends Drogenabhéngige (IVDA) in Berlin®)
Abb.IV.2: Modellierung des AIDS-Test Problems mit der Hiufigkeitstabelle

IVDA in Berlin
7 500
HIV-infiziert Nicht HIV-infiziert
| 848 | | 6652 |
847 1 |20 ]| 6632 |
Test Test
positiv negativ

Abb.IV.3: Modellierung des AIDS-Test Problems im vollstdndigen Haufigkeitsbaum
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Arbeitsblatt 5: Das AIDS-Test Problem aus anderer Sicht

Eine weitere Schwierigkeit des stochastischen Denkens tritt erfahrungsgeméal3 bei Problemen
im Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten auf: Stochastische Folgerungen sind
vollig unabhingig von Kausalzusammenhidngen moglich (,,Falk-Paradoxon* als
Problembeispiel; z.B. Falk, 1979; vgl. auch Kap.l1.2.2.4). Beim vorliegenden AIDS-Test
Problem wird aus dem Vorliegen des Testergebnisses (Wirkung) diagnostisch auf die
Wahrscheinlichkeit einer Erkrankung (Ursache) geschlossen, gleichsam gegen die kausale
Richtung.

Umgekehrt ist es ein neues Problem vom Vorliegen der Erkrankung auf die
Wabhrscheinlichkeit des Testergebnisses zu schlieen. Eine realistische Situation ist die
Entwicklung eines AIDS-Tests (vgl. Text in Arbeitsblatt 5, Anhang B): Testergebnisse von
Versuchspersonen, deren Gesundheitszustand bekannt ist, lassen Schliisse iiber die ,,Glite*
eines neu entwickelten Tests zu. ,,Doppelbaum* und Tabellen kénnen dabei als Modelle fiir
beide Schlussrichtungen dienen. Zur Umkehrung kann man den Baum gewissermallen auch
,von unten“ und die Tabelle ,,in Zeilen* lesen. Herausgearbeitet werden soll, dass der
Formalismus des ,Bayesianischen Folgern“ unabhéingig von logisch-kausalen
Folgerungsrichtungen anwendbar ist.

1.2.4 Vertiefung auBermathematischer Kontexte
Arbeitsblatt 3: AIDS-Test positiv und dann?

Am Anfang der Arbeit wurde die Lebensrelevanz des Bayesianischen Denkens betont. Die
giinstige Gelegenheit, dem mathematischen Tun einen tieferen Sinn zu verleihen, sollte
ergriffen werden. Anhand von Medientexten (evtl. begleitend in der Sexualerziehung) soll mit
den Schiilern die individuelle und gesellschaftliche Bedeutung des Themas AIDS und der
Diagnose erortert werden. Ein positives Testergebnis hat bereits massive Auswirkungen auf
das individuelle Leben und auf das Verhalten der gesellschaftlichen Umwelt. In
anschlieBender Diskussion soll die zentrale Bedeutung stochastischen Denkens fiir solche
wichtigen Lebensfragen deutlich werden. Die dafiir verwendete Zeit ist meiner Meinung nach
keinesfalls ,,verschwendet®.

Es entstehen Gelegenheiten zu Kommunikation und Abwégen subjektiver Meinungen,
die auch Unterstiitzung durch mathematische Argumente finden konnen. Z.B. eine
Diskussion, ob ein Pflichttest — angesichts einer drohenden Verbreitung — (bevolkerungs-
politisch bzw. moralisch) zu vertreten ist; ein Thema, das auch in Deutschland in der
offentlichen Diskussion war (vgl. Boer, 1997, S.38). Vertiefung auBermathematischer
Kontexte kann zu einer besonderen ,,Unterrichtskultur® anregen, die die soziale und die
inhaltliche Dimension verbindet (vgl. These 5; Heymann, 1995).

Spiter bietet umfangreiches Material die Moglichkeit, Situationen aus weiteren
realistischen Anwendungskontexten auf dieselbe Weise zu behandeln (vgl. Arbeitsblitter 9-12
und Zusatzmaterial; Anhang B).

1.2.5 Verallgemeinerung und Begriffsvertiefung

Trotz der Betonung auflermathematischer Anwendungen darf die innermathematische
Zieldimension des Mathematikunterrichts nicht auler Acht gelassen werden. Allerdings tritt
die hybride Natur der Mathematik (angewandt vs. abstrakt) in ganz besonderer Weise in der
Wabhrscheinlichkeitstheorie zu Tage (z.B. bereits bei einer Definition von Wahrscheinlichkeit:
frequentistisch — axiomatisch; vgl. z.B. Hacking, 1984). Es findet sich bei kaum einer
mathematischen Disziplin eine groflere Kontroverse um Theorie und Anwendung. Fiir den
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Unterricht mag sich daraus ein Grundsatz ableiten, den mathematischen Kalkiil sehr
,vorsichtig® zu entwickeln und kein Wissen auf Vorrat zu produzieren. Dasselbe gilt auch fiir
Begriffe (AK Stochastik, 2002).

Es ist natiirlich nicht dariiber zu streiten, dass das Entwickeln mathematischer Objekte
und Werkzeuge zentraler Bestandteil auch des Stochastikunterrichts sein muss. Eine Frage ist
aber, wann und in welchem Umfang? In der Unterrichtsreithe wird in sogenannten
. Uberblicken*'® Anwendungswissen verallgemeinert, formalisiert und Begriffe eingefiihrt
(vgl. Anhang, B).

Uberblick 1: Wahrscheinlichkeitsbegriffe

In ,,Uberblick 1 werden ausgehend vom Modell Hiufigkeitsbaum die Begriffe ,,Einzelwahr-
scheinlichkeit®, ,,UND-Wahrscheinlichkeit* und ,,bedingte Wahrscheinlichkeit* entwickelt,
voneinander abgegrenzt, und jeweils mathematische Sprache, Symbole und Rechenregeln mit
Hiufigkeiten eingefiihrt. In zugehorigen Ubungen (vgl. Arbeitsblatt 8) sollen die Schiiler
einerseits mit diesen Objekten vertraut werden, andererseits sie bei neuen Problemstellungen
verwenden. Wahrscheinlichkeitstheoretische Formalisierung der Bayesregel erfolgt aus
bereits dargelegten Griinden in diesem Unterrichtsgang nicht. Eine formale Behandlung in der
Sekundarstufe I schafft aus meiner Sicht eher Verwirrung als Transparenz.'®’

Uberblick 2: Wahrscheinlichkeiten neu bewerten

Ein anderer verallgemeinernder Aspekt des Bayesianischen Denkens sollte auf jeden Fall in
der Sekundarstufe 1 vorbereitet werden: Die Sichtweise des ,lernen aus Erfahrung*
(Neubewertung von Wabhrscheinlichkeiten aufgrund neuer Informationen). Wie bereits
deutlich gemacht wurde, dient diese Sichtweise nicht nur der Transparenz der vorliegenden
Situationen. Durch die Betonung des hypothetischen Charakters der Wahrscheinlichkeit
gewinnt man Anschluss an die beurteilende Statistik. Bei der spiteren Behandlung von
Hypothesentests in der Sekundarstufe II werden bedingte Wahrscheinlichkeiten als
Signifikanz (P(Daten | Nullhypothese)) berechnet. Dem Bayesianischen Zugang zur Statistik
liegt aber die Neubewertungsdenkweise zugrunde (Berechnung von P(Hypothese | Daten)).
Diese curriculare Verbindung des Themenbereichs ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und
»lesten von Hypothesen* wurde als didaktischer Vorschlag immer wieder betont (vgl.
Kap.11.2.2.2; z.B. Riemer, 1985; Krauss & Wassner, 2001) und auch in Lehrmaterialien fiir
die Sek. I verwirklicht (z.B. Schmid & Weidig, 1996, S.180f.; Kuypers, Lauter & Wuttke,
1999, S.174f.). Als Fortsetzung dieses Vorschlages in der Sekundarstufe II sollten klassische
und Bayesianische Methoden der beurteilenden Statistik behandelt und durch eine
vergleichende Gegeniiberstellung tiber Sinn und Grenzen nachgedacht werden (vgl. z.B. Gotz,
2001). In keinem anderen Bereich der Mathematik hat man eine so gute Chance, Schiilern
einmal vorzufiihren, dass es auch innerhalb der Mathematik Streitfragen gibt.

In der Reihe wird anhand eines Kriminalfalles (Indizien dafiir, ob jemand der Titer ist;
vgl. Arbeitsblatt 7) ein realistischer Kontext bearbeitet, der die Einfithrung der
Neubewertungsdenkweise und der Begriffe (,,Hypothese®, ,Indiz“, ,,A-priori- und A-
posteriori-Wahrscheinlichkeit; vgl. Uberblick 2) gut unterstiitzt. In den zugehorigen
Ubungen (vgl. Arbeitsblatt 8) soll die Terminologie auf andere Beispiele angewandt und
geiibt werden.

1% Wortwahl: Die Schiiler sollen sich einen Uberblick iiber das bisher Erfahrene verschaffen.
195 Hierzu Schupp (1984, S.238): ,Hilfsmittel sollten nur und erst dann gebracht werden, wenn sie beim Schiiler wirklich als
Hilfen ankommen, weil sie komplexe Geflechte transparent zu machen vermogen*.
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1.2.6 Erweiterung des Anwendungsbezuges

Durch den bisherigen Unterrichtsfortgang sollte bei den Schiilern nun ein tragfahiges Konzept
entwickelt sein, mit Problemstellungen aus dem Bereich bedingte Wahrscheinlichkeit und
Satz von Bayes fertig zu werden. Weitere Unterrichtszeit soll fiir die Erarbeitung weiterer
realer Anwendungsbeispiele genutzt werden (verschiedene Themen zur Auswahl:
Schwangerschaftstest, Vaterschaftstest, Krebsfritherkennung, BSE-Krise, Drogenkontrollen
im StraBenverkehr; vgl. Arbeitsblitter 9 bis 12, Anhang B).

Anhand dieser Anwendungen sollen die Schiiler erworbenes Wissen weiter vertiefen.
Dazu gehort etwa in Situationen zu denken, Material zu elaborieren, Fragen zu stellen,
Fragestellungen verniinftig zu modellieren, Darstellungsmittel zur Losungsfindung zu
benutzen, numerische Ergebnisse zu interpretieren, die Modellbildung nachtriglich zu
tiberdenken und nicht zuletzt sich iiber die Hintergriinde und Bedeutung der Kontexte zu
informieren und dariiber zu diskutieren. Das Material bietet hierzu umfassend Gelegenheit.

1.2.7 Ubung

Es sollte ein Kernpunkt der Unterrichtsreihe sein, Schiilern realistische Anwendung von
Mathematik zu ermoglichen. Jedoch geht eine derartige Behandlung von Problemstellungen
im Stochastikunterricht weit iiber das hinaus, was iiblicherweise als ,,Kompetenz* oder
,Leistung* gemessen wird. Es war notig ,,geeignete” Ubungs- und Priifungsaufgaben zu
finden, so dass die Wesenziige des angewandten Problemldsens aber auch die Bedingungen
formalisierter Priifungen beachtet werden (vgl. Blum, 1996, S.26). Deshalb beinhaltet die
Unterrichtsreihe auch , kontextirmere* realistische Ubungsaufgaben, die einen Kompromiss
insofern darstellen, dass sie im Sinne schulischer Leistungsmessung ,,priifungsfihig® sind,
aber grundlegende Anwendungsmerkmale miteinbeziehen (vgl. Arbeitsblétter 13 und 14).
Arbeitsblatt 14 enthilt dabei Aufgabenstellungen, die auch strukturelle Verdnderungen bei der
Modellierung im Vergleich zu bisherigen Aufgaben erfordern (Z.B. nicht dichotome Struktur;
vgl. Kap.III, Tab.III.1, Itemtyp A3).

2 Ziele und Methoden einer Unterrichtsstudie in der Sekundarstufe |

Die folgenden Teile dieses Kapitels beschreiben eine Unterrichtsstudie zur Untersuchung
einer Realisierung der entworfenen Unterrichtsreihe ,,Authentisches Bewerten und Urteilen
unter Unsicherheit* im Stochastikunterricht der gymnasialen Sekundarstufe 1. Das Ziel der
Unterrichtsstudie war zunéchst kein quasi-experimenteller Performanzvergleich mit anderen
Klassen, die herkommlichen Unterricht erhielten, sondern die Exploration des haufigkeits-
basierten Zugangs. Es sollten vor allem Aussagen gewonnen werden, ob und wie das
Haufigkeitskonzept im Stochastikunterricht der Sekundarstufe I realisiert werden kann. Die
Realisierung wurde videodokumentiert und unter Einbeziehung von Leistungsmerkmalen und
Lehrer- und Schiilermeinungen analysiert und bewertet. Die Analyse soll weiterfithrend einer
Optimierung des Lehr-Lern-Szenarios dienen bzw. als Ausgangspunkt fiir vergleichende
Untersuchungen.

Teilnehmende Klassen, Ablauf und Erhebungsinstrumente werden im Folgenden
ausfiihrlich beschrieben. AnschlieBend werden Ergebnisse dargestellt und diskutiert.
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2.1 Stichprobe

Auf Grundlage der entwickelten Unterrichtsreihe wurden 144 Schiiler (fiinf 9. Klassen,
Gymnasium Nordrhein-Westfalen'”®; 71 weiblich, 73 minnlich) von ihren jeweiligen
Mathematiklehrerinnen und lehrern im Themengebiet ,,Anwenden der Bayesschen Regel*
unterrichtet. Gemafl dem nordrhein-westfilischen Lehrplan fiir die gymnasiale Sekundarstufe
I (Kultusministerium NRW, 1993) sollen die Schiiler bereits auf folgendes Wissen

zuriickgreifen konnen:

Schiilerinnen und Schiiler ...

®  benutzen relative Hdaufigkeiten von langen Versuchsreihen zur Schdtzung von
Wahrscheinlichkeiten,

® verwenden ein- oder zweistufige Zufallsversuche zur Simulation zufilliger Erscheinungen in
alltiglichen Situationen,

o pestimmen Wahrscheinlichkeiten bei einstufigen Zufallsexperimenten mithilfe der LAPLACE-
Regel,

o bestimmen Wahrscheinlichkeiten bei zweistufigen Zufallsexperimenten mithilfe der Pfadregeln,

® nutzen Wahrscheinlichkeiten zur Beurteilung von Chancen und Risiken und zur Schétzung von
Haufigkeiten (z.B. in Spielsituationen).

2.2 Ablauf der Unterrichtsstudie

Der Unterricht erfolgte im 2. Halbjahr des Schuljahres 2002/03. Nach Diskussion und
Fertigstellung der Unterrichtsreihe und des Materials (vgl. 1.) wurde der Entwurf den
beteiligten Lehrenden in einer Fortbildungsveranstaltung Mitte Februar 2003 detaillierter
vorgestellt und diskutiert. Die Inhalte und die Prozessplanung, Arbeitsmaterialien fiir Schiiler
(Arbeitsblitter, Medientexte, Ubungsaufgaben, Hilfsmittel) und didaktische Hintergriinde
wurden genau fixiert. Die jeweilige Unterrichtsvorbereitung wurde von den Lehrenden in
gegenseitiger Absprache auf Grundlage des Materials durchgefiihrt. Didaktisch-methodische
Entscheidungen im Realisationsprozess waren jeweils in der Verantwortung der Lehrenden
als Unterrichtsexperten.

Es wurde vereinbart, dass der Stochastikunterricht gemil3 der vorliegenden
Unterrichtsreihe in den fiinf 9. Klassen des Gymnasiums parallel stattfinden soll. Fiir die
Realisierung standen insgesamt 6 Schulwochen a 3 Schulstunden (Zeitraum 24.2.03 — 4.4.03)
zur Verfiigung. In diesem Zeitraum erfolgte auch eine auflerschulische Sexualberatung, bei
der der Kontext AIDS und die Diagnose vertieft wurden. In der letzten Schulstunde wurde
zeitlich parallel eine Klassenarbeit (45 min.) geschrieben, die in allen Klassen identisch war.
Insgesamt fanden maximal 15 Stunden Unterricht zu diesem Themengebiet statt.

Im Anschluss an den Unterricht wurde von den Schiilern ein (nicht-
leistungsbezogener) Fragebogen zum zuriickliegenden Unterricht bearbeitet. Die Lehrenden
wurden ebenfalls schriftlich zum zuriickliegenden Unterricht befragt. Eine abschliefende
Gruppendiskussion mit den Lehrenden erfolgte im Anschluss an die Bearbeitung des
Fragebogens. Der Leistungstest zur Uberpriifung der Stabilitit von Lernerfolgen wurde ca. 14
Wochen nach Beendigung des Unterrichts durchgefiihrt. Zwischen Unterrichtende und
Leistungstest erfolgte kein weiterer Unterricht in Stochastik.

1% Die Stichprobe bestand aus der gesamten 9. Jahrgangsstufe des Schuljahres 2002/03 des Freiherr-vom-Stein Gymnasiums
in Biinde (Westfalen), an dem der Mitautor der Unterrichtsreihe Stefan Schweynoch als Mathematiklehrer unterrichtet.
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Stichprobe Unterricht Klassenarbeit Befragungen Leistungstest
Finf 9.Klassen, ca. 15 Std. 45 Min. parallel in Schulerfragebogen
Gymnasium NRW Beobachtung allen Klassen Lehrerfragebogen 14 Wochen

(N=144)

(Videoprotokolle)
(+ 2 Std. Sexual-

unmittelbar nach
Beendigung der

Gruppendiskussion

nach Unterrichtende

beratung) Unterrichtsreihe

Tab.IV.2: Ablauf der Unterrichtsstudie
2.3 Erhebungsinstrumente

2.3.1

Am Ende der Unterrichtsreihe mussten sich alle Schiiler einer Leistungsfeststellung mittels
einer (fiir alle Klassen identischen) Klassenarbeit unterziehen, die in Absprache mit allen
teilnehmenden Lehrern entwickelt wurde. Die Inhalte der Arbeit wurden so abgestimmt, dass
sie die geforderten Kompetenzen umfassten (sachliche Bezugsnorm). Diese
klasseniibergreifende Leistungspriifung musste auf die Leistungsfihigkeit der einzelnen
Klassen (soziale Bezugsnorm) Riicksicht nehmen, deren Einschidtzung der diagnostischen
Kompetenz der Lehrenden unterlag (vgl. Schrader & Helmke, 2001).

Die Klassenarbeit bestand aus zwei kontextuell verschiedenen Aufgaben'”’, die jeweils
in 5 Teilaufgaben (a bis e) untergliedert waren. Die erwarteten Schiilerleistungen und die
Kriterien fiir die Bewertung wurden fiir jede Teilaufgabe in einer Beschreibung eines
Erwartungshorizontes (,,Musterlosung®) genau festgelegt. In Anhang C findet sich die
Kassenarbeit mit den jeweils erwarteten Leistungs- und Bewertungskriterien.

Um eine differenzierte Aufgabenstellung zu erreichen, wurden die Teilaufgaben so
konstruiert, dass sie gemidl der Forderung in gymnasialen Richtlinien fiir
Abiturpriifungsanforderungen drei Bereiche mit insgesamt steigenden Anforderungen
abdecken (vgl. z.B. Kultusministerium NRW, 1999, S.70f.; Stern & Hardy, 2001, S.159):

Klassenarbeit

e Faktenwissen: Reproduktion von aus dem Unterricht bekannten Standardverfahren
(Anforderungsbereich 1), z.B. ,,Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten in einfachen,
vom Unterricht her vertrauten Zusammenhédngen*

e Anwendungswissen: Anwenden der Kenntnisse auf andere  Situationen
(Anforderungsbereich 2), also ,selbststindiges Ubertragen des Gelernten auf
vergleichbare neue Situationen, wobei es entweder um verdnderte Fragestellungen
oder um verdnderte Sachzusammenhinge oder um abgewandelte Verfahrensweisen
gehen kann*

¢ Problemldsewissen: PlanmifBiges Verarbeiten komplexer Gegebenheiten mit dem Ziel
zu selbststindigen Losungen, Gestaltungen oder Deutungen etc. zu gelangen
(Anforderungsbereich 3). ,Dabei werden aus den gelernten Methoden oder
Losungsverfahren die zur Bewiltigung der Aufgabe geeigneten selbststindig
ausgewdihlt oder einer neuen Problemstellung angepasst* (S.72, ebenda)

Die Gewichtung wurde entsprechend den Lehrplanvorschligen vorgenommen. Tabelle 1V.3
zeigt die Verteilung der Teilaufgaben auf die Anforderungsbereiche und die jeweilige
Bewertungsgewichtung.

17 Mehr als zwei Kontexte wiren im vorgegebenen Zeitrahmen von 45 min. nicht méglich gewesen.
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AFB 1 AFB 2 AFB 3
Teilaufgabe | Punkte Teilaufgabe | Punkte Teilaufgabe | Punkte
1a 7 1d 6 1e 5
1b 3 2a 9
1c 6 2b 4
2c 3 2d 3
2e 2
Summe 19 (40%) 24 (50%) 5(10%)

Tab.IV.3: Verteilung der Teilaufgaben der Klassenarbeit auf Anforderungsbereiche (erreichbare Punkte und
Anteil an der Gesamtpunktzahl)

2.3.2 Kompetenztest zur Uberpriifung der Nachhaltigkeit des Lernerfolges

Das wichtige Kriterium der Nachhaltigkeit von Lernerfolgen sollte ebenfalls untersucht
werden. Zu diesem Zweck und der Moglichkeit einer Verankerung mit entsprechenden
Laborergebnissen (Kap.IIl.3) absolvierten alle Schiiler nach 14 Wochen den Kompetenztest
zum Bayesianischen Denken, der in den Trainingsstudien mit Schiilern der Sekundarstufe I
entworfen wurde (vgl. zum Testaufbau detailliert Kap.I11.3.2.2.). '*®

Die Schiiler hatten in der Zeit zwischen dem Modellunterricht und dem Leistungstest
keinen weiteren Stochastikunterricht. Hinsichtlich der kontextuellen Einkleidung der
Problemstellungen unterschieden sich Testitems und im Unterricht behandelte
Aufgabenstellungen, so dass alle Testitems auch die Fihigkeit einer Ubertragung des
Gelernten auf verdnderte Sachzusammenhénge (im Sinne von AFB 2, s. oben) erforderten.
Reines Reproduktionswissen war nicht Testinhalt.

2.3.3 Schilerbefragung nach Unterricht

Zur Erfassung nicht-leistungsbezogener Merkmale und Aussagen der Schiiler zum
Modellunterricht wurde ein Fragebogen entwickelt. Der Fragebogen enthielt Items zur
Selbstbewertung und lernmotivationale Aspekte wie spezielles Sachinteresse, generelle
Titigkeits- und Folgenanreize (z.B. ,,Spal*, ,,gute Noten*“ etc.), Einschidtzung der
Wirksamkeit der eigenen Lernhandlung bezogen auf das Ergebnis (Situation- bzw. Handlung-
Ergebnis), Selbststeuerung(-sprobleme) etc. Die Fragebogenitems (geschlossenes
Antwortformat mit 4-stufiger Skala: 1 = volle Zustimmung, ..., 4 = volle Ablehnung)
bezogen sich generell auf den erfolgten Unterricht, spezieller auf behandelte
Problemsituationen und -kontexte und die Verwendung von Darstellungsformen.
Abschlieend sollten die Schiiler auch die eigene Priferenz fiir die beiden vorkommenden
Darstellungsformen Baumdiagramm und Tabelle bewerten. Am Ende hatten sie Gelegenheit,
im offenen Antwortformat positive und negative Eindriicke iiber den zuriickliegenden
Unterrichtszeitraum zu duflern (im Detail vgl. Ergebnisdarstellung in 3.2.).

1% Aufgrund unterrichtstechnischer Gegebenheiten war nur eine Leistungsmessung zusitzlich zur iiblichen Klassenarbeit
moglich. Der spitere ,,Nachhaltigkeitstest wurde gewihlt, da mit der Klassenarbeit bereits eine unmittelbare Leistungs-
messung erfolgte und die Befunde zu lidngerfristigem Erfolg relevanter eingeschitzt wurden.
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2.3.4 Lehrerbefragung nach Unterricht

Zur Erfassung der Meinung und Bewertung der beteiligten Lehrenden zu ausgewdhlten
Aspekten des durchgefiihrten Unterrichts wurde ein Fragebogen entwickelt. Der Hauptzweck
des Fragebogens war eine unter speziellen Kriterien gezielte Beurteilung des erfolgten
Unterrichts. Fragen bezogen sich auf Lehrinhalte bzw. -material und die Auswirkung auf
Unterrichts- und Schiilermerkmale. Es wurden insbesondere die Kernaspekte der Studie
hervorgehoben: Die Rolle der Darstellungsmittel bzw. numerischen Formate und des
Realititsbezuges. Abschlieend erfasst der Fragebogen noch einige personenbezogene Daten.
Geschlossene Antwortformate (Rating, Multiple Choice) sind mit offenen Formaten erginzt
(z.B. ,,Gab es andere Besonderheiten bzgl. des Schiilerverhaltens?*).

Der Fragebogen sollte auch als Ansto3 zur weiteren Reflexion iiber den realisierten
Unterricht dienen. Im Rahmen einer abschlieenden Gruppendiskussion mit allen Beteiligten
an der Schule konnten die AuBerungen in den Fragebogen erweitert und spezifiziert bzw.
weitere Kommentare und Meinungen hinzugefiigt werden. Diese wurden schriftlich
protokolliert.

2.3.5. Beobachtung des Unterrichts

Der Unterricht wurde teilweise (in einer Klasse vollstindig) per Videoaufzeichnung
protokolliert und teilweise wurden schriftliche Verlaufs- und Inhaltsprotokolle erstellt.'” Im
Rahmen dieser Arbeit wurden anhand der Videoprotokolle ausgewihlte Teile des Unterrichts
qualitativ analysiert (im Sinne einer Ergdnzung quantitativer Untersuchungsmethoden).
Hauptsichlich sollte die Verwendung des didaktischen Hiufigkeitskonzeptes anhand der
Unterrichtsrealitdt genauer iiberpriift werden. Die Beobachtungsdaten dienten zunéchst einer
Beschreibung und Illustrierung des tatsdchlich erfolgten Unterrichts, insbesondere von
Schwierigkeiten oder Abweichungen von intendierten Zielen bzw. Prozessen bei der
Realisierung. Es sei darauf hingewiesen, dass im Rahmen des Forschungsgegenstandes dieser
Arbeit keine detailliertere qualitative Unterrichtsanalyse mit interpretativen oder semiotischen
Ansiitzen erfolgen sollte (vgl. fiir eine Ubersicht in Birkner-Ahsbahs et al., 2003). Diese
Zielsetzung wire gegebenenfalls einer weiterfilhrenden Analyse der vorliegenden
Beobachtungsdaten vorbehalten (z.B. mit dem semiotischen Ansatz von Godino & Batanero,
1998).

19 Eine vollstindige Protokollierung der Unterrichtsstunden aller Lehrenden konnte nicht erfolgen, da keine weiteren
Hilfskrifte zur Verfiigung standen.
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3 Ergebnisse der Unterrichtsstudie

Im Folgenden werden zunichst leistungsbezogene Ergebnisse der Klassenarbeit und des
spateren Leistungstests dargestellt und diskutiert. Im Anschluss wird der Unterricht anhand
der AuBerungen der Schiiler und Lehrenden sowie ausgewihlten Beobachtungsdaten
beschrieben und qualitativ analysiert.

3.1 Klassenarbeit

3.1.1 Leistungsverteilung

Die Leistungen der 144 Schiiler in der Klassenarbeit wurden anhand der in Anhang C
dargestellten Kriterien bewertet, die mit den Lehrenden vorher festgelegt wurden. Die
Bewertung erfolgte jeweils fiir jede Klasse von den jeweiligen Lehrenden. Unabhingig davon
wurden alle Klassenarbeiten auch von mir selbst ausgewertet. Ich beziehe mich bei der
folgenden Analyse auf die eigene Auswertung aus folgenden Griinden:

1. Eine einheitliche Beurteilung durch eine Person vermeidet ungewollte interpersonelle
Unterschiede.

2. Die Lehrenden konnten nur innerhalb der eigenen Klasse vergleichen (klasseninternes vs.
klasseniibergreifendes Bezugssystem).

3. Die eigene Bewertung differenzierte stiarker nach der Art des mathematischen Arbeitens
(z.B. rechnerische od. begriffliche Modellierung und rein technische Fihigkeiten wie
Prozentrechnen sind getrennt analysiert).

In der Klassenarbeit konnte eine maximale Summe von 48 Bewertungspunkten erreicht
werden. Der folgende Boxplot (Abb.IV.4 a) zeigt die Verteilung iiber die Punkteskala und
Tab.IV.4 enthilt Kennwerte. Der Median der erreichten Bewertungspunkte lag bei 40 (83,3%
der erreichbaren Gesamtpunktzahl), das erste bzw. das dritte Quartil lagen bei 35 bzw. 44
Bewertungspunkten.

Klassenarbeit Box Plot =
1 o o o —
T T T T T
10 20 30 40 50
Gesantbew ertung
Abb.IV .4: Gesamtleistungsverteilung in der Klassenarbeit (in erreichten Bewertungspunkten)
Variable Gesamtbewertung | SummeAufg1 | SummeAufg2 |
Mittelwert 38,8 22,8 16,1
Median 40,0 23,0 18
Modus 42 27 19
Minimum 15 6 0
Maximum 48 27 21
Standardabweichung 6,54 3,89 4,10
Erstes Quartil 35,0 21,0 14,0
drittes Quartil 44,0 26,0 19,0

Tab.IV.4: Kennwerte der Leistungen in der Klassenarbeit, gesamt und differenziert nach Aufgaben
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Die jeweilige Verteilung der Bewertungspunkte pro Teilaufgabe geben Tab.IV.5 und

ADbb.IV.5 wieder.
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Punkte la|1b| 1c | 1d | 1e| 2a | 2b | 2¢c | 2d | 2e
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1 1 3 4 0| 44 2| 11 3 5 9
2 0| 14 5 1| 16 0| 73 41 20(103
3 21124 5| 17| 17 5 1[131[100 -
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8 - - - - -1 10 - - - -
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Gesamt 1441144 (144 {144 | 144 | 144 (144 | 144|144 | 144

Abb. u. Tab.IV.5: Leistungsverteilung in der Klassenarbeit differenziert nach Teilaufgaben (vgl. Anhang C)

Die Teilaufgaben waren Anforderungsbereichen zugeordnet (vgl. oben). Die Leistungs-
verteilung, nach Anforderungsbereichen differenziert, geht aus den Kennwerten in Tab.IV.6
hervor. Der Median der erreichten Bewertungspunkte im AFB 1 lag bei der maximalen
Gesamtpunktzahl 19, im AFB 2 bei 19,5 (von der erreichbaren Gesamtpunktzahl 24 =
81,25%), im AFB 3 bei 3 (von der erreichbaren Gesamtpunktzahl 5 = 60%). Die Percentil-
Plots zeigen (Abb.IV.6a-c), dass im AFB 1 iiber 60% die Maximalleistung erreicht hatten und

im AFB 2 und AFB 3 entsprechend mehr Leistungsdefizite auftreten.

Variable AFB1 | AFB2 | AFB3
Anzahl 144 144 144
Mittelwert 17,7 18,3 29
Median 19,0 19,5 3,0
Modus 19 22 1
Minimum 6 0
Maximum 19 24 5
Standardabweichung | 2,36 4,51 1,73
Erstes Quartil 17,0 16,0 1,0
drittes Quartil 19,0 22,0 5,0

Tab.IV.6: Kennwerte der Leistungen in der Klassenarbeit, differenziert nach Anforderungsbereichen (AFB 1-3)
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Abb.IV.6a-c: Leistungsverteilungen in der Klassenarbeit differenziert nach Anforderungsbereichen (AFB 1-3; in
erreichten Bewertungspunkten)

Eine Differenzierung der Leistungen nach Geschlecht zeigt folgende Abb.IV.7. Der Median
lag fir Middchen und Jungen gleichermaflen bei 40. Doch zeigte sich fiir die Jungen eine
starkere Streuung der Leistungen: Es gab mehr ,,sehr schlechte®, aber auch mehr ,,sehr gute*
Jungen als Midchen.

Klassenarbeit Box Fot +
% — o o —
o
-y
?
G © —
0 10 20 30 40 5
Gesartbew ertung

Abb.IV.7: Leistungsverteilung in der Klassenarbeit differenziert nach Geschlecht (0: Midchen; 1: Jungen)

3.1.2 Benotung

Die Leistungsbeurteilung durch das eingefiihrte Bewertungssystem erfolgte nach inhaltlich
verankerten und lernzielorientierten Kriterien (sachliche Bezugsnorm). Die eigene Bewertung
war anonym und klasseniibergreifend, so dass soziale und individuelle Bezugsnormen nicht
gegeben waren. Schulische Zensuren unterliegen hingegen oft (bewusst) weiteren
Bezugsnormen. Sie sind deshalb fiir die Bewertung des sachbezogenen Lernerfolgs nicht
immer geeignet. Bei der Zensurenbestimmung ist es generell schwierig, ,.kriteriale* MaBstdbe
anzulegen, da der einzige inhaltliche ,,Anker* meist nur die durchschnittliche Erwartung ist.
Es besteht also die Gefahr, dass sie nur unzureichend inhaltlich verankert sind, sondern eher
tiber den Vergleich innerhalb von Schiilergruppen (soziale Bezugsnorm) oder {iber
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individuelle Lernfortschritte (individuelle Bezugsnorm). Allerdings hat die rein sachliche
Bezugsnorm auch Nachteile: Sie gibt keine Auskunft dariiber, ob die fraglichen Kriterien
schwer oder leicht zu erreichen waren und ob deshalb auf besondere Fihigkeiten und/oder
Lernerfolge bei Schiilern geschlossen werden kann. Dazu bendtigt man den Vergleich mit
anderen (vgl. Rheinberg, 2001, S.68). Ich diskutiere die in der Klassenarbeit durch die
Lehrenden vergebenen Zensuren lediglich als Anhaltspunkte fiir eine Lernerfolgsbewertung
bei den untersuchten Schiilern und verweise auf die kontroverse Diskussion zur schulischen
Leistungsbewertung (vgl. ausfiihrlich in Weinert, 2001, Hrsg.).

Ein Vergleich setzt voraus, dass die Note ,,3 in Mathematik im Zeugnis einen Schiiler
mit ,,durchschnittlichen* Fihigkeiten in Mathematik kennzeichnet, entsprechend eine ,,2*
bzw. ,,1° einen ,iiberdurchschnittlichen® und eine ,4°“ bzw. ,5° einen ,unterdurch-
schnittlichen* Schiiler. Weiterhin sollte gelten, dass Schiiler, die in der Klassenarbeit eine
durchschnittliche Bewertung erhalten, auch etwa durchschnittlich kompetent im Sinne der
definierten Ziele sind. Wenn man von diesen Annahmen ausgeht, zeigt sich eine deutlich
,bessere Leistung* in der Klassenarbeit im Vergleich zum Leistungsbild im letzten Zeugnis in
Mathematik (vgl. Abb.IV.8). Leistungsdifferenziert ist aus der Kontingenztafel (Tab.IV.8) zu
entnehmen, dass in Mathematik ,,iiberdurchschnittliche* Schiiler (Zeugnisnote 1 und 2)
weiterhin zum groflten Teil iiberdurchschnittliche Leistung in der Klassenarbeit zeigten.
,Durchschnittliche* Schiiler (Zeugnisnote 3) verbesserten sich aber in der Klassenarbeit
deutlich in den iiberdurchschnittlichen Leistungsbereich. ,,Unterdurchschnittliche* Schiiler
(Zeugnisnote 4 und 5) zeigten ebenfalls eine deutliche Verbesserung zu durchschnittlichen
bzw. sogar iiberdurchschnittlichen Leistungen.

KA_Lehrerbewert Summary Table ‘
Klassenarbeit_Note
= Row
¥ 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |Surmary
1 (4 |5 0O (0 |10
2 |12 (17 |2 |0 |A 32
Zeugnis_Mathenote| 3 |5 (17 |14 |3 |1 40
4 |5 |14 (17 |9 |6 |51
5 |0 |1 |3 |6 |1 11
Colum Summary 26 |54 |37 (18 |9 144

Si1=count ()

Tab.IV.8: Verteilung von Zensuren in der Klassenarbeit, differenziert nach Zensuren in Mathematik
im letzten Zeugnis (absolute Haufigkeiten)
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KA Lehrerbewert | Bar Chart = KA Lehrerbewert | Bar Chart +
0.5 0.5]

0.4 0.4+

0.3 0.3+

0.21 0.2

0.11 0.11

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Zeugnis_Nathenote Klassenarbeit_Note

proportion () proportion ()

Abb.IV.8: Verteilung von Zensuren in Mathematik im letzten Zeugnis und in der Klassenarbeit im
Vergleich (relative Hiufigkeiten)

3.1.3 Leistungen differenziert nach Modellierungsschritten

Bereits bei Trainingsstudien wurde deutlich, dass ein Zugang zur differenzierteren
Beurteilung von ,,Kompetenzen* iiber die genauere Analyse der Modellierungsprozesse bei
auflermathematischen Problemstellungen fiihrt. Auch Aufgaben in der Klassenarbeit konnen
differenziert nach Modellierungsschritten (vgl. Kap.II1.3.3.1) bewertet werden. Der Unterricht
basierte wesentlich auf der Verwendung von Héufigkeitsbdumen und -tabellen zur
(grafischen) Modellierung der Problemsituationen. Deshalb lagen grundlegende
lernbereichsbezogene Anforderungen im Erstellen und Verwenden der grafischen
Darstellungen.  Fiir typische Bayesprobleme wurden Dbereits in Kap.Ill.3.3.1
Modellierungsschritte bei Verwendung von Héufigkeitsbdumen niher erldutert. Analog zu
dieser Klassifikation sollen nun auch Leistungen in der Klassenarbeit differenziert werden:

e Darstellen in Hiaufigkeitsbdumen bzw. Héaufigkeitstabellen (vgl. ,,Mathematisieren
i.e.S. und Strukturieren®, Kap.II1.3.3.1)

e [osen mit Hiufigkeitsbiumen bzw. Hiufigkeitstabellen (vgl. ,,Verkniipfen*)

e Technische Fihigkeiten (vgl. ,, Berechnen )

° Wahrscheinlichkeitsbezeichnung110

a) Darstellen in Haufigkeitsbdumen und Héufigkeitstabellen

Zur Modellbildung mussten die relevanten Informationen aus dem Aufgabentext
herausgefiltert und in H&ufigkeiten iibersetzt werden. AnschlieBend waren Strukturen im
Baumdiagramm bzw. der Tabelle festzulegen (etwa durch Beschriften einzelner Felder) und
die gegebenen Werte einzusetzen bzw. fehlende Werte zu ergiinzen.

Das Darstellen in Héaufigkeitsbdumen bei den Aufgaben la und 2a erbrachte
maximal 13 Bewertungspunkte (Abb. und Tab.IV.9a), Darstellen in Haufigkeitstabellen bei
Aufgabe 2c maximal 3 Bewertungspunkte (Abb. und Tab.IV.9b). Uber 72% der Schiiler
erreichten die volle Punktzahl beim Erstellen von Hiufigkeitsbdaumen und alle (bis auf einen)
Schiiler lagen mit 7 Punkten iiber der Hilfte der erreichbaren Bewertungspunkte. Die
Héufigkeitstabelle wurde von 91% vollig korrekt ausgefiillt. Im Gegensatz zu
Baummodellierungen waren jedoch die Strukturen (,,Beschriftung®) und teilweise bereits

111

110

war in den vorherigen Tests nicht als Bewertungskriterium enthalten.
111

141 Modellierungen mit Baum. Nur 3 Schiiler haben mit Tabellen modelliert (Leist.: 4, 4, 6 Pkt.).
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Haufigkeitswerte vorgegeben (vgl. Aufgabe 2c, Klassenarbeit). Es handelte sich also nur um
eine Ergiinzung einer Hiufigkeitstabelle. Jedoch zeigten auch immerhin 6 Schiiler hier keine
bewertbaren Leistungen, was bei Baummodellierung nicht vorkam.

Klassenarbeit Bar Chart BaumKomplett Hfgk. Proz.
0 0 0,00
' 1 0 0,00
0.8 2 0 0,00
3 1 0,71
0.61 4 0 0,00
0.4 5 0 0,00
6 0 0,00
0.2 7 5 3,55
8 1 0,71
T 'T| T 'T| 'T‘ T 'I_| T 9 4 2!84
3 7 8 9 10 11 12 13 70 3 2.13
BaunmKonmlett 11 21 14,89
proportion () 12 4 2,84
13 102 72,34
Gesamt 141 100%

Abb. u. Tab.IV.9a: Leistungsverteilung beim Darstellen in Haufigkeitsbaumen (,,BaumKomplett®)

Klassenarbeit Bar Chart
. TabKomplett | Hfgk. | Proz.

0 6| 4,17
0.81 1 3| 2,08
0.6 2 4| 278
3 131 | 90,97
0.41 Gesamt 144 | 100%
0.21
. = =——

0 1 2 3

TabKorrplett
proportion ()

Abb. u. Tab.IV.9b: Leistungsverteilung beim Darstellen in Tabellen (,,TabKomplett*)

b) Lésen mit Haufigkeitsbdumen und H&ufigkeitstabellen

Aus den gebildeten Modellen Haufigkeitsbaum bzw. Hiufigkeitstabelle war schlielich ein
,Losungsterm* zur Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit aufzustellen. Dieser Schritt
erforderte ~ Verkniipfung  bereits  errechneter  Teilergebnisse, im  Falle der
Haufigkeitsmodellierung die Bildung eines Quotienten.

Dieser Losungsschritt mit Baumen bei den Aufgaben 1b, 1c, 1d, 2a erbrachte
maximal 14 Bewertungspunkte, mit Tabellen bei den Aufgaben 2d und 2e maximal 3
Bewertungspunkte. Zunédchst wird deutlich, dass hier hohere Leistungsdefizite als bei der
Modellbildung auftreten (vgl. Abb.IV.10a,b mit Abb.IV.9a,b). Bei der Losung mit Tabellen
zeigten immerhin 18 Schiiler keine bewertbaren Leistungen, mit Biumen aber kein Schiiler
(vgl. Tab.IV.10). Im unteren Drittel der Leistungsskala liegen bei Baumdarstellung ca. 2% der
Schiiler im Vergleich zu 18,75% bei Tabellendarstellung.

112

12 141 Modellierungen mit Baum. Nur 3 Schiiler haben mit Tabellen modelliert (Leistung: 4, 7, 12 Pkt.).
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Klassenarbeit |Bar Chart BaumLésungsalgo | Freq. Proz.
0.551 0 0 0,00
' 1 1 0,71
] 2 0 0,00

0.201 3 1 0,71
0.157 4 0 0,00
5 2 1,42

0.104 6 1 0,71
7 6 4,26

0.051 8 11 7,80
r 9 1 7,80

e N e e A 10 14 9,93
13456 7 8 910 111213 14 1 19 13,48
Baumi_oesungsalgo 12 30| 2128

proportion () 13 21 14,89
14 24 17,02

Gesamt 141 100%

Abb. u. Tab.IV.10a: Leistungsverteilung beim Losen mit Haufigkeitsbdumen (,,BaumLosungsalgo®)

Klassenarbeit Bar Chart =

1.04 TabLésungsalgo | Freq. Proz.
0 18 12,50
0.81 1 9 6,25
0.61 2 26 18,06
3 91 63,19
0.4 Gesamt 144 100%
0.2 |—|
T T T T
0 1 2 3
TablLoesungsalgo

proportion ()

Abb. u. Tab.IV.10b: Leistungsverteilung beim Losen mit Tabellen (,,TabLdsungsalgo*)

c) Bezeichnen von Wahrscheinlichkeiten

Kompetenzerwartungen der Unterrichtsreihe betrafen auch das Unterscheiden und
Bezeichnen von Wahrscheinlichkeiten (vgl. Uberblick 1, IV.1.2.5.). Insofern wurde auch in
der Klassenarbeit von den Schiilern das exakte Bezeichnen der Ergebnisse verlangt. Dabei lag
die Bewertung nicht auf der Exaktheit mathematischer Symbolik, sondern auf einer
eindeutigen Abgrenzung.

Insgesamt konnten bei den Aufgaben 1b, 1d, 2a, 2d und 2e maximal 6
Bewertungspunkte durch Bezeichnen der Losungswahrscheinlichkeiten erreicht werden (vgl.
Abb. und Tab.IV.11). 55,6% der Schiiler konnten stets korrekt die gesuchten
Losungswahrscheinlichkeiten bezeichnen und zeigten deutliches begriffliches Wissen iiber
vorkommende Wahrscheinlichkeiten.

Klassenarbeit Bar Chart +

0.6 Bezeichnen Freq. Proz.
0 0 0,00
0.51 1 4 2,78
0.4 2 5 3,47
0.3 3 12 8,33
0.2 4 15 10,42
0.1- 5 28 19,44
—— 6 80| 5556
% '2 é A '5 é Gesamt 144 100%

Bezeichnen

proportion ()

Abb. u. Tab.IV.11: Leistungsverteilung beim Bezeichnen der Losungswahrscheinlichkeiten
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d) Berechnen (technische F&higkeiten)

Schulische Kompetenzerwartungen betreffen auch rein algebraische Fahigkeiten des
Umformens und Berechnens, z.B. eines Hiufigkeitsquotienten in einen Prozentwert oder
einen Dezimalbruch. Ich beriicksichtigte jedoch in der eigenen Bewertung der Klassenarbeit
reine technische Fehler nicht, wenn bereits ein korrekter Losungsterm angegeben war. Der
Grund lag in einer gewiinschten Trennung von Modellierungskompetenz und rein technischen
Fertigkeiten.

Eine getrennte Analyse rein technischer LoOsungsschritte ergibt, dass bei 1130
Berechnungen bzw. Umformungen (meist Haufigkeitsquotient in Prozentwert) nur 23 (=
2,04%) fehlerhaft vorgenommen wurden. 166-mal wurde die gesuchte Wahrscheinlichkeiten
nicht als numerischer Wert berechnet bzw. erfolgte keine Umformung. Insgesamt ergibt sich
somit eine Leistungsrate bei ,,technischen Schritten* von 85,4%.

e) Vergleich der Modellierungsschritte

Schritte bei der Modellierung mit Héufigkeitsbdumen bzw. -tabellen vergleichend, ergaben
sich beim Bilden der Losungsterme aus dem erstellten Modell (,,BaumLoesung® und
,»labLoesung®) deutlich geringere durchschnittliche Leistungen (77 bzw. 79%; vgl.
Tab.IV.12) als bei der Modellbildung selbst (,,BaumKomplett* und ,, TabKomplett* jeweils
ca. 94%; vgl. auch ,Percentil-Plots“ in Abb.IV.12). Auch beim Bezeichnen von
Wahrscheinlichkeiten (,,Bezeichnen®) waren vergleichsweise groflere Leistungsdefizite
(84,5%) zu erkennen.

; : — X - Modellierungs- |Durchschnittl.
Fercentile Flot = | Klassenarbeit | |Percentie ot ¥ [sep it Leistung*
° 80 2 80 BaumKomplett 93,9%
Z 50 S 60 TabKomplett 93,5%
Q S 40 BaumLoesung 79,4%
O 40 o o
S 5 i ] o ole ° ° . Tapresung 77,3%
0 o go0°© L B S R S B Bezeichnen 84,5%
- 00 10 20 30
0 2 4 6 8 10 12 TabKorrplett *als Anteil an den jeweils max.
BaurKomplett erreichbaren Bewertungspunkten
Klassenarbeit Percentile Aot * | Klassenarbeit| | Percentile Pot = ) )
. Variablenbezeichnungen:
o 801 § i 2 801 BaumKomplett bzw. TabKomplett:
< 60 i S 604 Darstellen in Haufigkeitsbdumen
9 © 40 bzw. -tabellen
O 404 i O o i
& o o8 o § e BaumlLoesungsalgo bzw.
o4l o o0000® ¢ UsSSS TabLoesungsalgo:
1 T T T T T T T I 0.0 1.0 20 3.0 Loésen mit HanlgkeltSbaUmen
0 2 4 6 8 1012 14 TablLoesungsalgo bzw. -tabellen
Baurroesungsaigo Bezeichnen:
: Bezeichnen von
Fercentile Fot Wahrscheinlichkeiten
2 80
S 60
S 40 i Abb. u. Tab.IV.12:
& 20 ] Leistungsverteilungen und
0 o © o | durchschnittliche Leistungen bei
0 1 2 3 4 5 6 Versghled.enen Mod.elherungs-
. schritten im Vergleich
Bezeichnen
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3.1.4. Qualitative Erganzungen der Leistungsanalyse

a) Lésungsstrategien

Der Befund von iiberproportionalen Leistungsdefiziten beim Bilden von Losungstermen
deutet auf nicht der Theorie entsprechende ,Losungsstrategien® hin, die in diesem
Zusammenhang auch in vorherigen Studien beobachtet wurden (vgl. Kap.1.4.1.1.; Gigerenzer
& Hoffrage, 1995, ,,non-Bayesian algorithms*). Ich mochte im Falle der Klassenarbeit keine
vollstindige Analyse aller vorkommenden Strategien ansprechen, sondern vielmehr sich
wiederholende und bei Schiilern hédufiger auftretende. Eine ausfiihrlichere Betrachtung von
Losungsstrategien erfolgt auch bei der Analyse des spiteren Kompetenztests (vgl. [V.3.1.2.).

Der hiufigste Fehler bei der Losung von dichotomen Bayesproblemen, also der
Berechnung von P(H | D)'"®, war die Verwendung des Hiufigkeitsquotienten [HI / IDI. Im
Zihler steht anstatt der konjunktiven Héufigkeit von [H M DI die Haufigkeit fiir das Ereignis
H. Diese Fehlstrategie war in 5 Arbeiten vornehmlich zu erkennen. Als Folge wurden in 4
Arbeiten sogar Losungswahrscheinlichkeiten von iiber 100% angegeben und gegen
grundsitzliche Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit verstoen (vgl. Abb.IV.13, vgl. auch
3.2.2.b).

Fallbeispiel: Schiiler/in Nr.55 verwendet bei Teilaufgabe 1b im Zahler die Haufigkeit fir Allergiefalle (10000)
anstatt der Haufigkeit flir Falle mit Allergie und positivem Test (9900). Auch bei Teilaufgabe c. wird an diesem
Fehlkonzept festgehalten (Zahler: Haufigkeit fir keine Allergie (990000) anstatt fir keine Allergie und Test
positiv (19800) ), obwohl sich dadurch eine Wahrscheinlichkeit gréBer als 1 ergibt.

Ay 7

P ’4’6%?"; /‘:"//’Mf%i-) = Zgreo

K

100% =3 3, b P

¢ _ o ) = B3Le— . d00% =70 0 3%
) P Ledne Abeggic /&4/:1?4?0;.7) = [d7ese0 0% /&2

Abb.IV.13: Fallbeispiel fiir Strategie [HI / IDI und Verstof3 gegen das Normierungsaxiom der Wahrscheinlichkeit

Eine in 2 Arbeiten durchgehend auftretende Fehlstrategie war die Verwechslung von P(HID)
mit P(DIH). Der Begriff A-posteriori-Wahrscheinlichkeit (Aufgabe 1d) wurde in 4 Fillen
erkennbar falsch interpretiert: 2 Schiiler verstanden darunter die konjunktive
Wahrscheinlichkeit P(Allergie und Test positiv), 2 Schiiler die (unbedingte) Wahrschein-
lichkeit P(Test positiv).

b) Darstellungsverwendung

Zur Verwendung der Darstellungsform Hiufigkeitsbaum sind folgende Befunde zu erwihnen,
die aber teilweise auf eine Bedeutungsungleichheit im Unterricht zugunsten des
Baumdiagrammes zuriickzufiihren sind. Bei Teilaufgabe 2¢ war die Darstellungsform Tabelle
vorgegeben und zu vervollstindigen. Die Héufigkeitstabelle diente als Darstellungsmittel fiir
die Beantwortung der Folgeaufgaben (2d und 2e). 36 Schiiler (von 144 = 25%) stellten -
obwohl nicht ausdriicklich verlangt — zusitzlich einen Hiufigkeitsbaum zu dem Problem auf

'3 wobei H fiir das a-priori bewertete Ereignis (Hypothese) und D fiir das Datum steht, nach dem das Ereignis H neu
bewertet wird.
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und verwendeten ihn fiir die weitere Bearbeitung der Folgeaufgaben mit, obwohl dadurch
weitere Arbeitszeit verloren ging. Andererseits kam eine zusdtzliche Verwendung von
Tabellen bei vorgegebener Baumstruktur (bei Teilaufgaben 1a, e) nicht vor. Bei Teilaufgabe
2a gab es keine explizite Vorgabe der Darstellungsform. FEine Darstellung mit
Hiufigkeitstabelle erfolgte dort nur von 3 Schiilern. Von allen anderen 141 Schiilern (= 98%)
wurden Hiufigkeitsbdaume zur Modellierung der Aufgabe verwendet. Weitere Befunde zur
Darstellungspriferenz folgten aus den Befragungen (vgl. IV.3.2).

c) Interpretation als Neubewertung von Wahrscheinlichkeiten

Ein weiterer Befund bezieht sich auf die Teilaufgabe 1d, in der eine A-priori-
Wahrscheinlichkeit und eine dazugehorige A-posteriori-Wahrscheinlichkeit bezeichnet und
berechnet werden sollten. Gerade diese Aufgabe sollte priifen, ob die Schiiler die zentrale
Denkweise der Neubewertung von Wahrscheinlichkeiten nachvollziehen und die dafiir
eingefithrten Begriffe ,,a priori* und ,,a posteriori* richtig interpretieren konnen. 131 Schiiler
(= 91%) konnten eine A-priori-Wahrscheinlichkeit richtig angeben, 106 (= 73,6%) Schiiler
bezeichneten eine zugehorige A-posteriori-Wahrscheinlichkeit korrekt und 101 (= 70,1%)
gaben sie korrekt an (bzw. berechneten sie korrekt). Diese Aufgabe lie3 verschiedene
Losungen zu, von denen die naheliegendste war, die Basisrate P(Allergie) als a priori und die
berechnete P(Allergie | Test+) als A-posteriori-Wahrscheinlichkeit anzugeben. 27 Schiiler
gaben auch andere a-priori-a-posteriori-Zusammenhinge bei der Losung an (vgl. Abb.IV.14).

Fallbeispiel: Schiller/in Nr.97 stellt sehr Gbersichtlich dar, dass sich die a priori getroffene Wahrschein-
lichkeitsschatzung je nach Testergebnis (positiv oder negativ) zu einer A-posEeriQri-Schétzung andert.
c“ -~ ?r:or'. l -Iag,‘-e.:%c"-vm:g I ~ QZSLQ.. o
habednmmeollirgit ¢ Test + | V37 :
Plue) = e o % LT | 0(ke (T-)7 Somes = 6,04%

Abb.IV.14: Fallbeispiel fiir eine Darstellung der Neubewertungsinterpretation

Bemerkenswerterweise wechselten 8 Schiiler auch bewusst die Schlussrichtung (vgl.
Abb.IV.15 bzw. Kap.IV.1.3.2., Arbeitsblatt 5). Ein Schiiler fasste die Fragestellung offener
auf und modellierte eine neue Ausgangssituation, indem er eine A-priori-Schitzung
P(Allergie) von 40% annahm und dazu die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit P(AllergielTest+)
bei den gegebenen Testdaten berechnete.

Fallbeispiel: Schuler/in Nr.111 gibt als a priori P(Test+) bzw. als a posteriori P(Test+ | Allergie) an.
S 5. L i M,
d) ol el = mam,n Ly AL i et
Yqov o . W
- — nan ¥l
pial g S LAElE o 397 e

Abb.IV.15: Fallbeispiel fiir eine Umkehrung der stochastischen Schlussrichtung
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3.2 Kompetenztest zur Uberpriifung der Nachhaltigkeit des Lernerfolges

3.2.1 Leistungsstabilitat und Vergleich mit Labortrainingsgruppen

Die Nachhaltigkeit von Lernerfolgen wurde nach 14 Wochen mit demselben Kompetenztest
zum Bayesianischen Denken gemessen, der auch in den Trainingsstudien im Labor verwendet
wurde (vgl. Kap.IlI.3.2.2). Abb.IV.16 zeigt die mittleren Testleistungen (als Anteile an den
erreichbaren Bewertungspunkten) und Abb.IV.17a die Leistungsverteilungen von 125
teilnehmenden Schiilern'' 14 Wochen nach Unterricht im Vergleich zu Leistungen der
Schiiler, die Training im Labor erhalten hatten (vgl. II11.3.3.2). Die Schiiler erreichten 14
Wochen nach ca. 15-stiindigem Unterricht (,,Unterricht 9% vgl. Abb.IV.16) insgesamt
durchschnittlich 68% der maximalen Testleistung. Im Vergleich dazu, hatten die Schiiler 12
Wochen nach 2-stiindigem Hiufigkeitstraining im Labor (,,Freq 10%) im Durchschnitt 42%
der maximalen Testleistung gezeigt, nach Wahrscheinlichkeitstraining (,,Prob 10*) nur noch
8%. Einen weiteren Vergleichsmaf3stab bieten z.B. die Leistungen der Leistungskurs-Schiiler,
die auch im Unterricht das Thema behandelt und im Labor Wahrscheinlichkeitstraining
(,,Prob LK*) erhalten hatten. 12 Wochen spiter erreichten sie im Durchschnitt nur noch 21%
der maximalen Testleistung.

= 80% B Unterricht 9
o BFreq 10
% 70%
S OProb LK
.6 600/o 4
E OProb 10
5 50%
T
& 40% -
g
3 30% -
2
2 20% |
(]
2
— 10% A
E OO/O 4
gesamt A1 A2 A3
Vergleichsgruppen gesamt | At A2 A3

14 Wochen nach Modellunterricht (Unterricht 9) 68,1% | 67,5% | 74,4% | 56,1%
12 Wochen nach Haufigkeitstraining (Freq 10) 42,1% | 37,0% | 43,2% | 42,6%
12 Wochen nach Leistungskurs-Unterricht o o o o
und Wahrscheinlichkeitstraining (Prob LK) 21,1% | 26,1% | 18,5% | 8,7%
12 Wochen nach Labortraining mit
Wabhrscheinlichkeiten (Prob 10)

7,9% | 139% | 7,8% | 3,1%

Abb.IV.16: Nachhaltigkeit des Lernerfolgs ca. 3 Monate nach dem Unterricht im Vergleich zu Trainingsgruppen
der Laborstudie (Kap.III.3), gesamt und differenziert nach Itemtypen

11419 Schiiler nahmen nicht teil.
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Leistungstest Box Flot

i

6 8 10 12 14 16 18 20
Unterricht_Gesamt
Leistungstest Box Fot +

.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 X
Freq10_gesant
Abb.IV.17a: Nachhaltigkeit des Lernerfolgs mit dem Haufigkeitszugang ca. 3 Monate nach dem Unterricht

(oben) bzw. nach Labortraining mit Zehntklédsslern (unten, Verteilung der Bewertungspunkte,
maximal 19)

Nach Itemtypen des Kompetenztests differenziert, wurden bei Items des Typs Al zur totalen
Wahrscheinlichkeit 67,5%, des Typs A2 zu iiblichen dichotomen Bayes-Problemen 74% und
des Typs A3 zu trichotomen Bayes-Problemen 56% der maximalen Leistung erreicht (vgl.
Abb.IV.16). Die Leistungen blieben nach Modellunterricht bei allen Itemtypen deutlich hoher
als in den verglichenen Trainingsgruppen, wobei bei A3-Items der Unterschied zu
Haufigkeitstraining kleiner war.

Eine differenzierte Analyse nach Klassen sollte in dieser Arbeit nicht erfolgen.'"
Leistungsunterschiede im Kompetenztest zwischen den fiinf Klassen gehen aus Abb.IV.17b
hervor. Die Unterschiede sind statistisch als nicht signifikant und im Rahmen der allgemeinen
Leistungsstirke der Klassen in Mathematik als erwartungsgemih zu bewerten.''® Eine Klasse
(mittlerer Boxplot) zeigte ein deutlich polarisierteres Leistungsbild: 30% der Schiiler
erreichten die maximal erreichbare Punktsumme, aber auch 20% lagen unter der Hélfte der
erreichbaren Punktsumme.

20

TRl

o l =
lo

(¢}

o

Test Gesamt

Klassen

Abb.IV.17b: Nachhaltigkeit des Lernerfolges nach ca. 3 Monaten in den mit dem Hiufigkeitskonzept
unterrichteten Klassen (Verteilung der Bewertungspunkte, maximal 19)

15 Das wurde mit den Lehrenden vereinbart.
116 Bine Varianzanalyse ergibt keinen signifikanten Unterschiedseffekt (F=1,754; df=4; p=0,143; n2=0,055).
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Aus Abb.IV.17c geht der Zusammenhang der Leistungen im Kompetenztest nach 14 Wochen
mit den Leistungen in der Klassenarbeit (vgl. 3.1) genauer hervor.

Leistungstest Scatter Fot =
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:‘q_")
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©
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© ] 88 o0of00
£ 5] 40 0o 80 "o 880808 0 foBolo8
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4 b ] ° <]

-251

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Korpetenztest
Klassenarbeit = 0.556Konpetenztest + 31.3; r'2 =0.11

Abb.IV.17c: Zusammenhang der Leistungen im Kompetenztest nach 14 Wochen und den Leistungen in der
Klassenarbeit (vgl. 3.1)

3.2.2 Qualitative Erganzungen der Leistungsanalyse

Im Folgenden werden unterschiedliche individuelle Formen der Modellierung und
insbesondere Losungsstrategien, die zu unkorreten Ergebnissen fiihrten, an ausgewihlten
Beispielen genauer dargestellt und analysiert. Man beachte, dass insgesamt hohe
Modellierungskompetenzen erreicht wurden und iiberwiegend korrekte Losungsstrategien
eingesetzt wurden — wie am Leistungsergebnis bereits abzulesen ist.

a) Darstellung und Modellierung

Zur Darstellung und Modellierung der Aufgabenstellungen des Kompetenztests wurden von
114 (von 125 = 91%) Schiilern ausschlieBlich die im Unterricht entwickelten
Haufigkeitsbaume verwendet (,,Doppelbaum®, vgl. Abb.IV.3). Modifikationen betrafen v.a.
den Beschriftungsumfang (keine Beschriftung bis Beschriftung jedes Knotens) und
Eintragung von Pfadwahrscheinlichkeiten in den Héufigkeitsbaum (vgl. Abb.IV.18). 3
Schiiler modellierten ausschlieBlich mit Haufigkeitstabellen in der intendierten Form (vgl.
Abb.IV.19). 5 Schiiler verwendeten beide Darstellungsformen Baum und Tabelle im Test
(jeweils eine pro Item) und 2 Schiiler modellierten durchgehend verbal (ohne Darstellung) mit
Haufigkeiten (vgl. Abb.IV.20).
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Die Beispiele (Abb.IV.18-21) von Modellierungen bezogen sich auf folgendes Aufgabenitem:

ITEM 2a ,,PILOT" (Typ A2, Antwortformat offen) :

Ein Pilot bemerkt wahrend eines Fluges Rauch, der aus dem Motor aufsteigt. Er muss sich entscheiden, ob er
den Flug vorzeitig abbricht oder ob er weiterfliegt, je nachdem wie wahrscheinlich es ist, dass der Motor
aussetzt. Er verfigt Gber die folgenden Informationen aus der Flugstatistik:

A Wenn der Motor aussetzt, deutet in 90% der Félle aufsteigender Rauch vorher darauf hin.

B Wahrend 10% der Flige, bei denen der Motor nicht aussetzt, kommt Rauch aus dem Motor.

C Der Motor seines Flugzeugtyps setzt in 1% aller Fllige aus.

Die fir den Piloten (lebens-)entscheidende Frage ist nun:

Wie wahrscheinlich ist es, dass der Motor aussetzt, wenn Rauch aus ihm aufsteigt?

Antwort:
RS AT

Uberlegungen (evtl. Riickseite benutzen):

M. 79, 2a

4TTBO® Tiane

A 600
m_t““y qe_ H.ei’:fb

i

Abb.IV.18: Modellierung mit Héufigkeitsbaum und
Pfadwahrscheinlichkeiten

Uberlegungen (evtl, Ruckseite benutzen):

Abb.IV.20: Verbale Modellierung (ohne grafische
Darstellung) mit Haufigkeiten
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23 Antwort:

2a

Uberlegungen (evtl. Rilckseite benutzen):

Abb.IV.19: Modellierung mit Haufigkeitstabelle
(Losungsantwort falsch)
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Abb.IV.21: Modellierung als Anteile an einer variablen
Grundgesamtheit x
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Ein Schiiler verwendete eine interessante Form eines Baumdiagramms, in dem relative
Anteile einer variablen Grundgesamtheit x angegeben wurden (vgl. Abb.IV.21). Die
Modellierung ist so zu interpretieren: Z.B. die Haufigkeit der Motoraussetzer erhélt man,
wenn man die Gesamtzahl betrachteter Fliige x mit 0,01 multipliziert. Es werden in jedem
Knoten relative Haufigkeiten 4 angegeben. Intuitive Pfadregelanwendung erfolgt z.B. bei
h(Rauch) = h(Rauch und Motoraussetzer) + h(Rauch und kein Motoraussetzer). Der weitere
Schritt zu einer allgemeinen Herleitung der Bayesregel mit Wahrscheinlichkeiten diirfte
diesem Schiiler nicht mehr schwer fallen.

Das Darstellen mit Héaufigkeitsmodellen (Modellierungsschritte: ,,Mathematisieren
und Strukturieren®, vgl. auch 3.1.3a ') erfolgte auch im Kompetenztest iiberdurchschnittlich
gut. Bei A2-Items wurde in 88% aller Schiilerlosungen eine korrekte und tragfihige
Modellierung erstellt (bei 5% kein erkennbarer Losungsversuch). Bei A3-Items war dies
immerhin noch zu 73% der Fall (fast 15% kein erkennbarer Losungsversuch). Bei nur 2
Schiilern (ein ,,Baummodellierer* und ein ,, Tabellenmodellierer*) zeigten sich tiefgreifende
Probleme, genauer gesagt sie verfehlten immer das Ziel, ein korrektes Modell aufzustellen.

b) Lésungsstrategien

Es wurde bereits deutlich, dass v.a. das Aufstellen von Losungstermen aus den erstellten
Haufigkeitsmodellen bei den Schiilern mehr zu Schwierigkeiten fiihrte als die
Modellerstellung selbst. Es stellt sich im Hinblick auf die kognitive Dimension der Arbeit die
interessante Frage, welche Strategien mafigeblich nach dem Unterricht zu erkennen waren. In
kognitionspsychologischen Studien (ohne Training oder Unterricht) zum Umgang mit
Bayesproblemen (vgl. Kap.l.4.1.1.) wurde deutlich, dass mehrere ,,nicht-Bayesianische*
Strategien (,,Non Bayesian algorithms*; Gigerenzer & Hoffrage, 1995, S.694) gleichsam als
,Primirintuitionen* des Menschen gehauft auftreten. In aller Kiirze zusammengefasst, waren
besonders hiufige ,,nicht-Bayesianische* Strategien bei dichotomen Bayesproblemen im
Haufigkeitsformat, die konjunktive statt der bedingten Wahrscheinlichkeit zu berechnen
(,,Joint occurrence®, formal: P(H n D) statt P(H | D)“S) bzw. die Bedingung zu vertauschen,
d.h. die Likelihood-Wahrscheinlichkeit anzugeben (,,Fisherian®, formal: P(D | H) statt P(H |
D)). Auch nur die Angabe der Basisrate (,,Base-rate only*, formal: P(H) statt P(H | D)) als
Ergebnis war haufiger als intuitive Losungsstrategie anzutreffen (vgl. genauer Kap.I, Tab.1.2).
Studien von Zhu & Gigerenzer (eingereicht, vgl. .4.1.4) zeigten, dass schon Kinder (4. bis 6.
Klasse) bei in Haufigkeiten formulierten Bayesproblemen nach gewissen primiren Intuitionen
vorgehen. Neben der einfachen Angabe der Basisrate, wurde auch die Strategie ,Joint
occurrence oder die Bildung der totalen Wahrscheinlichkeit des Datums (,,Positives only*,
formal: P(D) statt P(H | D)) hédufiger verwendet. Ein Ergebnis war allerdings, dass die
Verwendung von Fehlstrategien im Laufe der Entwicklung der Kinder abnimmt und sich
,Bayesianische* Losungen durchsetzen.

In Tab.IV.13 sind im Kompetenztest 14 Wochen nach Unterricht auftretende Losungs-
strategien bei Bayesproblemen zusammengefasst. Bei 41 Schiillern (von 125) waren
ausschliefllich korrekte (,,Bayesianische®) Losungsstrategien erkennbar. Die folgenden
Haufigkeiten geben an, wie viele Schiiler mindestens einmal eine jeweilige unkorrekte
(,,nicht-Bayesianische®) Strategie verwendeten. Die Verwechslung mit der Konjunktion

"7 Die Schritte ,,Mathematisieren i.e.S.* und ,,Strukturieren* entsprechen dem Darstellen mit Haufigkeitsmodellen (vgl. auch
Laborbefunde in Kap.I11.3.3.5).

'8 wobei H fiir das a priori bewertete Ereignis (Hypothese) und D fiir das Datum steht, nach dem das Ereignis H neu
bewertet wird.
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P(H n D) kam auch bei 11 Schiilern, mit der Likelihood-Wahrscheinlichkeit P(D | H) bei 19
Schiilern vor. Die einfache Angabe der Basisrate P(H) erfolgte nach Unterricht nur noch in
einem Fall. Zumindest diese Fehlintuition war gewissermallen verschwunden. Bei 7 Schiilern
war eine Strategie zu finden, die im Ergebnis zur totalen Wahrscheinlichkeit fiir das Datum
fiihrte.

119

Strategie Lésungsterm Ergebnis entspricht... Héufigkeit
Bayes (normative Losung) |H~D|/|D| P(H | D) 41
Konjunktion (,joint occurrence®) |H ~ D| / Gesamtzahl P(H und D) 11
Likelihood (,Fisherian®) |H~D|/|H]| P(D | H) 19
Bayes ohne Likelihood [H| / |D| keiner Wahrscheinlichkeit 30
Basisrate (,base-rate only") |H| / Gesamtzahl P(H) 1
Totale Wahrscheinlichkeit |D| / Gesamtzahl P(D) 7
| (,positives only®)

1 minus Bayes [nicht H N D]/ |D| 1—-P(H|D) 2
? |D| / [H| keiner Wahrscheinlichkeit 2
Bayes invers D]/ |HND| keiner Wahrscheinlichkeit | 6
Likelihood invers [H|/|HNDJ keiner Wahrscheinlichkeit | 4

Tab.IV.13: Strategien zur Losung von Bayesproblemen ca. 3 Monate nach Unterricht

Eine fehlerhafte Losungsstrategie, die in der Klassenarbeit und u.a. auch in Befunden von Zhu
und Gigerenzer (eingereicht) am héufigsten bei Fiinft- und Sechstklédsslern auftrat, ist die
Bildung des Quotienten aus den Haufigkeiten [HI / IDI, der nicht als Wahrscheinlichkeit
interpretierbar ist. Im Kompetenztest etwa 3 Monate nach Unterricht trat diese Strategie
(,,Bayes ohne Likelihood*) auch erstaunlich hédufig auf (bei 30 Schiilern und zweimal invers:
IDI / HI, vgl. Tab.IV.13). Die Strategie wurde bei Zhu & Gigerenzer als eine Art ,,Prototyp*
der korrekten ,JH m DI / IDI* angesehen. Demnach werden zwar die ,,moglichen Félle*
(Nenner) korrekt erkannt — ndmlich alle, auf die das Datum zutrifft. Doch fiir die Ermittlung
der ,giinstigen Fille* (Zihler) bleibt die Likelihood-Wahrscheinlichkeit unbeachtet. Dies
geschehe allerdings — so die Argumentation — unbewusst, also nicht als sogenannter
bewusster ,,Shortcut®, der Rechenaufwand erspart. Die Strategie, so die Ergebnisse bei Zhu
und Gigerenzer, werde im Laufe der Entwicklung ebenfalls zunehmend durch die
,Bayesianische* ersetzt.

Aus den eigenen Beobachtungen ergibt sich als weiterer Grund fiir unkorrekte
Losungsstrategien das ungenaue Bezeichnen von Hiufigkeiten. Ich will dies an der
,Pilotenaufgabe® (s. oben) demonstrieren: Z.B. wurden ,konjunktive Hiufigkeiten* mit
ungenauen Beschriftungen ,,Rauch* bzw. ,kein Rauch* versehen (vgl. Abb.IV.22). Dadurch
wurden sie eventuell nicht als solche (,,Rauch und Motor setzt aus®) interpretiert. Diese
Bezeichnungsungenauigkeiten  filhrten moglicherweise zur  Vernachldssigung  des
wesentlichen Punktes bei der Bildung einer bedingten Wahrscheinlichkeit: Der Wahrschein-
lichkeitsraum wird auf ein Ereignis reduziert (im Beispiel ,,D: Rauch kommt aus dem
Motor*). Ereignisse unter der Bedingung D miissen immer Teilmengen in D sein. H ist aber
1.A. nicht Teilmenge in D, aber natiirlich DMH (vgl. Buth, 2003; Abb.IV.23).

" Die Hiufigkeitsangabe bei ,Bayes bedeutet: Anzahl der Schiiler, bei denen nur (normativ-richtige) ,,Bayesianische*
Strategien erkennbar waren. Die Héufigkeitsangaben bei den ,,Nicht-Bayesianischen Strategien sind so zu interpretieren:
Anzahl der Schiiler, die mindestens einmal im Leistungstest diese Strategie benutzten. Man beachte, dass ein Schiiler
mehrere Strategien im Test angewandt haben konnte.
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Abb.IV.22: Fallbeispiel fiir die Losungsstrategie ,,.Bayes ohne Likelihood

Im Beispiel wird der Quotient ,,Hdufigkeit von Motoraussetzern geteilt durch Héufigkeit von
Rauch aus dem Motor = 10 / 108 als Losung angegeben, der keiner bedingten
Wahrscheinlichkeit entspricht. Eine wesentliche Fehlintuition bei der Bildung bedingter
Wahrscheinlichkeiten, die auch durch den Unterricht nicht vollig iiberwunden werden konnte,
betrifft wohl die Reduktion des Wahrscheinlichkeitsraumes.

@‘ Bedingung ,D*
D >

Q

Abb.IV.23: Reduktion des Wahrscheinlichkeitsraumes zum bedingten Wahrscheinlichkeitsraum
(vgl. Buth, 2003)

Im Falle obiger Aufgabe unterscheidet sich das Ergebnis zwar kaum vom korrekten ,,9 / 108,
was natiirlich an der relativ hohen Likelihood-Wahrscheinlichkeit von 90% liegt. Jedoch kann
die Strategie auch leicht zum volligen Scheitern fithren: Angenommen die Basisrate wire
P(,,Motoraussetzer) = 10% und P(,,Rauch* | ,kein Motoraussetzer“) = 1%, dann wiirde bei
1000 Fliigen ,,Bayes ohne Likelihood* zum Quotienten 100 / 99 fiihren. Ich werde weiter
unten noch an Beispielen die tiefgreifenden Probleme von Schiilern bei der Prozentrechnung
belegen, die sogar einen Schiiler in diesem Beispiel zu folgender Fehlinterpretation verleitete:
,Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 100 /99 = 1,01%*.

Sorgfiltiges Beschriften der Darstellungen, so demonstriert auch Abb.IV.24, ist als
integraler Bestandteil im Unterricht streng zu beachten und zu iiben. Im ungiinstigsten Fall
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treten sonst bei Schiilern Deutungsprobleme ihrer eigenen Modellbildung zu Tage, welche die
Vorteile einer grafischen Darstellung ins Gegenteil verkehren wiirden.

P
Antwort: 7‘3, ;1 U_ S —— Nr.118, 1

Uiberlegungen (evtl. Riickseite benutzen):

(4o:4016)- 490

was wurde
berechnet?

Abb.IV.24: Fallbeispiel fiir fehlende Beschriftung des Hiaufigkeitsbaumes (Losungsstrategie ,,Bayes ohne
Likelihood*)

Die genauere Betrachtung der Losungsstrategien belegte tiefgreifende Defizite einiger Schiiler
im Prozentrechnen bzw. stochastischen Grundwissen. In 10 Fillen wurden die grofleren
Haufigkeiten der Gesamtmengen IHI bzw. IDI durch die Héufigkeit der Konjunktion I[H m DI
geteilt, so dass sich ein Ergebnis grofer als 1 ergab (,,Bayes bzw. Likelihood invers®, vgl.
Tab.IV.13). Einige Schiiler erkannten nicht, dass dieser Quotient (z.B. ,,108 / 9%, vgl.
Abb.IV.25) keine Wahrscheinlichkeit sein kann (da > 1), weil sie das Ergebnis falsch
umwandelten (Antwort: ,,= 12%*). Grundsitzlich war die Anwendung von Prozentrechnung

eine Fehlerquelle, die haufig fiir das Scheitern bei der Modellierung verantwortlich war (vgl.
Abb.IV.26).

Antwort:

N.18,29 N A tens [ N D
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Abb.IV.25: Fallbeispiel fiir tiefgreifende Abb.IV.26: Beispiel fiir Fehlvorstellung bei der
Fehlvorstellung (Strategie ,,Bayes invers*) Prozentrechnung (,,10% von 10 = 0,1°)

Diese qualitativen Befunde zu individuellen Losungsstrategien im Kompetenztest zeigen, dass
nach dem Unterricht weiterhin Fehlvorstellungen, wenn auch in erheblich geringerem
Ausmal, existierten. Die Haufigkeit des Auftretens gibt Hinweise darauf, welche intuitiven
Fehlvorstellungen von Schiilern besonders schwer abzubauen waren. Im Sinne einer
Korrektur bzw. eines Abbaus theoretisch inkonsistenter primérer Intuitionen und eines
Aufbaus und einer Verankerung theoretisch konsistenter sekunddrer Intuitionen (vgl.
Fischbein, 1975) gibt die Analyse konkrete Handlungsempfehlungen.
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Aus dem gehduften Auftreten der Strategien ,,Bayes ohne Likelihood* und ,,Bayes
invers* kann gefolgert werden, dass die Wirkung einer Bedingung als Reduktion des
Wahrscheinlichkeitsraumes im Unterricht zu bedingter Wahrscheinlichkeit sorgfiltiger zu
beachten ist. Sehr deutlich herausgearbeitet werden muss zum einen, dass eine Bedingung die
Gesamtzahl der moglichen Fille einschrinkt. Zum anderen, dass nur noch Fille fiir die
Betrachtung in Frage kommen, die auch in dieser Einschrinkung enthalten sind (vgl.
Abb.IV.23, S.124). Zu empfehlen sind hier Training und Ubungen mit ,,Haufigkeitsrastern®,
wie bei Sedlmeier und Kohlers (2001; vgl. Kap. I1.3.2.). Der Zusammenhang, dass die
Konjunktionshéaufigkeiten immer kleiner oder gleich der Haufigkeit der korrespondierenden
Einzelereignisse sein miissen, wird mit dem Raster ebenfalls anschaulich. Demnach kann bei
der Bildung von (bedingten) Wahrscheinlichkeiten, die einen Wert < 1 annehmen miissen, nur
ein Quotient ,,Konjunktionshéaufigkeit durch Haufigkeit fiir Einzelereignis® sinnvoll sein und
nicht umgekehrt.

Bei einigen Schiilern fehlten vollig grundlegende Kompetenzen iiber
Wahrscheinlichkeitseigenschaften und Prozentrechnung, die natiirlich fiir den Unterricht
elementare Grundvoraussetzungen darstellen. Zu empfehlen wire daher, vor Beginn der
Unterrichtsreihe derartige Wissensstinde zu priifen und gegebenenfalls zu ergiinzen.

3.3 Schilerbefragung

Von 140 Schiilern der 9.Klassen wurde der Fragebogen bearbeitet (69 Schiilerinnen, 71
Schiiler), wobei in einigen Fillen Items nicht beantwortet wurden. Zur allgemeinen
Einschidtzung  (nichtleistungsbezogener) Wirkungen des Unterrichts bzw. speziell des
betonten Realitdtsbezuges und der Hiufigkeitsmodellierungsformen erfolgte eine Befragung
mit Ratingskalen (1: volle Zustimmung, ..., 4: volle Ablehnung).

Das allgemeine Sachinteresse (Ul, U2, Ull, vgl. Tab.IV.14) speziell an den
zuriickliegenden  Unterrichtsstunden war bei iiber 70% hoher als sonst im
Mathematikunterricht. Eine generelle Ablehnung des Faches Wahrscheinlichkeitsrechnung
(U3) wird von nur 10% ausdriicklich bzw. von 30% tendenziell bekundet. Generelle
Tatigkeitsanreize im Fach Mathematik (U10) sind bei etwa der Hilfte der Schiiler positiv
bewertet, beim zuriickliegenden Stochastikunterricht (U9) bei ca. 72%. Als Folgenanreiz fiir
Lernbemiihungen im Unterricht sehen 90% der Schiiler gute Noten (US) als wichtig, aber nur
52% die Lebensrelevanz des Themas. 70% der Schiiler bewerteten ihren Erfolg als Folge des
Unterrichts auch ohne eigenes Handeln (U7). Dieses Item korreliert am deutlichsten mit der
Leistung in der Klassenarbeit (r =0,43). Die Schiiler sahen zu 78% einen guten Lernerfolg als
Folge der eigenen Lernbemiihungen (U8). Selbststeuerungsprobleme wurden nur selten in
diesem Zusammenhang angegeben (U12).

Unterricht Haufigkeiten
Item (Kodierung: 1: stimmt genau, 2: stimmt eher, 3: stimmt eher nicht, N 1 2 3 4 Mittel
4: stimmt gar nicht) (Median)
U1. Verglichen mit anderen Stunden in Mathe fand ich den Unterricht 140 |28 | 71| 32| 9 2,2
interessanter (2)
U2. Die Probleme (Aufgaben) fand ich spannender als sonst in Mathe 140 129 | 76 | 24 | 11 2,1
(2)
U3. Generell wirde ich Wahrscheinlichkeitsrechnung abwahlen, wenn 140 | 15 | 27 | 61 | 37 2,9
ich kdnnte (3)
U4. Ich habe im Unterricht gut aufgepasst, weil ich das im Leben 140 | 9 | 64| 54 | 13 25
gebrauchen kann (2)
US. Ich habe im Unterricht gut aufgepasst, weil ich eine gute Note 140 | 71 | 55 | 13 | 1 1,6
wollte ()
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war als sonst in Mathe

U12. Ich hatte Probleme, im Unterricht meine Gedanken bei der Sache | 139 | 8 |22 | 74 | 35
zu halten

U6. Ich habe im Unterricht gut aufgepasst, weil es mich interessierthat | 140 | 19 | 65 | 44 | 12 2,4
2)
U7. Generell brauchte ich fiir den Unterricht nicht viel zu tun, weil ich 140 | 37 | 61|39 | 3 2,1
alles leicht verstand ()
U8. Wenn ich mir Miihe gab, konnte ich im Unterricht alles verstehen 138 |47 |61 |24 | 9 1,9
(2)
U9. Der Unterricht hat mir mehr Spaf3 gemacht verglichen mit anderen | 140 | 39 | 62 | 28 | 11 2,1
Stunden in Mathe (2)
U10. Generell macht mir die Beschaftigung mit Mathe SpaB 139 |1 23 | 50 | 44 | 22 2,5
(2)
U11. Ich hatte das Geflhl, dass der Unterricht abwechslungsreicher 140 | 25 | 57 | 43 | 15 2,3
2)
3,0
3

Tab.IV.14: Allgemeine Unterrichtswirkungen (Haufigkeitsverteilung, Mittelwerte)

Speziellere Items betrafen die Wirkung von realititsbezogenen Problemkontexten im
Unterricht (vgl. Tab.IV.15). Knapp die Hélfte der Schiiler konnte die Lebensrelevanz der
Inhalte weitgehend erkennen (PK1). Bei ca. 64% war ein erhohtes Sachinteresse aufgrund der
realen Problemkontexte festzustellen (PK2). Fiir die meisten Schiiler (88%) waren die
Problemstellungen  verstidndlich  (PK3). Flowspezifische Anreizen durch diese
Problemsituationen wurden eher negiert (PK4). Fehlende mathematische Klarheit und
Exaktheit bzw. Ablenkung durch viele nichtmathematische Informationen vom eigentlichen
mathematischen Problem geben aus Schiilersicht meist keinen Grund fiir Negativbewertung
(PKS5, PK6).

Problemkontexte Haufigkeiten
Item (Kodierung: 1: stimmt genau, 2: stimmt eher, 3: stimmt eher nicht, N 1 2 3 4 Mittel
4. stimmt gar nicht) (Median)
PK1. Ich konnte gut erkennen, warum man das alles im echten Leben 1401 12 | 50 | 59 | 19 2,6

brauchen kann

|~
wW
—

PK2. Mich interessierte der Unterricht mehr als sonst, da es um reale 140 | 26 | 64 | 36 | 14 2,3
Probleme ging 2
PK3. Ich hatte oft das Gefihl, dass ich nicht wusste, worum es 1381 4 | 13 | 62 | 59 3,3
eigentlich geht 3)
PK4. Die Probleme im Unterricht haben mich richtig gefesselt 140 7 | 32 | 61 | 40 3,0
verglichen mit sonstigen Matheproblemen (3)
PK5. Ich habe die Klarheit und Exaktheit vermisst, die es sonst in 1401 10 | 25 | 66 | 39 3,0
Mathe gibt 3)
PK®6. Die vielen Informationen (Uber AIDS etc.) haben mich von der 1401 10 | 16 | 67 | 37 29
eigentlichen Mathematik abgelenkt (3)

Tab.IV.15: Wirkungen des betonten Realititsbezugs (Hiufigkeitsverteilung, Mittelwerte)

Der dritte Teil des Fragebogens enthielt spezielle Items zur Wirkung der im Unterricht
verwendeten hdufigkeitsbasierten Modellierungs- und Darstellungsformen (vgl. Tab.IV.16).
Wenn die Schiiler sich selbst bewerten, sehen 96% das Ziel des verstindigen Umgangs mit
Héufigkeitsbdumen als erreicht an (D1) und ca. 90% das Modellieren von Problemstellungen
in Hiufigkeitsbaumen (D2). 89% beurteilen Hiufigkeitsbidume als fiir sich hilfreich fiir die
Problemlosung (D3), auch aufgrund der Férderung der Anschauung durch Hiufigkeiten (D5).
Generelle positive Anreize durch die Verwendung von Hiufigkeitsbaumen sind sehr deutlich
gedulert worden (D4).
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Darstellungs- und Modellierungsform Haufigkeiten
Item N 1 2 3 4 Mittel
(Kodierung: 1: stimmt genau, 2: stimmt eher, 3: stimmt eher nicht, (Median)
4: stimmt gar nicht)
D1. Die Verwendung des Baumes habe ich bis jetzt nicht richtig 140| 5 1 16 | 118 3,8
verstanden (4)
D2. Das Ubersetzen der Textangaben in Werte im Baum habe ich 140| 66 | 59 | 11 4 1,7
leicht verstanden (2)
D3. Ich konnte gut sehen, wie der Baum mir half, die Probleme zu 1391 67 [ 57 ] 9 6 1,7
I6sen (2)
D4. Es hat mehr SpaBB gemacht, mit einem Baum zu arbeiten als mit 1401 73 1 39 | 18 | 10 1,8
irgendwelchen Formeln wie sonst in Mathe (1)
D5. Im Baum wurde alles klarer, weil man da jeweils die Anzahlenvon | 140 | 57 | 66 | 11 6 1,8
Personen erkennen konnte (2)

Tab.IV.16: Wirkungen der héaufigkeitsbasierten Modellierung (Héufigkeitsverteilung, Mittelwerte)

Bei der Frage einer Priferenz fiir eine der beiden

im Unterricht verwendeten
Darstellungsformen Héufigkeitsbaum bzw. -tabelle sprachen sich 69,1% fiir den Baum, 5,8%
fiir die Tabelle aus, und 25,2% legten sich nicht fest (Tab.IV.17).

Darstellungsform, Préferenz Haufigkeiten
Item N 1712] 3
(M.C.: 1 Baum /2 Tabelle / 3 beide etwa gleich)
PRA. Hast Du lieber den Baum oder die Tabelle verwendet? | 139 [ 96 [ 8 | 35

Tab.IV.17: Verwendungspriferenz einer Darstellungsform

Am Ende des Fragebogens hatten die Schiiler die Moglichkeit den Unterricht im offenen
Antwortformat zu bewerten (,,Was hat Dir am Unterricht gefallen, was nicht?*). Fiir viele
Schiiler war es offensichtlich eine neue Erfahrung, sich tiber den zuriickliegenden Unterricht
(anonym) #@uBern zu diirfen und sie nahmen diese Gelegenheit rege in Anspruch. In der
folgenden Ubersicht (Tab.IV.18) wurde versucht, alle konstruktiven AuBerungen120 der
Schiiler positiver und negativer Art zu erfassen und zu kategorisieren, wobei fiir inhaltlich
analoge Kommentare nur jeweils ein Beispiel angegeben wurde (jeweils Angaben in
Klammern dahinter: Codenummer, Geschlecht, Note in der Klassenarbeit, Note im letzten

Zeugnis in Mathematik).

Grad der (Nr.80, weiblich, 2/ 3)

Formalisierung
(Nr.139, weiblich, 2 / 4)

Formeln arbeiten musste, wie es bei
Themen der Fall ist (Nr.117, mannlich, 1/ 2).

Formeln rechnen musste (Nr.48, weiblich, 3/ 4)

Thema handelte,

Der Baum hat viel Klarheit verschafft. Man konnte
das Thema so schneller und besser verstehen

Mir hat gut gefallen, dass man nicht mit komplizierten
anderen

Ich fand das Thema gut, weil man nicht wie sonst mit

Mir war es wichtig, dass es sich immer nur um ein
nicht so viele Formeln und
verschiedene Wege gab (Nr.97, mannlich, 1/ 4).

Kategorie/Bezug Positive AuBerung Negative AuBerung
Die Baume haben geholfen, die Aufgaben besser zu | Mir hat es nicht gefallen, dass
1. ] verstehen und zu I6sen (Nr.100, weiblich, 3 / 3) wir uns 4 Wochen mit Baumen
Modellierungs- und Gut: Texte in Baum und Tabelle umgewandelt und Tabellen  beschéaftigt
Darstellungsformen, haben. Es hatte nichts mit

logischer Mathematik zu tun
und man musste kaum
rechnen. (Nr.51, méannlich, 2 /
3)

120 Die Kommentare sind aus den Schiilerfragebdgen wortlich entnommen, lediglich orthografisch und grammatikalisch

verbessert.
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Komplexitat und
Anspruch von
Problemtexten
bzw.
Fragestellungen

einmal in der 8.Klasse durchgenommen haben
(Nr.31, weiblich, 2/ 2)

Allerdings fand ich, dass man, wenn man sich
angestrengt hat, schnell mit den Hausaufgaben
fertig war (Nr.71, ménnlich, 2/ 2)

Es [meint die Probleme] war leicht zu verstehen
(Nr.132, méannlich, 4 / 5)

Kategorie/Bezug | Positive AuBerung Negative A'uBerung
Es ging nicht einfach nur um Mathe, sondern um | Manche Aufgaben waren allerdings

2. Dinge, die das wirkliche Leben betreffen. | unrealistisch (Nr. 42, weiblich, 5/ 4)

Realitats- und Normalerweise frage ich mich in Mathe immer,

Lebensbezug woflir ich das jemals im spéateren Leben brauchen | AuBerdem finde ich, dass das Thema
werde, wenn ich nicht gerade Informatiker 0.4. | Mord und Vergewaltigung nicht in
werden will. [...] Doch diesmal war es etwas | einen Matheunterricht Uber
realistischer (Nr.1, weiblich, 4 / 3). Wahrscheinlichkeitsrechnung  passt
Es waren realere Probleme, zu denen man mehr | (Nr.31, weiblich, 2/2)

Bezug hatte und wo man besser erkennen | Auch makaber und pervers war die
konnte, woflir man so etwas lernt und auch spéater | Frage zum Testen, in denen gesagt
brauchen kann (Nr. 56, weiblich, 4 / 5). wurde, dass nach positivem Aidstest
Es war aber nicht schlecht, dass man etwas tiber | 22 Menschen Selbstmord begangen
AIDS gelernt hat und dass alles an konkreten | haben oder dass ein Mensch namens
Beispielen war, denn sonst wei man manchmal | David einen Horror nach einem
gar nicht’ wozu man manche Dinge in Mathe positiven Aidstest durchlebt hat. Die
braucht (Nr.15, weiblich, 1/2) Frage zu stellen: ,Warum wurde der
Ich konnte in der ersten Stunde nicht genau | G€danke eines Pflicht-AIDS-Tests in
erkennen, was das Thema mit Mathematik zu tun Deutschlapd verworfen?” und auf eine
hat, da es am Anfang eher Uber die Krankheit mathematische Antwor@_ zu_hoffen, Ist
AIDS ging und dieses ein wenig zu ausfiihrlich far | S€Nr Pervers. (Nr.20, mannlich, 2/2)
das Fach Mathe war. Aber gerade das machte

das Thema auch interessant, weil man nicht starr

irgendwelche Fragen beantworten musste, ohne

zu wissen, worum es ging (Nr.31, weiblich, 2 / 2)

Ich fand es gut, wie wir die Angaben Uber AIDS

berechnet haben. Das war sehr erschreckend.

[...] Man denkt immer 99% sind eigentlich ganz

sicher, aber jetzt weil man, dass es nicht so ist

(Nr.70, weiblich, 2 / 2)

Kategorie/Bezug | Positive AuBerung Negative AuBerung
AuBerdem erschienen sie mir einfacher als | Es hat mir auch nicht gefallen, dass

3 andere Aufgaben, da wir Stochastik schon | manche Aufgaben so kompliziert

formuliert waren und dass sie erst nach
Erklarungen des Lehrers verstanden
wurden. (Nr.15, weiblich 2/ 3).

Die Texte waren teilweise zu lang, zu
viele Infos, die nichts mit Mathe zu tun
hatten. (Nr.116, mannlich, 1/ 3)

Mir hat es nicht gefallen, dass manche
Formulierungen schwer zu verstehen
waren (Nr.12, weiblich, 3/ 4)

Allerdings kamen mir die Fragen oft
kompliziert vor (Nr.31, weiblich, 2 / 2)

weil sie abwechslungsreich war (Nr.31, weibl., 2/ 2).

Der Unterricht war fir mich nicht viel anders als
sonst, da ich mich nicht direkt und persénlich damit
befasse, sondern tue was von mir verlangt wird, um
es dann geistig wegzulegen. Der Informationsschub
Uber AIDS war allerdings doch recht interessant

(Nr.26, weiblich, 2/ 2).

Es hat mir gefallen, dass sehr genau auf die
Fragestellungen eingegangen wurde und so vieles

Kategorie/Bezug | Positive AuBerung Negative AuBerung

Der Unterricht, oder speziell die Aufgaben, waren | Mir hat nicht gefallen, dass die
4. . interessanter, weil man u.a. auch auf die Lésungen | Aufgaben oft das gleiche Thema
Interessantheit und Ergebnisse gespannt war. Man wurde auch | hatten und man oft das Gleiche tun
der Themen, gleichzeitig tiber AIDS informiert (Nr.8, weibl., 2/3) | musste (Nr.117, mannlich, 1/2)
él;g]etﬁr:lungs- Mir hat die Unterrichtsreihe eigentlich gut gefallen, | Nicht gefallen: immer dasselbe

Schema nur mit anderen Texten
und Zahlen (Nr.74, méannlich, 1/ 1)

Ich fand es nicht so gut, dass es
eigentlich immer das gleiche
Prinzip war (Nr. 139, weiblich, 2 / 4)
Schlecht: Es wurde langweilig am
Ende, weil wir es dann manchmal
doch zu lang besprochen hatten
(Nr.101, weiblich, 3/ 3)

138




KAPITEL IV Unterricht mit dem Konzept ,Natirliche Haufigkeiten®

erklart wurde. Die verschiedenen Beispiele der
Texte brachten Abwechslung (Nr.65, weiblich, 3 / 5)
AuBerdem fand ich es gut, dass die Aufgaben in
spannenden Geschichten und Beispielen verpackt
waren (Nr.92, mannlich, 2/ 3)

Das Thema hat mir insgesamt gefallen, da es eine
andere Art von Unterricht war (Nr. 42, weibl., 1/2)

Kategorie/Bezug | Positive AuBerung Negative AuBerung
Mir hat am Unterricht gefallen, dass er nicht vom | Es war nicht gut, dass so viele einzelne
5. . . Buch abhangig war (Nr.20, mannlich, 3/ 3) Zettel dazu gehérten. Man konnte sie
Arbeitsmaterial, | \ji- hat gefallen, dass nicht das Buch benutzt | leicht verlieren und es war nicht
Aufgaben wurde. Es ging darin mehr um alltagliche | Ubersichtlich. (Nr.11, weiblich, 2/ 3)
Probleme, in die man sich hineinversetzen
konnte. (Nr.90, weiblich, 3 / 4) Die Aufgaben waren oft nicht ganz
Gut war auch, dass es viele Zettel zur Erklarung | eindeutig formuliert und haben einen
gab (Nr.97, mannlich, 1/ 4) so verwirrt. (Nr.56, weiblich, 3/ 3)

Mir hat es gefallen, dass wir vieles wiederholt | Aufgabenstellungen waren aber nicht
haben und wirkliche Probleme angesprochen | immer eindeutig (Nr.8, weiblich, 2 / 3)
haben. Die Zusammenfassungen fand ich recht | Mir haben die Aufgabenstellungen
praktisch (Nr.12, weiblich, 3 / 4). nicht gefallen, weil sie oft sehr
Ich fand die Wiederholungszettel auch gut, denn | undeutlich waren. Mir hat besonders
man konnte so alles nochmal in Kiirze | die Arbeit nicht gefallen, weil ich nur
nachlesen. (Nr.15, weiblich, 2/ 3) eine 2 geschrieben habe (Sonst
schrieb ich nur Einsen) (Nr.129,
mannlich, 2/ 1)

Mir hat gefallen, dass wir mit unserem Partner | Negativ war, dass wir gefilmt wurden
6. zusammengearbeitet haben (éfter als im | (Nr.110, weiblich, 1/1)
Sozialformen, normalen Unterricht). (Nr.16, mannlich, 5/ 4)

Unterrichtsklima |y, hat am Unterricht gut gefallen, dass er
individueller gestaltet wurde als sonst (Nr.1,

weiblich, 4/ 3)
Der Unterricht lief lockerer ab (Nr.103, méannlich,
1/3)

7 Mir hat es gefallen, dass alle Klassen der Stufe

Parallelisierung | 9 den Matheunterricht gleich gestaltet haben.

des Unterrichts (Nr.33, weiblich, 3/ 4)
in Klassenstufen

Tab.IV.18: Freie SchiilerduB3erungen zur Frage: ,,Was hat Dir am Unterricht gefallen, was nicht?** (In Klammern
jeweils: Codenummer, Geschlecht, Note in der Klassenarbeit / Note im letzten Zeugnis in Mathematik)

Neben deutlich positiven AuBerungen der Schiiler iiber die Formen der mathematischen
Modellierung und insbesondere der zuriickhaltenden Entwicklung des mathematischen
Kalkiils, gab es eine AuBerung, dass die gewohnte analytische Vorgehensweise vermisst
wurde (vgl. Tab.IV.18, 1.).

Der Realitits- und Lebensbezug wurde von den Schiilern am hiufigsten als positives
Merkmal des Unterrichts bewertet. Hieraus geht deutlich hervor, dass es Schiilern sehr
wichtig war, den Anwendungsbezug der Mathematik im realen Leben erkennen zu konnen.
Manchmal wurden sogar noch hohere Realititsgrade gefordert, die natiirlich nicht immer in
einer fiir den Unterricht geeigneten Weise zu verwirklichen sind. Deutlich wurde, dass einige
reale Themen (z.B. Mordfall) vielleicht fiir 9.Klassen zu heikel sind (vgl. 2.).

Eine groere Realitidtsnidhe bringt natiirlich komplexere Problemsituationen und evtl.
auch Fragestellungen mit sich, die oft von den Schiilern als schwer bewertet wurden. Meines
Erachtens ist das auch darauf zuriickzufiihren, dass derartiges Erarbeiten von komplexen
auBermathematischen Situationen eher nicht im Erfahrungsbereich der Schiiler im
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Mathematikunterricht liegt. Diese Vorgehensweise stellt sehr hohe Anforderungen an die
Lehrenden, um allen Schiilern diesen Weg zu erméglichen (vgl. 3.).

Der Unterricht wurde aufgrund der Themen von vielen Schiilern als interessanter und
abwechslungsreicher als sonst empfunden, selbst von Schiilern, die eine eher negative
Einstellung zu mathematischen Inhalten haben (vgl. 4, Nr.26). Dennoch scheint bei einigen
Schiilern bei zu ausfiihrlicher Beschiftigung mit einer Problemsituation bzw. mit einem
Problemtyp die Motivation zu sinken. Die Frage des Umfangs der Problembehandlung ist
wohl zu diskutieren.

Die Arbeit mit umfangreichen Materialen in Arbeitsblattform wurde meist als positiv
bewertet, wenn auch manchmal eine gebundene Form vermisst wurde. Deutlich ist, dass
Schiiler Wiederholungsphasen und {ibersichtliche Riickblicke wiinschen und brauchen.
Bemingelt wurde die fehlende Eindeutigkeit mancher Fragestellungen. Neben der Kritik an
einigen noch beinhalteten Unklarheiten im Erprobungsmaterial, war diese ,,Offenheit*
durchaus auch intendiert. So resultieren meines Erachtens auch Verwirrungen iiber relativ
offen gestellte Aufgaben aus der Tatsache, dass die Schiiler zu selten mit derartigen
Problemstellungen konfrontiert sind. Z.B. der Schiiler Nr.129 (vgl. 5.), der ,,sonst nur Einsen
schrieb®, kommt offenbar normalerweise sehr gut mit eindeutigen Vorgehensweisen in der
Mathematik zurecht, die aber im realitdtsbezogenen Stochastikunterricht oftmals gar nicht so
eindeutig vorgegeben sind.

Die individuelleren und freieren Sozialformen wurden allgemein begriif3t,
Partnerarbeit v.a. auch von schlechteren Schiilern (vgl. 6, z.B. Nr.16). Der Aspekt der
Parallelisierung von Inhalten in einem Jahrgang wird auch von Schiilern fiir positiv gehalten
(vgl. 7). Diese Parallelisierung ist auch im Hinblick auf eine Angleichung von
Leistungsbewertungen an sachlichere Bezugsnormen interessant (vgl. Rheinberg, 2001, S.70).

3.4 Lehrerbefragung

3.4.1 Standardisierte Befragung

Die Auswertung des Lehrerfragebogens sollte einen Uberblick iiber Einschitzungen der fiinf
Lehrenden zu Lehrinhalten, -material und zum erfolgten Unterricht ergeben (vgl. folgende
Tabellen IV.19, Teile 1 bis 10)."*' Die verschiedenen Bildungswirkungen des erfolgten
Unterrichts bei Schiilern (Leistung, Interesse, etc.) wurden tendenziell hoher eingeschitzt als
im sonst iiblichen Mathematikunterricht. Am deutlichsten gilt das fiir die Leistung in der
Klassenarbeit, am wenigsten fiir Aufmerksamkeit bzw. Leistung bei Hausaufgaben.

1. Schiilermerkmale Wie beurteilen Sie Ihre Schiiler in den zuriickliegenden Stunden —im Vergleich zu
sonstigem Mathematikunterricht — unter folgenden Kriterien?
deutlich héher etwa gleich niedriger deutlich
héher niedriger

Interesse - 3 2 - -
Aufmerksamkeit - - 5 - -
Verstehen - 3 1 1 -
Motivation - 2 3 - -
Leistung (KA) 1 4 - - -
Leistung - 2 1 2 -
(Hausaufgaben)

Tab.IV.19.(Teile 1-10): Ergebnisse der Lehrerbefragung (Bewertungshéufigkeiten)

2! Im Folgenden werden aufgrund der kleinen Stichprobe (n=>5) nur deskriptiv Bewertungshiufigkeiten angegeben.
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Zwei der fiinf Lehrenden hatten bereits Lehrerfahrung im Themengebiet ,,Bedingte
Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes* in der 13. Jahrgangsstufe, in der ca. 7
Unterrichtsstunden zur Verfiigung standen. Sie konnten damals auf Vorwissen der Schiiler zu
,Elementarer Wahrscheinlichkeit®, ,, Kombinatorik®, ,,Pfadregeln” und ,,Summenregel*
zuriickgreifen.

2. Unterrichtserfahrung im ja/ | Klassen- | Stunden Themenbereiche
Themengebiet nein | stufen vorher

Bedingte Wahrscheinlichkeit / | 2/3 13 ca.”7 ,Elementare Wahrscheinlichkeit®,

Satz von Bayes .Kombinatorik®, ,Pfadregeln, ,Summenregel”

Zwei Lehrbiicher wurden von den Lehrenden dabei verwendet:

3. Verwendete Schulblicher / Lehrmaterial

1. Griesel, H. & Postel, H. (2000, Hrsg.). Elemente der Mathematik — Grundkurs NRW. Hannover: Schroedel
2. Kuypers, W. & Lauter, J. (1984). Mathematik Sek.ll: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Dlsseldorf:
Schwann

Die Bewertung der zugrundeliegenden Unterrichtsentwiirfe und Arbeitsmaterialien (vgl.
S.132) durch die Lehrenden war hauptsidchlich positiv v.a. bei Anschaulichkeit,
Ubersichtlichkeit, Interessantheit und verwendete Darstellungsmittel. Ubungsmoglichkeiten
technischer Fihigkeiten und Umfang auermathematischer Vertiefung wurde auch negativer
bewertet. Drei sehr negative Bewertungen eines Lehrenden bei Verstdandlichkeit, verwendete
Anwendungsbeispiele und Ubungsmoglichkeiten fiir Schlussfolgern und Interpretieren
wurden zum Anlass genommen, das entworfene Material in dieser Hinsicht nochmal kritisch
zu iiberarbeiten und zu verbessern.

4. Materialbewertung: Wie bewerten Sie die vorliegenden Unterrichtsentwdirfe zum Thema ,Bedingte
Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes*in der Sek. | unter folgenden Aspekten?
1121 3[4]5
Anschaulichkeit 11311 - -
Ubersichtlichkeit 2 (3] -]-1]-
Versténdlichkeit 112 (1 - |1
Interessantheit 21211 - -
Gestaltungsspielraum  (2*) 211 - -
Verwendete Darstellungsmittel (Baum etc.) 4 11 - - -
Verwendete Anwendungsbeispiele 1{12]1 -1
Umfang mathematisch-formaler Vertiefung - 1213 - -
Umfang begrifflicher Vertiefung - 12131 - -
Umfang der Vertiefung auBermath. Kontexte 1]12]11[1 -
Ubungsméglichkeiten mathematisch-technischer Fertigkeiten -l1 12127 -
Ubungsméglichkeiten des Modellierens realitatsnaher Probleme (1**) 11112/ - -
Ubungsméglichkeiten des Schlussfolgerns und Interpretierens 11112 -1]1
* Kodierung: 1: sehr gut, 2: gut, 3: befriedigend, 4: ausreichend, 5: mangelhaft
**Anzahl der fehlenden Angaben (missings)
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Die Lehrenden hielten das Darstellungsmittel ,,Haufigkeitsbaum* als Modellierungshilfe fiir
wichtig. Sie sahen den Héufigkeitsbaum als weitgehend leicht von den Schiilern zu begreifen
und anpassbar an neue Problemstellungen.

5. Bewertung zur Rolle des Darstellungsmittels ,,doppeltes Baumdiagramm* 11 2| 3|4
Ohne die Darstellung héatten die Schiler die Probleme nicht mathematisch durchdringen | 3 | - | 2 | -
kénnen.

Schiiler kdnnen auch ohne ein Darstellungsmittel richtige Lésungen finden.

Die Darstellung war als Modellierungshilfe fiir die Schiiler unbedingt nétig.

Die Schiiler konnten die Systematik und GesetzmaBigkeit der Darstellung leicht begreifen.

Die Schiiler konnten die Darstellung leicht an neue Problemstellungen anpassen. 2
* Kodierung: 1: stimmt genau, 2: stimmt weitgehend, 3: stimmt eher nicht, 4: stimmt gar nicht

= |lw|=

W=

Nach Schitzung der Lehrenden verwendeten mindestens 70% der Schiiler im Unterricht oder
bei Hausaufgaben das Baumdiagramm zur Losung der Probleme. Das Baumdiagramm wurde
als leichter fiir Schiiler begreiflich und besser anpassbar an neue Problemstellungen als die
Tabelle bewertet.

6. Vergleich der Darstellungsmittel ,,Doppelbaumdiagramm* und ,,Tabelle* etwa Tabel-
Baum :
gleich le
Welche Darstellung begreifen die Schiller bzgl. ihrer Systematik besser? 4 1 -
Welche Darstellung kann leichter von den Schilern an neue Problemstellungen 4 1 -
angepasst werden?

Welche Darstellungen haben Sie bisher im Unterricht verwendet und haben Sie | einfache Baumdiagramme
jeweils Vor- bzw. Nachteile festgestelli? mit Wahrscheinlichkeiten

Die betonte Verwendung von Haufigkeitsformaten in dieser Unterrichtsreihe bewerteten die
Lehrenden als Erleichterung fiir die Schiiler beim Modellieren und Rechnen. Die Ubersetzung
der Informationen von Prozent- oder Dezimalzahlen in entsprechende Haufigkeiten wurde als
weitgehend problemlos angesehen, wobei die Riickiibersetzung nicht von allen Lehrenden als
problemlos fiir die Schiiler bewertet wurde.

7. Bewertung zur Rolle des Héufigkeitsformates 1712]3|4
Ohne die Uberlegung in Haufigkeiten hatten die Schiiler die Probleme nicht mathematisch 1138)-1]1
durchdringen kdnnen.

Schiiler kdnnen auch ohne Ubersetzung von Prozentangaben oder Dezimalzahlen in - 1382 -
Haufigkeiten richtige Lésungen finden.

Haufigkeiten erleichterten den Schilern das Modellieren der Problemstellungen. 2 13 -]-
Haufigkeiten erleichterten den Schilern das Rechnen. 2 13]-]-
Die Schiler konnten Angaben in Prozent- oder Dezimalzahlen leicht in entsprechende 114]-]-
Haufigkeiten Ubersetzen.

Die Schiiler konnten aus gefundenen Haufigkeiten leicht Wahrscheinlichkeiten berechnen. - 4]-|1

* Kodierung: 1. stimmt genau, 2: stimmt weitgehend, 3: stimmt eher nicht, 4: stimmt gar nicht

Das Haufigkeitsformat wurde von den Lehrenden tendenziell als vorteilhafter als ,,Prozent-
oder Dezimalformate* beim Finden, Durchdringen und Erinnern eines LOsungsweges
beurteilt.

8. Vergleich des numerischen Formates ,,Haufigkeit“ mit Héufig-| etwa % /
,,Prozent-/Dezimalzahl* keit | gleich | Dez.
Welches numerische Format ermdglicht leichter das Finden des richtigen 3 2 -
Ldsungsweges ?

Welches numerische Format ermdglicht leichter das Durchdringen der Lésung? 4 1 -
Welches numerische Format unterstiitzt besser das Erinnern des Lésungsweges? 4 1 -

142



KAPITEL IV Unterricht mit dem Konzept ,Natirliche Haufigkeiten®

Die Bedeutung realistischer Kontexte auf motivationale Merkmale wurde von den Lehrenden
weitgehend bestitigt. Eine Erschwerung des mathematischen Modellierens durch realistische
Kontexte wurde eher nicht gesehen. Ansonsten wurden die Aussagen kontroverser beurteilt.
Meiner Meinung nach positiv ist, dass 4 Lehrende die Verwendung realer Kontexte im
Unterricht weitgehend nicht fiir zu aufwendig halten und die Schiiler hinsichtlich Sprache
oder Modellbildung nicht iiberfordert sehen. Drei Lehrende priferieren iiberwiegend
realistische Kontexte im Stochastikunterricht, zwei sehen ein ausgewogenes Verhiltnis
realistischer und konstruierter Problemstellungen als optimal an.

9. Bewertung zur Rolle der realistischen Kontexte 11 2| 3| 4
Ohne die Einkleidung in realistische Kontexte wéren die Schiler weniger motiviert gewesen. | 2 [ 2 | - | -
(1)

Schiler kénnen auch ohne Einkleidung in realistische Kontexte die Sinnhaftigkeit von | 1 | 1 | 2 | -
Mathematik erkennen. (1**)

Die Einkleidung in realistische Kontexte erschwerte den Schilern das mathematische | - | - | 4 | -
Modellieren. (1**)

Die Einkleidung in realistische Kontexte lenkte die Schiler zu sehr von der formalen | 1 | - | 3| -
Mathematik ab. (1**)

Die Einkleidung in realistische Kontexte ist zwar wiinschenswert, war aber im Unterricht zu | 1 -1 311
aufwendig.

Die Einkleidung in realistische Kontexte forderte das logische Denken und kritische | 2 [ 1 | - | 1
Reflektieren der Schiiler. (1**)

Die Einkleidung in realistische Kontexte Uberforderte die Schiler hinsichtlich sprachlicher | - | 1| 4 | -
Kompetenzen bzw. Genauigkeit.

Die Schiler konnten Probleme in realistischen Kontexten schlechter mathematisch | - [ 2 | 2 | -
modellieren als in konstruierten Kontexten. (1**)

* Kodierung: 1: stimmt genau, 2: stimmt weitgehend, 3: stimmt eher nicht, 4: stimmt gar nicht
**Anzahl der fehlenden Angaben (missings)

mehr realistisch ausgewogen mehr konstruiert
Eigene Préferenz 3 2 -

Die in der Reihe mit Zusatzmaterial ausgearbeiteten realititsbezogenen Problemstellungen
(vgl. IV.1.2.6) wurden nicht alle fiir den Unterricht als gleichermallen geeignet beurteilt. Die
medizinisch-diagnostischen  Situationen wie AIDS-Test, Schwangerschaftstest und
Vaterschaftstest wurden vergleichsweise als geeigneter bewertet als andere. Nach einer
Einschitzung hatten aber v.a. die reichlichen Beispiele zu den recht guten Leistungen gefiihrt.
Im zur Verfiigung stehenden Unterrichtszeitraum wurden hauptsidchlich die Kontexte
Mammografie, BSE-Krise und Drogen im Straenverkehr nicht bearbeitet.

10. Bewertung der Eignung der realistischen gut bedingt nicht
Beispiele geeignet geeignet geeignet
AIDS-Test 4 1 -
AIDS-Test aus ,Sicht der Testentwickler” 3 2 -
Mordfall - 5 -
Schwangerschaftstest 3 2 -
Vaterschaftstest 2 2 1
Mammografie (und Ultraschall) (2**) 1 - 2
BSE-Krise (2**) 1 - 2
Drogen im StraBenverkehr (2**) 2 - 1

Die personenbezogenen Angaben der Lehrenden zur fachlichen Ausbildung in Stochastik
zeigten kontroverse Einschitzungen (sehr zufrieden bis sehr unzufrieden). Eine personliche
Einschidtzung, welche Faktoren die heutige Kompetenz der Lehrenden in Stochastik
bestimmen, ist ebenfalls sehr uneinheitlich, wobei als wesentlichere Faktoren die Ausbildung,
das Lernen aus eigener Erfahrung wéhrend der Berufstitigkeit und die Lektiire fachlicher
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bzw. fachwissenschaftlicher Literatur angegeben werden. Fortbildungsveranstaltung, der
Austausch mit Kollegen und Kolleginnen und didaktische Literatur scheinen tendenziell eine
unmaBgeblichere Rolle zu spielen.

3.4.2 Nichtstandardisierte Befragung

Einige interessante Ergidnzungen zum standardisierten Fragebogen ergaben sich in der
abschlieBenden offenen Gruppendiskussion (vgl. genauer 2.3.4), die im Folgenden
stichpunktartig zusammengefasst sind:

Offene Fragestellungen, wie etwa: ,,Was kann passieren, wenn ein HIV-Infizierter getestet
wird?* (vgl. Arbeitsblatt 1), konnen problematisch sein, da sie zu weit von
mathematischen Zielen wegfithren konnen.

Offene Fragen, wie: ,,Wann brachten die Neubewertungen keine ausreichende Sicherheit
und was wurde dann getan?* (vgl. Arbeitsblatt 8, Nr.1c), konnen aber auch Anstof3 zum
Nachdenken sein, z.B.: ,,Was wire eine ausreichende Sicherheit? Mache eigene
Annahmen!*.

Das Themengebiet heillit zwar ,,Anwenden des Satzes von Bayes“, doch er wird nicht
formal entwickelt. Die formale Entwicklung wire auch vollig unnétig und unangebracht
in der 9.Klasse. Die Schiiler wéren nur verwirrt. Selbst im Leistungskurs in der Oberstufe
wiren mindestens 5-6 Stunden dafiir nétig.

Die Reihe ist sehr geeignet fiir Schiiler mit geringeren algebraischen Fihigkeiten. Es ist
generell wenig Vorwissen notig. Fiir viele Schiiler bedeutete das eine ,,Rettung® des
bisherigen schlechten Leistungsstandes.

Die Baumdiagramme mit Haufigkeiten machen vieles transparenter.

Gruppenarbeit oder Partnerarbeit ist an vielen Stellen sinnvoll (z.B. bei Arbeitsblatt 4 zum
Einfluss der Basisrate; Arbeitsblatt 7, Nr.4)

Die Uberblicke folgen zeitlich zu kurz hintereinander.

Der Zusammenhang bzw. die Abgrenzung der Begriffe in Uberblick 1 (Merkmal und
Bedingung) und in Uberblick 2 (Hypothese und Indiz) muss sehr deutlich entwickelt
werden. Diese Begriffe werden sonst von den Schiilern woméglich synonym verwendet
und vertauscht.

Die A-priori-Schitzung 1 von 10000 moglichen Tétern im Mordfallbeispiel (Arbeitsblatt
7) ist eine problematische Hiirde. Es wird nicht leicht erkannt, dass es sich nur um eine
mehr oder weniger plausible Annahme handelt. Diese Denkweise ist sehr vorsichtig und
genau mit den Schiilern zu entwickeln. Insbesondere muss hier beachtet werden, dass die
Aufgabenstellungen aufeinander aufbauen.

Es wire wiinschenswert, dass Aufgaben und Arbeitsauftrige nach Schwierigkeitsgraden
gekennzeichnet wiren (z.B. ,,Sternchenaufgaben etc.).

Einige Ubungsaufgaben sollten eher in gemeinsamer Diskussion bearbeitet werden (z.B.
Arbeitsblatt 8, Nr.1).

Es sind nicht alle Anwendungsbeispiele in der verfiigbaren Unterrichtszeit behandelbar.

Es ist im Hinblick auf Leistungsfeststellungen notig auch verstirkt (unrealistischere)
Ubungsaufgaben zu behandeln.
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3.5 Unterrichtsbeobachtung

Im Folgenden werden tatsdchliche Unterrichtsprozesse in einer Klasse mittels
Transskriptausschnitten der Videoprotokolle genauer beschrieben und illustriert. Ich mochte
mich jedoch in dieser Arbeit auf ausgewihlte Teile beschrinken, die ich fiir Schliisselstellen
des Unterrichtsgangs halte oder die meines Erachtens Besonderheiten gut verdeutlichen.
Dariiber hinaus werden solche Unterrichtsszenen analysiert, die besondere Schwierigkeiten
des Lehr-Lern-Prozesses oder Abweichungen von intendierten Inhalten bzw. Prozessen
kennzeichnen. Die entsprechenden transkribierten Unterrichtsszenen werden jeweils inhaltlich
anhand des verwendeten Materials (vgl. Anhang B) eingeordnet. Die Transskripte greifen
hierbei nur offizielle AuBerungen auf und werden durch eigene erklirende Kommentare in
Klammern [...] sowie ggf. durch Videobilder erginzt. Die Zielsetzung dieser Analyse ist
nicht die detaillierte Unterrichtsanalyse mit qualitativ-interpretativen oder semiotischen
Ansitzen, wie in Kap.IV.2.3.5 bereits erldautert worden ist.

3.5.1 Einstieg und erste Modellierung mit Haufigkeitsbaumen

Es erfolgt zundchst eine kurze Beschreibung des Verlaufs der ersten Unterrichtsstunde, die
durch das Arbeitsblatt 1 (vgl. Anhang B) bereits sehr genau vorstrukturiert wurde. Es wurde
sehr eng nach dieser Struktur vorgegangen. Nach dem lauten Vorlesen des Einstiegstextes
durch einen Schiiler, wurde ohne mathematischen Hintergrund iiber den Inhalt kurz diskutiert.
Dabei haben einige Schiiler bereits die numerischen Informationen herausgestellt, andere eher
die kontextuellen Informationen betont.

Der Lehrer lenkte die Diskussion schlielich auf eine spezielle Situation, die in Aufgabe
1 genau formuliert ist. Der Zusammenhang, den Begriff der Sicherheit mit der Angabe einer
Wabhrscheinlichkeit zu spezifizieren, schien den Schiilern plausibel zu sein. Jeder Schiiler
konnte so intuitiv eine Schitzung der Sicherheit abgeben. Je sicherer der Test eingeschitzt
wurde, desto hoher fiel die angegebene Wahrscheinlichkeit aus. Nicht verwunderlich war,
dass alle Schiiler iiber 90% als Wahrscheinlichkeit angaben (29-mal 99,9%, 1-mal 99%).

Die Aufgabe 2 war offen formuliert: ,,Was kann passieren, wenn....”“. Es war zunichst
nicht offensichtlich, dass die vier moglichen Ergebnisse dieser Zufallssituation Ziel der Frage
waren. Eine Hinfiihrung des Lehrers war aber relativ problemlos. Die Aufgabe 3 wurde
zunéchst selbststindig in etwa 10-miniitiger Partner- bzw. Gruppenarbeit bearbeitet. Die
Ergebnisse fiihrten zur Aufstellung eines Hiufigkeitsbaumes (Aufgabe 4) an der Tafel in
einem vom Lehrer gelenkten Gesprich (vgl. Abb.IV.27).

Die Mathematisierung der Situation mit dem Hiufigkeitsbaum schien fiir die meisten
Schiiler subjektiv offensichtlich. Schwierigkeiten waren vornehmlich technischer Art bei
Prozentrechung (z.B. 0,05% - 18000000 = 9000), so dass eine kurze Wiederholungsphase
eingebaut wurde. Differenzbildung bei zu erginzenden Baumwerten schien auch intuitiv klar,
z.B. ,Nicht-infiziert“ sind 18000000 — 9000 = 17991000. Die Giiltigkeit einer bereits
bekannten Verzweigungsregel in Baumdiagrammen wurde in der Haufigkeitsanschauung
auch intuititv begriindet, z.B. P(nicht HIV und Test negativ) = 99,7% bzw. der entsprechende
Haufigkeitsquotient 17937027 / 17991000 = 99,7%; die Summe aus P(nicht HIV und Test
positiv) = 0,3% (war gegeben) und P(nicht HIV und Test negativ) = 99,7% ist 1, wie in der
Verzweigungsregel gefordert.
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Der nun folgende entscheidende Losungsschritt bei dieser ersten Modellierung (Aufgabe 5)
soll anhand des entsprechenden Transskriptausschnitts (vgl. Tab.IV.20) genauer beschrieben
werden.'*

Unterrichtsstunde 1
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 1
Thema: Wie sicher ist der AIDS-Test

Zeit Unterrichtsdialog
Abklrzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt

[Der Haufigkeitsbaum wurde gemeinsam an der Tafel erstellt (Aufgabe 4, vgl. Abb.IV.27). Das folgende Teilziel ist
die Losung der Aufgabe 5 mit dem aufgestellten Baumdiagramm]

9 ,, - e

4 30020

Abb.IV.27

37:08 | L: Woflr wir dieses Baumdiagramm noch benutzen wollen diese Stunde, ist zu kucken, ob eure Haufigkeiten
[deutet auf den haufigsten Schatzwert der Schiler aus Aufgabe 1: 99,9%] richtig sind. — So, was war die Frage?
Kucken wir noch mal nach: [liest vor aus AB] Wahrscheinlichkeit fiir eine HIV-Infektion, wenn der Test positiv ist.
[schreibt es an die Tafel als Aufgabe 5.]. Wie berechnen wir diese Wahrscheinlichkeit?

38:00 | S: Erst mal kucken, wie viele der Getesteten Uberhaupt insgesamt positiv sind. Wenn man diesen Wert hat, kann
man kucken, was 1% entspricht und dann naturlich alle Tests, die positiv sind, wie viel % das dann sind.

L: Hm.
38:30 | L: [zeigt auf Tafel] Wie viele sind insgesamt positiv getestet? Und das sind?
38:55 | S:8991

L: Und das sind alle, die positiv getestet wurden?

S: plus 53973

[LE. L fGhrt an der Tafel beide Knoten zu einem zusammen mit Bezeichnung , Test positiv*]

39:13 | L: Und wie viele sind das?
S: 62964 [LE. L schreibt es in den Knoten und als Antwort auf die Frage an die Tafel]
L: So, was ist jetzt die ndchste Frage?

39:36 | S: Na, man muss kucken, wie viel 1% davon ist [meint von 62964] und dann hab ich [...unverstandlich...]
multipliziert und gekuckt, wie viel das dann sind.

39:48 | L: Welche beiden Zahlen missen wir jetzt ins Verhalinis setzen? Wir wollen wissen die Wahrscheinlichkeit fir HIV-
Infektion, wenn der Test positiv ist.

40:13 | S: Wie viel jetzt wirklich positiv waren [meint von 62964].
L: Und wie viel sind das?

S: Die 9000.

L: Nein, nicht alle 9000?

40:25 | S: Nadie 8991.
L: Warum die? S [fahrt fort]: Weil hier die falschen Testergebnisse abgezogen sind.

40:41 | L: Also, ich méchte ja wissen, wie viele meiner positiv Getesteten sind wirklich HIV infiziert? Warum muss ich diese
9 [zeigt drauf] dann rausschmeiBen?

40:58 | S: Na, weil die falsch sind.
L: Was heiBt falsch? S [fahrt fort]: Negativ getestet sind die.

41:02 | L: Ja, stimmt, die haben ja gar kein positives Testergebnis. Ich méchte ja nur wissen: Wie viele von meinen positiv
Getesteten. Also wie viele von diesen [zeigt auf die Falle HIV+ und Test+] und von diesen [zeigt auf die Falle HIV-
und Test+] sind wirklich HIV positiv.

2 Aus Griinden der Anonymitit wird bei allen in der Arbeit abgedruckten Transskripten auf Namen oder sonstige
personenbezogenen Angaben verzichtet. Das Transskript gibt den offiziellen Unterrichtsdialog [erkldrende Bemerkungen in
Klammern] wieder. Die zeitliche Kodierung ist bezogen auf den Anfang der jeweiligen Unterrichtsstunde.
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41:28 | L: Mit anderen Worten muss ich jetzt rausfinden: Wie viel Prozent sind 8991 von 629647 [schreibt es an die Tafel] -
Und wie viel Prozent sind das?

42:01 | S: 14,3
L [LE]: 14,3% [vgl. Abb.IV.28]
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Abb.IV.28

42:09 | S:nein?! [Unruhe und Verbliffung bei vielen Schiilern]

42:13 | L: Was besagt jetzt diese 14,3%?

42:27 | S: Dass von allen positiv Getesteten 14,3% HIV positiv sind.

42:32 | L: Was besagt das Uber eure geschéatzten 99,9%7?

42:39 | S:[Geléchter, Unruhe] ja, ist vollkommen falsch! Total daneben.
L: M. [ein S. der niedriger schétzte] lag also am Anfang besser.

42:50 | L: Also nur 14,3%, die am Ende ein positives Testergebnis kriegen, sind auch wirklich HIV-infiziert.

43:12 | S: Also ich verstehe jetzt: Man muss die beiden positiven Tests addieren, dann kommt man auf die 62964. Und wie
kommt man dann auf den nachsten Schritt?

L: Auf welchen, das hier? [zeigt auf die Frage nach dem Anteil der HIV+ und Test+ an allen Test+]

S: Ja, wie viel Prozent das da genau sind.

43:25 | S [anderer]: Man weiB ja, dass die 53973 gar nicht in Wirklichkeit HIV-positiv sind. Und das muss man halt dann
wegrechnen. [wird durch Stundengong unterbrochen]

43:35 | L: Wir vertiefen das nachste Stunde weiter. Eure Hausaufgabe: Baum nochmal zeichnen aus dem Gedachtnis,
Beantwortung der Frage von O. [Schillerfrage, siehe 43:12]: ,Wie kommt man auf die 14,3%", Rechenweg nochmal
Uberlegen!

Tab.IV.20: Unterrichtsszene zur ersten Modellierung mit Haufigkeitsbaumen

Aus dem gelenkten Unterrichtsgespriach geht hervor, dass die Summenbildung aller positiv
Getesteten vom Schiiler intuitiv erfolgte (Timecode 38:55). Dieser entscheidende Schritt zur
Losung wire in einem iiblichen Wahrscheinlichkeitszugang deutlich miihsamer durch
Einfithrung und Begriindung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit (2.Pfadregel)
abzuleiten. Die Frage, welches Haufigkeitsverhiltnis im Baumdiagramm die gesuchte
Wahrscheinlichkeitslosung ergibt, konnte mit Fiihrung des Lehrers beantwortet werden (39:48
bis 42:01). Allerdings traten bereits hier (unerwartete) Schwierigkeiten mit dem
Prozentbegriff auf. Der Lehrer tiberging zunichst in 39:48 den Ansatz des Schiilers, indem er
von ,,ins Verhiltnis setzen* spricht, wobei dies aber wahrscheinlich gar nicht die ,,typische*
Schiilerstrategie ist, um Prozente zu bestimmen. Auf die Kldrung dieser Fehlvorstellungen
zum Prozentbegriff wird an anderer Stelle ndher eingegangen (vgl. 3.5.2). Festzustellen ist,
dass bereits nach 45 Minuten im Unterrichtsprozess das Ziel der mathematischen
Modellierung eines realititsbezogenen Bayesproblems erreichbar war. In traditionellen
Wabhrscheinlichkeitszugingen kann dieses Ziel im Allgemeinen erst nach Stunden der
Regelherleitung und -begriindung erreicht werden.
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3.5.2 Vertiefung und Interpretation

Der Vergleich mit den Schitzungen der Schiiler fiihrte zur erwarteten Verwunderung und
auch zu Zweifeln an der Richtigkeit des Losungsweges (Stunde 1, 43:12). Damit wurden
bereits Fragen zur Interpretation des Ergebnisses und Validierung des Modells aufgeworfen,
die in folgenden Unterrichtsstunden zu vertiefen waren. Das iiberraschende Ergebnis schaffte
die Motivation dafiir, sich nochmal genauer zu besinnen.

Die folgenden Transskriptausschnitte (vgl. Tab.IV.21a-c) haben eine Vertiefung des
rechnerischen Ergebnisses von Arbeitsblatt 1 in der 2. Unterrichtsstunde zum Inhalt. Ein
Schiiler entwickelte und erklédrte kompetent und eigenstindig den in der 1. Stunde gemeinsam
erstellten Héufigkeitsbaum an der Tafel (2:30 bis 6:35, Abb.IV.29). Die Beschriftung der
einzelnen Baumknoten, die fiir die sachgerechte Interpretation der Darstellung notig ist,
wurde vom Lehrer durch Zuruf der Schiiler erginzt (6:48 bis 8:22). Dabei wurde auch
kontextuell der Unterschied zwischen ,,HIV-infiziert” und ,,AIDS-erkrankt* deutlich gemacht
(7:01). Von Schiilerseite wurden nochmal Erstaunen und Zweifel iiber die hohe Anzahl an
falsch-positiv Getesteten laut (8:22).

Unterrichtsstunde 2
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 1 und 2
Themen: Wie sicher ist der AIDS-Test und das AIDS-Testverfahren im Detail

Zeit Unterrichtsdialog
( Abkirzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt)

2:00 | L: So, ich mdchte jetzt einen von euch bitten, das Baumdiagramm, das wir letzte Stunde entwickelt haben und das
ihr zuhause nochmal alleine hingemalt habt, an die Tafel zu zeichnen und zu erklaren, welche Uberlegungen da
alle drinstecken.

2:30 | [Schiler erklart sich bereit und beginnt an der Tafel einen Haufigkeitsbaum ohne Bezeichnungen zu erstellen. Dann
erklart der Schiler die eingesetzten Werte, vgl. Abb.IV.29]

= ) P Abb.IV.29

4:52 | S [deutet jeweils auf die entsprechenden Werte im Baumdiagramm]: So, das ist erstmal die gesamte
Einwohnerzahl Nordrhein-Westfalens laut der Statistik. Und dann hatten wir ja die Prozentual-, &h die Prozentséatze
von denen. Also 0,05% haben davon AIDS, statistisch gesehen. Das sind dann 9000. Und wir hatten ja
Wahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Test, wenn einer AIDS hat, positiv auch ausgeht waren
99,9%. Das sind dann bei den 9000, die auch AIDS haben, 8991, bei denen der Test das entdeckt. Und bei 9 wird
der Test HIV-negativ, obwohl die AIDS haben, gehért also auch zu den 9000. So [geht auf die andere Halfte des
Baumes], das sind die 17991000, die kein AIDS haben von den 18 Millionen. Hm, bei 53973 von denen wurde aber
trotzdem AIDS entdeckt, obwohl die keins haben.

L: Was heifBt entdeckt?

S: Also, der Test sagt das. Die haben in Wirklichkeit kein AIDS, aber der Test sagt, sie héatten es.

L: Der Test ist also positiv.

S [féhrt fort]: Ja, der Test ist positiv. Und bei 17937027 sagt der Test kein AIDS, das waren 99,7%. Das war die
Wahrscheinlichkeit. So, dann war ja die Frage, bei wie vielen schlagt der Test positiv an, das sind die 53973 von
denen, die kein AIDS haben und die 8991, die AIDS haben.

6:35 L: Gut, danke schon. Fantastisch.

6:48 L: Also, noch einmal. Auf der ersten Stufe, wonach wird da unterschieden?

S: Die, die AIDS hatten und die, die kein AIDS hatten.

7:01 L: Ja, wir sollten uns vielleicht einigen auf HIV-infiziert [ergénzt die Bezeichnung im Baumdiagramm]. Weil AIDS
haben und HIV-infiziert sein, ist ja nochmal ein Unterschied. Wer weiB schon, wo der Unterschied liegt?
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S: Ja, AIDS ist die Krankheit und HIV ist der Virus.

S [anderer]: Ja, aber das hat doch jeder in sich. [Unruhe bei den anderen Schilern]

L: Nein, nein. Das ist eindeutig nicht richtig!

S [anderer, erklarend]: Das sieht man doch, nur 9000 von 18 Millionen sind HIV-infiziert.

L: Wenn alle HIV-infiziert waren, brauchte man doch den Test gar nicht mehr machen, oder? Es hat nicht jeder den
HIV-Virus in sich. Es ist aber méglich, wenn man den HIV-Virus in sich hat, dass die Krankheit AIDS noch nicht
ausgebrochen ist.

7:55 | L: So, auf der zweiten Stufe, wie kann man das jetzt clever bezeichnen.

S: Mit Testergebnis positiv.

L: Ja, Test positiv, negativ, positiv, negativ [schreibt die Testergebnisse an die entsprechenden Knoten im Baum]

8:22 | S: Also, ich versteh das jetzt gar nicht so richtig. Dass da fast 54000 den Test positiv haben, wenn sie nicht HIV
haben.

S [anderer]: Ja, aber von 18 Millionen gesehen ist das ja schon gar nicht mehr so viel.

L: O.k., vielleicht kommen wir da nochmal auf die Frage von letzter Stunde zuriick und dann kommen wir nochmal
auf das Problem zuriick, das du gerade angesprochen hast.

S [wie in 8:22]: Ja, ich fand das mit den 14,3% eigentlich unglaubwiirdiger als mit den 99,9%, was wir vorher
angenommen hatten.

L: O.k., ich denke, wir sollten uns jetzt nochmal genau (berlegen: Wie kamen wir denn auf diese 14,3%? Was
geben die 14,3% an?

10:52 | S: Wie viele von den positiv Getesteten auch HIV-infiziert sind.

Tab.IV.21a: Unterrichtsszene zur Vertiefung der ersten Modellierung (Aufgabe 5 und 6, AB 1)

Da auch technische Schwierigkeiten bei den Schiilern erkennbar waren, entschied sich der
Lehrer zunichst fiir eine Wiederholung der Prozentrechung (10:55 bis 18:17). Die Richtigkeit
des Ergebnisses konnte nun mit den notigen technischen Mitteln (Berechnung von
Prozentwerten aus Hiufigkeiten), die eigentlich bereits geldufig sein sollten, verifiziert
werden (18:17 bis 22:00). Meiner Meinung nach zeigt das Beispiel, dass das ,,Formelwissen*
zur Berechnung eines Prozentsatzes den an sich einfachen und intuitiven rechnerischen
Ansatz der Division zweier natiirlicher Zahlen eher behindert (21:51).

Fortsetzung Unterrichtsstunde 2

10:55 | L: Ja. [LE, schreibt dies als Frage an die Tafel]. So, jetzt wurden letzte Stunde wilde Rechnungen (ber Dreisatze
vorgeschlagen. Ich wiirde sagen, wir wiederholen nun einfach kurz an der Tafel die Prozentrechnung. ,Schnellkurs®
Prozentrechnung.

[Wiederholung der Prozentrechnung]
[Begriffsklarung Grundwert G, Prozentsatz p, Prozentwert W; W = G-p/100, Umformung zu p = W/G - 100]

18:17 | L: Was ist der Grundwert? Worauf beziehen wir uns.

S: Auf alle positiv Getesteten, die 62964.

L: Also, das ist der Grundwert: ,Wie viele von diesen...” [Rahmt den Ausdruck in der Frage ein und schreibt an: G =
62964]

L: Was ist mein Prozentwert? Los, da msst ihr alle wissen.

S: Alle, die davon wirklich HIV infiziert sind.

L: Was heiBt wirklich?

S: Also das sind irgendwie alle, die den Test positiv haben und wirklich HIV infiziert sind.

L: Also die 9000.

S: Nein, die sind ja noch nicht getestet worden.

L: Was missen also Bedingungen fur ,wirklich positiv sein.

S: Die missen positiv getestet sein.

S [anderer]: Die missen auch wirklich infiziert sein.

L: Ja, das sind also hier die 8991. Also was ist der Prozentwert?

S:14,3

L: Wie kommt man nun auf 14,3%"7?

S: 8991 durch 62964.

21:51 | L: Ja, das tippt ihr einfach in den Taschenrechner und dann steht da rund 0,143. Und dann wisst ihr entweder, dass
das 14,3% sind oder ihr nehmt mal 100, dann habt ihr den Prozentwert von 14,3. Klar?

Tab.IV.21b: Unterrichtsszene zu Problemen bei der Prozentrechnung (zu Aufgabe 5 und 6, AB 1)
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Das vermeintlich niedrige Ergebnis wurde schlielich durch Riickkopplung mit der
aulermathematischen Situation interpretiert (ab 22:00). Aus dem vom Lehrer gelenkten
Unterrichtsgespriach entwickelte sich allmihlich eine sekundéire Bewertung des Ergebnisses,
das vorher lediglich als ,.erstaunlich niedrig* von den Schiilern beurteilt wurde. Nun wurde
herausgearbeitet, dass das Ergebnis relativ zu dem vorherigen Informationsstand einen
deutlichen Zuwachs bedeutet (ab 25:40 bis 29:40; vgl. Aufgabe 6, AB1). Bereits jetzt fanden
die Begriffe A-priori- und A-posteriori-Wahrscheinlichkeit Erwidhnung (29:40), die als
Schliisselbegriffe im Laufe der Unterrichtsreithe immer wieder verwendet wurden. Dass die
gewonnene Sicherheit {iber eine HIV-Infektion nach einem positiven Test zu gering ist, war
ein Schiilerfazit. Auch eine Folgerung aus dieser Einschidtzung, nimlich die Notwendigkeit zu
weiteren Tests, wurde eigenstindig genannt (30:39). Das Konzept ,,Informationsgewinn‘
durch weitere Tests (Arbeitsblatt 2) folgerten die Schiiler gewissermaBlen intuitiv aus der
Bewertung der Ergebnisse.

Fortsetzung Unterrichtsstunde 2

22:00 | L: So, und jetzt kommen die Fragen von S. und O. [Schiler] von vorhin.

S [wiederholt]: Also, ich finds verwunderlich, dass wenn man einen Test macht und der Test ist positiv, dass man
meist gar nicht HIV hat, also nur zu 14,3%.

L: Das geht in dieselbe Richtung wie die Frage von O. von der letzten Stunde. Was sagen die anderen dazu?

S: Die Frage ist ja, von den positiv Getesteten, wie viele haben HIV.

L: Ja, aber was bedeutet das jetzt. Ihr geht da hin, habt ein positives Testergebnis, und?

S: Ja, dann kann man sich nur zu 14,3% sicher sein, dass man Uberhaupt HIV hat.

S [mehrere andere]: Das ist aber wenig.

L: Das ist wenig, oder? Wer findet das viel? [keine Meldung]

L: Kann man den einzelnen Test noch verbessern?

S: Ich denke nicht, dass man ihn verbessern kann, weil der ist ja schon bei 99,9%. Ich glaub kaum, dass man da
viel besser sein kann.

L: Ja, also die Werte des Tests sind ja super, 99,9% und 99,7%. Aber trotzdem kommt heraus, dass nur 14,3%,
also 14 von 100 Leuten, HIV-infiziert sind, wenn sie ein positives Ergebnis haben.

S: Das liegt daran, dass ich 18 Millionen teste.

L: Du meinst die Quote kommt nur raus bei 18 Millionen Menschen?

S [anderer]: Nein, die wiirde immer rauskommen, das ist egal.

L: Warum kommt die immer raus?

S [fahrt fort]: Ja, wenn wir weniger Menschen haben, dann auch weniger Infizierte und auch weniger positiv
Getestete.

L: Ja, dann rechnet sich das entsprechend runter. Die Wahrscheinlichkeit, also die Prozentsatze, bleiben aber
gleich, die hdngen davon nicht ab.

L: Soll man den Test denn Giberhaupt machen? Was bringt der denn dann? Also, stimmt ja, 14,3% sind ja nicht so
besonders toll.

S: Ja, das wirde ja bedeuten, dass bei 6 positiven Menschen nur einer wirklich HIV hat.

L: Naja, durchschnittlich kommt das hin. Also bringt das gar nix?

S: Eigentlich schon, denn wenn man HIV hat, kann man sich ja zu 99,9% sicher sein, dass der Test dann positiv ist.

25:30 | L:Ja, aber weiBt du, ob du HIV hast? S: N&.
L: WeiBt du es hinterher? S [fahrt fort]: N6.

25:40 | S [anderer]: Ja, aber man weil3 es besser als vorher.

L: Aha, das ist schonmal gar nicht schlecht. Was heift, man weiss es besser als vorher?

S [fahrt fort]: Vorher hat man ja gar keine Ahnung.

L: Gar keine Ahnung ist Ubertrieben. Wie gro war die Wahrscheinlichkeit vorher?

S [fahrt fort]: Ja, 0.k., 0,05%. Und jetzt ist der Wert schon ein bisschen héher.

L: Ein bisschen?

S [féhrt fort]: Ja, o.k., vorher hat man zu 0,05% AIDS und wenn er dann positiv ausfallt, kann man schon sagen,
dass man zu 14,3% AIDS hat.

L: Und das ist ja schon mal auch ein Informationsgewinn.

26:56 | [Es wird an der Tafel nochmal die Basisrate und die Wahrscheinlichkeit fir HIV-Infektion nach positivem Test
angeschrieben]

L: Wie hat sich die Wahrscheinlichkeit verandert, dass man HIV-infiziert ist?

S: Die ist hoher
L: Und um wie viel ist sie héher?

S: Ca. 300mal
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S [anderer]: 286mal
L: Also, die Wahrscheinlichkeit ist um das 286fache gestiegen. Wie bist du auf die 286 gekommen?

S [fahrt fort]: 14,3% durch 0,05%

29:40 | [Die Begriffe ,a priori Wahrscheinlichkeit und ,a posteriori Wahrscheinlichkeit“ werden eingefiihrt]

30:39 | S: Wenn man jetzt aber noch einen Test macht und der fallt wieder positiv aus, dann ist man sich aber nicht zu
28,6% sicher, dass man AIDS hat, oder?

L: Ja das ist eine sehr gute Frage. R. hatte vorhin schon bemerkt, dass man hinterher einen zweiten Test machen
sollte. Natirlich ist es so, man erhélt ein positives Testergebnis und wird natlrlich relativ beunruhigt sein. Und
mochte dann natirlich genau wissen: Bin ich HIV-infiziert oder bin ich nicht HIV-infiziert. Und das ist auch richtig,
dass da ein zweiter Test kommt. Dazu kriegt ihr jetzt einige Informationen

32:33 | [L. teilt AB 2 aus] L: Welche Leute sollten denn jetzt noch einen zweiten Test machen?]......]

Tab.IV.21c: Unterrichtsszene zur Vertiefung des Konzepts ,Informationsgewinn* (zu Aufgabe 6, AB 1)

3.5.3. Spontaner AnstoB von realitdtsbezogenen Fragestellungen

Eine besondere Gelegenheit zur Motivation entsteht, wenn Schiiler von sich aus sinnvolle
Fragen aufwerfen. Folgende Transskriptausschnitte aus Unterrichtsstunde 4 geben ein
Beispiel (vgl. Tab.IV.22a-d). Ein Schiiler wunderte sich, warum die Reihenfolge des
Testablaufs gerade ,,ELISA* und dann ,,Western-Blot-Test* ist (vgl. Arbeitsblatt 2). Er
vermutete, dass eine hohe Sicherheit bei richtig-positivem Ergebnis womdoglich bereits durch
einen einzelnen Western-Blot-Test zu erreichen sei. Die korrespondierende Fragestellung, mit
welcher Wahrscheinlichkeit ein Bewohner aus NRW HIV-infiziert ist, wenn er bei einem
Western-Blot-Test (ohne vorherigen ELISA-Test) ein positives Ergebnis erhilt, konnte
spontan gestellt werden. Die mathematische Modellierung war nun bereits als
Reproduktionswissen abrufbar (ein Schiiler an der Tafel, 2:05 bis 5:50). Schwierigkeiten beim
Zeichnen an der Tafel reduzierten eventuell die Anschaulichkeit fiir andere Schiiler, so dass
ein wenig Hilfestellung von Lehrerseite notig war (5:50).

Unterrichtsstunde 4
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 2
Thema: Das AIDS-Testverfahren im Detail

. Unterrichtsdialog
Zeit ( Abkurzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt)

1:20 | L: Letzte Stunde hat R. [Schiiler] die Frage gestellt: ,Warum macht man den Western-Blot Test nicht sofort?* Eure
Aufgabe war nun, als erstes zu berechnen: Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man HIV-infiziert ist, wenn
man beim Western-Blot Test ein positives Ergebnis erhalt?

Wer zeigt das an der Tafel?

2:05 L: M., wirdest du das Ubernehmen. Das ist schén. [Schiler M. vervollstandigt Baumdiagramm zur gestellten
Aufgabe an der Tafel, ausgehend von 18 Mio. Einwohnern in NRW und schreibt die Ergebnisberechnung rechts
daneben]

5:50 | L: Der Baum ist ja etwas verschoben, ich werde das mal in die verschiedenen Stufen einteilen, damit das bisschen
klarer ist [zieht horizontale Linien, welche die Baumebenen abteilen, vgl. auch Abb.IV.30]

6:15 L: Gehen wir das mal schrittweise durch, was hast du gemacht als erstes?

S: Erst hab ich 18 Mio. Einwohner aus NRW genommen, davon sind 0,05% infiziert, also 9000. Und 17991000, der
Rest halt, nicht. 99,8% von den 9000 sind dann positiv.

L: Genau, Western-Blot Test: 99,8% der HIV-infizierten erhalten ein positives Testergebnis, und 99,8% von 9000
sind 8982. Weiter!

S [fahrt fort]: Von den 9000 werden also 18 negativ getestet. Auf der anderen Seite sind dann halt von den
17991000 nicht HIV-infizierten 17991 mit positivem Testergebnis.

L: Wie kommst du auf diese 179917

S [fahrt fort]: Weil der Test ist zu 99,9% da negativ auch. Also 0,1%.

L: Genau, 0,1% von 17991000 sind nattrlich 17991.
Gut, jetzt hat M. [der Schiiler, der an der Tafel war] das schon mal weiter fantastisch zusammengefasst.

Tab.IV.22a: Unterrichtsszene zur Modellierung einer spontanen realitdtsbezogenen Fragestellung
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Modellierung und Ergebnisberechnung wurden reflektiert, insbesondere sollten die
vorkommenden Ereignisse genauer abgegrenzt werden (vgl.Tab.IV.22b, Abb.IV.30). Es sollte
vorgebeugt werden, dass Fehlvorstellungen durch bezeichnerische Ungenauigkeit entstehen
(7:56 bis 9:54). In dieser Phase zeigte sich sehr deutlich, dass eine strenge Beachtung der
sprachlichen Genauigkeit besonders in diesem realititsbezogenen Kontext unbedingt
erforderlich ist und Schiiler bei den begrifflichen Vertiefungen besonders zu unterstiitzen
sind. In diesem Zusammenhang sind einfache Ereignisse ,,positiver Test* und konjunktive
Ereignisse ,,postiver Test und HIV* strikt zu unterschieden (8:58 bis 9:54).

Fortsetzung Unterrichtsstunde 4

7:56 | L: Wie entsteht diese Feld? [deutet auf alle positiv Getesteten]

S: Alle Positiven.

8:08 | L: Hm, jetzt mussen wir aber ein bisschen aufpassen an dieser Stelle.

S: Alle, die dem Test nach positiv getestet wurden.

L: Ja, aber hier steht ja auch tberall positiv dran [deutet auf die Felder fir positiv und HIV-infiziert bzw. positiv und
nicht HIV-infiziert]

8:23 L: Wo ist der Unterschied zwischen diesem positiv, diesem positiv und diesem positiv [deutet nacheinander auf die
Felder, die sich auf positive Teste

rgebnisse beziehen, vgl. Abb.IV.30]. Oder, gibt’s Gberhaupt einen Unterschied?
ijf-*

Abb.IV.30

S: Die 8982 sind wirklich positiv.

L: Ja, was heiBt wirklich positiv?

S: Ja, die sind HIV-infiziert.

L: Aber, das sind doch die? [deutet auf das Feld mit allen 9000 HIV-Infizierten]

S [fahrt fort]: Ja, aber ich meine nach dem Test HIV-infiziert.

L: Ja, die 9000 sind aber nach dem Test auch immer noch HIV-infiziert. Man wird doch nicht dadurch geheilt, dass
man ein negatives Testergebnis kriegt. Ware zwar schon, aber...Ihr miisst das prazise formulieren!

8:58 | S: Also, da gibt’s die HIV-infizierten und davon wurden welche positiv getestet, und dann gibt’s die nicht HIV-
infizierten und davon wurden auch welche positiv getestet, und dann nimmt man alle zusammen.

L: Was ist das hier also? [deutet auf das Feld mit 8982]

S: Die sind HIV-infiziert und wurden auch positiv getestet. [LE, L ergénzt an dieser Stelle an der Tafel ,und HIV-
infiziert"]

L: Und das? (deutet auf das Feld mit 17991)

S [fahrt fort]: Positiv und nicht HIV-infiziert [LE, L ergénzt an dieser Stelle ,und nicht HIV-infiziert]

9:44 | L: Und das sind dann? (deutet auf das Feld mit 26973)

S [fahrt fort]: Alle positiv Getesteten.

9:54 | L[LE]: Ja, alle mit positivem Testergebnis.

Tab.IV.22b: Unterrichtsszene zur Prizisierung von Bezeichnungen

Besondere Strukturen der Hiufigkeitsbdume konnten nun herausgestellt werden: Die
Héaufigkeiten in jeder ,,Baumebene summieren sich immer zur Gesamtzahl 18 Millionen
(9:55 bis 11:00; Tab.IV.22c). Bei der Ergebnisberechnung (11:00 bis 13:02) zeigten sich
wiederum die bereits erwidhnten deutlichen Schwierigkeiten im Bereich der Prozentrechnung,
die auf nicht gefestigtes Wissen aus fritheren Stufen zuriickzufiihren sind (12:03 bis 13:02).
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Es stellt sich die Frage, welche Grundvorstellungen in diesem Bereich vorhanden und ob
diese durch formale Behandlung hinreichend forderbar sind. Es ist offensichtlich, dass eine
umfangreiche Vertiefung der Prozentrechnung als Voraussetzung stochastischer Themen
dringend erforderlich war.

Fortsetzung Unterrichtsstunde 4

9:55 L: Was ergibt sich denn, wenn wir dieses hier noch zusammenfassen? [erganzt an der Tafel den Baum weiter nach
unten, also zeichnet Pfade von den untersten beiden Feldern nach unten]

[Die Schiler uberlegen, einige beginnen zu rechnen]
S: Ja, da kommt man wieder auf die 18 Millionen.

L: Warum das denn?

S [fahrt fort]: Ja, weil das sind ja wieder alle zusammen, also die positiv und die negativ Getesteten.

10:32 | L: Jaklar, sozusagen muss ich ja entweder ein negatives oder ein positives Testergebnis kriegen.
Also hier habe ich wieder meine 18 Millionen [erganzt ,18000000“ unter das bisherige Diagramm an der Tafel]

10:34 | L [zusammenfassend]: Im Prinzip hab ich also jetzt 5 Stufen [deutet auf die Baumebenen], wobei jeweils oben und
unten 18 Millionen stehen. Warum?

10:45 | S: Also, ich wirde sagen, auf jeder Stufe sind 18 Millionen, es werden nicht mehr oder weniger.

L: Richtig, also wenn ich alle 4 Kastchen hier zusammenzéhle [deutet auf die 3. Ebene], muss ich natirlich auch
auf 18 Millionen kommen. Mit anderen Worten: Die 18 Millionen teilen sich immer nur auf die unterschiedlichen
Felder auf.

11:00 | L: So, jetzt war die Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand, der ein positives Testergebnis kriegt,
auch wirklich HIV-infiziert ist.
Welche beiden GréBen muss ich also dabei in Beziehung setzen?

S: Die, die infiziert sind und den Test auch positiv haben.

L [unterbricht]: Ja gut, da steckt das Wértchen ,und” drin und das ist ganz wichtig an dieser Stelle!
Wo sind die?

S [fahrt fort]: Die 8982. [Lehrer markiert dieses Feld mit Farbe]

S [fahrt fort]: Und dann die Zahl, die einen positiven Test hatten.

L: Wo sind die?

S [fahrt fort]: Die 26973. [Lehrer markiert dieses Feld mit Farbe]

12:03 | L: Mit anderen Worten, ich mdchte wissen, wie viel Prozent sind 8982 von 269737 Und M. hat uns hier eine
fantastische Rechnung hingeschrieben.
[Der Schuler M. hatte bereits vorher eine Lésung an die Tafel geschrieben: (8982 / 26973) - 100 = 33,3%)]

L: Wir wollen einen Prozentwert ausrechnen? Wie geht das?

12:12 | S: P% =W durch G mal 100.

L: Das ist aber eigentlich falsch, was da steht. Warum darf ich da nicht mal 100 hinschreiben? [Unruhe bei den
Schilern]

S: Prozent heiBt ja ,Hundertstel”, also die 100 missen dann weg.

L: Wenn ihr das Prozentzeichen hinschreiben wollt, dann misst ihr die 100 weglassen.

S [wie 12:12]: Das wurde uns aber falsch erklart.

L: Wird ich so nicht sagen, vielleicht erinnert ihr euch da nicht ganz richtig. [Gelachter]

13:02 | L: Also das mal 100 muss hier weg und dann sind das 33,3% [verbessert das Ergebnis und schreibt die richtige
Formel an die Tafel: p% = W / G]

Tab.IV.22c: Unterrichtsszene zur Vertiefung von Strukturen und Losung mit Hiufigkeitsbdumen
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Die Riickkopplung des Ergebnisses mit der (von Schiilern) gestellten Frage zeigte, dass die
Schiiler bereits sehr kompetent interpretativ weiterdenken konnten (13:05 bis 14:23; vgl.
Tab.IV.22d). Die Folgerungen von Schiilerseite waren, dass der Western-Blot-Test zwar
,besser als der ELISA-Test (bei der Erkennung richtig-positiver Testergebnisse), doch
keinesfalls ,,gut genug® ist, so dass nicht auf einen Bestitigungstest verzichtet werden kann.
Diese Unterrichtsszene belegt, dass sehr verniinftig von Schiilern interpretiert werden konnte,
wenn der Kontext entsprechende realistische Fragestellungen anstoft.

Fortsetzung Unterrichtsstunde 4

13:05 | S: Ja 33,3% ist ja nicht soviel wie 99,4% von vorhin. [meint die errechnete Sicherheit bei nacheinander positivem
ELISA und Western-Blot-Test]

L: Ja, aber wie haben wir die 99,4% erreicht?

S [fahrt fort]: Durch beide Tests.

L: Ja, aber was kénnen wir auf jeden Fall sagen?

S: Western-Blot-Test ist zwar besser als ELISA-Test, aber ist auch nicht gut genug.

L: Was misste man also auch hier auf jeden Fall machen?

S: Noch einen Test mit den Positiven.

L: Also, um eine hohe Sicherheit zu kriegen, muss man auf jeden Fall zwei Tests machen. Warum fange ich dann
mit dem ELISA-Test an?

S: Er ist billiger. [wurde bereits vorher erwahnt]

14:23 | L: Ja, erist billiger, das ist der Grund.

Tab.IV.22d: Unterrichtsszene zur Interpretation von Ergebnissen

3.5.4 Vertiefungen zum Einfluss der Basisrate und Darstellungserweiterung

Eine wichtige Erkenntnis bei Bayesianischen Problemen ist der Einfluss von Basisraten. Im
Kontext ,,AIDS und Diagnose* ist eine darauf zielende Frage, woran es liegt, dass die
Testsicherheit nicht ausreicht. Der Einfluss der Basisrate wurde anhand des Arbeitsblattes 4
erarbeitet (vgl. Tab.IV.23a). Es wurde nach erneuter Modellierung mit Werten einer sehr
hohen Risikogruppe (z.B. intravenos Drogenabhéngige in Berlin) deutlich, dass das Ergebnis
bei vergleichsweise hoher Basisrate stark ansteigt (28:35 bis 31:17, vgl. Abb.IV.32). Das
Ergebnis 97,7% konnte nun sehr genau interpretiert werden (32:50). Schiiler verbesserten von
sich aus sprachliche Ungenauigkeiten (33:12 bis 33:42). Der entscheidende Einflussfaktor
wurde bereits in der Schiilerformulierung ,,848 ist relativ hoch gegeniiber 6652 (34:11) sehr
genau erkannt, ndmlich der Anteil der HIV-Infektionen an der Gesamtzahl (34:11 und 35:26).

Unterrichtsstunde 4 (Fortsetzung)
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 4, Aufgaben 1-4
Thema: Einfluss der Basisrate

. Unterrichtsdialog
Zeit ( Abkiirzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt)

23:10 | [AB 4 wird verteilt und der Text laut von einem Schuler vorgelesen. Es folgt Diskussion Uber die Frage, warum
intravenés Drogenabhéngige besonders oft HIV-infiziert sind. Es wird deutlich, dass sie besonders gefahrdet sind,
sich mit HIV anzustecken. Hauptgrund: Ansteckung (iber das Blut durch die mehrfache Verwendung von Spritzen]

24:50 [Aufgabe 1 wird vorgelesen, wurde als Hausaufgabe vorbereitet]

25:38 | [Ein Schiler erstellt an der Tafel einen zugehoérigen Haufigkeitsbaum, jedoch ohne Beschriftung der Ereignisse.
Lehrer Uberpriift Hausaufgaben und Losungen der Schiler in den Heften]

28:35 | L: Ich wirde euch empfehlen, immer an die einzelnen Stufen genau dranzuschreiben, was da unterschieden wird.

L: Was steht ganz oben? [Beschriftung wird nochmal gemeinsam entwickelt]

28:55 S: Das sind alle, also alle IVDAs. [LE, ergénzt ganz oben ,|VDA®]

S [féhrt fort]: Dann HIV infiziert oder nicht. [LE, erganzt rechts neben 2.Ebene ,HIV-infiziert” und an die Knoten ,ja“
bzw. ,nein“]

S [anderer]: Dann infiziert und positiver ELISA-Test, infiziert und negativer Test, und nicht infiziert und positiver
Test und nicht infiziert und negativer Test. [LE, erganzt entsprechende Bezeichnung an der Tafel]

29:53 S [fahrt fort]: Alle mit positivem und negativem Test. [LE, erganzt entsprechend]

30:35 | S:99,9% von 848 kommt aber 846,5 oder so was raus. Kann man da auch runden, eigentlich auf 847.

L: Ja, das ist jetzt die Frage, ob wir auf 846 oder auf 847 runden. Wer ist fiir 847, wer fir 8467 (Mehrheit fir 847)
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30:55

L. verbessert Werte entsprechend im Baum an der Tafel]

Abb.IV.32

31:17

L: Bis dahin Fragen? [keine Meldungen]
Jetzt die Antwort! Wie viele der positiv Getesteten sind wirklich HIV-infiziert?

[L schreibt gesuchte Wahrscheinlichkeit an die Tafel]
S [diktiert L6sung]: 847 durch 867 mal 100 ist gleich 97,7%. [LE, ergénzt die L6sung]

L: Nein das ist 97,7. Lass doch das ,mal 100" hier weg [wischt ,, - 100" wieder weg]. Dann sind das 97,7%.

32:30

L: So, was heiBt das jetzt also, wenn ich als intravends Drogenabhéangiger zum ELISA-Test gehe?

32:36

S: Ich kann davon ausgehen, dass ich auch HIV-infiziert bin.

L: Das ist aber jetzt zu radikal formuliert. Geht aber in die richtige Richtung. Ich wiirde es etwas vorsichtiger
formulieren.

32:50

S: Da kann man sich zu 97,7% sicher sein, HIV-infiziert zu sein. [Unruhe unter den Schdilern, es wird reingerufen]

L: Ja, die Wahrscheinlichkeit ist sehr groB, HIV-infiziert zu sein.

L: Was denn? Nochmal bitte.

33:12

S: Ja sie haben ja gefragt, wie sicher kann man sich sein HIV-infiziert zu sein, wenn man zum ELISA-Test geht,
aber ...

L: O.k., haste véllig recht, die Frage war eigentlich relativ mies. Kannst Du sie besser formulieren?

33:26

S [fahrt fort]: Wie sicher kann man sich sein, dass man HIV-infiziert ist, wenn der ELISA-Test positiv ist. [Andere
Schiiler bekunden gleiche Meinung]

L: Ja, natirlich. Sehr gut, gut aufgepasst.

33:42

L: Aber, wo ist denn der Unterschied jetzt. Warum kommt denn jetzt bei den IVDA so ne relativ hohe
Wahrscheinlichkeit raus und warum kommt bei der Gesamtbevélkerung eine geringe Wahrscheinlichkeit raus?

34:02

S: Ja, die kdnnen das schneller gegenseitig an sich weitergeben.

L: Hm, ich méchte das jetzt aber mal konkreter an den Zahlen erkléart haben.

34:11

S: Weil eben 848 HIV-infiziert sind und das ist ja relativ hoch gegeniiber den 6652.

L: Aha, also scheint irgendwie diese Zahl 848 bzw. der prozentuale Anteil zu allen eine groBe Rolle zu spielen
[deutet auf die Verbindung der Felder mit 848 und 7500].

34:35

S: Also bei der Gesamtbevdlkerung haben ja von Uber 17 Millionen nicht Infizierten 0,3% ein positives
Testergebnis gekriegt, aber das waren ja total viele. Aber da [meint im Falle der IVDA] haben ja auch total viele im
Verhaltnis HIV zu denen die nicht HIV haben und deswegen sind das so viele von denen die ein positives Ergebnis
gekriegt haben.

L: Im Prinzip ist das noch ein bisschen anders aufgerollt, was S. vorher schon gesagt hat. Aber wir werden das
noch die nachsten Stunden weiter vertiefen.

35:26

L: Das ware die Antwort auf Frage 2 schon: Der entscheidende Punkt liegt hier oben [deutet auf 848]. Weil der
Anteil der HIV-infizierten bei den IVDA viel héher ist als bei der Gesamtbevdlkerung.

Tab.IV.23a: Unterrichtsszene zum Konzept ,,Einfluss der Basisrate*

Anhand dieser Aufgaben wurde nun auch eine zweite Darstellungsform, die Hdufigkeits-
tabelle, an der Tafel im direkten Vergleich mit dem erstellten Haufigkeitsbaum entwickelt (ab
35:50; vgl. Tab.IV.23b und Abb.IV.33). Eine Ubertragung von Hiufigkeitswerten zwischen
Baum- und Tabellenstruktur war fiir die aufgerufenen Schiiler problemlos moglich.
Farbhervorhebungen konnten den systematischen Zusammenhang der beiden Darstellungs-
formen gut veranschaulichen (z.B. Welche Tabellenteile entsprechen welchen Teilen im
Baumdiagramm?, vgl. 39:18). Insbesondere wurde herausgearbeitet, dass die Summe
bestimmter Héiufigkeiten jeweils die Gesamtzahl ergibt, also in den Darstellungen
gewissermallen verschiedene Aufspaltungen der Gesamtmenge nach unterschiedlichen
Gesichtspunkten erfolgen (42:33, Abb.IV.33). Dass mit beiden Darstellungen unterschied-
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liche Schlussrichtungen moglich sind, war weiter zu vertiefen (43:30; Thema in
Unterrichtsstunde 7, vgl. Arbeitsblatt 5).

Fortsetzung Unterrichtstunde 4

35:50 | [L beginnt Tabelle an die linke Tafelhélfte zu zeichnen, mit Beschriftung der Spalten und Zeilen, aber ohne Werte;
vgl. Aufgabe 3 und Abb.IV.33]

36:47 L: Ok., also Baume findet man ja nicht nur, sondern auch haufig Tabellen. Ziel ist jetzt, einen Zusammenhang
zwischen dieser Tabelle und Bdumen zu entdecken. Fiillen wir mal aus.

S: Die erste Spalte. Gesamt sind 7500, und aus dem Text kdnnen wir entnehmen dass 848 HIV-infiziert sind. [L.
tragt jeweils die von Schiilern genannten Zahlen in Tabelle ein]
L [korrigiert]: Dann willst du die erste Zeile machen, seh ich das richtig?
S [fahrt fort]: Ja, ja. Jetzt wissen wir, dass 6652 nicht infiziert sind.
L: Wo finde ich das in meinem Baum wieder? [Das vorher aufgestellte Baumdiagramm steht noch auf der
Tafelmitte]
S [fahrt fort]: Ja, ganz oben ist die Gesamtzahl und links die Infizierten und rechts die nicht Infizierten. [L markiert
die entsprechenden Haufigkeiten in Baum und Tabelle mit roter Farbe]
L: Ok., weiter.
38:16 | S: Also dann zweite Zeile: 867 testen gesamt positiv. Und dann in der Zeile 847, und dann 20.
L: Letzte Zeile?

38:48 | S: Test negativ sind 6633, davon sind infiziert, &h, einer, und nicht infiziert 6632.

39:18 | L: O.k. Ich habe hier jetzt im Prinzip eine ,Gesamt“-Zeile [zeigt auf Randsummen in der 1.Zeile], hier hab ich eine
~<Gesamt“-Spalte [zeigt auf Randsummen in der 1.Spalte]. Wo finde ich denn im Baum die Werte der ,Gesamt"-
Spalte wieder?

39:38 | S: Also die 867 finde ich unten als die alle positiv Getesteten wieder, und daneben die 6633 negativen. [L markiert
diese Haufigkeiten in Baum und Tabelle mit griiner Farbe]

[L markiert die restlichen inneren 4 Felder der Tabelle mit gelber Farbe] L: Und diese Werte hier?

S: Ja, das sind die einzelnen Testergebnisse. Stehen im Baum in der Mitte [L markiert diese Haufigkeiten in Baum
und Tabelle auch mit gelber Farbe]

[L markiert nun die Gesamtheit 7500 in Baum und Tabelle mit blauer Farbe].

L: Und was ist das Besondere an der Zahl 75007

S: Dass oben und unten wieder 7500 rauskommen.

L: Ja, das ist auf den Baum bezogen. Steht einmal oben, und ganz unten kénnen wirs nochmal hinschreiben
[erganzt unten Feld mit ,7500]

S [fahrt fort]: Und jede Farbe gibt auch 7500.

L: Richtig, alle Werte mit der gleichen Farbe zusammengezahlt geben auch 7500, warum?

41:43 | S: Es mussen ja immer wieder alle sein, positiv und negativ Getestete, HIV-Infizierte und nicht HIV-Infizierte

mussen immer zusammen 7500 sein.
B 5
I______‘_‘———-—-___ 5
T —— /b V.33
L: Und die 4 Felder? [deutet auf die inneren gelb markierten Felder der Tabelle]
S [féhrt fort]: Die Test positiv und HIV, Test negativ und HIV, Test positiv und nicht HIV und Test negativ und nicht
HIV sind die einzigen Félle, die es gibt. Also diese 4 Felder missen auch 7500 ergeben.

42:33 | L [fasst zusammen]: Mit anderen Worten: man kann jetzt die Gesamtzahl auf unterschiedliche Weise aufspalten.
Man kann sagen, ich betrachte die HIV-Infektion, dann wird in infiziert und nicht infiziert aufgeteilt. Im Baum starte
ich von oben. Man kann auch aufteilen nach Testergebnis, positiv und negativ, dann starte ich im Baum unten und
gehe nach oben. D.h. wie ich die Tabelle auf unterschiedliche Art lesen kann, von rechts nach links oder von oben
nach unten, kann ich auch den Baum unterschiedlich lesen: Einmal von oben nach unten, einmal von unten nach
oben.

43:30 | S: Das geht doch nicht. Das unten muss man doch erst ausrechnen.

L: Warum? Es ist die Frage, was ich gegeben habe. Es kann auch sein, dass ich zunachst nur weiB, wie viele
positiv bzw. negativ getestet haben und schlieBen will, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein HIV-infizierter ein
positives Ergebnis erhélt. Doch das machen wir ndchste Stunde genauer.

Tab.IV.23b: Unterrichtsszene zur Darstellungserweiterung mit Hiufigkeitstabellen
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Aufgabe 8 des Arbeitsblattes 4 wurde in Gruppenarbeit bearbeitet. Jede Gruppe iibernahm fiir
je eine der vier verschiedenen Bevolkerungsgruppen (entspricht 4 unterschiedlichen
Basisraten) die Losung des ELISA-Test-Problems. Die Gruppenarbeit dauerte etwa 15
Minuten. Ergebnisse und zugehorige Basisraten wurden in der nédchsten Stunde zusammen-
getragen und an der Tafel festgehalten (vgl. Tab.IV.24; vgl. Abb.IV.34). Die Basisrate wurde
auch durch den bereits in der 2. Stunde eingefiihrten Begriff ,,A-priori-Wahrscheinlichkeit*
und die Wahrscheinlichkeit fiir ,,HIV-infiziert, wenn Test positiv mit ,,A-posteriori-
Wabhrscheinlichkeit bezeichnet. Mit Hilfe der Gegeniiberstellung von A-priori und A-
posteriori-Wahrscheinlichkeiten gelang es, den Zusammenhang herauszuarbeiten (12:05).

Unterrichtsstunde 6
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 4, Aufgabe 8
Thema: Einfluss der Basisrate

. Unterrichtsdialog
Zeit ( Abkiirzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt)

[In Gruppenarbeit wurde die Aufgabe 8, AB4 bearbeitet. An der Tafel wurden alle A-priori-Wahrscheinlichkeiten
bzw. Basisraten der verschiedenen Bevélkerungsgruppen (Manner, Frauen, Berliner, Thiringer, etc.) den
errechneten A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten gegentbergestellt. Die Begriffe ,a-priori* und ,a-posteriori“ wurden
auch wieder verwendet (vgl. Stunde 2) ]

Abb.IV.34

9:30 L: Fallt euch irgendwas in dieser Tabelle auf?

S: Die Wahrscheinlichkeiten links sind ziemlich unwahrscheinlich.

S [anderer]: Rechts sind die Wahrscheinlichkeiten alle gréBer als links.

L: Ja, ist das inhaltlich vielleicht auch logisch, dass die Wahrscheinlichkeiten rechts alle gréBer sind als links?
Woflr stehen die linken Werte, wofiir die rechten Werte?

S: Fir die Wahrscheinlichkeit vor dem Test und nach dem Test.

L: Nochmal die Frage: Ist es logisch, dass die rechten Wahrscheinlichkeiten gréBer sind als die linken. (L. fordert,
dass alle diese Frage beantworten kdnnen miissen. Die meisten Schiller melden sich) Was meint ihr?

L [spezifiziert nochmal die Frage]: Ist es logisch, das die Wahrscheinlichkeit fir HIV nach dem Test, wenn der Test
positiv ist, groéBer ist als vorher?

S: Ja, sonst wirde doch der Test nix bringen.

L: Ja, es ware doch bisschen unlogisch, ein positives Testergebnis zu kriegen und die Wahrscheinlichkeit, dass ich
HIV-infiziert bin, ist hinterher kleiner als vorher. Diesen Test konnte man ja wohl auf den M{ll schmeiBen. Natirlich
sollte die Wahrscheinlichkeit steigen, wenn ich positives Testergebnis kriege, dass ich dann auch tatséchlich
infiziert bin. Fallt noch was auf?

12:05 S: Ich wiirde sagen, dass je hdéher die Basisrate ist desto hoher die Wahrscheinlichkeit fir HIV, wenn man ein
positives Testergebnis hat.

L [beweist das mit den Tafelwerten]: Thiringen hat die kleinste Basisrate, das ist auch die kleinste
Wahrscheinlichkeit rechts. Dann alle Frauen in Deutschland [zeigt auf die a posteriori Wahrscheinlichkeit, die die
zweitgroBte ist]. Dann diese, dann diese [zeigt nacheinander auf die Werte fir Manner in Deutschland und auf
Berliner]. So, und genau diesen Zusammenhang wollen wir jetzt mal intensiver untersuchen [schaltet eine
Bildschirmprojektion an mit einem Excel-Arbeitsblatt; im Anschluss wird der Zusammenhang funktional
veranschaulicht; vgl. Aufgabe 9]

Tab.IV.24: Unterrichtszene zum Zusammenhang von Basisrate und Ergebnis

Eine Vertiefung dieses Zusammenhangs erfolgte im Anschluss anhand eines Tabellen-
kalkulationsprogramms, das eine funktionale Veranschaulichung durch dynamische
Verinderung der Basisrate im Baumdiagramm ermoglicht. Wenn die Basisrate im
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Baumdiagramm veridndert wurde, berechnete das Programm entsprechende Auswirkungen im
Baum und auf Ergebnisse in einer Tabelle und die Veridnderungen wurden als neues
Wertepaar in einem Koordinatensystem (x-Achse: Basisrate; y-Achse: Wahrscheinlichkeit fiir
HIV-Infektion bei positivem Test) festgehalten (vgl. Abb.IV.35). Die Arbeitsweise des
Programms schien fiir die meisten Schiiler nachvollziehbar, fiir eine nutzbringende
Erarbeitung miisste aber mehr Zeit aufgewendet werden.

Abb.IV.35 und 36: Arbeiten mit einem Excel-Arbeitsblatt zum Zusammenhang von Basisrate und Ergebnis

Mit der gewonnenen Darstellung konnten nun Zusammenhidnge beschrieben werden: Es
wurde bestétigt, dass nach schrittweiser Erhohung der Basisraten auch die A-posteriori-
Wahrscheinlichkeit monoton ansteigt. Auch sehr gut erkannt wurde, dass dieser
Zusammenhang unterproportional ist. Einzelne Wertepaare, die vorher in Gruppenarbeit
errechnet wurden, wurden iiberpriift und die Richtigkeit bestitigt (vgl. Abb.IV.36).

Anschlieend wurde zu kldaren versucht, warum dieser Zusammenhang unterpro-
portional ist. Diese detailliertere Untersuchung des funktionalen Zusammenhangs war
deutlich anspruchsvoller, die offensichtlich viele Schiiler der 9. Jahrgangsstufe iiberfordert
hat. Ein Grund konnte sein, dass die Schiiler bisher nur proportionale Zusammenhinge
kennen gelernt hatten.

3.5.5 Vergleich zwischen Darstellungsformen und begriffliche Vertiefungen

Eine Hauptfrage dieser Arbeit war, welchen Nutzen Schiiler aus Darstellungen fiir die
Modellierung allgemeiner Bayesprobleme ziehen konnen. Nachdem die Schiiler mehrfach
Haufigkeitsbaum und  Haufigkeitstabelle im  Zusammenhang mit realistischen
Diagnoseproblemen erstellen mussten, diente Arbeitsblatt 6 zur ,realitdtsdrmeren Ubung.
Aufgabe 2 (vgl. Schmid & Weidig, 1996, S.188) wurde im Unterricht benutzt, die
Vertrautheit der Schiiler mit beiden Darstellungsformen festzustellen und zu vertiefen. 2
Schiiler erstellten parallel an der Tafel eine Baum- und eine Tabellenmodellierung fiir diese
Aufgabe. Im Klassenverbund wurden beide Modellierungen detailliert verglichen und
diskutiert (vgl. Tab.IV.25 und Abb.IV.37).
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Unterrichtsstunde 9
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 6, Aufgabe 2a
Thema: Ubungen zum Riickblick 1

. Unterrichtsdialog
Zeit ( Abktirzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt, ...)

2:30 [2 Schiiler modellieren parallel nebeneinander an der Tafel Aufgabe 2a, AB 6 mit Baumdiagramm bzw. Tabelle]

i! ' ; Abb.IV.37

7:19 L: Wie kann man jetzt, wo die Darstellungen so schén nebeneinander stehen, tberprifen, ob es richtig ist?
S: Am Ende beim Baum missen auch wieder 10 Mio. rauskommen
L: Ja, da missen 10 Mio. rauskommen, das ist ja schon mal gut.

S: Und in den Zeilen [meint Ebenen im Baumdiagramm] mussen auch jeweils 10 Mio. rauskommen
L: Da meinst du, ja? [zeigt die Baumebenen nacheinander]
L: Und wie kann man das jetzt anhand von diesen beiden Darstellungen verbinden und Uberpriifen?

S: In der Tabelle, einmal nach rechts ergibt die Gesamtzahl und nach unten, und auch alle 4 Felder in der Mitte.

L: Also, wo find ich alle, die Xelo haben, in der Tabelle.

S: Bei gesamt — Xelo plus. [L. zeigt auf diesen Wert] Ja.

L: Und die restlichen 990 000 bei ....

S [fahrt fort]: Gesamt — Xelo minus. [L. zeigt auf diesen Wert] Ja.

L: Diese 9600 [L. zeigt auf die Haufigkeit im Baum fiir Xelo-erkrankt und positiver Test]?
S: Also, die haben Xelo und bei denen ist auch der Test positiv.

8:57 L: [zeigt in der Tabelle erst die Spalte fur Xelo, dann die Zeile fur Test positiv und dann auf den Wert]. Xelo plus
und Test plus. Hier.

[entsprechend wird weiter bei den anderen Haufigkeitswerten verfahren. Ein Fehler in der Tabelle an der Tafel
wird entdeckt und verbessert]

Tab.IV.25: Unterrichtsszene zum Vergleich von Baum- und Tabellenstrukturen

Im Folgenden benannten dann Schiiler (gemi3 Aufgabe 2b und c, Arbeitsblatt 6) nach freier
Wahl verschiedene Wahrscheinlichkeiten aus den beiden Darstellungen. Die Inhalte des
Riickblicks 1, in dem die drei verschiedenen Wahrscheinlichkeitsbegriffe ,,Einzelwahr-
scheinlichkeit®, ,,UND-Wahrscheinlichkeit und ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit* eingefiihrt
und unterschieden wurden, wurden nun wiederholt und vertieft. Durch Zuruf wurden
entsprechende Wahrscheinlichkeiten bezeichnet (auch in Kurzschreibweise) und aus dem
Baum bzw. der Tabelle berechnet (Angabe der Hiufigkeiten und Berechnung). Der Lehrer
strukturierte die Ergebnisse jeweils an der Tafel. Vor allem auf die genaue Unterscheidung
von bedingter und konjunktiver Wahrscheinlichkeit wurde penibel Wert gelegt. Die Schiiler
wurden sichtlich sicherer im Umgang mit Begriffen und der Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten mit beiden Darstellungsformen.

3.5.6 Denkweise des ,Lernen aus Erfahrung*

Das Ziel, Bayesianisches Denken als Neubewerten von Hypothesen bei Vorliegen von
Indizien (,,Lernen aus Erfahrung*) zu verankern, sollte iiber einen neuen realistischen Kontext
,Gerichtsurteil in einem Mordfall*“ (vgl. Arbeitsblatt 7, Anhang B) erarbeitet werden. Von
allen Schiillern sollten, wie beim AIDS-Problem, Schitzungen der gesuchten
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Wahrscheinlichkeit abgegeben werden. Die Problemstellung war offen formuliert: ,,Ist die
Uberlegung des Sachverstindigen richtig?*. Bereits ohne zu rechnen wurden sehr detaillierte
Grundiiberlegungen angestellt und eigene Wahrscheinlichkeitsschitzungen von Schiilern
angegeben (vgl. Tab.IV.26a, 4:20 und 6:45). Die Meinung des Sachverstindigen wurde durch
verniinftige Argumentationen verworfen. Dennoch blieben Meinungsunterschiede bestehen,
die im Laufe der Stunde zur Entstehung argumentativer Unterrichtssituationen fiihrten.

Unterrichtsstunde 10
Materialgrundlage: Arbeitsblatt 7
Thema: Mordfall

. Unterrichtsdialog
Zeit ( Abkiirzungen: L: Lehrer, S: Schiiler/in, LE: Lehrerecho, AB: Arbeitsblatt)

[Der Text zum Mordfall wurde als Hausaufgabe durchgelesen und wird nun von einem Schuler zusammengefasst.
Es wird kurz offen diskutiert. Aufgabe 1 des AB 7 wird laut vorgelesen]

3:40 L: Ist die Uberlegung des Sachverstandigen richtig?

S: Also, die 96% auf keinen Fall. Ja, weil die 96% beziehen sich auf die Menschen, die nicht die Blutgruppe wie
der Schornsteinfeger haben.

L: Und warum ist das dann nicht richtig?

S [fahrt fort]: Ja, das heifBt ja nicht, dass er der Tater sein muss. Das ist ja was ganz anderes.

L: Hm.

4:20 S [anderer]: Ja, ich habe die Vermutung gemacht, dass in Wuppertal 100000 Menschen leben. Dann hab ich
ausgerechnet, dass 4000 Menschen dem Tater entsprechen [meint hinsichtlich der Blutgruppe]. Das sind ja viel
zu viele. Und der Beweis, dass er manchmal durch das Waldstiick ging, ist ja auch nicht so toll. Deshalb habe ich
dann gesagt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Schornsteinfeger der gesuchte Tater ist, sehr gering ist.

L: Ja, was heiBt sehr gering? Was sagt denn der Sachverstandige?

S [fahrt fort]: Ja, auf jeden Fall viel weniger als 96%.

L: Du sagtest 4000 mdgliche Tater. Was ware dann die Wahrscheinlichkeit, dass der Schornsteinfeger der Tater
ist?

S [fahrt fort]: 1 durch 4000.

L: Ja, ein Viertausendstel. Das ist ja deutlich weniger als 96%, oder?

L: O.k., ihr solltet einen Wert schatzen! Was habt ihr geschatzt?

[fast alle Schiiler sagen ihren Schatzwert: 80%, 70%, 60%, 4%, 50%, 20%, 20%, 20%, 85%]

6:13 S: Ich meine, dass die Wahrscheinlichkeit viel geringer ist, weil was die da genommen haben, das kann ja gar
nicht sein. Deshalb habe ich den Wert so auf 1 bis 0,5% geschatzt.

6:26 | S [anderer]: Kann das sein, dass es darauf ankommt, wie viele Menschen es lberhaupt gibt. Wenn es nur 100
Menschen gébe [meint, die als Tater in Frage kommen], dann hétten ja nur 4 diese Ubereinstimmung der
Blutgruppe, aber es gibt doch immer nur einen Téater. Dann ware das jetzt in diesem Fall eine Wahrscheinlichkeit
von ein Viertel. Vorhin war das bei 100000 ein Viertausendstel. Wenn man ein paar Millionen Menschen hétte,
wars noch weniger.

6:45 L: Nicht schlecht, hért sich gut an, oder? [Schiiler diskutieren kurz untereinander] Dann wollen wir den Gedanken
von S. mal im Hinterkopf behalten, da werden wir dann noch dazu kommen. Aufgabe 2 habt ihr ja geldst, schauen
wir uns das mal an!

Tab.IV.26a: Unterrichtsszene zum Konzept ,,Lernen aus Erfahrung* mit einer offenen Problemstellung .

Zunachst wurde gemill Aufgabe 2 auch eine rechnerische Modellierung des Falles erstellt
(10000 wird als Grundmenge vorgegeben) und eine Wahrscheinlichkeit fiir die Téterschatft,
wenn Blutgruppeneigenschaft erfiillt ist, ermittelt (9:00 bis 15:45; vgl. Tab.IV.26b und
Abb.IV.38). Griinde fiir ein geduBerte richtige ,Hypothese* eines Schiilers, dass ein
Zusammenhang mit der angenommenen Grundmenge moglicher Téter besteht (6:26), konnten
bei Bearbeitung der Aufgabe 3 nun herausgearbeitet werden (16:21 bis 20:50).

Fortsetzung Unterrichtsstunde 10

7:23 L [liest Aufgabentext vor]: Wer hat Baumdiagramm gemacht? [Fast alle melden sich] Wer hat Tabelle gemacht?
[Ein Schiiler meldet sich]

S: Ich habe ne Frage, haben die 10000 jetzt schon diese Blutgruppe?

L: Was sagt ihr?

S [anderer]: Also nein, das sind einfach nur mdgliche Téater.

L: Also, Uber die 10000 weiB8 man noch gar nix, auBer vielleicht, dass sie im Wald 6fter rumlungern, oder so. Oder
vielleicht welche, die friiher schon mal eine Straftat begangen haben und die man dann auch wieder flr
verdachtig halt. Mégliche Tater heiBt also, man weiB nichts Uber sie, auBer dass sie das Potential hatten, der
Morder zu sein. Was habt ihr nun gemacht?
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9:00 [Schiilerin zeichnet ein Baumdiagramm an die Tafel zu Aufg.2, AB 7]

12:12 | L: Ok, kénnen wir das Baumdiagramm jetzt noch weiterfihren?

Schiiler ergénzt das Baumdiagramm weiter nach unten

Abb.1V.38

L: O.k., Gib nun eine Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der Schornsteinfeger der Tater ist.

S:0,25%

L: Wie bist du auf 0,25% gekommen?

S [fahrt fort]: Die 400 mit der Blutgruppe x sind ja praktisch die Verdachtigen und einer ist der Téater, 1 durch 400 =
0,25%

L: Lasst uns das nochmal verniinftig hinschreiben. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Schornsteinfeger
tatsachlich der Tater ist, wenn die Blutgruppe x vorliegt oder kurz?

S: P (Tater | Blutgruppe x)

L: Und das ist?

S [fahrt fort]: 1 durch 400

15:45 | L: Also, die Wahrscheinlichkeit, dass einer mit dieser Blutgruppe — wie der Schornsteinfeger - der Téater ist, betragt
bei 10000 Menschen, die in Frage kommen, gerade 0,25%. Ist das klar?

16:21 L: Aufgabe 3. [liest Text vor]

S: Die Wahrscheinlichkeit steigt.

L: Warum? Was andert sich an diesem Bruch (zeigt auf 1/ 400), wenn es weniger mdgliche Tater gibt.

S [fahrt fort]: Der Nenner.

L: Die 1 bleibt auf jeden Fall gleich, warum?

S: Weil es nur einen Tater gibt.

L: Allerdings werden das hier weniger [zeigt auf die 10000] und dadurch werden automatisch auch die 400
weniger. Also 1 durch eine kleinere Zahl ergibt dann entsprechend eine...?

S: gréBere Zahl.

20:50 | L: Gut. Antwort: Die Wahrscheinlichkeit steigt, da der Zahler des Bruches P(Téater | Blutgruppe x) konstant bleibt
und der Nenner kleiner wird. [schreibt es an die Tafel]

Tab.IV.26b: Unterrichtsszene zur rechnerischen Modellierung der offenen Problemstellung ,,Mordfall*“ (AB 7).

Im folgenden Verlauf wurde der hypothetische Charakter (,,Annahme*) der A-priori-
Wahrscheinlichkeit erarbeitet (Tab.IV.26c¢). Der Text ,Indizien vor Gericht“ fiihrte zur
Diskussion iiber eine verniinftige Abschidtzung der Grundmenge der moglichen Titer, denn —
wie bereits erkannt wurde — hédngt die gesuchte Wahrscheinlichkeit davon ab. Nahezu
eigenstidndig nannten die Schiiler verniinftige Grenzen und begriindeten diese (23:00 bis
25:50). Die Klasse einigte sich nach kritischer Diskussion auf die Grenzen 100 bis 100000
(andere wiren auch verniinftig begriindbar gewesen) und die Arbeitsauftrige 4b-d wurden
nun in Partnerarbeit erledigt (25:50 bis 35:07). AnschlieBend wurden die Ergebnisse an der
Tafel zusammengetragen und bestétigten nochmal die Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit
fir die Taterschaft des Angeklagten von der hypothetischen Annahme der Grundmenge
potentieller Titer. Bei der Betrachtung der jeweiligen Informationsgewinne entdeckten
Schiiler selbst, dass das Blutgruppenindiz jeweils unabhéngig von der Grundmenge die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Téterschaft um das 25-fache erhoht (ab 37:14, Abb.IV.39).
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Fortsetzung Unterrichtsstunde 10

21:00

[Text ,Indizien vor Gericht“ wird gelesen. Uber den Inhalt wird kurz diskutiert]

23:12

L: Aufgabe 4a. Uberlege ein verniinftige obere und untere Grenze fir die Grundmenge der mdglichen Tater mit
Begriindung.

S: Ja, das sind alle die daflr in Frage kommen und die im Wald gesichtet worden sind.

L: Wie viele sollte man mindestens berlicksichtigen?

S [fahrt fort]: Ich wiirde sagen 10.

S [anderer]: 10 ist schon ganz schén wenig, oder? [Viele Schiiler stimmen zu]

S: mindestens 100.

L: Warum meinst du mindestens 100?

S [fahrt fort]: Ich denke, ein paar mehr als 10. 100 wurden schon mindestens im Wald gesehen.

L: 100 ist gut, denke ich. Und hdéchstens. Wir sind in einer Kleinstadt. Nehmen wir mal an, es wére in Bliinde
passiert. Wie viel Einwohner hat z.B. Biinde mit Randgebieten.

S:40000?
S [anderer]: 46000 [Kurze scherzhafte Diskussion, welche Gebiete zu Biinde gehéren]

S [anderer]: Wuppertal ist aber groBer.
L: Dann sagen wir mal héchstens 100000, 0.k?

L: Also gut, unter dieser Voraussetzung minimal 100, maximal 100000 I6st ihr nun bitte Aufgaben 4 b —d.

25:50

[Bearbeitung von 4b-d in Partnerarbeit. Die Schiiler knnen mit den Partnern diskutieren]

35:07

L: So wir haben 100 mdglich Tater, wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bevor die Blutgruppe bestimmt wurde,
dass diese Person der Tater ist? [zeichnet eine tabellarische Ubersicht an die Tafel mit Spalten ,mdgliche Tater”,
LA-priori* und , A-posteriori-Wahrscheinlichkeit*]

S: Ein Hundertstel.

L: Ja, a-priori einer von 100 [trAgt das jeweils in der Tabelle ein]. Das sind in Prozent?

S [fahrt fort]: 1%

L: Und bei 100000 méglichen Tatern

S: 0,001%, das ist 1 durch 100000 [L tragt es in der Tabelle ein]

L: Und a-posteriori?

S: 25%

L: Wie kommst du auf die 25%?

S [fahrt fort]: Die 100 mal 4%, das sind dann 4, also 4, die diese Blutgruppe auch haben und dann muss es ja
einer von den 4 sein. Also 1 durch 4.

L: Richtig, 1 durch 4 ist 25%. [L tragt es in der Tabelle ein]

L: Und wie viel haben wir bei 100000

S: 1 durch 4000 sind 0,025%. [L tragt es in der Tabelle ein]

L: O.K. Und jetzt d) Uberlege, welchen Informationsgewinn das Indiz ,Ubereinstimmung der Blutgruppe” jeweils
bringt.

S: Jeweils das 25fache.

37:14

L. zeichnet farbige Pfeile mit Aufschrift ,, - 25“

- ;
‘h?éx [\; ch. A"i RI’OV{ | A %5].2_.4-: (\,u‘

T4 L oot = 085

A00C 27 %5000

S: Egal wie groB die Menge der mdéglichen Tater ist, das Indiz ist immer gleich.

L: Ja, nicht das Indiz.

S [fahrt fort]: Der Informationsgewinn.

L: Ja, es steigert die Wahrscheinlichkeit um das 25fache.

Tab.IV.26:

Unterrichtsszene zum Konzept ,,Lernen aus Erfahrung* bei verschiedenen A-priori-Annahmen.
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Insgesamt wird aus meiner Sicht deutlich, dass in dem dargestellten Unterrichtbeispiel
Bayesianisches Denken im Sinne eines ,,Neubewertens von Hypothesen gut verankert
werden konnte. Schiiler konnten argumentativ Hypothesen bewerten und eigenstindig
tiberpriifen, wie sich die Wahrscheinlichkeiten fiir diese Hypothesen durch das Vorliegen von
Indizien verdndern. Insbesondere konnte selbststindig erkannt werden, dass die
Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Indizes ,,Blutgruppe‘ nicht zur Beurteilung ausreicht,
sondern jeweils A-priori-Annahmen iiber die Wahrscheinlichkeit einer Taterschaft notig sind.
Zu erkennen war, dass der Hypothesenbegriff im Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeiten
in diesem Kontext recht intuitiv verwendet werden kann. Die Verbindung der Begriffe
Hypothese und Wahrscheinlichkeit, die einer Weitervertiefung im Rahmen der beurteilenden
Statistik in der Sekundarstufe II bediirfen, geschieht hier sehr natiirlich.

4 Zusammenfassung und Ausblick

Im untersuchten Modellunterricht auf Basis eines realitidtsbezogenen ,,Haufigkeitskonzeptes*
haben Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe [ insgesamt erfolgreich gelernt,
Bayesianische Situationen verniinftig zu beurteilen, ohne dass die Regel von Bayes formal
benutzt wurde. Das Ziel, innerhalb eines spiraligen Stochastik-Curriculums einen vorldufigen
und tragfihigen Abschluss im Themenkreis ,.Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesan-
wendungen® in der Sekundarstufe I zu schaffen, wurde nach Ansicht aller Beteiligten erreicht.
Ich schlage deshalb vor, das Hiufigkeitskonzept in der Form einer realitdtsbezogenen
Unterrichtsreihe als Basis fiir den ersten Zugang in der Sekundarstufe I zum Themengebiet
,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Anwendungen des Satzes von Bayes* zu verwenden. Es ist
anzunehmen, dass mit dem hédufigkeitsbasierten FEinstieg Bayesianisches Denken in
entsprechender Form sogar mit noch jiingeren Schiilern (frithe Sekundarstufe I oder sogar
Primarstufe) erarbeitet werden kann. Erste Ergebnisse mit Zehn- bis Zwolfjdhrigen im Labor
(Zhu & Gigerenzer, eingereicht) legen diese Vermutung nahe.

Auf welche Erkenntnisse aus dieser Unterrichtsstudie kann dieser didaktische
Vorschlag gestiitzt werden? Ich mochte zusammenfassend diese Punkte herausstellen:

1. Bayesianisches Denken und damit zusammenhidngende Themen stellen einen sehr
geeigneten Inhalt fiir den Stochastikunterricht der Sekundarstufe I dar. Sowohl
Leistungsergebnisse, als auch Schiiler- und Lehrerbewertungen lassen diesen Schluss zu.
Gemessen an den meisten deutschen Lehrpldnen schien das bisher keine allgemeine
Uberzeugung zu sein.

2. Der realititsbezogene Zugang tiber natiirliche Héaufigkeiten ermdoglicht einen hohen und
noch nach Monaten stabilen Lernerfolg, der mit dem entwickelten Kompetenztest zum
Bayesianischen Denken nachgewiesen werden konnte. Dieser hohe Lernerfolg stellte sich
in allen finf neunten Klassen mit verschiedenen Lehrenden, die unterschiedliche
Einstellungen zum erfolgten Unterricht dulerten, ein.

3. Das Ziel der Unterrichtsstudie war kein quasi-experimenteller Performanzvergleich mit
anderen Klassen der Sekundarstufe I, die nach herkommlichen Methoden unterrichtet
wurden, sondern die Exploration des hiufigkeitsbasierten Zugangs. FEinen
Vergleichsmaf3stab bieten untersuchte Leistungskursschiiler in Mathematik, die iiblichen
Unterricht und ein zusitzliches ,,Regeltraining* im Labor am Computer erhalten hatten
(vgl. II1.3.3.2). Nach ca. 3 Monaten lagen die Leistungen im Kompetenztest nur noch etwa
bei 1/3 der Leistungen der Schiiler, die Modellunterricht mit dem Hiufigkeitskonzept
erhalten hatten.

163



KAPITEL IV Unterricht mit dem Konzept ,Natirliche Haufigkeiten®

4. Bei fast allen Schiilern konnten weitreichende Modellierungskompetenzen auch
anspruchsvollerer, realitidtsbezogener Situationen mit Haufigkeitsdarstellungen verankert
werden. Lehrer- und Schiilerbewertungen und Unterrichtsszenen unterstrichen deutlich
den hohen didaktischen Nutzen von Hiufigkeitsmodellierungen. Deutlich sichtbar war,
dass anstatt der Einiibung von Losungsroutinen vor allem verniinftiges und
argumentatives Denken angeregt wurde.

5. Der Unterricht wurde aufgrund der realistischen Themen von vielen Schiilern als
interessanter und abwechslungsreicher als sonst empfunden, selbst von Schiilern die eine
eher negative Einstellung zu mathematischen Inhalten haben.

6. Die sehr hiufig vertretene Meinung, dass Themen zur ,,Anwendung der Bayesregel*
selbst fiir leistungsstirkere Schiiler schwer zu erarbeiten sind, ist durch Leistungsbefunde
und Lehrer- bzw. Schiilerbewertungen gegenteilig zu beurteilen: Die Inhalte sind auch fiir
Schiiler mit geringeren algebraischen Fihigkeiten sehr geeignet und es ist vergleichsweise
wenig Vorwissen notig.

Aus den differenzierteren Analysen von Modellierungsprozessen ging hervor, dass auftretende
Schwierigkeiten weitgehend auf Strategien beruhten, die auch aus Untersuchungen intuitiven
Bayesianischen Denkens (vgl. Kap.I) bekannt sind. Im Sinne einer Korrektur bzw. eines
Abbaus fehlerhafter primérer Intuitionen und eines Aufbaus und einer Verankerung adiquater
sekundidrer Intuitionen (vgl. Fischbein, 1975) unterstiitzen die Befunde ausdriicklich die
sorgfiltigere Beachtung von Grundintuitionen beim stochastischen Denken. So wurde z.B.
deutlich, dass viele Schwierigkeiten auf fehlerhafte Intuitionen zu Grundeigenschaften der
Wahrscheinlichkeit oder Prozentrechnen zuriickzufithren waren, die noch nicht adiquat
verbessert werden konnten. Defizite in diesen Bereichen miissten generell erst aufgeholt
werden, bevor Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten erfolgen konnen. Fiir eine gezielte
Forderung der Schiiler kann der Vergleich und die Rekonstruktion ,,individueller* Strategien
und Bedeutungen im Vergleich zu ,institutionellen* Vorgehensweisen eine entscheidende
Grundlage sein. Eine solche Gegeniiberstellung personlicher und institutioneller Bedeutungen
mathematischer Objekte und Praktiken sollte nicht nur in der didaktischen Forschung,
sondern auch im Unterricht verbreiteter angewandt werden (vgl. Godino & Batanero, 1998).

Mit den Ergebnissen dieser Studie werden auch weiterfiihrende Fragestellungen
aufgeworfen, die sich aus meiner Sicht vor allem auf folgende Punkte beziehen.

1. Wie lasst sich dieser Zugang in der Sekundarstufe II zu formaleren, wahrschein-
lichkeitstheoretischen ~Konzepten ausbauen, die zu Zielen des gymnasialen
Abschlussniveaus gehoren? Der Ausbau ist meines Erachtens nicht nur unproblematisch,
er wird sogar unterstiitzt. Aus den Hiufigkeitsdarstellungen kdnnen vollig konsistent alle
notigen Wahrscheinlichkeitsregeln hergeleitet und begriindet werden (vgl. Kap.IL.3). Eine
Pilotstudie hierzu ergab (vgl. Wassner et al., 2002), dass Schiiler ohne Vorwissen nach
Training mit dem ,,Haufigkeitskonzept™ allgemeine Regeln fiir den Zusammenhang von
Wahrscheinlichkeiten'? genau so gut herleiten konnten wie Schiiler, die bereits ein
,,Wahrscheinlichkeitstraining” absolviert hatten. Diese ersten, noch detaillierter zu
untersuchenden Befunde weisen darauf hin, dass ein in der Curriculumspirale folgender
formaler Ausbau des Themas ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesregel*“ durch den
,Haufigkeitszugang* bereits gefordert wird.

123 7 B. einen Zusammenhang zwischen bedingter und konjunktiver Wahrscheinlichkeit P(ANB) = P(A) - P(B | A).
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2. Kann das Haiufigkeitskonzept fiir weitere Inhaltsbereiche des Stochastikunterrichts
gewinnbringend genutzt werden? In Sedlmeier & Kohlers (2001) wurde das ,,Konzept der
natiirlichen Haufigkeiten® konsequent fiir einen Unterricht in Stochastik umgesetzt.
Haufigkeitsbasierte Zuginge ohne wahrscheinlichkeitstheoretische Formalisierung werden
zu wichtigen Grundinhalten der Stochastik aufgezeigt (Relative Hiufigkeit und
statistischer Wabhrscheinlichkeitsbegriff, empirisches Gesetz der groflen Zahlen,
konjunktive =~ Wahrscheinlichkeit, bedingte = Wahrscheinlichkeit, Revision  von
Wahrscheinlichkeit ~ (Bayes),  Stichprobenverteilungen,  Konfidenzintervalle und
Signifikanztest). Das Haufigkeitskonzept wurde auch bereits in weiteren Trainingsstudien
erfolgreich eingesetzt, um z.B. den Einfluss der Stichprobengréfe auf die Genauigkeit von
Wahrscheinlichkeitsschitzungen (Themenbereich ,.empirisches Gesetz der grofien
Zahlen* bzw. ,,Verteilungen*) zu lehren (vgl. Sedlmeier, 1998, 1999). Die These liegt
nahe, dass die wichtigsten Inhaltsbereiche des gymnasialen Stochastikunterrichts auf dem
Hiufigkeitskonzept basierend unterrichtet werden konnen und dass resultierende
Darbietungsformen @hnliche Bildungswirkungen hervorrufen wie bei einem Unterricht im
Bereich ,,Bayesianisches Denken®. Entsprechende Untersuchungen dhnlich dieser Arbeit
wiren gegebenenfalls notig.
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KAPITEL V
ZUSAMMENFASSENDES FAZIT UND IMPLIKATIONEN

Diese Arbeit setzt sich mit Bayesianischem Denken unter zwei wesentlichen Sichtweisen
auseinander: Erstens werden kognitive Bedingungen theoretisch hergeleitet und untersucht,
die diese Form des Denkens unter Unsicherheit erleichtern bzw. erschweren konnen.
Zweitens werden diese Ergebnisse dafiir benutzt, ein neues Konzept fiir das Lehren und
Lernen Bayesianischen Denkens zu erstellen und zu untersuchen.

Forschungsbefunde zu menschlichem Denken unter Unsicherheit mit dem Fokus
,,Bayesianisches Denken* werden zunéchst in Kapitel I zusammengefasst und analysiert. Das
Anliegen ist, Erkenntnisse der Kognitionspsychologie, die Verarbeitungsprozesse der
Lernenden beim Bayesianischen Denken betreffen, gezielt fiir die mathematikdidaktische
Forschung zu erschlieBen. Von besonderem Interesse ist dabei das auf einer speziellen
Héufigkeitsmodellierung beruhende ,, Konzept der natiirlichen Hdufigkeiten“. Es geht aus der
kognitionspsychologischen  Diskussion und Befunden des Forschungsprogrammes
,,Okologische Rationaltit* hervor (Kapitel 1.3; z.B. Gigerenzer, 1991). Im Unterschied zu den
viel diskutierten Befunden des kognitionspsychologischen ,Heuristikansatzes® (z.B.
Kahneman, Slovic & Tversky, 1982), die sich iiberwiegend auf die Identifizierung
grundlegender Fehlvorstellungen beschrianken, wird nun die Qualitét intuitiver Verarbeitungs-
mechanismen nach dem Reprisentationsformat differenziert: Tragfdhige Primérintuitionen
zur prozeduralen Verarbeitung von Wahrscheinlichkeiten bestehen kaum, wohl aber zur
Verarbeitung von Hiufigkeiten. Entsprechende Studien belegten, dass bereits ein ,,Anstoen*
hiufigkeitsbasierter Modellierungen (z.B. durch die Art der Aufgabenstellung) den Menschen
zu einem deutlich verniinftigeren Umgang mit Bayesianischen Situationen befdhigen kann.
Theoretische Begriindungen basieren auf evolutorischen Argumenten der Adaption. Es wird
deutlich, dass Erkldrungsansitze des ,,Heuristikansatzes* zu eng gefasst sind.

Kapitel II gibt eine curriculare Ubersicht und beschiftigt sich detailliert mit
didaktischen Konzepten und Realisierungen von Inhalten zu ,,.Bedingter Wahrscheinlichkeit
und Bayesanwendungen®. Ein Resiimée ist, dass die Inhalte in der Sekundarstufe I bislang
zumeist eine nur marginale Rolle spielten, auch wenn einige innovative Vorschldge zu einer
Veridnderung beitragen. Meines Erachtens unterstiitzen die Schwierigkeiten der Lernenden
mit der Bayesregel, die auch mit den empirischen Ergebnissen dieser Arbeit bestitigt werden,
die Anschauung, dass eine formale und regelbasierte Behandlung nicht Ziel des
Stochastikunterrichts in der Sekundarstufe I sein sollte.

Hinzu kommt, dass vielfach in der schulischen Ausbildung das Themengebiet als
Randgebiet — eine Art Anhdngsel — an das wahrscheinlichkeitstheoretische Gebdude, gesehen
wird. Ich fiihre in dieser Arbeit mit einigen Beispielen aus (z.B. Einfiihrung), warum diese
Bedeutungsbewertung nicht der praktischen und theoretischen Relevanz des Bayesianischen
Denkens gerecht wird. Griinde fiir diese Unterbewertung liegen auch in einer
Institutionalisierung des klassischen Zugangs in der statistischen Ausbildung. Sowohl in der
didaktischen, als auch in der psychologischen Diskussion wird auf diese unbegriindete
Vernachldssigung hingewiesen und Vorschlige zur Abhilfe werden aufgezeigt. Meiner
Meinung nach ist Bayesianisches Denken beim ,,alltdglichen* Umgang mit Unsicherheit sogar
so relevant, dass es als zentrales Konzept so frith wie moglich, auf jeden Fall aber in der
Sekundarstufe I eingefiihrt werden sollte.
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In Kapitel 11.3 wird deshalb ein Zugang mit , natiirlichen Hdufigkeiten* erldutert, der die
Herleitung und Verwendung der schwierigen Bayesregel umgeht und trotzdem die
mathematische Modellierung realitdtsbezogener Probleme im Zusammenhang mit
,Bayesianischem Denken* ermoglicht. Der Zugang dient schlieBlich als Grundlage fiir die
Ausarbeitung und Untersuchung einer Unterrichtsreihe in der Sekundarstufe I, mit der Inhalte
des Themengebiets mit nachhaltigem Lernerfolg vermittelbar sind (Kapitel IV).

Bayesianisches Denken zu trainieren und den Erfolg systematisch zu testen, wurde vor
allem durch Trainingsstudien von Sedlmeier und Gigerenzer (2001) auf Grundlage ihrer
Befunde im Programm ,,Okologische Rationalitit* forciert. In Kapitel III werden die
Trainingsstudien genauer dargestellt und diskutiert.

Meine eigenen  Trainingsuntersuchungen erfolgten auf Grundlage des
computerbasierten  Trainingsprogramms  von  Sedlmeier und  Gigerenzer mit
Leistungskursschiilern und Zehntkldsslern der gymnasialen Sekundarstufe 1. Ein entwickeltes
Testinstrument zum Bayesianischen Denken belegt den hohen Nutzen hiufigkeitsbasierten
Trainings gegeniiber auf Wahrscheinlichkeitsformaten basierendem Training. Der didaktisch
entscheidende Punkt ist die Nachhaltigkeit des Lernerfolges. Nach Training mit dem
,Haufigkeitskonzept ist der Lernerfolg deutlich stabiler im Gegensatz zu
Wahrscheinlichkeitstraining, nach dem ein weitgehender Verfall des Lernerfolgs einsetzt.

Dariiber hinaus verdeutlichen meine Studien mit Schiilerinnen und Schiilern der
Sekundarstufe I und II, dass dieser hohere Lernerfolg nicht nur auf rein rechnerisches
Modellieren (prozedurales Wissen) von dichotomen Bayesianischen Problemen beschrinkt
ist. Die Unterschiedseffekte beziehen sich auch auf Fahigkeiten zur Modellierung von
Aufgaben mit komplexerer Informationsstruktur und auf begriffliche Modellierungsaufgaben
(konzeptuelles Wissen).

Die Analysen der Modellierungsprozesse zeigen, dass vor allem der Schritt der
Mathematisierung, d.h. der ,,Ubersetzung“ der realen Situation in ein Modell durch das
Haufigkeitskonzept besonders unterstiitzt wird. Die Befunde der Prozessanalysen wurden im
folgenden Entwurf einer Unterrichtsreihe fiir die Sekundarstufe I verwendet.

Die im Rahmen dieser Arbeit entworfene Unterrichtsreihe ,,Authentisches Bewerten
und Urteilen unter Unsicherheit” (Kapitel I1V.1 bzw. Anhang B) basiert auf folgenden
Grundlagen:

Zum einen erfolgt eine didaktische Umsetzung des ,,Konzeptes der natiirlichen
Haufigkeiten® und dazu gewonnener empirischer Ergebnisse fiir eine Behandlung des
Themengebiets ,,.Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesanwendungen® in der Sekundarstufe
I. Diese ,,kognitive Komponente* stellt den innovativen Kern dar.

Zum anderen wird ein Zugang mit hohem Realitdtsbezug verwirklicht, in dem weitere
»allgemeinere Bildungsaspekte wie Lebensvorbereitung, Problemlosefdhigkeit, kritischer
Vernunftgebrauch bei Modellierung und Interpretation, Sinnstiftung, motivationale Faktoren
etc. Beachtung finden. An verschiedenen Stellen der Arbeit finden sich Beitrige zur
Diskussion dieser Thematik in der Mathematikdidaktik. Die besondere praktische Relevanz
des Bayesianischen Denkens fordert meines Erachtens den realititsbezogenen Zugang.

Eine Implementation dieser Unterrichtsreihe in der Sekundarstufe I wird schlieBlich
detailliert untersucht. Ich habe dabei eine explorative Unterrichtsstudie einer quasi-
experimentellen Vergleichsuntersuchung vorgezogen. Das Ziel im Rahmen der Moglichkeiten
dieser Arbeit besteht darin, eine Exploration und Optimierung des Unterrichts mit dem
,2Haufigkeitskonzept* auf moglichst breiter Basis zu erreichen.
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Im Rahmen der Unterrichtsstudie wurden fiinf 9. Gymnasialklassen auf Grundlage des
entworfenen Materials etwa 15 Schulstunden unterrichtet. In Kapitel IV.2 ist das genaue
methodische Vorgehen beschrieben und die Resultate der Erhebungen sind in IV.3 dargestellt
und analysiert. Leistungsbezogene Ergebnisse zeigen die schon in Trainingsstudien
festgestellte hohe Nachhaltigkeit von Lernerfolgen. Die angestrebten Kompetenzerwartungen
konnen von den meisten Schiillern auch 14 Wochen nach dem Unterricht noch erreicht
werden. Die Lehrer- und Schiileraussagen bei den durchgefiihrten Befragungen machen
deutlich, dass der hohe Lernerfolg malgeblich auf die Verwendung des
,Haufigkeitskonzeptes* zuriickzufiihren ist. Beobachtungsergebnisse stiitzen diesen Befund.

Der Umgang mit realistischen Situationen fiihrt an vielen Stellen des Unterrichts zur
Forderung weiterer allgemeinerer ,,Bildungsaspekte® (vgl. oben). Vor allem die
Schiileraussagen belegen positive motivationale Wirkungen. In vielen Unterrichtsphasen (vgl.
Kap.IV.3.4) werden Gelegenheiten zur Interpretation und Diskussion auch weiterer,
spontaner Fragestellungen genutzt. An anderen Punkten ergeben sich auch Schwierigkeiten
durch realistische Problemstellungen, die oft mit der hoheren Komplexitit der Erarbeitung
zusammenhéngen.

Das Gesamtergebnis meiner Arbeit bestitigt den hohen Nutzen des
héiufigkeitsbasierten Unterrichtskonzeptes fir die Schaffung eines vorldufigen und
tragfihigen Abschlusses zu Themen um ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayesan-
wendungen* in der Sekundarstufe 1. Der Erfolg besteht offensichtlich in einer Forderung
grundlegender Intuitionen und Vorstellungen des Menschen in diesem Bereich, die zweifellos
hiufigkeitsbasiert sind. Als Konsequenz sollte das didaktische ,,H&ufigkeitskonzept®™ als
Zugang zur Einfiihrung ,,Bayesianischen Denkens‘ in der Schule verwendet werden (vgl.
Wassner, Martignon & Biehler, 2004).

Eine frithe Verankerung und Zentrierung Bayesianischen Denkens im schulischen
Stochastikunterricht bietet meines Erachtens neben der Uberwindung des klassischen
Verfahrensdeterminismus besondere didaktische Moglichkeiten: Es kann in ausgezeichneter
Weise dafiir geeignet sein, eine ,,Kultur* im Mathematikunterricht zu schaffen, die Raum fiir
kritische Reflexion und sinnvolle Auseinandersetzung mit stochastischen Problemen und
allen dazugehorigen Aspekten des Lebens ermdglicht. Das ,,Hiufigkeitskonzept* bietet dafiir
eine Basis, die fiir nahezu alle Schiiler zu erreichen ist.
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