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Stammfunktion als Flicheninhaltsfunktion — Ein anderer
Beweis des Hauptsatzes

Von WERNER BLUM in Kassel

Arnold Kirsch zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Fragestellung

Eine wesentliche Aussage des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung ist die, daB jede auf einem Intervall
stetige Funktion dort eine Stammfunktion besitzt. Wdhrend
diese Existenz-Aussage mathematisch zentral ist, hat sie
fiir die Schule nicht anndhernd eine solche Bedeutung. Fir
Schiiler, insbesondere in Grundkursen, ist ndmlich in einem
ersten Durchgang der Integralrechnung das Wesentliche des
Hauptsatzes, daB jede Flicheninhaltsfunktion! einer steti-
gen Funktion eine Stammfunktion Zst und daB sich somit
Flicheninhalte! als Differenzen von Stammfunktionswerten
berechnen lassen. Die Existenzfrage stellt sich schon des-
halb nicht, weil fiir die schulrelevanten Funktionen aus
der Differentialrechnung bereits Stammfunktionen bekannt

sind 2.

Noch weniger spielen in der Schule Existenzfragen bei Fldg-
cheninhalten eine Rolle. DaB Fldchen unter Graphen stetiger
Funktionen einen Inhalt besitzen, der gewisse Eigenschaften

erflillt, ist - zumindest in einem ersten Durchgang - fiir

Ipie Grundbegriffe der Integralrechnung werden hier und im folgenden
geometrisch formuliert. Dies ist stets mdglich, entspricht aber be-
sonders gut der Konzeption von Kirsch [9].

’pies gilt auch fir x+%7 wenn - wie etwa in [2] vorgeschlagen - Expo-

nential- und Logarithmusfunktionen schon friih in der Differentialrech-
nung behandelt werden.
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Schiiler selbstverstdndlich (vgl. Kirsch [9, S. 96] sowie
[3, s. 20]).

Es liegt nun nahe zu fragen, welche schulrelevanten Ver-
einfachungen bzw. Alternativen beim Beweis des Hauptsatzes
sich dadurch ergeben, daB die Existenz von Stammfunktionen
und die Existenz von Fldcheninhalten vorausgesetzt werden.
Die letztgenannte Existenz-Annahme ist fiir die Schule
durchaus iiblich und wird daher im folgenden ohne weitere
Diskussion zugrunde gelegt; hieraus ergeben sich fiir uns
keine neuen Gesichtspunkte. Dagegen gibt es kaum Vorschldge,
die beim Beweis des Hauptsatzes die Existenz von Stamm-
funktionen stetigexr Funktionen voraussetzen. Ein derartiger
Beweis findet sich z. B. bei Wille [12, S. 194/195]. Dort
wird zu gegebener Zerlegung von [a;b] in jedem Teilinter-
vall der Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf eine
(beliebige) Stammfunktion F der gegebenen, auf [a;b] steti-
gen Funktion f angewandt und sodann aufsummiert. Es resul-
tiert F(b)-F(a) = Zf(&k)Axk, und Grenziibergang liefert das
Gewlinschte?®.

Im folgenden Abschnitt 2 wird ein anderer Beweis des - auch
anders formulierten - Hauptsatzes unter den genannten Exi-
stenz-Voraussetzungen gegeben. Die Grundidee filir diese For-
mulierung und filir diesen Beweis riihrt von Uberlegungen zum
Einsatz von Integraphen im Analysisunterricht her"* (bzgl.
Details siehe [1]). Ein Integraph ist vom Prinzip her ein
"Stammfunktions-Zeichner", d. h. ein Gerdt, welches zu
einer gegebenen stetigen Funktion die - im Anfangspunkt
verschwindende -~ Stammfunktion zeichnet. Allgemeiner: Das
Gerdt zeichnet zu gegebener stiickweise stetiger Funktion £

3Vgl. dazu auch [11, S. 77/78] sowie [3, S. 17].

“Diese Idee ist entstanden in der Arbeitsgruppe "Visualisierung" an
der Gesamthochschule Kassel unter der Leitung von W. Metzler. Die Ar-
beitsgruppe beabsichtigt, hieriiber in 1982 einen FZlm fiir den Analy-
sisunterricht herzustellen.
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die - im Anfangspunkt verschwindende - stetige ("stlick-
weise") Stammfunktion von £, d. h. die Funktion, die durch
"liickenloses Aneinandersetzen" der entsprechenden Stamm-

funktionen der stetigen Teile von f entsteht.

Die Voraussetzung der stilickweisen Stetigkeit der gegebenen
Funktion f ist dabei motiviert durch die Forderung, da8B
man beim Nachfahren des Graphen von f den Stift h&chstens
endlich oft mal vom Blatt absetzen will. Fiir den Kern des
Beweises in Abschnitt 2 wird eigentlich nur bendtigt, da8

f Regelfunktion ist. Wir behalten jedoch in Abschnitt 2 die
Voraussetzung der stiickweisen Stetigkeit bei, da alle in
der Schule vorkommenden Funktionen diese Eigenschaft be-

sitzen.

Existenz von Stammfunktionen bedeutet offenbar dasselbe wie
Existenz eines solchen Zeichen-Gerdts, womit diese Frage
flir Lernende (wie auch filr Anwender) gekldrt ist. Der Haupt-
sats besagt nun, daB ein solches Gerdt den Namen "Integraph'
mit Recht trdgt, d. h., daB das Gerdt "automatisch" als
"Fldcheninhaltsfunktions—-Zeichner"” wirkt. Genauer: Die ge-
zeichnete Stammfunktion ist stets die Fldcheninhaltsfunk-
tion der gegebenen Funktion. Bel dieser Formulierung des
Hauptsatzes tritt also nicht - wie bei den gdngigen Formu-
lierungen - der Begriff der Stammfunktion als hintangestell-
ter Hilfsbegriff auf, mit welchem die Tatsache "Ableitung
der Fl&cheninhaltsfunktion gleich Ausgangsfunktion" prég-
nant ausgedrilickt wird, sondern werden umgekehrt den Flé&chen-
inhaltsfunktionen die Stammfunktionen "gleichberechtigt"

vorangestellt.

Diese "Gleichberechtigung" zeigt sich auch beim Beweis des
Hauptsatzes in Abschnitt 2. Dieser Beweis verwendet natilir-
lich nicht den Hauptsatz in iiblicher Fassung, sondern nur
die "Anfangsgriinde" der Analysis. Man iberlegt dabei zuerst,
daB die Aussage offenbar fir Treppenfunktionen gilt. Eine
gegebene Funktion wird nun durch Treppenfunktionen approxi-
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miert®, und die Behauptung setzt sich dann fort auf die
approximierte Funktion. Dies ist der Kern des Beweises,
den wir nun im folgenden Abschnitt darstellen. Dabei wird
bewuBt ein kaum formalisiertes Darstellungsniveau gewdhlt,

um diesen (auch schulrelevanten) Kern deutlicher zu machen.
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2. Beweis des Hauptsatzes

Vorausgesetzt wird zum einen die Existenz der auftretenden
Flédcheninhalte, wobei die iiblichen Eigenschaften des In-
haltsbegriffs (insbesondere Monotonie) gelten®. Unter der
Flédcheninhaltsfunktion einer gegebenen stilickweise stetigen
FPunktion £ auf [a;b] verstehen wir wie {iblich die Funktion,
die jeder Stelle x € [a;b] den (orientierten) Inhalt der
Fliche zwischen der Abszissenachse und dem Graphen von f

in [a;x] zuordnet. Die Begriffe Fldcheninhalt und Fl&chen-
inhaltsfunktion kénnen - jedenfalls fir schulische Zwecke -

addquat via Riemann-Integral prédzisiert werden’.

*Analog - und vielleicht schiilergemiBer - kénnte man stiickweise affin-—
lineare Funktiomen statt Treppenfunktionen verwenden, d. h. den gege-
benen Graphen durch Polygonzilige zwischen Graphenpunkten approximieren.
Die Grundidee ("Fortsetzung") bleibt dieselbe; genaueres in [1].

ngl. dazu [10].

7Vgl. etwa [6a]; genauer genligt eine Anwendung des Riemannschen Integral-
begriffs auf die Klasse der auftretenden Funktionen; vgl. etwa [12].
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Zum anderen setzen wir die Existenz von Stammfunktionen zu
den auftretenden Funktionen voraus®. Dabei heiBt bekannt-

lich bei gegebener stiickweise stetiger Funktion f auf [a;b]
jede auf [a;b] stetige Funktion F, die in den Stetigkeits-
intervallen von f differenzierbar ist mit Ableitung F' = f,
eine Stammfunktion® von f. Stammfunktionen stiickweise ste-
tiger Funktionen sind bis auf Konstante eindeutig (Folge-
rung aus dem "Satz {iber Konstante"). Wir benutzen nachher

die folgende

Monotonieetgenschaft: Seien £, g stiickweise stetig auf
[a;b] und seien F, G Stammfunktionen zu f, g. Es gelte
f < g auf [a;b] und F(a) < G(a). Dann gilt F < G auf [a;Db].

Diese folgt aus dem Monotoniesatz, sukzessive angewandt

in jedem gemeinsamen Stetigkeitsintervall zu f,g.

Die Behauptung lautet nun:

Hauptsatz. Se< £ aquf la;bl stilckweise stetig. Dann ist die
bei a verschwindende Stammfunktion von £ die Fléchen-
inhaltsfunktion zu £ auf l[a;b].

Zum Beweis sei F die - nach Voraussetzung eindeutig exi-
stierende - Stammfunktion von f auf [a;b] mit F(a) = 0.
Die - ebenso existierende - Flicheninhaltsfunktion zu f auf

[a;b] sei I. Zu zeigen ist F = I.

1. Sehritt. Ist £ = m konstant auf [a;b], so gilt
F(x) = m-(x-a). Elementargeometrisch ergibt sich
I(x)
Funktionen.

m- (x-a). Die Behauptung gilt demnach fiir konstante

8pekanntlich besitzt jede Regelfunktion eine Stammfunktion, siehe z. B.
[4, s. 60] oder [8, S. 245]); dort wird gerade die nachher durchgefiihrte
Approximation zum Existenznachweis benutzt.

®siehe z. B. [S, s. 166]; in [4, S. 56] "primitive Funktion".
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2. Schritt. Ist £ eine Treppenfunktion, so entsteht die
stiickweise lineare Funktion F genauso durch "stetiges An-
einanderstiickeln" der linearen Teile wie die Funktion I.
Wegen des 1. Schrittes muB deshalb F = I gelten.

3. Sehritt. 1Ist f stiickweise stetig, so approximieren wir
f auf [a;b] durch untere und obere Treppenfunktionen

gn, Tn. Dies ist beliebig genau m&glich (und zwar im Sinne
gleichmdBiger Konvergenz Tn Lino i S U

Einerseits ist nun wegen der oben festgehaltenen Monotonie-
eigenschaft jede zu einer unteren Treppenfunktion gehérige,
bei a verschwindende "untere Stammfunktion" F ~auf f[a;b]
kleiner oder gleich F, und ebenso ist jede "obere Stamm-
funktion" Fh gréBer oder gleich F. Die unteren und oberen
Stammfunktionen approximieren die Funktion F beliebig gut
(d. h. F 2250

Andererseits ist wegen der Monotonie der Fldcheninhalte
jede zu einer unteren Treppenfunktion gehdrige "untere
Flécheninhaltsfunktion" I auf [a;b] kleiner oder gleich I,
und ebenso ist jede "obere Fldcheninhaltsfunktion" In gro-
Ber oder gleich I. Die unteren und oberen Fldcheninhalts-
funktionen approximieren die Funktion I beliebig gut (d. h.

1 2% )2,
n

Nun gilt nach dem 2. Schritt Fn = In fiir alle n. Dann muB
aber (wegen der Eindeutigkeit der Grenzwerte) F = I sein!

Wir haben also gezeigt (die Monotonieargumente werden offen-
bar nicht explizit bendtigt):

f = 1lim Tn=}F = lim Fn = lim In = I.

n-»eo n-o n-»

Ypenn £ ist Regelfunktion; vgl. etwa [12, S. 193].
Lygl. etwa [4, S. 57/58].
2ygl. etwa [6b, S. 681].
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3. Einige didaktische Anmerkungen

Formulierung und Beweis des Hauptsatzes in der eben dar-
gestellten Form werden wie gesagt im Zusammenhang mit dem
Einsatz von Integraphen sofort nahegelegt (dies - und
nicht die praktische Verwendung - ist sogar der wesentliche
Grund filir den schulischen Einsatz dieses Gerdts: Der Inte-

"3 . ygl. [1]). Sie sind ohne

graph als "Hauptsatzmaschine
diesen Kontext wohl schwer motivierbar. Bei detaillierter
formaler Ausfiihrung ist dieser Beweis erheblich schwieriger
als die Ublichen Beweise des Hauptsatzes, wie sie in allen
Schulblichern und in den meisten Hochschultexten zu finden
sind. Der hier vorgestellte Beweis besitzt jedoch mehrere
didaktische Vorteile. Zum einen kann die Idee von Schiilern
(durch Orientierung am Integraphen) selbst gefunden werden.
Zum zweiten bendtigt man hier im Unterschied zu den her-
kSmmlichen Beweisen keine formale Ableitungsdefinition,
sondern verwendet - und fordert - wesentlich geometrische
Grundvorstellungen (vgl. dazu [3, S. 10/11 u. S. 14]). Zum
dritten erlaubt dieser Beweis zahlreiche nicht-verfédlschende
Vereinfachungen (im Sinne von [3, S. 18]), die bestehen

kdnnen

a) im bewuBten Weglassen von Inhalten (neben den Existenz-
voraussetzungen flir Stammfunktionen bzw. Fldcheninhalte

z. B. die Voraussetzung der (stlickweisen) Stetigkeit, die
Eindeutigkeit von Stammfunktionen, die Existenz approxi-
mierender Treppenfunktionen oder die Monotonievoraussetzun-

gen inklusive Vollstdndigkeit) wie auch

b) in der Wahl eines geeigneten Formalisierungsniveaus
(z. B. die begriffliche Fassung der Stetigkeit oder der
Approximation der gegebenen Funktion und der zugehdrigen

Stamm- bzw. Fldcheninhaltsfunktion) ;

genaueres dazu in [1]. Diese Vereinfachungen lassen sich in

B Nach einer Idee von W. Metzler.
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mehreren Stufen exaktifizieren. Die Voraussetzung der Exi-
stenz von Stammfunktionen kann entfallen, wenn man den for-
mulierten Gililtigkeitsbereich des Hauptsatzes auf diejeni-
gen Funktionen beschrdnkt, von denen man schon Stammfunk-

tionen kennt™ .

Eine weitestgehend vereinfachte Fassung dieses Beweises

fiir Grundkurse in der Oberstufel® kann so aussehen, daB alle
eben beispielhaft genannten Inhalte tatsdchlich weggelassen
werden, daB alle Argumente nur ikonisch und verbal (sowie
ggf. "enaktiv" am Integraphen) gegeben werden und von Kon-

vergenz explizit gar nicht gesprochen wird.
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