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Elementare Behandlung des sogenannten

Geburtstagsproblems

Werner Blum und Arnold Kirsch

Das Geburtstagsproblem”

Eine bekannte, auch im Stochastikunterricht der Schule be-
liebte Aufgabe (,,Geburtstagsproblem®) lautet:

Wie viele Menschen mindestens miissen zufillig zusammen-
kommen, damit ich darauf wetten kann (d. h. die Wahrschein-
lichkeit groBer als 0,5 ist), daB mindestens zwei davon am sel-
ben (Jahres-)Tag Geburtstag haben?

Die Losung (wie iiblich unter der Annahme einer gleichmifigen
Verteilung der Geburtstage), dal bereits 23 Menschen geniigen,
ruft bekanntlich i. a. groBe Verwunderung hervor. Dementspre-
chend gibt es immer wieder Vorschlige, wie dieses scheinbar
paradoxe Ergebnis (,,Geburtstagsparadoxon®) inhaltlich erklart
oder ,,intuitiv aufgeklért werden kann, so z. B. von Engel [2, S.
50/51] oder jiingst sehr ausfiihrlich von Winter [8, S. 34-40].
Beim Losen des Problems sind immer verhiltnismiBig aufwen-
dige Rechnungen auszufiihren, die zwar heutzutage dank TR

1) Wir danken Herrn T. Jahnke (Siegen/Kassel) filir anregende
Diskussionen.
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oder PC ohne groBe Miihe zu bewiltigen sind (vgl. z. B. Biehler
[1, S. 176/177]), die aber doch keine unmittelbare Einsicht in
den Sachverhalt geben. Gerade hier setzen wir ein, indem wir
zwel inhaltlich einsehbare, auch fiir sich genommen niitzliche
und schulrelevante Grundideen heranziehen, die schon in der
Sek. I leicht zugdnglich sind. Hierdurch kann man das Ergebnis
sogar im Kopf bestitigen. Weiter ist eine Verallgemeinerung
von Aufgabe und Losung leicht méglich.

Der bekannte Lésungsansatz

Bei n Personen berechnet sich dic Wahrscheinlichkeit da-
fiir, daB alle an verschiedenen Tagen Geburtstag haben, be-
kanntlich (mittels Baum oder auch rein kombinatorisch) zu

_1.364 363 365-n+1
() =135 365 =~ 365

1 (1L ). (1-2). . (1-n-l

=1 (1 365) (1 365) (1 365 )

Mit einem Taschenrechner kann man nun (mit etwas Miihe)
ausrechnen: Es gilt p,, = 0,524 und p,; = 0,493, also p, <0,5
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fiir n 2 23, und p,, liegt am dichtesten bei 0,5. Die iibliche, rou-
tinemafige Behandlung des Geburtstagsproblems in der Schule
wird hiermit wohl abgeschlossen sein. Sie sollte und diirfte aber
bei manchen ein Gefiihl der Unzufriedenheit hinterlassen und
damit den Wunsch, dieses Ergebnis auf Grundlage des Ansatzes
(1) nicht nur auszurechnen, sondern auch zu verstehen.

Schon ohne Rechnung ist klar, daB die p, mit wachsendem n
kleiner werden. Offensichtlich fehlt nun den meisten Menschen
(Kindern wie Erwachsenen) die Fihigkeit, dariiber hinaus den
Wert dieses Produkts fiir verschiedene n richtig einzuschitzen,
mit anderen Worten: Es fehlt ein Gefiihl (eine ,,numerische In-
tuition®) dafiir, in welcher Weise die p, abnehmen und wie
schnell sie den Wert 0,5 erreichen. Wir meinen, daf} dieses Feh-
len einer angemessenen Vorstellung vom Verhalten der p, ein
ganz wesentlicher Grund ist, weshalb das —~ nach blinder Rech-
nung erhaltene — Ergebnis p,; < 0,5 so tberraschend, ja kon-
traintuitiv und paradox wirkt. Man kénnte sogar noch schérfer
formulieren: Der eigentliche Kern der Schwierigkeiten beim
Verstehen des Geburtstagsproblems nebst Losung ist numeri-
scher Natur.

Wir versuchen in dieser Arbeit eine elementare Aufklirung des
Verhaltens der p,. Dazu vergegenwirtigen wir uns im ersten
Anlauf nur den rekursiven Aufbau dieser Folge:

Dn+l =Pn (1 —%)

D. h. haben bereits » Personen paarweise verschiedene Geburts-
tage und kommt eine weitere Person hinzu, so ist die Wahr-

scheinlichkeit, daB auch in der vergréBerten Gruppe alle Ge-
100
365
Die Wahrscheinlichkeiten p, nehmen also mit linear ansteigen-

den Raten ab. Insofern ist — wiederum ohne Rechnung — klar,
daB die p, in einer Weise abnehmen, die qualitativ durch Fig. 1
beschrieben wird (Eine dhnliche Uberlegung wird von H. Win-
ter in [9, S. 166 f] fiir das Geburtstagsmonatsproblem
angestellt):

burtstage verschieden sind, um # - % geringer als vorher.

A
1 4

v

Fig. 1

Nach den ersten Schritten wird es bei weiter wachsender Perso-
nenzahl » sehr rasch immer unwahrscheinlicher, einen noch
nicht vorhandenen Geburtstag zu finden, und erst, wenn ihre
Werte schon recht klein sind, stabilisieren sich die p, gegen 0.
Allerdings ist die GroBenordnung derjenigen Anzahl », ab der
man auf mindestens zwei identische Geburtstage wetten kann,
noch unklar.

Ziel der folgenden Abschnitte ist es, das Verhalten der p, auch
quantitativ auf elementare Weise zu verstehen. Dazu bestitigen
wir zuerst (in Abschnitt 3) das speziclle Ergebnis p,; = 0,5

8

durch einfache Kopfrechnung. Sodann zeigen wir (in Abschnitt
4), wie die urspriingliche Aufgabe, die zunéchst noch unbekann-
te Zahl n zu bestimmen, fiir die p, = 0,5 gilt, durch dieselben
elementaren Uberlegungen sowie einfache Rechnungen geldst
werden kann. Nach einer Verallgemeinerung (in Abschnitt 5)
leiten wir schlieBlich (in Abschnitt 6) eine Niherungsformel fiir
die p, her. Diese zeigt, daB die p, wie e~ abnehmen, was unse-
re obigen Aussagen unterstiitzt.

Bestéatigung des Ergebnisses n =23

Fiir n = 23 besteht das Produkt in (1) aus 23 Faktoren der-
selben GréBenordnung:

ppy=1.364 343
365 365
Es 148t sich ndherungsweise durch ein Produkt aus ebensovie-
len, lauter gleichen Faktoren ersetzen, und zwar durch die 23.
Potenz des Mittelwerts der Faktoren:

23
_ (354
b1 = (365) '
Dies ist die erste Grundidee, die wir hier verwenden. Sie kann
anhand von Beispielen schon in der Sek. I erarbeitet werden.

(Zur Begriindung und Prézisierung der hier verwendeten Néhe-
rungsformel siehe Kirsch [5] )).

Hieraus erhdlt man mit einem Taschenrechner jetzt unmittelbar
P,; = 0,495. Um das Ergebnis p,; = 0,5 vollends im Kopf bestd-
tigen zu konnen, beachte man nun, daB recht genau gilt

354 11 _,_ 3 _365.
365_1 365 1 100 (denn 1100 =365-3 + 5), also

23
~[(1__3_
p”"(l 100) :

Hier wird nun die zweite Grundidee verwendet: Bei einem ex-
ponentiellen Abnahmeprozef, bei dem der Abnahmefaktor pro

Zeitschritt (1 - Tgﬁ) betrigt (r > 0), gilt flir die Halbwertszeit

h (d. h. fiir die Anzahl der Zeitschritte, nach denen der Anfangs-
wert auf die Hilfte zuriickgegangen ist) bekanntlich die Regel
r-h =70, sofern r ,nicht zu groB* ist; anders ausgedriickt:

L oir . )
@2)(1- 100 =0,5 fir kleines r.

Diese Regel ist gleichwertig mit der entsprechenden Verdop-
70/
plungsregel r-d = 70 (bzw. (1 + ﬁ) = 2 fiir exponentielle
Wachstumsprozesse, die z. B. aus dem Buch ,,Die Grenzen des
Wachstums* von D. Meadows u. a. [6] (oder auch aus D. Mea-
dows u. a. [7]) bekannt ist. Beide Regeln konnen leicht (und
sollten) bereits in der Sek. I anhand von Beispielrechnungen er-
arbeitet werden (vgl. Kirsch [4]). Eine Begriindung und Prizi-
sierung ist bekanntlich unter Verwendung von einer der Néhe-

rungsgleichungen (1 + %) =~e*! (fur groBe n) oder e* = 1 +x

bzw. In(1 + x) = x (fiir kleine |x|) und von In 2 = 0,7 einfach

méglich %). ”
Mit r = 3 folgt aus (2) wegen 3 = 23 sofort (1 - 13'%) =0,5

und damit p,, = 0,5, womit das Ergebnis bestitigt ist.

70

2) Hiernach muB der vorstehende Niherungswert um etwa 0,4 % zu
groB sein.
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Zusammenfassend kann man also im Kopf ausrechnen:

364

-1. (343
P =133

~(ﬁ)”:(,_i)”=0 s
365T 365 100 1

1. Idee 2. Idee

Herleitung des Ergebnisses n= 23

Wir wenden die erste Idee von vorhin auf (1) an und erhal-
ten allgemein

n-11Y)"
® p"z(l_z-sss) ‘
Im Sinne der Uberlegungen aus Abschnitt 2 bedeutet dies: Wir
ersetzen fir festes n die linear ansteigenden Abnahmeraten 0 %,

100 g, 5. 100 0, n-1). 1%0 % durch die mittlere Abnah-

365 365 365
merate » % = n;l ;2(5) %. Dies ist legitim, so lange die
Abnahme-Faktoren 1— 3~]g—5— (k=0,...,n—1) von derselben

GroBenordnung sind, was bei nicht zu grolem » ja gewihrleistet
ist. Inhaltlich heift dies: Wir ersetzen das tatséchliche Zufalls-
experiment (Geburtstags-Befragung bei # Personen) durch ein
n-stufiges Experiment mit konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit

S D (el §
="
Nun variieren wir n und stellen die Frage: Fiir welches n wird

. I
(1 2_365) 0,57
Hier ist also nicht nur nach verschiedenen Potenzen einer festen
n—1

730
Wahrscheinlichkeit bei # Personen) und Exponent n gleichzei-

tig. Die zweite Idee von vorhin hilft wieder weiter. Wir wenden

Basis gefragt, vielmehr variieren Basis g=1— (mittlere

. r_ n-—1 . . .
sie auf 100 =2.365 &0 und erhalten als Bedingung fiir (nicht
zu groBes) n:

100 -1) _1).n=10.
7365 n=70, dh (m-1) n=<s 365.

Beachten wir schlieBlich, daf fiir ,nicht zu kleines“ n gesetzt
werden kann *): (n — 1)-n = #%, so liefert dies die Antwort
n’=1,4-365,d. h.

4) n=1,2- /365 =23.

Man kann diese letzte algebraische Argumentation natiirlich
vermeiden, indem man einfach (im Kopf) nachpriift, wann das
Produkt (# — 1)-n ungefihr gleich 1,4-365, d. h. 511 ist:

2122 =462, 2223 = 506, 23-24 = 552. Dies ist also fiir n = 23
der Fall.

3) Z. B. folgert man aus (1—l> =1

n ¢ (fur groBes n) zuerst

100/r
(1 —1—66) =g (fur kleine ) und weiter durch Potenzieren mit

’ 70/r ] 1 1
In2= TT100) T e07 T gmro 3
n2=0,7 dann (l 100) ed7 2 2"

Vorstehende Aussagen gelten auch mit ,,<* statt ,,=“. Sie zeigen damit,
daB der erhaltene Exponent 70/r etwas zu groB ist.

4) Eigentlich sollte man (nach unserer ersten Idee)

2
n-1)-n= (n—%) setzen. Es zeigt sich aber, daB3 der einfachere

Ansatz mit »* letztlich sogar bessere Ergebnisse liefert, weil hiermit
die in FuBnote 3 erwihnte Ungenauigkeit zum Teil kompensiert wird.
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Erginzung: Die Linearisierung (1 — a)" = 1 — n-a (furr kleines
a> 0) liefert aus (3) sofort

nn—-1)
=173 35
woraus wie eben die — allerdings sehr grobe — Aussage p, = 0,5
fiir n~ /365 =19 folgt. Vor allem aber zcigt sich, daB 1 — p_
(die Wahrscheinlichkeit, da8 von »n Personen mindestens zwei
am selben Tag Geburtstag haben) am Anfang ungefihr quadra-
tisch wichst °).

Ubrigens kommt man offenbar zur selben groben Niherung fiir

p,» wenn man flir festes » einfach die eingangs erwéhnten n Ab-

nahmeraten £ - ;(6)(5] % (bzw., was natiirlich dquivalent ist, »-mal
die mittlere Rate) subtrahiert. Inhaltlich bedeutet dies, daBl man
k

einfach die Gegenwahrscheinlichkeiten 365 k=0,...,n-1)

addiert. Beides ist nur fur sehr kleines » sinnvoll.

5 Verallgemeinerung

Es gibt zahlreiche andere Einkleidungen des Geburtstag-
sproblems (vgl. etwa [8, S. 40]). Ganz allgemein kann man
formulieren:

Es werden n Gegenstinde zufillig auf m gegebene Plitze ver-
teilt (n < m). Wie groB mufl » mindestens sein, damit dic Wahr-
scheinlichkeit, daB mindestens zwei Gegensténde auf demselben
Platz liegen, gréBer als 0,5 ist?

Bezeichnet wieder p, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB alle »

Gegenstinde auf verschiedenen Plitzen liegen, so liefern diesel-
ben Uberlegungen wie eben offenbar sogleich als Bedingung fiir

p,=0,5:

(5) n=1,2-Jm.

Damit hat sich mit elementaren Mitteln eine Niherungsformel
ergeben, die sogar noch genauer ist als die von Winter [8, S. 40]
in Anlehnung an Feller [3] unter Verwendung von ,.etwas Alge-
bra und Analysis“ hergeleitete Faustformel n= /m . Eine nu-
merische Nachpriifung zeigt, daB Formel (5) geradezu ,,unver-
dient“ genau ist °); siche Tabelle 2 im Anhang.

Eine Naherungsformel fiir die p,,

Die vorangehenden Uberlegungen (abgesehen von der Er-
ginzung am Ende von Abschnitt 4) beantworten immer nur die
spezielle Frage nach der Anzahl n der Personen mit p, = 0,5,
nicht jedoch die ebenfalls durchaus naheliegende Frage nach
Anzahlen n, die zu anderen vorgegebenen Werten p flir die
Wahrscheinlichkeit p, geh6ren. Auch hierfiir 148t sich — aller-
dings unter Verwendung von Kenntnissen, die nicht mehr ganz
so elementar sind und (iber die Sek. I hinausgehen — leicht eine
(zu (4) bzw. (5) analoge) Niherungsformel angeben.

Wegen | —x = e™ flir kleine x > 0 hat man nach (3) zunichst
n=1
pn= € 236" fiir kleine .
Dies ergibt (wiederum bei nicht zu kleinem #)

5) Diese Hinweise verdanken wir Herrn T. Jahnke.

6) Dies hat man wieder einer gliicklichen Kompensation verschieden
gerichteter Rundungsfehler zu verdanken.
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n2
(6) pn= €33,

Auflésung nach n» liefert fiir p, = p schlieBlich

(7) n=/-2-365 Inp = /2-365-In(1/p) .

Aus (6) ist die Art des Abnehmens der p, ablesbar, und (7)
macht zeitraubende Taschenrechner-Rechnungen zur Bestim-
mung der Anzahl n bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit p ent-
behrlich. Aus (7) folgt {ibrigens erneut, daBl p, » 0,5 ist fir

n=y2.365-1In2 =23.

Verallgemeinerung zu m statt 365 wie in Abschnitt 5 liefert zum

einen p, = e-g und zum anderen n= /2m-In(1/p) (dies ist
die bei Winter [8, S. 40] angegebene Formel); insbesondere
wird nochmals Ergebnis (5) bestitigt.

Unsere zum Teil recht grofziigig vorgenommenen Niherungen
diirften den Wunsch nach einer numerischen Nachpriifung na-
helegen. Eine solche fiihrt fiir m = 365 zur folgenden Tabelle 1
(Dezimalzahlen auf 3 Stellen gerundet):

[2] Engel, A.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, Band 1.
Klett, Stuttgart 1973.

[3] Feller, W.: An Introduction to Probability Theory and its Applica-
tions. Wiley, New York 1968.

[4] Kirsch, A.: Vorschlige zur Behandlung von Wachstumsprozessen
und Exponentialfunktionen im Mittelstufenunterricht. In: Didaktik
der Mathematik 4 (1976), H. 4, S. 257-284.

[5] Kirsch, A.: Eine plausible und niitzliche Ndherungsformel fiir Pro-
dukte. PM 36 (1994) 15f.

[6] Meadows, D. u. a.: Die Grenzen des Wachstums, Rowohlt, Ham-
burg 1973.

[7] Meadows, D. u. a.: Die neuen Grenzen des Wachstums. DVA,
Stuttgart 1992.

[8] Winter, H.: Zur intuitiven Aufklirung probabilistischer Parado-
xien. In: Journal fiir Mathematik-Didaktik 13, H. 1, S. 23-52.

[9] Winter, H.: Entdeckendes Lernen im Mathematikunterricht. Vie-
weg, Braunschweig 1989.

n D, D, nach (6)

] 1 0,999
10 0,883 0,872
20 0,589 0,578
22 0,524 0,515
23 0,493 0,484
30 0,294 0,291
33 0,225 0,225
40 0,109 0,112
50 0,030 0,033

Tabelle 1

Die Ubereinstimmung ist wiederum erstaunlich gut. Dies erklért
sich z. T. daraus, da3 die beiden ersten Umformungsschritte

: n-1
(von p, zu (1 -~

" . el .
) und weiter zu e”2» ™ ) VergroBerunger

7

2
bewirken, der letzte Schritt (zu e™2 ) aber eine Verkleinerung
bewirkt; siehe Tabelle 3 im Anhang.

Abschlielend sei noch betont, daB wir sémtliche angegebenen
Niéherungsaussagen im Verlauf unserer Beschéftigung mit dem
Geburtstagsproblem unmittelbar gewonnen haben, und dafl wir
gerade diese Moglichkeit fiir wesentlich halten im Hinblick auf
das Ziel, den Sachverhalt schon in der Sek. I klarzumachen. Der
nachtrdglich gewonnene Zugang durch Vereinfachung einer ge-
naueren numerischen Untersuchung (wie in den FufBinoten und
im Anhang skizziert) erscheint uns demgegeniiber als von unter-
geordneter Bedeutung.
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Anhang
Uberpriifung von Formel (5):
m D1 3 P,nahe 0,5 n-1;n 1,2- /m
(auf 3 Stellen; unter- (auf 1 Stelle)
strichen: dichter bei 0,5)
50 0,554 ;0,465 8; 9 8,5
100 0,503 ; 0,443 12;13 12,0
150 0,535; 0,485 14; 15 14,7
200 0,540 ; 0,497 16;17 17,0
250 0,534 ;0,496 18; 19 19,0
300 0,523 ;0,488 20;21 20,8
350 0.510; 0,478 22;23 22,4
365 0,524 ; 0,493 22;23 22,9
400 0,525 ;0,497 23;24 24,0
450 0,507 ;0,479 25;26 25,5
500 0,516 ; 0.489 26;27 26,8
550 0,523 ; 0,497 27;28 28,1
600 0,503 ;0,478 29;30 29,4
650 0,507 ; 0,483 30; 31 30,6
700 0,510 ; 0,487 31;32 31,7
750 0,511 ;0,489 32;33 32,9
800 0,512 ;0,491 3334 33,9
850 0,512 ;0,492 34,35 35,0
900 0,512 ;0,492 35;36 36,0
950 0,511 ;0,492 36;37 37,0
1000 0,510; 0,491 37;38 37,9
Tabelle 2

Vergleich der einzelnen Schritte zur Formel (6) (alle Zahlen auf
5 Stellen gerundet):

n—1 2

n n _Zl:_l " - h _n-

o |(0-%5) | <o ¢ 730
10 0,88305 0,88333 | 0,88401 0,87198
20 0,58856 0,59011 | 0.59419 | 0,57814
23 0,49270 0.49470 | 0.50000 | 0.48449
30 0.29368 029638 | 0.30368 0.29145
33 0.22503 022781 | 023538 | 022497
40 0.10877 0.11123 | 0.11801 011172
50 0,02963 0,03099 | 003487 | 0,03256
60 0,00588 0,00637 | 0.00783 0,00722

Tabelle 3

Anschrift der Verfasser:

Werner Blum und Arnold Kirsch, Universitit Gesamthoch-
schule Kassel. FB Mathematik/Informatik, 34109 Kassel

PM 1/36. Jg. 1994



