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4 NOTATION
Notation
N Menge der natiirlichen Zahlen
Ny Menge der natiirlichen Zahlen mit Null
R Menge der reellen Zahlen
R>o Rsp:={r€R : 2 >0}
R" n—dimensionaler Euklidischer Raum
id identische Abbildung
det Determinante einer Matrix
Q Gebiet im R"
o0 Rand des Gebietes (2
Q Abschluss des Gebietes 2
Oy partielle Ableitung nach ¢
0; partielle Ableitung nach x;
\Y Gradient im R”
div, V- Divergenz im R"
A Laplace-Operator im R"
dij Kronecker-Symbol
) Landau-Symbol
supp Téger einer Funktion
Skalarprodukt im R"™
(,°) Skalarprodukt in L?(Q)
Ck(Q) Raum der in 2 k—mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen
C>(Q) Raum der in 2 beliebig oft partiell differenzierbaren Funktionen
Ck() Ck(Q) := {u € C*¥(Q) : supp u kompakt, suppu C Q}
C'? (Q)  Raum der in Q Lipschitz-stetigen, am Rand verschwindenden,
| divergenzfreien Vektorfunktionen
Co, () C7,(Q2) :={uecCFQ) : divu=0in Q}



NOTATION

Lr(Q)

L2(Q)
wmr(Q)
H™r(Q)
H™(8)
Ho(€2)
H1(2)

Banachraum aller in 2 Lebesgue-messbaren Funktionen

mit endlicher Norm ||u/o,,

LP—Raum fiir p = co mit der wesentlichen Supremumsnorm
Sobolev - Réaume

Sobolev - Rdume

H™(Q) :== H™?(Q)

Vervollstdndigung von Cg°, beziiglich der Norm || - ||

Vervollstindigung von Cg°, beziiglich der Norm ||V - ||
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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die Stromung einer zéhen, inkompres-
siblen, instationiren Fliissigkeit in einem beschrinkten Gebiet Q C R3. Zur Be-
schreibung einer solchen Strémung stehen uns grundsétzlich zwei Moglichkeiten

zur Verfiigung: die Lagrangesche und die Eulersche Darstellung.

Bei der Lagrangeschen Betrachtung beschreibt man die Stromung durch die
Bahnkurven einzelner Fliissigkeitspartikel. Hier muss man die einzelnen Teilchen
kennzeichnen. Ublicherweise benutzt man dazu ihre Ortskoordinaten & zu einem

bestimmten Zeitpunkt ¢ unter einem vorgegebenem Geschwindigkeitsfeld v.

Abbildung 1: Bahnkurve

Verfolgen wir in Abbildung 1 die Bahn eines Fluidteilchens bzw. die Teilchen-
bahn eines der Stromung beigefiigten Teilchens mit fortschreitender Zeit, so wird
der Ausgangsort der Teilchenbewegung zur Zeit t = s mit x, festgelegt. Zum
Zeitpunkt t; > s hat sich das Teilchen entlang der skizzierten Bahnkurve an den
Ort x(t;) bewegt und zum Zeitpunkt to > t; zum Ort x(2) usw. Die momentane
Position & des betrachteten Teilchens ist also eine Funktion des Ausgangsortes
x,, der Ausgangszeit s und der momentanen Zeit t. Die Teilchenbahn schreibt

sich damit

t—x(t) = X(t, s, ;)
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und ergibt sich als Losung einer Anfangswertaufgabe fiir ein System gewohnlicher

Differentialgleichungen der Form
w(t) = v, =(t)),
x(s) = xg,

falls das instationdre Geschwindigkeitsfeld (¢, ) — v(t, ) bekannt ist. Im Fal-
le einer stationdren Stromung (v ist unabhéngig von t) stimmt die Bahnkurve
eines Fliissigkeitspartikels mit den Stromlinien {iberein und ist unabhéngig vom
Anfangszeitpunkt. Dies bedeutet, die Kurve t — x(t) = X (t, o) beschreibt die
Bahn eines Fliissigkeitspartikels zur Zeit ¢, das sich zur Zeit ¢t = 0 in &y € €
befindet und ergibt sich als Losung einer Anfangswertaufgabe fiir ein autonomes

System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form
@(t) = v(x(t)),

z(0) = x.

Interessiert man sich nicht fiir die Bewegung einzelner Fluidteilchen sondern fiir
den Stromungszustand in Abhéngigkeit von Ort und Zeit, z.B. fir die raumli-
che und zeitliche Verteilung der Geschwindigkeit einer Stréomung im Gegensatz
zur Geschwindigkeit bestimmter Teilchen im Laufe der Zeit, so verwendet man
die Eulersche Darstellung: Mit Hilfe von Bilanzgleichungen (Massenerhaltung,
Impulserhaltung, Drehimpulserhaltung, Energieerhaltung, vgl. [Oer04, Oertel, S.
195]) kann man ein System instationarer nichtlinearer partieller Differentialglei-
chungen zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes v und einer Druckfunktion

p im Zylindergebiet Qr := (0,7 x 2 angeben:
ov—vAv+v-Vo+Vp=f in Qp,

V-v=0 in QT,

’U|(')Q =0 in (O,T),
’U‘t:() =y in €.

Dies sind die Gleichungen von Navier-Stokes. Sie beschreiben das Verhalten ei-
ner zédhen, inkompressiblen, instationédren Stromung und gelten fiir viele wichtige
Stromungsprobleme, beispielsweise fiir Luftstromungen weit unterhalb der Schall-

geschwindigkeit, fiir Wasserstromungen, sowie fiir fliissige Metalle. Die dufsere
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Kraftdichte f, die Anfangsgeschwindigkeit vy und die (kinematische) Viskosi-

tatskonstante v > 0 sind vorgegebene Daten.

Im Fall Q C R? konnten fiir die Navier-Stokes-Gleichungen (Np) bereits weit-
reichende Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularitatsaussagen bewiesen werden.
Im allgemeinen dreidimensionalen Fall, falls also die Daten f, vy, v keinen Klein-
heitsannahmen unterliegen, hat man bisher lediglich Existenz und Eindeutigkeit
zeitlich lokaler starker Losungen nachgewiesen. Auferdem existieren zeitlich glo-
bal so genannte schwache Losungen, deren Regularitét fiir den Nachweis der Ein-
deutigkeit im dreidimensionalen Fall allerdings nicht ausreicht. Somit bleibt die
Liicke zwischen der zeitlich lokalen, eindeutigen starken Losung und den zeitlich
globalen, nicht eindeutigen schwachen Losungen von (Np) im Fall Q C R? wei-
terhin offen. Das renommierte Clay Mathematics Institute hat dieses Problem
zu einem von sieben Millenniumsproblemen erklédrt und fiir seine Losung eine

Million US-Dollar ausgelobt (siehe |adr, Clay Mathematics Institute]).

In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Approximationsverfahren fiir die Navier-
Stokes-Gleichungen entwickelt, das auf einer Kopplung der Eulerschen und La-
grangeschen Beschreibung zéher Stromungen beruht. Ausgangspunkt ist hier ein
im Fall konservativer duferer Krifte (f = 0) in [Var07, Varnhorn| entwickel-
tes Verfahren, dass lediglich fiir eine sehr spezielle Klasse von Anfangswerten vg

anwendbar ist. Die Hauptresultate dieser Arbeit sind:

e Bereits eine einzige, am nichtlinearen Term der Navier-Stokes-Gleichungen
(Np) vorgenommene Lagrangesche Differenzennéherung fiithrt in Verbin-
dung mit einer Zeitverschiebung um ¢ > 0 zu einem zeitlich global 16sbaren
System (N.), € > 0.

e Die Losung v° von (N,) ist eindeutig bestimmt, stark H?(Q2)—stetig gleich-
mékig in [0, 7] und erfiillt die Energiegleichung.

e Die Folge (v°) besitzt fir ¢ — 0 einen Haufungspunkt v, der (Ny) im

schwachen Sinne 16st und der Energieungleichung geniigt.

In den ersten zwei Kapiteln der Arbeit werden zunéchst die fiir die Theorie be-
notigten Grundlagen formuliert. Dazu gehoren die wichtigsten Funktionenrdume
mit ihren Eigenschaften sowie einige fundamentale Ungleichungen und Einbet-

tungssatze.
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Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit der Lagrangeschen Darstellung stationérer
und instationdrer Stromungen. Speziell wird fir die Bahnkurve ¢t — x(t) =:
X (t, ) eines Fliissigkeitspartikels in einer stationédren Stromung die wichtige
Eigenschaft der Maktreue der Abbildung X (¢, -) : Q — Q, nimlich

detVX(t,z) =1 VteR, =€,

explizit hergeleitet. Diese Eigenschaft impliziert fiir £, g € L*(Q) mit (-,-) als
Skalarprodukt die Beziehung

(fOX(t,),gOX(t,>> = (f7 g)7
die wir bei unseren Abschéitzungen haufig verwenden.

Im vierten Kapitel entwickeln wir ein Approximationsverfahren, wobei wir den
nichtlinearen konvektiven Term v- Vv der Gleichungen von Navier - Stokes stiick-
weise linearisieren. Dazu wird das Intervall [0, T'] durch ¢ := ke mit € := % >0

in N € N gleichlange Teilintervalle der Lange ¢ zerlegt.

Die Herleitung des Approximationsverfahrens lédsst sich wie folgt veranschauli-
chen: Zunéchst verwenden wir fiir die Linearisierung von v - Vv eine Zeitver-

schiebung um ¢ > 0 in der Form
v(t) - Vou(t) = v(t —e) - Vo(t).
Dann approximieren wir den Term v(t — ¢) - Vou(t) mit zentralen Lagrangeschen

Differenzen:

v(t—e)-Vo(t) = v(s)-Vo(t) = %(v(t)oXs(e, J—v(t)o X (e, )) =: Liv(t),

wobei X (g, ) aus der Lagrangeschen Darstellung der stationéren Stromung

x(t) = wvs(x(t)) = v(s, 2(1)),
z(0) = x.

gewonnen wird.
Schliefslich verwenden wir zur Vereinfachung des Aufwandes eine lineare Interpo-
lation und approximieren Liv(t) fiir t € [ty, tg41] durch

t—1
Liv(t) ~ k

th+1 — ¢
Lro(t) + 2 Lkt (1)
£
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-t
E

<'v(t) o Xi(e, ) —v(t) o X; (g, ))

B ()0 X (e, ) ()0 X742, ) = 25000,

Dies bedeutet, dass zur Approximation des konvektiven Termes v(t) - Vo(t) fiir
alle t € [tg, try1] lediglich die beiden Abbildungen X 1, X} : Q — Q und deren
Inverse zu bestimmen sind. Somit liegt das folgende Problem vor: Sei € := % > 0.
Gesucht sind ein Geschwindigkeitsfeld v = (vq, ve, v3) und eine Druckfunktion p

als Losung der regularisierten Navier - Stokes - Gleichungen
ov—vAv+Zv+Vp=f in Qr,
V-v=0 in Qf,

Voo =0 in (0,7),

V),., =vo in L

Dabei setzen wir fiir jedes t € [t, tr41], k=0,1,...,N —1,

Zoo(t) = ZFu(t).

Im fiinften Kapitel befassen wir uns mit dem Beweis der Existenz einer Losung
des oben beschriebenen Problems auf dem ersten Zeitintervall [0, €]. Den Beweis
fithren wir mit Hilfe eines Galerkinansatzes auf der Basis der Eigenfunktionen des
Stokes - Operators —PA wie in [Hey80, Heywood|. Es werden zunéchst geeignete
a-priori Abschétzungen fiir die Galerkinndherungslosungen hergeleitet, die dann
mit Hilfe von Kompaktheitsschliissen iiber elementare funktionalanalytische Me-
thoden zu einer eindeutig bestimmten auf [0, €] stark H?(Q))—stetigen Losung
von (N.) fithren.

Im sechsten Kapitel wird gezeigt, dass sich der Losungsprozess aus dem fiinften
Kapitel auf den folgenden Teilintervallen wiederholen lasst: Alle bei den Daten ge-
forderten Regularitdtsannahmen lassen sich auf die Losung des Systems (/N.) und
damit auf die resultierenden autonomen Systeme zur Bestimmung der benétigten
Bahnkurven iibertragen, so dass der schrittweise Losungsprozess auf die néchsten
Teilintervalle fortgesetzt werden kann. Dies fiihrt schlielich zu einer eindeutigen
klassischen Losung des System (N.) in [0, T fiir jedes € > 0. Die Autonomie der

Systeme zur Bestimmung der Bahnkurven spielt hier eine wesentliche Rolle.

Anschliefsend betrachten wir im letzten Kapitel die Konvergenz der approximier-

ten Losung gegen eine schwache Losung der Navier-Stokes-Gleichungen im Sinne
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von Hopf. Durch Entwicklung geeigneter, vom Zeitverschiebungsparameter € > 0
unabhéngiger Normschranken gelingt es, aus der Folge (v°). der Néherungslo-
sungen eine konvergente Teilfolge zu extrahieren, deren Grenzwert mit ¢ — 0
eine globale schwache Losung der Gleichungen von Navier-Stokes darstellt. Hier
erfordert insbesondere der Greniibergang im nichtlinearen Term (Theorem 7.5)

ein trickreiches Arsenal von Abschéitzungen.
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1 Funktionenraume

In diesem Kapitel werden wir die bendtigten Funktionenrdume und ihre wichtigs-
ten Eigenschaften einfiithren. Dies sind die Rdume der stetigen und differenzierba-
ren Funktionen, die Rdume der integrierbaren Funktionen, auch Lebesgue-Radume
genannt, und die Sobolev-Raume, die bei der funktionalanalytischen Behandlung
von Differentialgleichungen eine fundamentale Rolle spielen. Im Folgenden ist
) C R™ stets ein beschrinktes Gebiet, d.h. eine beschrinkte, offene, zusammen-

héngende Menge.

1.1 (C"— Raume

Fiir m € Ny bezeichnet C™(2) den Raum der Funktionen
u: Q=R x— u(x),

fir die 0%u fir alle a € Ny mit 0 < |a| < m existiert und stetig in 2 ist. Dabei
ist C%(Q2) =: C(Q) der Raum der stetigen Funktionen u :  — R. Mit

C>(Q) == () C™(Q)

bezeichnet man den Raum der in 2 beliebig oft differenzierbaren Funktionen.

Fiir eine Menge M C R" bezeichnen wir mit A ihren Abschluss. Damit definiert

man den Trager einer Funktion u : 2 — R durch

suppu = {x € Q: u(x) # 0}.

Fiir m € Ny oder m = oo bezeichnet die Menge CJ'(€2) den Raum aller m—mal
stetig differenzierbaren Funktionen mit einem in ) enthaltenen kompakten Tra-
ger:

Cy(Q) :=={u e C™(Q) : suppu kompakt, suppu C 2}.

Die entsprechenden Raume fiir Vektorfelder u(x) = (ui(x),...,u,(x)) sind in

kanonischer Weise definiert:

C"(Q) ={(uy,...,uy): u; €C™(Q), j=1,...,n},
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Cr(Q) ={(ur,...,up) s u; € CJ*(Q), j=1,...,n}.

Weiter definieren wir fiir m € Ny oder m = oo den Raum der m—mal stetig

differenzierbaren, divergenzfreien Vektorfelder mit kompaktem Trager in §2:

0 () = {(ur, .. un) uy € CP(Q), j=1,...,n, Y du; =0},
=1

1.2 [P—Raume

Fiir 1 < p < ooist LP(2) der Raum der in 2 Lebesgue-integrierbaren Funktionen.
Dieser Raum besteht aus Aquivalenzklassen fast iiberall gleichen Funktionen.
Wie {iblich unterscheiden wir nicht zwischen den Aquivalenzklassen und deren

Reprasentanten.

Definition 1.1 Sei Q@ C R"™ ein beschrinktes Gebiet und 1 < p < oo. Mit LP(£2)
bezeichnet man den Raum aller Aquivalenzklassen von Lebesque-messbaren reellen

Funktionen u : Q — R, die tiber eine endliche Norm

1
oy = s = ey = ( [ futa)P dz)”

verfiigen.
Fiir p = oo ist L>(Q) der Raum aller Aquivalenzklassen fast iiberall Lebesgue-

messbarer Funktionen v mit einer endlichen Norm

[ullo,0c = [[ullLoe = [[ull L= (@) := esssup |u(z)].
xe

Fir w: Q — R™ ist LP(€2) der entsprechende Raum der Vektorfelder:
LP(Q) = {(u1,...,up) s u; € LP(Q), j=1,...,n}

und
n

lullo = Nl =l oy = (3 sl )"

J=1

|=

fiir 1 < p < oo bzw.

[wlloco = [l = [lufl= ) := sup [[u;llo.co

J

fiir p = oo seine Norm.

Die LP— Raume besitzen wichtige Eigenschaften:
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e Alle LP—Réume (1 < p < 00) sind Banachrédume.

e Fiir 1 < p < oo sind die Dualrdume der LP—R&aume wieder LP—R&ume,
konkret gilt: Der Dualraum von LP(Q) ist der Raum L%(2), wobei ¢ die
Gleichung - + ¢ = 1 erfiillt [Alt06, Alt, S.126].

e Die Teilmenge C3°(Q2) ist dicht in LP(2), 1< p < oo.

e Fiir p = 2 erhalten wir den wichtigen Hilbertraum L?(), ausgestattet mit
Skalarprodukt

und Norm
) 1/2
Jull = oz =l = ([ fu(a) o)

fiir u,v € L*(Q). Fiir Vektorfelder w,v € L*(Q2) hat man

n

()= 3w, ) = [ wevds

j=1
n
mit u - v = Zlujvj.
]:

e Es gilt ein Variationslemma ([Rey79, Reymond]):
Lemma 1.2 (Lemma von Du Bois-Reymond) Sei u € L*(Q2) und
/ wdr =0 Yve C°(9),
Q

dann ist u(x) = 0 f.i. in Q.

1.3 Sobolevraume

Definition 1.3 Seien Q0 C R™ ein beschrinktes Gebiet, a ein Multiindex und
u, w € L'(Q). Dann heifft 0°u := w die a—te schwache Ableitung von u in ,
falls

/uaagoda: = (—1)|a/wgpdm Vo € C3° ()
Q Q

gilt.
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Die schwachen Ableitungen sind in L'(Q2) eindeutig bestimmt und stimmen mit
den klassischen Ableitungen iiberein, falls diese existieren und sich in L!'(Q) be-
finden.

Definition 1.4 Seien Q2 C R"™ ein beschrinktes Gebiet, m € Ny und 1 < p < oo.
Wir definieren den Sobolevraum W™P(Q) als Menge aller Funktionen u :  — R

aus LP(QY), deren schwache Ableitungen 0%u fir |a| < m existieren und zum
Raum LP(QY) gehdren, d.h.

WmP(Q) :={ue LP(Q): 0% € LP(Q), 0 < |a| < m}.

Fir1 <p < oo ist dabes
1/p
ll = Nallws = fullwesioy = (3 l0ulf,)
|ao|<m

und fiir p = oo

[t m,00 = lullwmoe = [Jullwme(q) := max [[0%ufjo,
al<m

laf<
die Norm in W™P(2).

Der Sobolevraum W™P(Q) von Vektorfunktionen w : Q@ — R™ ist definiert als
W™P(Q) = {(u1,...,u,) s u; € W™P(Q), j=1,...,n}

mat der Norm

" 1/p
el = el = [ulwmne) = (3 fuslt,)
j=1

Wir betrachten jetzt eine wichtige Konvergenzeigenschaft in Sobolevraumen: Sei
(Un)n C W™P(Q) eine Cauchy-Folge in W™P(Q). Aufgrund der Definition der
Sobolevnorm ist daher die Folge (0%u,), fir alle |a] < m eine Cauchy-Folge in
LP(Q). Da dieser Raum vollstandig ist, konvergiert diese Folge gegen ein Grenz-
element u, € LP(2). Sei nun eine Testfunktion ¢ € C§°(Q2) beliebig gewihlt. Da
insbesondere 9%u,, — u, in L*(Q) gilt, konnen wir in
/una%dm = (—1)|a/(8°‘“")¢da:
Q Q

den Grenziibergang n — oo durchfiihren und erhalten

/Quaagbdm: (—1)“|/Qua¢dw.

Also ist 0%u = u,, und es folgt u,, — u in W™P(Q).
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Definition 1.5 Die Vervollstindigung von C§°(2) bzgl. der Norm || - ||m, be-
zeichnen wir mit Wi (). Entsprechend ist der Raum W " (Q) definiert durch

m, o7l llmp
WP (Q) := Cr(Q) :
Fiir m = 0 gilt Wo?(Q) = LP(Q) und WyP(Q) = LP(Q), weil C5°(Q) dicht in
LP(Q) liegt. Somit folgt fiir alle m € Ny die Inklusion

Wy (Q) c W™P(Q) C LP(Q).

Wir verwenden auch die Bezeichnungen

- 1/p - 1/p
I9allo, = (3 Nogull,) " 19%ulloy = (3 10050t
j=1

ij=1

fiir 1 <p < oo, und
fiir p = oo. Mit diesen Bezeichnungen hat man
[l , = llullo, + 1Vull§,,

bzw.

ullf , = N5, + IVullg,, + [V*ulf,,.
Fiir p = 2 ist der Raum W™?(Q) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

Z (0%u, 0%v), u,v € W™*(Q).

laj<m

Definition 1.6 Mit H™P?(Q)) bezeichnet man die Vervollstindigung der Menge
{ue C™Q): ||u|myp < oo} bzgl. der Sobolevnorm || - || p, d.h. wir setzen

Hm(Q) = Ty
Fiir Vektorfelder definieren wir entsprechend

Hm(0) = oy
Satz 1.7 (N. Meyers, J.Serrin) Firl <p < co gilt

H™(Q) = W™(Q).
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Beweis: siche [MS64, Meyers, Serrin, S. 1055-1056|

Fiir p = 2 setzen wir H™(Q2) = W™2(Q) mit |[ul,m := ||ullme und ||u|| := ||ullos-

Fiir Vektorfelder verwenden wir die entsprechenden Bezeichnungen.

Fiir unsere Arbeit sind noch zwei Rdume von grofer Bedeutung:

Definition 1.8 Die Vervollstindigung von Cg’,(2) bzgl. der Norm || - || bezeich-
nen wir mit H°(Q) und bzgl. der Dirichlet-Norm, ||V - || mit H*(Q).

Der Raum #' () ist mit dem Skalarprodukt (V-, V-) und der Norm ||V -|| verse-
hen und ein abgeschlossener Teilraum von W(l)’2(Q), also wieder ein Hilbertraum.

Man kann H'(Q) auch folgendermafen darstellen:
H' (Q) = {uec W*(Q): V-u=0}

Dabei ist V - w als L2—Funktion wohldefiniert.

1.4 B-—wertige Funktionen

Sei B einer oben definierten Rdume C™(Q2), LP(Q2), W™P(Q), H™ () mit der
Norm || - ||g. Wir betrachten jetzt die Funktion ¢ : I — B, t — ¢(t) fiir alle
t € I C R. Diese Funktion ¢ heifit stetig, falls fiir alle tq €

[6(t) = ¢(to)|lz = 0

fir ¢ — to gilt. Den Raum solcher Funktionen bezeichnen wir mit C'(I, B). Mit
Co(I, B) bezeichnen wir denjenigen Teilraum von C(I, B), dessen Funktionen
einen kompakten Tréger in I besitzen. Existiert fiir ¢ € C(I, B) eine Funktion
¢ € C(I, B) mit

-é), =

‘V@+m—¢®
h

so heikt ¢ Ableitung von ¢. Mit C1(I, B) bezeichnen wir denjenigen Teilraum
von C(I, B), dessen Funktionen ¢ eine Ableitung ¢ € C(I, B) besitzen.

Normieren wir Cy(/, B) durch

([ ot ae) ™
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so bezeichnen wir die Vervollstdndigung von Cy(I, B) beziiglich dieser Norm mit
LP(I, B). Fiir p = oo gilt ¢ € L*(I, B), falls ||¢(t)| 5 fast iiberall messbar und
beschrankt ist.

Im Falle B = LY(Q) bzw. B = L*°(Q2) schreiben wir

Iolloas = ( [ hotol,at)”

bzw.

[@llo.q.00 := esssupse[|¢(E)lo.g-

fir die Norm in LP(Z, LY(Q2)) bzw. in L>(I, LY(R2)). Gilt B = H™(£2), so schrei-

ben wir analog
1/p
Jollg = ([ ot0)z )
I

fiir die Norm in LP(I, H™(Q))), 1 <p < 0.
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2 Vorbereitungen

2.1 Einige Ungleichungen

Als Erstes fiihren wir die Poincaré-Ungleichung ein, die eine fundamentale
Rolle fiir die Abschatzungen von Losungen partieller Differentialgleichungen in

einem beschrankten Gebiet spielt:

Lemma 2.1 (Ungleichung von Poincaré) Sei QO C R™ ein beschranktes Ge-

biet, 1 <p < oo und sei d =d(2) := sup |z —y| der Durchmesser von 2. Dann
qgult nrer

[ullr < e[Vl e
fiir alle uw € WP (Q) mit einer nur von p, d abhingigen Konstanten ¢ = c(p, d) >
0.

Als Néchstes formulieren wir eine wichtige Ungleichung in LP—R&umen:

Lemma 2.2 (Holdersche Ungleichung) Seien Q@ C R" ein Gebiet und p' :=

z% mit 1 < p < oo der zu p konjugierte Index. Dabei setzen wir p' = oo fiir

p=1,undp' =1 fiirp=oc. Istu € LP(Q) und v € L¥ (Q), dann ist uv € L*(Q)
und es gilt die Héldersche Ungleichung
[uvllo,1 < [[ullo,p l[vllo,p-

Die folgende allgemeine Formulierung folgt als Korollar:

Korollar 2.3 Es seien m € N, 1 <p; < oo undu; € LP(Q) firj=1,...,m.
Gilt dann
1 1
E —=-<1,
o

so folgt 1] u; € L™(Q), und es gilt die Abschdtzung || TT7~, willo,r < [Tj=; llujllo,p,;-
j=1

Lemma 2.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sei X ein linearer Raum

mit dem Skalarprodukt (-, -)x. Dann gilt die Beziehung

[(a, b)x|* < (a, a)x (b, b)x
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fir alle a, b € X.

Unter Verwendung der Norm |la||% := (a, a)x ergibt sich daraus

(@, b)x[ < [lallx [Ib]]x-

Lemma 2.5 (Youngsche Ungleichung) Seiu : Rsg — Rxq eine stetige, streng
monoton wachsende Funktion mit w(0) = 0, und sei u™' ihre Umkehrfunktion.
Dann gilt fir alle a,b >0 :

abgtéau@ﬂdx+léb04ﬁﬁdy

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn u(a) = b ist.

Beweis: siche [Wit06, Witkowski].

Setzt man hier u(z) := 27!, so gilt u'(y) = y4~'. In diesem Fall erhélt man

Lemma 2.6 Sind p,q > 1 mat % + % =1 und a,b >0, so gilt

a? b
ab < — 4+ —
p q

mat Gleichheit genau dann, wenn ap = bq.

Eine gewichtete Version dieser Abschitzung ist ebenfalls giiltig. Man erhélt sie

. , 1 _1
hieraus fiir @ := (ep)?|z| und b := (ep) ?|y| :
Lemma 2.7 Fir alle v,y € R, € >0, p,q > 1 mit % + % =1 gilt

(pe)'1
——y|%.
q

|zy| < elzf” +

Das folgende Lemma erlaubt es, aus der impliziten Information einer Integralun-

gleichung explizite Schranken herzuleiten.

Lemma 2.8 (Gronwall) Gegeben seien ein Intervall I := |a, b] sowie stetige

Funktionenu, a : I — R und B : I — [0,00). Weiter gelte die Integralungleichung

t
u(t) < aflt) +/ B(s)u(s)ds
fiir alle t € 1. Dann gilt die Abschdtzung
t
u(t) < at) +/ a(s)B(s)els Ao g (2.1)

fir allet € 1.
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Korollar 2.9 Sind die Funktionen a, 5 Konstanten mit a(t) = A und p(t) =
B >0, dann lautet die Abschdtzung (2.1)

t
u(t) < A+ / ABePU=9ds = AePl-9),

a

Die Besselsche Ungleichung beschreibt den Sachverhalt, dass ein Vektor u
eines Hilbertraumes mindestens so “lang* ist, wie jede seiner Projektionen auf

einen endlichdimensionalen Unterraum:

Lemma 2.10 (Besselsche Ungleichung) Sei H ein Hilbertraum mit Skalar-
produkt (-, )y und Norm ||- || g, und {u,}>2, ein Orthonormalsystem in H. Dann

qilt fiir alle w € H und jedes N € N die Ungleichung
N
lullr = > 1w, w)a .
n=1

Gilt in der Besselschen Ungleichung das Gleichheitszeichen, so heifst sie Parse-
valsche Gleichung und stellt eine Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras

fiir Innenproduktraume dar:

Lemma 2.11 (Parsevalsche Gleichung) Sei H ein Innenproduktraum (Prdi-
hilbertraum) und S ein Orthonormalsystem. S ist genau dann eine Orthonormal-

basis von H, wenn fir alle w € H die Parsevalsche Gleichung

lallz =) 1w, $)ul”

seS

erfillt ist.

Lemma 2.12 (Ungleichung von Friedrichs) Sei Q@ C R" ein beschrinktes
Gebiet, sei u € Wy () und {u,}>2, ein vollstindiges Orthonormalsystem in

L*(Q). Dann gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N mit

N
lal® <D 1w, wa)? + € | V|,

n=1

Beweis: siche [Shi73, Shinbrot, S.147]
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2.2 Satz von Gauls

Als Néchstes formulieren wir den Satz von Gauf. Dazu bendtigen wir noch einige

Vorbereitungen:

Definition 2.13 Sei A C R" eine kompakte Teilmenge mit der folgenden Ei-
genschaft: Zu jedem Randpunkt a € 0A ezistiert eine offene Umgebung U C R”
und eine k—mal stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R mit ANU = {x €
U: Y(x) <0} und Vp(x) # 0 fir alle ¢ € U. In diesem Fall sagen wir, A hat
einen glatten Rand OA der Klasse C* und schreiben OA € C* (k € N).

Definition 2.14 Sei A C R" eine kompakte Teilmenge und a € 0A. Ein Vektor
T € R™ heifst Tangentialvektor an A im Punkt a, wenn es eine stetig differen-

zierbare Kurve
P:(e,e) > 0ACR" >0

gibt mit ¥(0) = a und v'(0) = 7. Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren an A
m a wird mit T, A bezeichnet. Fin Vektor n € R"™ heifit Normalenvektor von A
n a, wenn er auf T, A senkrecht steht, d.h., falls n-w = 0 filt fir alle w € T, A.

Satz 2.15 Sei A C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand 0A € C! und a € DA.
Dann ezistiert genau ein Vektor nn(a) € R™ mit den folgenden Eigenschaften:

1. mn(a) steht senkrecht auf T,(0A).

2. |n(a)| = 1.

3. FEs gibt ein € > 0, so dass a +tn(a) ¢ A fir alle t € (0, €).

Der Vektor n(a) heifit duflerer Einheitsnormalenvektor von A im Punkt a.

Satz 2.16 (Satz von Gaufl) Sei A C R" eine kompakte Teilmenge mit glattem
Rand 0A € C', n: 0A — R" das duflere Einheitsnormalenfeld und U D A eine
offene Teilmenge von R™. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld
F:U—-R"
/ V.- F(x)dx = F(x)-n(x)dS(x).
A 9A

Dabei bezeichnet dS(z) das Oberflichenelement auf OA.

Bemerkung 2.17 Der Gaufische Intergralsatz gilt auch noch, wenn der Rand
von A nicht glatt ist, sondern niederdimensionale Singularitaten (Kanten, Ecken,
etc.) hat und das Vektorfeld F nicht in einer vollen Umgebung von A stetig
differenzierbar ist [For09, Forster].
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Satz 2.18 (Greensche Formeln) Unter den Voraussetzungen des Satzes von
Gaup gilt fiir skalare Funktionen u € C*(A) und v € C%(A) die erste Greensche

Formel

/(uAU + Vu-Vv)dr = u@ dS(z),
A a4 On

und fiir u,v € C?(A) die zweite Greensche Formel

ov ou
uAv — vAu d$:/ u— — v—)dS(x).
/. o= [ (Gl o5 ds(a)

2.3 Satz von Arzela-Ascoli

Definition 2.19 Sei E ein normierter Raum. Eine Menge A C E heifst relativ
kompakt, falls jede Folge (z,), C A eine konvergente Teilfolge (xp, ) enthdlt.
Liegt deren Grenzwert zusdtzlich in A, so heifit A kompakt.

Satz 2.20 Fir einen normierten Raum E sind die folgenden Aussagen gleich-

wertig:

1. E ist endlichdimensional.

2. Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von E ist kompakt.
3. Die abgeschlossene Einheitskugel K1[0] ist kompakt.

4. Jede beschrinkte Teilmenge von E ist relativ kompakt.

5. In E gibt es eine relativ kompakte Nullumgebung.

Der folgende Begriff erweitert den Begriff der Stetigkeit einer Funktion auf Funk-

tionenscharen:

Definition 2.21 Seien X, Y normierte Riume mit den Normen ||| x und |||y
Sei F' C Co(X,Y) eine Teilmenge der Menge Cy(X,Y) beschrinkter, stetiger
Funktionen, die X auf Y abbilden. Die Funktionenfamilie F' heif§t gleichgradig
stetig im Punkt x € X, wenn gilt:

Ve>030>0VfelF :[v—ax <d= [[f(x) - f@)]y <e

Die Familie F heif$t gleichgradig stetig, wenn sie in jedem Punkt x € X gleich-
gradig stetig ist.
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Beim Beweis der Existenz einer regularisierten Losung spielt Satz von Arzela-

Ascoli eine wichtige Rolle.

Satz 2.22 (Arzela-Ascoli) Sei X ein kompakter normierter Raum, Y ein Ba-
nachraum und F C C(X,Y) eine Teilmenge stetiger Funktionen f : X — Y,
wobei C(X,Y) mit der Supremumsnorm versehen wird. Dann ist F' relativ kom-
pakt in C(X,Y) genau dann, wenn F gleichgradig stetig ist und wenn fir jedes

x € X die Menge {f(x) : f € F} relativ kompakt in 'Y ist.

Beweis: siche in [HS96, Hirzebruch, Scharlau]

2.4 Einbettungssatze

Erinnern wir kurz an den Begriff der Einbettung:

Definition 2.23 Seien (X, || ||x) und (Y, ||-||y) reelle Banachriume. Existiert
ein linearer injektiver Operator j : X — Y, so heifit X eingebettet in'Y. Ist dieser
Operator zudem stetig, gilt also fir eine Konstante a > 0 ||j(z)|ly < a||z||x fir
alle x € X, so heifst X in'Y stetig eingebettet. Wir schreiben dann X ~ Y. Ist
dieser Operator zudem kompakt, d.h. ist er stetig und besitzt jede in X beschrinkte
Folge (x,) eine in'Y konvergente Teilfolge (j(x,)), so heifst X in'Y kompakt
eingebettet.

Bemerkung 2.24 [st X in Y stetig eingebettet, so kann jedes Element aus X
eindeutig mit einem Element aus Y identifiziert werden. Deswegen kann X als

Teilraum von Y aufgefasst werden.

Das erste Lemma betrifft die Einbettung von W™¢—Raumen in Rédume stetiger
Funktionen [Soh01, Sohr, S. 54]:

Lemma 2.25 Sei Q C R™ (n > 2) ein beschrianktes Gebiet mit 092 € C™,
meN. Sei keNpy, 1 <g<oo mitm—%>k. Dann gilt

W™ Q) ~ CHQ),  uller@ < Cllullwm o).

Dabei ist C' = C(2, m, q) > 0 eine Konstante.
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Das néchste Lemma betrifft die Einbettung zwischen LP—R&umen im Falle be-

schrankter Gebiete:

Lemma 2.26 Sei @ C R" (n > 2) ein beschrinktes Gebiet und sei || sein
Volumen. Sei 1 < g <p < oo undu € LP(Q). Dann gilt uw € L1(2) mit

lellog < 19207 [|ullo-
Fiir uw € L>*(Q) gilt u € L) mit

1
[ullog < 2] [ullo, oo-

Der folgende Satz ist fundamental [AJ03, Adams, S. 85|

Satz 2.27 (Sobolevscher Einbettungssatz) SeiQ C R" ein beschrinktes Ge-
biet mit 00 € C und seien j €Ny, meN, 1 <p < oo.

1. Ist entweder mp >n oder m =n, p=1, dann gilt

WItmP(Q) A~ CL(Q). (2.2)

2. Istmp=mn und p < q < o0, so gilt
WItme(Q) ~ W1(Q) (2.3)

und insbesondere

Wmr(Q) A LY. (2.4)

3. Istmp <nundp < q<p*:=-—"L Dann gilt

n—mp"

WIitmp(Q) ~ WH(Q) (2.5)

und insbesondere gilt
WmP(Q) ~ LY(Q).

Das néchste Lemma beschreibt eine wichtige Interpolationsungleichung [Soh01,
Sohr, S.53]:

Lemma 2.28 Sei 2 C R™, (n > 2) ein beschrinktes Gebiet mit 00 € C1. Sei
l<r<n, 1<qg<oo, I<y<oo, 0<B<1 mit

o1+ (-s)h=
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Dann gilt fiir alle w € WH(Q) N LY(Q) die Ungleichung
fulloy < Cllull el < C(lull + ull.,) (2.6

mit einer Konstanten C = C(%, q, r, ) > 0.

2.5 Die stationiaren Stokes-Gleichungen

Sei 2 C R3 beschrinktes Gebiet mit 9Q € C!. Wir betrachten die stationiren
linearen Stokes-Gleichungen zu Bestimmung der Geschwindigkeit u : Q — R3

und einer Druckfunktion p : 2 — R als Losung von
—Au+Vp=f in
diveu=0 in €, (2.7)
u=0 auf 0.

Hier ist f eine gegebene dufsere Kraftdichte und die kinematische Zahigkeit zu

Eins normiert.

Mit P bezeichnen wir die orthogonale Projektion von L*(Q) auf H°(Q) (vgl.
Abschnitt 5.1). Fiir f € H°(Q) folgt hiermit aus (2.7)

—PAu=Pf=Ff.

Die Abbildung —PA : H*(Q)NH'(Q) — H°(Q) ist ein symmetrischer Operator,
denn fiir w, v € H*(Q) N H(Q) gilt
(PAu, v) = (Au, Pv) = (Au,v) =
— (Vu,Vv) = (u, Av) = (Pu, Av) = (u, PAv).
Auferdem ist —PA wegen
(—PAu, u) = (Vu, Vu) >0

positiv definit und besitzt eine kompakte Inverse (—PA)™' : H(Q) — H"(Q)
[Hey80, Heywood|. Damit konnen wir den folgenden Satz aus der Theorie kom-

pakter Operatoren anwenden:
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Satz 2.29 Sei T ein symmetrischer linearer Operator von einem Hilbertraum H
in sich. Es existiere T und T~ sei kompakt. Dann besitzt T ein Orthonor-
malsystem von Eigenvektoren (x,), mit zugehorigen Eigenwerten (\,),. Es gilt

also T 'z, = \yx,. Das Orthonormalsystem (x,), ist vollstindig in H.

Beweis: ([Wer07, Werner, p.241]| )

Fir T = —PA, H = #H°(Q) sind alle Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt,
der Operator (—PA)~! besitzt also ein in seinem Bild H?(Q) NH'(Q) vollstin-
diges Orthonormalsystem von FEigenfunktionen. Dieses Orthonormalsystem ist
vollstindig in H*(2) N H' (), aber da C,(2) dicht in diesem Raum liegt und
anderseits auch in H°(Q) und in H'(Q) dicht ist, folgt dass (e;); auch in H"(Q)

bzw. in H'(Q) vollstiandig beziiglich der jeweils zugehdrigen Norm ist.

Zur Losbarkeit der Stokes-Gleichungen (2.7) existiert ein wichtiges Resultat(vgl.
[Cat61, Cattabriga, S.311]):

Satz 2.30 (Cattabriga) Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 92 € C™+2,
und sei f € H™(Q)), m € Ny. Dann existiert genau eine Losungu € H™(Q) N
H'(Q) von (2.7), und es gilt die Abschitzung

[wllmiz < c[[fllm

mit einer Konstanten ¢ = c¢(€).

2.6 Schwache Konvergenz

Definition 2.31 Der Raum L(X, K) der stetigen linearen Funktionale auf ei-

nem normierten Raum heifst der Dualraum von X und wird mit X' bezeichnet.

Eine wichtige Eigenschaft der Dualrdume ist im folgenden Satz formuliert [Wer(7,
Werner, S.58:

Satz 2.32 Der Dualraum eines normierten Raums, versehen mit der Norm

'l = sup |a'(2)],
ol <1

1st stets ein Banachraum.
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Definition 2.33 Sei X ein normierter Raum, X' sein Dualraum und X" =
(X") dessen Dualraum. Man nennt X" den Bidualraum von X.
Die Abbildung

i: X = X" (i(x))(2') =2/ (x)

nennen wir die kanonische Abbildung des normierten Raumes X in seinem Bi-
dualraum. Um die Abhdngigkeit von X zu betonen, schreiben wir ix.

Definition 2.34 FEin Banachraum X heifit reflexiv, wenn ix surjektiv ist.

Satz 2.35
1. Abgeschlossene Unterrdume reflexiver Ridume sind reflexiv.

2. Fin Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

Beweis: [Wer07, Werner, S.105]

Definition 2.36 FEine Folge (z,,) in einem normierten Raum X heifst schwach

konvergent gegen x, wenn

lim 2'(x,) = 2'(z) V2’ € X'

n—oo

qgilt.

Satz 2.37 In einem refleziven Raum X besitzt jede beschrinkte Folge eine schwach

konvergente Teilfolge.

Beweis: [Wer07, Werner, S.107].

Definition 2.38 Es sei H ein Hilbertraum mit Norm || - ||z und Skalarprodukt
(-, )m, (vy) eine Folge in H, v € H. Dann heifst (v,) schwach konvergent gegen

v (v, = v), falls
Ywe H: (v, w)yg — (v, w)yg fir n— oo.

Satz 2.39 Es gilt:

1. Der schwache Grenzwert v ist eindeutig.
2. v,—v = v, —0.

3. v, —v = ||v|]| <lminf ||v,l].

4. vy, —=0v A ||| = limsup ||v,]] = v, — 0.

Beweis:
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1. Es gelte v,, — v und v,, — v. Dann folgt fiir alle w € H

(v—"0,w)= lim (v,, w) — lim (v,, w) =0.
n—oo n—oo

Setzte w := v — v, dann folgt v = ©.
2. |(vn, w) = (v, w)| = |(vn = v, W)| < [Jon, =] - [Jw]] = 0.
3. Es gilt (v,, v) = ||[v]|?. Sei (v,, ) Teilfolge mit ||v,, || — liminf ||v,||. Dann:
I*

[ol” = lim (v, v) <l ffon, || [[o]| = liminf [[o, | - [[o]]
0o k—o0 n—00

4 lol] < Timinf [Jo,[| < Timsup [[on[| < flvf] = [on]] = flv]

Schlieflich geben wir noch einige Spezialfille reflexiver Rdume an, die fiir uns
von groker Bedeutung sind (vgl. [AJ03, Adams, S. 45 und S. 61]):

Satz 2.40 Fir 1l < p < oo ist der Raum LP($2) reflexiv.

Satz 2.41 Der Sobolevraum W™P(Q) ist reflexiv fiir 1 < p < oo und m € Nj.

Aus diesem Satz ergibt sich auch die Reflexivitdt von W™ fiir 1 < p < oo und
m € No.

Satz 2.42 (Schwache Konvergenz in Sobolevrdumen) Sei v € LP(Q2) und
(ug)x eine in WPP(Q) beschrinkte und in LP(Q) gegen u schwach konvergente
Folge. Dann gilt

u € WHP(Q)

und fir jedes o mit 0 < || < j konvergiert die Folge (0%uy) schwach gegen 0%u
in LP(Q).

Beweis: siche [Fri08, Friedmann, S. 16]
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3 Lagrangesche Beschreibung der Stromungen

3.1 Darstellung stationarer Stromungen

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand 0Q und v : Q@ — R?
ein stetiges Geschwindigkeitsfeld. Auferdem gelte v(x) = 0 fir alle € 9Q. Zu

beliebigem x, € Q bezeichne die Funktion
t— x(t) =: X(t, o)

die Bahnkurve eines Fliissigkeitspartikels zur Zeit ¢, das sich zur Zeit ¢t = 0 in
xo € Q befindet. Da wir stationéire Stromungen betrachten, sind die Bahnkurven
unabhéngig vom Anfangszeitpunkt und ergeben sich als Losung einer Anfangs-
wertaufgabe fiir ein autonomes System gewohnlicher Differentialgleichungen der

Form

a(t) = (=),
(3.1)
x(0) = xo.

Ist nun v zusatzlich Lipschitz-stetig, so existiert eine eindeutig bestimmte globale
Losung R 3 t — x(t) = X (t,xy) der Anfangswertaufgabe fiir jedes xy € Q.
Aufgrund der Eindeutigkeit dieser Losung bildet die Menge

R={X(t):Q=0|tcR)

eine kommutative Gruppe von C'—Diffeomorphismen in . Insbesondere ist die
inverse Abbildung X (¢,-)~*! fiir jedes t € R gegeben durch X (—t,-), und es gilt

X(t)oX(—t,) =X (t, X(~t,-)) = X(t—t,) = X(0,) = id,

das heift X (t, X (—t,z)) = x fiir alle z € Q. Ist v zusiitzlich divergenzfrei, so

folgt aus der Liouvilleschen Differentialgleichung
Ordet VX (t,x) = det VX (t,2)(Vx - v(X(t,x)))

die so genannte Maftreue der Abbildung X (¢,-) : Q@ — Q fiir jedes t € R:



3.1 Darstellung stationdrer Stromungen 31

Lemma 3.1 Sei Q C R3 ein beschrinktes Gebiet mit 0 € C', und sei v €
Ci”;(ﬁ) ein divergenzfreies, Lipschitz-stetiges, auf OS2 verschwindendes Vektor-
feld. Auferdem sei R = {X(t,-) : Q — Q | t € R} die hieraus resultierende
kommutative Gruppe von C'— Diffeomorphismen in Q, wie oben definiert. Dann

gilt fiir allet € R und & € Q
det VX (t,x) = 1.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass det VX (¢, ) unabhéngig von ¢ ist. Hierzu

erhalten wir durch Entwicklung nach der ersten Zeile die Darstellung
"hX1 0.X7 05Xy
det VX (t,x) = det | 0, Xy 0:Xy 05X, | (£, @)
" X3 0,X3 05X3

= 01Xy (82X2 03 X3 — 03X 82X3>

T X, (83X2 8, X5 — 01Xy 05 X

N——

+ 83X1 <@1X2 82X3 — 82X2 81X3) (t, 33)

Analog folgt durch Entwicklung nach der i—ten Zeile (i = 1,2, 3) die Darstellung

det VX (t,x) = Y 0pX,(t, ) Dyt ). (3.2)

k=1
Dabeli ist D;;, definiert durch

Dy = (—=1)"% My,

mit M;, als Determinante derjenigen 2 x 2— Untermatrix, die aus VX durch
Streichen der ¢—ten Zeile und k—ten Spalte entsteht.
Zur Berechnung der Ableitung 0;(det VX (¢, x)) verwenden wir die Kettenregel
und betrachten det VX (¢, x) als Funktion von 0, X;. Da fiir i = 1,2,3 der Wert
Dy, von 0 X; unabhéngig ist, folgt aus (3.2)

Jdet VX

Hieraus resultiert

3 3
0, det VX (t, ) aadet VX (0 X;) = N Dut, ) 9(0.X)
k=1

=1
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Dix(t, x) O (v; o X)(t, x)

M- -

e
Il

1

Di(t, x) Z v (X (t, )0 X (L, x)

3 3

= 3 (Yot ) Dult, @) )i X (1, ).

j=1 k=1

Setzen wir

3
Bij = Z 8ka (t, iB)le(t, iB)
k=1

fir den Term in den Klammern (4,5 = 1,2,3), so gilt mit (3.2) fiir jedes ¢ =
1,2,3:

Im Falle i # j folgt hieraus

3
By = > 0uX;(—1)"FMy
k=1

= (—1)i+1 (81Xj Mil — 82Xj MiZ + 83Xj Mz3> .

Durch Entwicklung nach der i—ten Zeile (i = 1,2, 3) erhalten wir die folgenden

Darstellungen:
.

(92X2 83X3 — 83X2 82X3, 1=1
Mil = 02X1 83X3 — 83X1 82X3, =2

\02X1 83X2 — 83X1 82X2, 1 =3

p
01 X503 X35 — 03X, 81X3, 1=1
M;y = 81X1 83X3 — 83X1 81X3, 1 =2

\81X1 83X2 — 83X1 81X2, 1 =3

(‘91X2 (92X3 — aQXQ 81X3, 1=1

M;3 = 81X1 (92X3 — aQXI 81X3, 1=2

\81X1 82X2 — 82X1 81X2, 1= 3.
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Hieraus folgt fiir jedes j # i die Bezichung
01X My — o X Mg + 05X M5 = 0.
Gilt beispielweise 1 = 1 und j = 2, so erhélt man
01X My — 00X Mio + 05 Xs Mis = 91Xz (02X2 03Xy — 05X 0,5 )

— X (01X, 05X — 05X, 01X, )

T+ 05X (X2 Xy — X501 X;) = 0.
Somit folgt fiir jedes 7,5 = 1,2,3

B;j = 0;; det VX (t, ).

Insgesamt erhalten wir damit die Liouvillesche Differentialgleichung

3 3
3t det VX<t, $) = Z Bij 8jU¢(X(t, 33)) = Z 52"]' det VX(t, a:)@]vl(X(t, a:))
j=1

J=1

= det VX (t,x) i 0;v;( X (t, x))

J=1

= detVX(t,x)Vx -v(X(t,z)) =0

und damit die behauptete Unabhéngigkeit der Funktionaldeterminante
det VX (t,x) von t :

det VX (t,x) =det VX (0,2) = det Vo = 1.

O

Die Maftreue der Abbildung X (¢,-) : Q — Q impliziert fiir Funktionen u €
LP(Q) mit || - ||o,p als LP(Q)—Norm die Giiltigkeit von

lw(X(E Dop = lullop, — 1<p<oo (3.3)
Insbesondere folgt fiir f, g € L*(2) die Bezichung
(fOX(t,),gOX(t7>> = (f7 g)

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Transformationsformel:

(FoX(t).goX(t) = / F(X(t @) g(X(t,2))da
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_ /Qf(X(t,ac)) L g(X (t, @) det VX dm

_ / f(@) - g(x)dz = (f. g).

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen:

Lemma 3.2 Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C* und v € C'* (Q)
ein divergenzfreies, Lipschitz-stetiges, auf OS2 verschwindendes Geschwindigkeits-

feld. Dann existieren die Bahnkurven

Rot—x(t) = X(t,x) € Q2
als Losung von

@(t) = v(x(t)),
-~ (3.4
.’D(O) = xy €

und sind eindeutig bestimmt. Auflerdem sind die Abbildungen X (t,-) : Q@ — Q
fiir jedes t € R maftreu.

Ist also das Geschwindigkeitsfeld v einer stationdren Stromung in (2 bekannt, so
kann der Stromungsverlauf mit Hilfe der Bahnkurven t — @x(t) dargestellt wer-

den. Dies entspricht der Lagrangeschen Darstellung einer stationdren Stromung.

In der Regel ist jedoch das Geschwindigkeitsfeld v einer Stromung nicht bekannt
und muss aus gewissen Bilanzgleichungen bestimmt werden. Im hier vorliegen-
den Fall handelt es sich dabei um die stationdren nichtlinearen Gleichungen von
Navier-Stokes: Gesucht ist ein Geschwindigkeitsfeld

x— v(x) = (vi(x), va(), v3(x))"

und eine (skalare) Druckfunktion & —— p(x) als Losung des folgenden Systems

partieller nichtlinearer Differentialgleichungen von Navier-Stokes:
—vAv+v-Vo+Vp = f in (3.5)
Vv = 0 in €,

v = 0 auf 9.
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Dabei ist v > 0 eine gegebene Materialkonstante (kinematische Viskositét) und
A der Laplace-Operator im R3, der hier auf jede Komponente v; (i = 1,2, 3) des

Spaltenvektors v angewandt wird. Der Term
v-Vo:=(v-V)v = (0101 + 0302 + v303)v
3
= (Ulaﬂ}k + v909vy + Ugagvk)k_l

ist der so genannte nichtlineare Term, der die Behandlung der Gleichungen so
schwierig macht, Vp := (O1p(x), dep(x), O3p(x))’ ist der Druckgradient, und
f = f(x) = (filz), fo(x), f3(x))" ist die vorgegebene dukere Kraftdichte. Vom
physikalischen Standpunkt aus bedeuten die ersten drei Gleichungen die Bilanz

der Krifte nach dem Newtonschen Gesetz, und die vierte Gleichung
3
V-v(x) = Zﬁjvj(w) =0
j=1

driickt die Inkompressibilitdt der Fliissigkeit aus. Schliefslich besagt die letzte
Gleichung, dass die Fliissigkeit am Rand 02 des Stromungsgebietes (2 haftet.
Die Angabe des Geschwindigkeitsfeldes und einer Druckfunktion in jedem festen
Punkt des Stromungsgebietes aus den hier vorliegenden Gleichungen bezeichnet

man als Eulersche Darstellung einer stationidren Stromung.

Es ist seit langem bekannt, dass die Gleichungen (3.5) in einem schwachen Sinn
gelost werden konnen. Der folgende Begriff der schwachen Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen (3.5) geht auf Leray und Hopf zuriick ([Lad65, Ladyzhens-
kayal, [Tem95, Temam)|, [Soh01, Sohr]|)

Definition 3.3 Sei f € L*(Q). Eine Vektorfunktion v € H'(Q) heifit schwache
Lésung der Gleichungen (8.5), falls

v(Vv, Vo) — (v- Ve, v) = (f, ¢) (3.6)

fiir alle p € CF,(2) gilt.

Hierzu gelten die folgenden Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularitdtsaussagen
(|[Tem01, Temam]|, [SohO1, Sohr, S.182]):

Satz 3.4 (Existenz) Sei Q C R® ein beschrinktes Gebiet und sei f € L*(Q)
gegeben. Dann existiert mindestens eine schwache Losung v € H'(Q) der Navier-
Stokes-Gleichungen (3.5).
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Satz 3.5 (Eindeutigkeit) Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit einem end-
lichen Durchmesser d > 0 und sei f € L*(Q2) gegeben. Gilt dann

2

1%

< JR—
1<%

mat der Konstanten K = / 3\/§d3, so existiert hochstens eine schwache Lisung
v € H'(Q) der Navier-Stokes Gleichungen (3.5).

Satz 3.6 (Regularitit) Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 99 € C™2
(m € Ny), und sei f € H™(RQ). Ist v € H' () eine schwache Lisung der Navier-
Stokes-Gleichungen (3.5), so gilt

v e H™?(Q). (3.7)
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3.2 Darstellung instationarer Stromungen

In diesem Kapitel betrachten wir instationiire Strémungen. Sei Q C R? ein be-
schrianktes Gebiet mit glattem Rand 0€2, I C R ein kompaktes Zeitintervall und
v : I xQ — R? ein stetiges Geschwindigkeitsfeld. AuRerdem gelte v(t, x) = 0 fiir
alle t € I und x € 01.

Zu beliebigem (s, x,) € I x Q betrachten wir die Anfangswertaufgabe

w(t) = ot x()),
x(s) = xs.

Mit
t— x(t) =: X(t,s,x5) =1 Xy ()

bezeichnen wir dann eine Losung der Anfangswertaufgabe (3.8). Diese beschreibt
die Bahnkurve eines Fliissigkeitspartikels, das sich zur Zeit t = s € I am Ort
x, € Q befindet.

Wir setzen voraus, dass das Vektorfeld v(¢, ) beziiglich der Variablen & € Q
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Zusammen mit der Bedingung v(t,z) = 0
fir (t,x) € I x 0N folgt dann, dass die Losung ¢ — x(t) von (3.8) fiir jedes
(s,2,) € I x Q in ganz I existiert und dort eindeutig bestimmt ist [Wal00,
Walter].

Aufgrund der Eindeutigkeit gilt fiir die Funktionen X,, : Q — Q die Verket-

tungsregel

Xis0Xs, = X(t,s,-)oX(s,r,-)=X(t,s,X(s,1,))
= X(tvru'):Xt,r

fiir alle ¢,s,7 € I. Insbesondere ergibt sich fiir die inverse Abbildung X 1 die
Darstellung

X;sl - Xs,t-
Genau wie im stationédren Fall liefert dann die Liouvillesche Differentialgleichung

Oy det VX (t,s,2) =det VX (t,s,2)(Vx - v(X(t,s,x)))
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die Maktreue der Abbildungen X (t,s,-) : Q — Q fiir zusitzlich divergenzfreie
Felder v(t, x) :

det VX (t,s,x) = det VX(s,s,x) =det Vo = 1.

Die Maftreue der Abbildung X, : Q — Q impliziert auch hier fiir Funktionen
u(t, -) € LP(Q2) die Giiltigkeit von

lu(t, X (5,7, )lop = llult;)lop, — 1<p<oo (3.9)

fiir jedes t,s,r € I. Fiir f, g € L*() folgt die Beziehung

(fOX(S,T,-),gOX(S,T,-)) = (f> g)'

Somit erhalten wir in Analogie zum stationéren Fall: Ist 0 C R? ein beschrink-
tes Gebiet mit glattem Rand 9Q € C* und v : I x Q@ — R3? ein am Rande
0%} verschwindendes, divergenzfreies, Lipschitz-stetiges Geschwindigkeitsfeld, so

existieren die Bahnkurven

Ist—x(t)=X(t,s,x5) €
fiir jedes s € I, z, € Q als Losung von
w(t) = ot x()),
x(s) = xs

und sind eindeutig bestimmt. Aufierdem sind die Abbildungen X, : Q-0
fiir t,s € I maftreu. Ist also das Geschwindigkeitsfeld v einer instationéren
Stromung in ) bekannt, so kann der Stromungsverlauf mit Hilfe der Bahnkurven
t — x(t) dargestellt werden. Dies entspricht der Lagrangeschen Darstellung einer

instationdren Stromung.

Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes (t,x) — v(t,x) einer in Qp =
(0,T) x Q instationdren Stromung verwenden wir die folgenden instationéren

nichtlinearen Gleichungen von Navier-Stokes:
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ov—vAv+v-Vo+Vp = f in Qrp,

Vv = 0 in QT,
(3.10)

’U|QQ = 0 in (0,T>,
Ult:O = 7y in Q.

Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten einer zdhen, inkompressiblen, insta-
tiondren, dreidimensionalen Stromung und bilden ein System nichtlinearer par-
tieller Differentialgleichungen fiir vier unbekannte Funktionen, nédmlich fiir die
drei Komponenten vy (t, ), va(t, ), vs(t, &) der Geschwindigkeit v und fiir den
Druck p. Im Unterschied zum stationdren Fall (3.5) héngen hier alle Funktionen
zusétzlich von der Zeit ¢t € (0,7T) ab, und es ist noch eine Anfangsgeschwindigkeit

v zur Zeit t = 0 vorgegeben.

Wie im stationadren Fall benétigen wir den Begriff der schwachen Losung der
Gleichungen von Navier-Stokes im Sinne von Leray-Hopf (vgl. [Hop51, Hopf],
[Lad65, Ladyzhenskayal, |[Hey80, Heywood]).

Definition 3.7 (schwache Lésung) Sei T > 0 und Q C R? ein beschrinktes
Gebiet. Seien f € L*(0,T, H°(Q)) und vy € H"(Q) vorgegeben. Eine Funktion

v e L*0,T, H'(Q)) N L>(0,T, H°(Q)) (3.11)

heifst schwache Losung Gleichungen von Navier-Stokes (3.10), falls Folgendes
qgilt:

1.
v : [0, T] — HO(Q) ist schwach stetig. (3.12)

2.
i (1) w0l =0 319

3. Fiir jede Testfunktion ¢ € Cg°((0, T), C5,(52)) gilt

/OT ( — (v, ) + v(Vv, V) — (v - Ve, v)) dt = /OT(f, p)dt. (3.14)

Hierzu gelten die folgenden Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularitdtsaussagen
(vgl. [Tem01, Temam], [Soh01, Sohr|):
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Satz 3.8 (Existenz) Sei T > 0 und Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Seien
feL0,1; L*())

und

Vg € HO(Q)

vorgegeben. Dann existiert mindestens eine schwache Losung
v € L0, T; H°(Q)) N L*0,T; H'(Q)) (3.15)

der Navier-Stokes-Gleichungen (3.10) im Sinne von Definition (3.7).

Die Eindeutigkeit schwacher Losungen der Gleichungen von Navier-Stokes in drei
Raumdimensionen ist ein noch offenes Problem. Stellt man jedoch eine gewisse
Zusatzbedingung, die so genannte Serrin-Bedingung (siehe [Soh01, Sohr, S.276)),

so ist auch die Eindeutigkeit gesichert:

Satz 3.9 (Eindeutigkeit) Sei T > 0 und Q C R® ein beschrinktes Gebiet.
Seien v und v schwache Losungen der Gleichungen von Navier-Stokes im Sinne
von Definition (3.7) mit v(0) = ©(0). Gilt dann die Bedingung

3

2
ve l*(0,T; L)), 2<s<o0, 3<gqg<oo, —+-=1, (3.16)
s q

soistv =120 in [0,T) x €.

Die fundamentale Bedeutung der Serrin-Bedingung (3.16) fithrt uns zum Begriff

einer starken Losung der Gleichungen von Navier-Stokes im Sinne von Serrin:
Definition 3.10 Sei T > 0 und Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Sei
v € L0, T; H°(Q)) N L*0,T; H'(Q))

eine schwache Lésung der Gleichungen von Navier-Stokes zu gegebenen Daten
vy € HY(Q) und f € L*(0,T; L*(Q)) im Sinne von Definition (53.7). Gilt dann
die Bedingung (3.16), so heifst v starke Losung der Gleichungen von Navier-
Stokes.

Wie bereits oben erwéhnt, lasst sich die Regularitétseigenschaft (3.16) fiir schwa-
che Losungen der Gleichungen von Navier-Stokes in drei Raumdimensionen bisher

nicht nachweisen. Unter zusatzlichen Regularitdtsannahmen an die Daten lassen
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sich jedoch zeitlich lokale starke Losungen konstruieren. Das erste Resultat in
dieser Richtung stammt von Kiselev und Ladyzhenskaya [KL57, Kiselev, Ladyz-
henskaya| (siehe auch [Tem01, Temam, S.316-317|):

Satz 3.11 (Lokale Existenz/Eindeutigkeit starker Losungen) Sei T' > 0
und 0 C R3 ein beschrinktes Gebiet mit Rand 0Q € C*. Seien

foof € (0. T; H(Q))

und

Vg € Hl(Q> N HQ(Q)

vorgegeben. Dann gibt es eine Zahl T, = Ty (vo, f,v,00), 0 < T, < T, so dass
eine eindeutig bestimmte starke Lisung v der Navier-Stokes-Gleichungen (3.10)
im Sinne von Definition 3.10 mit T ersetzt durch T, existiert. Diese Losung v

besitzt die folgenden Figenschaften:

v € C([0,T,), H*(Q)NHY(Q)) (3.17)
mit

v, € C([0,T.), H'(Q)) N L*(0,T,; H'(Q)). (3.18)

2. Fir alle t € [0,T,) gilt die Energiegleichung

lo(®)] + 2 / IVo()|2dr = ool +2 / (F(r), v(r)dr.  (3.19)
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4 Regularisierung

Die Existenz zeitlich globaler Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen fiir drei
Raumdimensionen ist bis heute nicht bewiesen. Besondere Schwierigkeiten be-
reitet hier der nichtlineare konvektive Term (v - V)wv. In der Literatur gibt es
einige Regularisierungsverfahren, bei denen die Navier-Stokes-Gleichungen durch
Gleichungen approximiert werden konnen, die fiir alle ¢t € [0,T] eindeutig 16s-
bar sind. In diesem Kapitel bieten wir ein Regularisierungsverfahren an, in dem
die nichtlinearen instationdren Navier-Stokes-Gleichungen durch eine Schar von
Gleichungen ersetzt werden, die von einem Parameter £ > 0 abhéngen und ei-
ne Zeitverschiebung im nichtlinearen Term bewirken. Der hieraus resultierende
regularisierte konvektive Term w - Vv wird dann mit Lagrangeschen Differen-
zen approximiert, die so gewahlt werden konnen, dass die Energiegleichung nicht

verletzt wird.

4.1 Zeitverschiebung

SeiT > 0und N € N. Fiir ein festes £ := L fixieren wir auf [0, 7] ein dquidistantes

Gitter t, = ke, k = 0,1, ..., N. Fiir den konvektiven nichtlinearen Term

Abbildung 2: Initialisierung
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v(t) - Vou(t) verwenden wir eine Zeitverschiebung um ¢ und setzen approximativ
v(t) - Vo(t) = v(t —e) - Vo(t).

Zur Initialisierung dieser Zeitverschiebung setzen wir voraus, dass der Anfangs-

wert vy fiir alle ¢ < 0 zeitlich konstant fortgesetzt ist (siche Abbildung 2), d.h.

v(t,x) = vo(x), t <0.

Dies ist aufgrund der Zeitverschiebung notwendig, da sonst fir ¢ € [0,¢) die

Funktion v(¢ — ¢) nicht definiert ist.

Zur weiteren Vereinfachung approximieren wir fiir ¢ € [y, t541) den verschobenen
konvektiven Term v(t — ) - Vo(t) durch v(t;_1) - Vo(t). Da die hieraus resul-
tierenden Spriinge des konvektiven Termes in den Gitterpunkten ¢, zu einem
Regularitatsverlust fiir die Losung fiihren, verwenden wir zusétzlich eine lineare

Interpolation und approximieren v(t;_1) - Vo(t) fiir t € [tg, tx41] durch

o) Vo) & (L w(bo) + = o) - Vol
— @ v(tp_1) - Vo(t) + t_gtk v(ty) - Vo(t)
= s.o(t). (4.1)

a4

Abbildung 3: Die Funktion ¢ — s.v(t)
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4.2 Lagrangesche Differenzen

Da der nichtlineare konvektive Term v - Vv aus einer totalen (substantiellen) Ab-
leitung des Geschwindigkeitsfeldes v entsteht, bieten sich totale (Lagrangesche)
Differenzenquotienten fiir ein Approximationsverfahren an. Wir erlautern dieses
Verfahren allgemein fiir einen konvektiven Term der Form w - Vv im stationéren

Fall:

Definition 4.1 Seiu € Ci”;(ﬁ) gegeben. Fiir jedes € € R sind dann die Abbil-
dungen X (g,-) : Q — Q diber die Lisung der Anfangswertaufgabe

e(t) = u(x(t)),
x(0) = xo,

und ihre Inverse X (—e,-) wohldefiniert. Ist nun v eine in Q gegebene Funktion,

so definieren wir fir x €

Lro(@) = ©{voX(e @) - v(@)},
Loo(@) = (o) - vo X (< o),
Lv(x) = 2%: {voX(e,x)—voX(—¢, x)}.

Dabei heiffen LTv(x) und LZv(x) vorwdrtsgenommene beziehungsweise rick-
wdrtsgenommene totale Differenzenquotienten. Die durch Addition dieser einsei-
tigen Differenzenquotienten entstehenden Vektoren L.v(x) heiffen zentrale totale

Differenzenquotienten.

Gilt dariiber hinaus v € C*(Q), so erhilt man fiir ¢ — 0 die Konvergenz der

obigen Differenzenquotienten gegen den konvektiven Term w - Vv wie folgt:

Lro(@) = é(v(X(a,m))—v(:c))
= (v(X(e.m) ~ o(X(0,2)))

- % / X (t,x)- Vo(X(L,z))dt



4.2 Lagrangesche Differenzen 45

_ l/oau(X(t,w)) Vo(X(t,@))dt

3

- é/:(u.vv) o X (t,x) dt

= (u-Vv)o X(0,x)

= u(x)-  Vo(z).
Analog finden wir
L-v(x) 8 w(m) - Volw),

Lo(z) =8 u(x)- Vo(z).

Demzufolge kénnen alle drei Differenzenquotienten bei der Approximation des
konvektiven Terms w - Vv benutzt werden. Wir bevorzugen aber den zentralen
Differenzenquotienten und approximieren die Terme v(tx_1) - Vou(t) bezichungs-

weise v(t;) - Vo(t) durch
u-Vor 2% {voX(e ) —voX(—g, )}
Dabei resultiert X (-, -) aus der Losung der AWA
E(t) = wu(z(t)),
x(0) = xo

mit u = v(t,_1) beziehungsweise u = v(t;). Insgesamt wird also der nichtlineare

konvektive Term v(t) - Vo(t) fiir ¢ € [tg, tx1] wie folgt approximiert:

t —1 t—1
v(t)- Vo(t) =~ ’“*18 v(tg_1) - Vo(t) + —= v(ty,) - Vo(t)
~ MLf_lv(t)+ﬂLfv(t).
g €
Dabei bezeichnet fiir jedes t € [ty, txi1]
1
k — D)) — —e .
Lru(t) = o= (vl Xale, ) = vt Xn(=<,) ).
LA lo(t) = i(v(t Xi1(e,) — v(t, X1 (—¢ -)))
£ 25 ) ) ) )

mit X, := X(¢,) aus der Losung der Anfangswertaufgabe

w(t) = wvi(x(t) = v, (1)),
(4.2)
x(0) = .
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4.3 Die regularisierten Gleichungen

Jetzt konnen wir die folgende regularisierte Aufgabe formulieren: Gesucht sind ein
Geschwindigkeitsfeld v = v(t,x) = (v1(t, x), vo(t, ), v3(t,x)) und eine Druck-

funktion p = p(t, x) als Losung der folgenden regularisierten Navier-Stokes-Anfangsrandwertaufgabe:
ov—vAv+Vp = —Zov+f in Qp,

V-v = 0 in QT,

4.
v, = 0 in (0,T), (4.3)
V,., = Yo in Q.
Dabei setzen wir fiir (¢, @) € [ty, tp1] X Q, k=0,1,...,N —1
Zo(t,x) = ZMvu(t,x)
= TR i Xue @) o X m @) (44)
tep1 —t 1 -1
A 2—5{’0(ta Xi-1(e, @) —v(t, X34 (e, 2))}

mit X (e, x) aus der Losung von (4.2).

Zur Bestimmung von Z.v(t, x) fiir t € [0, €] bendtigen wir folglich die Abbil-
dungen X (e, -) und X _;(e, -) samt ihrer Inversen. Da wir fiir alle £ < 0 den
Anfangswert vg zeitlich konstant fortgesetzt haben, erhalten wir diese Abbildun-
gen aus der Losung der Anfangswertaufgabe (4.2) fiir £ = 0 und k£ = —1, wobei

hier in beiden Fillen die Geschwindigkeitsfelder iibereinstimmen:
v(0, ¢) = v(—¢, ) = vo(x).

D.h., in der Approximation

t 1

ZPv(t,x) = g%{v(t,Xo(s,m))—v(t,Xgl(s,az))}
o X (5 w) — ol X e @)

sind X und X _; identisch als Losungen der Anfangswertaufgabe
w(t) = wolz(t)),

z(0) = xo.
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Deswegen gilt fiir die Funktion Z°v(t, ) mit ¢ € [0, ] die Darstellung

Z2v(t,z) = é%{v(t,Xo(&w))—U(t>Xo_1<5>w))}

Tl ol Xol(e @) — ol Xq' (=, w)

3

1
= o (v(t. Xo(e2) — 0t X5 (e 2))).
€
Mit (4.3) und (4.4) liegt somit ein approximatives Navier-Stokes-System vor,
dessen Losbarkeit wir im néchsten Abschnitt untersuchen werden. Dies geschieht
durch Losung des Problems zunéchst auf den einzelnen Teilintervallen, zusam-
men mit dem Nachweis, dass sich die Regularitdt der Daten auf dem vorigen

Teilintervall auf die Losung im néchsten Teilintervall iibertrdgt und somit der

Losungsprozess fortgesetzt werden kann.
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5 Konstruktion der Lésung auf [0, €]

In diesem Kapitel betrachten wir die im letzten Abschnitt hergeleiteten regula-

risierten Gleichungen von Navier-Stokes eingeschrénkt auf ¢ € [0, ] :

v —vAv+Vp = —Z%v+ f, (t,x) € (0, ¢] x Q,
V-v = 0, (t,x) € (0,¢] x €,
(5.1)
Vjpa — 0, t e (0, 5],
V., = Yo, x €.

Wir werden im Folgenden Existenz und Eindeutigkeit einer stark H?2—stetigen
Losung v fiir t € [0, €] nachweisen, sofern die Daten vy, f hinreichend glatt sind.
Der Beweis wird mit Hilfe eines Galerkinansatzes gefithrt und orientiert sich an

der Arbeit von Heywood [Hey80, Heywood|.

5.1 Helmholtz - Projektion und Stokes - Operator

Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet und L*(Q) der Raum der quadratintegrier-
baren Vektorfunktionen f : Q — R3. Bekanntlich (vgl. [Shi73, Shinbrot, S.140],

[Tem01, Temam, S.15]) kann dieser Raum als direkte Summe der Unterrdume
'HO(Q) — ml\'llm

und
G(Q) = {u € LX(Q) : T € LA(Q) mit u = w}

dargestellt werden. Der Projektionsoperator P : L*(Q2) — H°(€) heikt Helmholtz-

Operator, und aus seiner Definition folgt
Pf = f fiir alle f € H°(Q), Pg =0 fiir alle g € G(Q).
Formales Anwenden des Operators P auf die erste Gleichung in (5.1) liefert wegen
Po(t) = v(t) fiir v(t) € H'(Q), Pow(t) = 0,Pv(t)

und

PVp(t)=0
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die Evolutionsgleichungen
0w — vPAv = —PZ% + Pf in (0, €] x Q.

Der hier auftretende Operator —PA : H*(Q) N H'(Q) — H°(Q) heifit Stokes-
Operator. Er ist symmetrisch, positiv definit und besitzt eine kompakte Inverse

(vgl. [Var07, Varnhorn, S. 134])
(=PA) HY(Q) = HOQ).

Folglich existiert eine Folge (\;); positiver Eigenwerte mit 0 < A\; < A\ < ..., die
sich im Endlichen nirgends héuft, und die zugehorige Folge (e;); von Eigenfunk-

tionen e; € C°,(€2) bildet in H"() ein vollstéindiges Orthonormalsystem:
(61', ej) = 52’]’ (Z, j c N)
Somit gilt also die im Folgenden noch héufig benutzte fundamentale Beziehung

5.2 Galerkinansatz

Die Existenz einer Losung von (5.1) beweisen wir mit Hilfe eines Galerkinan-
satzes, wobei wir als Basisfunktionen das oben erwithnte in #°(2) vollstindige

System von Eigenfunktionen des Stokes-Operators —PA wahlen:

Definition 5.1 Mit v" : [0, €] x Q — R3, definiert durch

Vit @) =Y ciult) () (5.3)

j=1
bezeichnen wir n—te Galerkinndiherung. Dabei sind e; € Cg,(Q2) die Eigenfunk-
tionen des Stokes-Operator —PA und ¢;, = [0,¢] = R (j = 1,...,n) noch zu

bestimmende Koeffizienten.

Sei nun n € N fest. Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢;,, (j = 1,...,n) setzen
wir die Naherungsfunktionen v” in (5.1) ein und multiplizieren skalar mit den

Funktionen e; (i =1,...,n) :

(00" (1), &) + v(—PAV"(t),€e;)) = —(PZ2v"(t),e;) + (f(t),e;), (5.4)



50 5 KONSTRUKTION DER LOSUNG AUF [0,¢]

n

v'(tlico = > (vo,€))e;. (5.5)

j=1
Die Gleichung (5.4) besagt
D ) (€5, €) + v Y ciult) (~PAey, €)
j=1 j=1
1 n
- (.f(t)> ez) - 2_8 chn(t) (e] o Xo— €; 0 Xo ) ez)
j=1

Mit der Eigenwerteigenschaft (5.2) und der Orthonormalitét (e;, e;) = d;; resul-
tiert hieraus fir ¢ = 1,2,...,n (n € N) und ¢t > 0 eine Anfangswertaufgabe zur

Bestimmung des i—ten Koeffizienten ¢;,, :

n

1

Cin(t) +VACin(t) = (f7€i)+25

Cjn(t) <6j @) Xal —€;0 Xo, 61‘),
j=1

(5.6)
cin(0) = (vg,€;).

Dies ist ein Gleichungssystem von der Form

hn(t) Arcn(t) (F(t), e1)
Ch (1) A2Can(t) (F(t), €2)
+ v =
d(t) AnCon (1) (f(t), en)
Cln(t)
+ 2—1€<8jOX61 —ejOXo, ei)ijl CQn(t)
Cnn(t)
Mit den Vektoren
Cln(t) (f(t)7 €1>
Con(t) (f(t), e2)

c,(t) = ;o bu(t) =

Cnn(t) (f(t), en)
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und den n x n—Matrizen

~ 1
D,, := diag(A1, A, ..., M), A, ::—<ejoXal—ejoX0, ei>_ ,

2e i,j=1
A=A, —vD, =
-\ . (enoX ' —e,0X, e)
(e;oX ' —e0X,e3) ... (enoX '—e,0X, ey)
(810X_1—610X,€n) —V)\n

kann dann die Differentialgleichung in (5.6) in der folgenden Vektorform darge-
stellt werden:

¢ (£) = A, ealt) + bu(t). (5.7)

Dies ist ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen. Mit dem Satz
von Picard-Lindelof folgen Existenz und Eindeutigkeit einer globalen Losung ¢,, €
C*([0,¢]). Somit ist die n—te Galerkinnédherung v" zur gesuchten Losung v der
Gleichungen von Navier-Stokes fiir jedes n mit Hilfe der Eigenfunktionen des
Stokes-Operators und der Losung der Anfangswertaufgabe (5.6) in eindeutiger
Weise festgelegt.

5.3 Beispiel zum Galerkinansatz

Wir betrachten die eindimensionale Burgersgleichung

ot " Yor  Vox?

Zusatzlich fordern wir die Randbedingung

=0, z€(0,1),t>0. (5.8)

u(t,0) =u(t,1) =0 (5.9)
und die Anfangsbedingung
u(0, ) = sin(27x). (5.10)

Mit der Hopf-Cole Transformation [Eva98, Evans, S. 195] ldsst sich die Burgers-

gleichung linearisieren und auf die Warmegleichung reduzieren: Zuerst setzt man

U=y
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in die Burgersgleichung ein und erhélt durch Integration beziiglich z

1
P+ 51/}920 = Vwa:m-

Mit der Substitution

P

v =—2v1In|d| bzw. J=e 2v
folgt hieraus die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
ﬁt = Vﬁmx‘

Die gegebenen Anfangs- und Randbedingungen werden auf die folgende Gestalt

transformiert:

9(t,0) = 0(t,1) = 1,

_ sin? ()

V(0,2) =e 2w

Durch die Transformation ¢ = ¢ — 1 erhalten wir zusétzlich homogene Randbe-

dingungen, das heifst

Oi(t,7) = vou.(t, 1), (5.11)
o(t,0) = o¢(t, 1) =0,
5(0,2) = dolx) = e 1. (5.12)

Auf die nun vorliegende Anfangsrandwertaufgabe wenden wir das Galerkinver-
fahren an. Analog zu den regularisierten Gleichungen von Navier-Stokes wéhlen
wir als Basisfunktionen fiir die Galerkinndherung die Eigenfunktionen des ent-

sprechenden Differentialoperators mit homogenen Randbedingungen:

¢"(x) + dp(x) =0 in (0,1),

Wir erhalten als Losungen
o(z) = esin(nmz), A=n*7* n=12,...,

mit einer Konstanten ¢, die so gewéhlt wird, dass die Folge (¢;); von Funktionen

¢i(z) = sin(irz) ein Orthonormalsystem bildet, das heift ¢ = v/2.
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Damit sind die Galerkinapproximationen gegeben durch
N
=D _a;(t)ps(w) (5.13)
j=1
mit ¢;(x) = sin(j7z) und noch zu bestimmenden Koeflizienten a;, j=1,2,....

Zur Bestimmung der Koeffizienten a; setzen wir den Galerkinansatz in die Diffe-

rentialgleichung (5.11) ein, multiplizieren mit ¢; und erhalten dann

(at(b wi) = v zx¢N ©i)

N
Z ¢0a 907, sz

=1

Diese Gleichung impliziert
Za;(%‘a 901 VZCLJ (20]7902 -
J
Mit der Orthonormalitit der Funktionen ¢, folgt

(50;/7 901) = (_)‘Soja 901) = _)\(Spj’ SOZ) - _)\51']"

und man erhélt hieraus eine gewohnliche Differentialgleichung zur Berechnung

der Koeflizienten a; :

a;(t) + vha;(t) = 0, (5.14)
a;(0) = (¢o, i), (5.15)
mit
sin? ()

po(z) =€ 2w —1und N\ = (in)*

Im Fall v = 1 erhalten wir wegen ¢;(z) := /2sin(jmz) beispielsweise

a1(0) = (¢o, 1) = \/_/ e — 1) sin(mx) dx

1. 2V2
) — 2V2 . 009 1,

V2 ™
a2(0) = (¢o, ¥2) \/_/ i) — 1)sin(2mz) dz = 0 =: ¢q,

= Qe’ierﬁ(

az(0) = (¢o,p3) = \/_/ ) — 1) sin(37zx) dz
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24/2(127 — 1 1
- M — 2e7 27 (1 + 4m)erfi(

~ 0.017 =: c5.
3T ) “

1
\ 2T
Dabei ist die Fehlerfunktion erfi definiert durch

erf(iz

) 2/”_2
= T dr.
i z'\/?oe T

erfi(z) :=

Mit den Losungen

ai(t) = e M.

der Anfangswertaufgabe (5.14), (5.15) erhalten wir hieraus beispielsweise fiir N =

3 die Galerkinapproximation

¢(t,x) = ai(t)ei(r) + az(t)pa(w) + as(t)s(w)

= V2cie ™ sin(7x) + V2e3e 7 sin(3mz).

5.4 Abschatzungen der Galerkinapproximationen

Bevor die Abschitzungen fiir die Galerkinndherung bewiesen werden, erklaren
wir, warum bei der Approximation des konvektiven Termes v(t) - Vo(t) der zen-
trale Differenzenquotient ausgewéhlt wurde. Aus dem folgenden Lemma geht
hervor, dass die Vektorfunktion u - Vv auf der Vektorfunktion v beziiglich des
Skalarproduktes in L*(€2) senkrecht steht. Diese Eigenschaft ist fundamental fiir
den Beweis der Existenz schwacher Losungen (|[Hop51, Hopf], [Hey80, Heywood|).

Lemma 5.2 (Orthogonalititsrelation) Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet
mit Rand 0Q € Ct. Sei v € H' () und u,w € Hy(Q). Dann gilt

(v-Vu, w) = —(v-Vw, u),

(v-Vu,u) = 0.

Beweis: Zunichst zeigen wir diese Aussagen fiir v € C, () und u, w € C7°(12).
Wegen V - v = 0 gilt

Vi(u-wv) = uv-wV-v+v-V(u-w)=v -V(iu-w)
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= (v-Vu) - w+ (v-Vw) - u.
Durch Integration iiber €2 erhalt man
/V-(u-wv)dxz/(v-Vu)-wdx—{—/(v-V'w)-udx.
Q Q Q

Da die Funktionen u, v und w einen kompakten Trager in 2 haben, gilt mit dem

Satz von Gauls

/V~(u-'w'v)dm:/ u-wuv-ndS=0.
Q o9

Somit erhélt man
/(U-Vu)~'wdx:—/(v~Vw)~udx
Q Q
oder

(v-Vu, w) = —(v-Vw, u).

Damit ist die erste Aussage gezeigt. Die zweite Aussage folgt aus der ersten
Aussage mit w = wu. Die entsprechenden Aussagen gelten dann auch fiir v €
H'(Q) und u,w € Hy(Q), weil CF, () und CF(Q) beziiglich der H'—Norm
dicht liegen.

4

Von entscheidender Bedeutung ist nun, dass bei Verwendung des zentralen La-

grangeschen Differenzenquotienten ebenfalls eine Orthogonalitétsrelation gilt:

Lemma 5.3 Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand 092 € C'. Fiir v, w €
L*(Q), sowie die aus der Anfangswertaufgabe (5.4) resultierenden Funktionen
X, X! gemif Lemma 3.2 gelten die Beziehungen

(L€U7 'LU) - —<'U, L€w)7

(Lev, v) = 0.

Dabei ist L.v definiert durch

1
Lav:—<voX—voX’1>.
2¢e

Beweis: Durch Ausnutzung der Maftreue der Funktion X erhalten wir

1 1
(L, w) = 2—(voX—voX’17 w) = 2—<(voX, w)_(,vo)(—l7 w))
N €
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- 2—1€<(’UOXOX1,’(UOX1)—(’UOX10X,’QUOX)>
= 218<(v woX 1 — (U,on)>:—<v,2—1€(on—on_1))
= —(v, Low).

Fiir w = v gilt damit insbesondere
(Lev, v) = 0.
O

Bei den nun folgenden Abschitzungen setzen wir stets voraus, dass die Daten

vy, f iiber die bendtigten Regularitéitseigenschaften verfiigen.

Lemma 5.4 Es sei v" : [0, €] x Q — R? die fir n € N definierte Galerkinap-
proximation (5.3) und m € Ny. Dann gelten die folgenden zwei Gruppen von
Gleichungen:

1d n 2 n 2 n

Sl I+ vIVO IR = (F(0),0"0),

Mgy m, ,n m m,,n (516)

thllf? O +v[Vorv"* = (07 f(1), 970" (1)),
LTI O 4 PO = (20" (), P (1)
+ (.f(t)a —PA’Un(t)) ) (517)
2dtllvam V()| + V[ PAGO ()P = — (22070 (t), —PAG " (1))

+ (0" f(t), —PAJ"v"(1)) .

Beweis: Alle Identititen gewinnen wir aus der Gleichung

(0" (1), ) + v(—PAG" (1), €) = —(Z20"(1), e) + (F(t), &) (5.18)

fiir die Galerkinndherungen.

1. Multiplikation von (5.18) mit ¢;,(#) und Summation von ¢ = 1,...,n liefert

(Ov Zcm e;) + v(—PAv"( Zcm e;) = ZO" Zcm e;)

(4), Z cin(t)e:),
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also
(00" (1), v"(t)) + v(=PAV"(t), v"(t)) = —(Z20" (), v"(1)) + (f"(t), v"(1)).
Mit
(—=PAV"(t), v"(t)) = (—Av"(t), v"(t)) = (Vv"(t), Vv"(t)) (5.19)

und (Z2v™(t), v"(t)) = 0 folgt hieraus die erste Identitét von (5.16).

2. Differentiation von (5.18) m—mal nach ¢, Multiplikation mit der m—ten
(m)

Zeitableitung ¢;,’ (t) und anschliefende Summation von i = 1,...,n ergibt

(O™ (t), O™ (t)) + v(—PAI 0™ (t), O v" (1))

= (=Z20,"0"(t), 070" (1)) + (0" F (1), 0" 0" (1))

Mit
(=PAG" (1), 90" (1)) = |IVOv" (1)
und
(22070 (1), 0" v" (1)) = %(8{”1}”(1&) o X — M (t) o X, 3{”’0”(15))
= o (Ore o X ore(v) - @ (1) 0 XV, ()
- zig((a?”‘v"(t) o X, 9" (1)) — (9" v"™ (L), O v™(t) o X)) —0

erhalten wir wegen der Maftreue der Abbildungen X die zweite Identitdt von
(5.16).

3. Multiplikation von (5.18) mit \;¢;,(f) und Beriicksichtigung von —PAe; =

A;e; sowie Summation von ¢ = 1,...,n liefert hier

(Op"(t), — PA i eicin(t)) + v(—PAv"(t), —PA z": eicin(t))

— (~Z00"(0),~PAY " eienlt) + (F(0), ~PA Y eicin(t),
oder

(Ov"(t), — PAvV"(t)) + v(—PAv"(t), —PAv"(t))
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= (=Z2v"(t), —PAv"(t)) + (f(t), —PAv"(t)).
Daraus folgt
(V0" (t), Vo' (1)) + v(PAv"(t), PAv" (1))
= (=Z20"(t), —PAV"(1) + (£(t), —PAv"(1)),

und Vertauschung von Differentiation und Integration ergibt
1d

57 VU OIF + V[ PA(D)]° = =(Z2v" (1), —PAV"(¢)) + (f(1), —PAV" (1)),

4. Differentiation von (5.18) m—mal nach ¢, Multiplikation mit Aicl(;n ) (), Sum-

mation von ¢ = 1,...,n sowie Beriicksichtigung von
1
oLt = O (v"(t, X) — " (t, X—1)>
€

_ 2%2(@@”(15, X) — 0" (1, X)) = 220" (1

liefert die letzte Gleichung

1d
5 IV (O + v PAGT " (1)
= (=220 (t), —PAG" (1)) + (97" £ (t), —PAO[ 0" (t)).

Damit sind alle Gleichungen bewiesen.
O

Mit Hilfe dieser Identitdten werden im folgenden Lemma wichtige Differentialun-

gleichungen hergeleitet.

Lemma 5.5 Es seiv™ : [0, ¢] x Q — R? die fiir n € N definierte Galerkinappro-
zimation (5.3) und m € Ny. Dann gelten die folgenden Differentialungleichungen:

CIor O + Vo O < canl FOI (5.20)
Clorw (I + Vo W < calor £ (5.21)
Lo )2 + PAOI < e (O [0 @D, (5.2

Do @)+ AP W < e (107 FOI + 10" (0)]216.28)

Dabei hingen die Konstanten ¢ nur von den indizierten Grofien ab.
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Beweis: Alle Ungleichungen resultieren aus Lemma 5.4, in dem die dort bewie-

senen Identitaten

oo + 2o D7 = 2F (1), 0" (1) (5.24)
oo ) + 2|V I = 207 (1), 570" (D), (5.25)
CIVo @ + 2w PP = 220" (1), ~PA()
F2(f(t), —PAY'(1)), (5.26)
CIVa () + | PAG O = 225" (1), ~PAI (1)

F2(AM £ (1), —PAI (1)) . (5.27)

mit Hilfe der Ungleichungen von Holder, Poincaré und Young fiir p = ¢ = 2

abgeschétzt werden:

Fiir die rechte Seite der Gleichung (5.24) erhalten wir

2(f (), v"(1)) = 2(%f(t),£v”(t)) < 2II%J’(If)II 1€0" ()]l

IZF @O [levor ()]
€ o+ g )

IN

2 £ ) calls Vom0 < 2en

~ (GO +EIVo @),

Hier kann & so gewitht werden, dass cof? = v gilt. Somit erhilt man die erste

Ungleichung.

Analog liefert die Abschéatzung
2007 £ (1), 070" (1)) < ca |07 FOI + v VO 0" (1)
die zweite Differentialungleichung (5.21) aus der Gleichung(5.25).

Wie oben schétzen wir jetzt die rechte Seite der Gleichung (5.26) ab: Man erhélt

2(£(1), —PAV" (1)) = 2<§f<t>, _EPAG (1)) < g—iuﬂwuz & PAv (1))

und

2 (200" (¢), —PAG™(¢)) = 2(%230"(15), _ePAV (1))

1Z20"(@®)]” + & PAv" (1)]*.

| =

<
— £2

Iy
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Mit der Maftreue der Abbildung X folgt
1 _
12000 = ol X) — ", X )|
< o (o X))+ o X D)) = )]
- 2 ' ’ € '

Mit 2£2 = v erhalten wir hieraus die dritte Differentialungleichung (5.22).

Schlieflich liefert
0qm,,n 1 m, . n m,n —1 1 m, . n
1Z20r ™ (Ol = oMo ™ (¢, X) — 070" (6, X)) < Zllg"v" (1)

die letzte Ungleichung aus (5.27).
U

Lemma 5.6 Es seiv™ : [0, €] x Q — R? die fiir n € N definierte Galerkinappro-
zimation (5.8) und m € Ny. Dann gelten fiir t € [0, €] die Abschditzungen

lo"@IF < cen([PAV @) + l0" @I + 1 £ O, (5.28)
lo7 o @)IF < cen([PAGO" @) + 100" (O] + 107" F()]1%).(5.29)
[PAV*@)[1* < cep (00" @) + [lo" @I + 1 £(B), (5.30)

IPAG 0" @)I* < cep (07 0" @) + 100" @O + 107 F(OI). (5.31)

Beweis: Diese Ungleichungen erhilt man aus der Identitét
(O"(t), €:) + V(= PAV"(t),e;) = —(Z20"(t), &) + (£(1), &)

fiir die Galerkinnédherung v™ wie folgt:

1. Multiplikation dieser Gleichung mit ¢}, () und Summation von i =1,...,n

ergibt
(O™ (t), O™ (t)) + v(—PAV"(t), Ov" (1))
= (=Z20"(t), 00" (1)) + (F(t), Dpv" (1)),
also

100" (1)|]* = —v(=PAV"(t), 0" () — (Z20"(t), 0" (1)) + (£ (1), D" (1)).
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Mit den Ungleichungen von Holder und Young erhalten wir

2 2
n 2 v n 2V n 2 1 0..n 2 n 2
< s el S
[0 (@)|]F < 252HPAv O+ 5 [00™ ())]]" + %QHZJ O+ 5 00" ()]
£ ror+ Spaene)
252 2 t )
also
n 2 v n 2 ]' n 2
200" (1)[I7 < g!\PA’U @l +—€£2||’U @l

1
+ 5—2”f(t)|!2 +& (v +2)]|00" (1),
Hier ist & so gewihlt, dass £2(v + 2) = 1 ist. Somit gilt
100" ()17 < e ([PAV" ()] + lo" ()1 + | £ (D))

2. Differentiation der Gleichung fiir die Galerkinndherung m—mal nach ¢,

Multiplikation mit der (m + 1)—ten Ableitung c§;” +1)

(t) und Summation von

t=1,...,n ergibt
(Ortlo™(t), O™ (1)) + v(—PAG™ "™ (t), O o™ (1))
= (=220 (t), oM™ (1)) + (97" £ (1), 01" (1))
oder
[0/ " (@)]F = —v(=PAG"(t), O 0" (1) — (Z207v" (1), 0" (1))
+ (O f (1), o7 "(1)).
Analog zu den oben gezeigten Abschétzungen erhalten wir

[0/ 0" (@) < Cep(IPAG 0" ()] + (|07 0" ) + 110" FO)1).

3. Um die Abschitzungen (5.30) und (5.31) zu zeigen, multiplizieren wir die
Gleichung (5.4) beziehungsweise die m—mal abgeleitete Gleichung mit A;c;, be-

ziehungsweise )\icgzl ). Hieraus folgen die Behauptungen.
O

Nach diesen Vorbereitungen werden im folgenden Lemma nun A-priori-Abschatzungen

fiir die Galerkinnédherung angegeben:
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Lemma 5.7 (A-priori-Abschitzungen) Es sei v" : [0, €] x Q — R3 die fiir
n € N definierte Galerkinapprozimation (5.3). Dann gelten die folgenden A-

priori-Abschdtzungen:

t t
o ()] + v / Vo (@)2dr < flvoll® + ca / IF()dr,  (5.32)
0 0
t
Vo™ (1)])% + v / IPAY"(7)[2dr < [[Vwoll® + v, ct]|vo |2
0
t
—i—cQ,,,7E(1+t)/ £ (D) ||Pdr  (5.33)
0
t t
[EXROIES” / Vo™ (7)|Pdr < (0™ (0)] + ca,, / 10 F (7)) %dr
0 0
< e (IPAwO|* + 1 £(0)]

+ [ o) (5:34

IPAC O < o ([P + [ £O)]
2 t o f(D)|Pdr). (5.
HIFOF + [ loglPar). (.35

Beweis: Alle A-priori-Abschitzungen lassen sich durch Integration von 0 bis
t € [0, €] der Differentialungleichungen aus Lemma 5.5 herleiten. Aus der Unglei-

chung (5.20) erhélt man
t t
||v”(7f)\|2+V/0 IVo"(r)|*dr < !|v"(0)\|2+0u,sz/0 £ (7)]*dr

t
< Jwoll + ena / 1£(r)|1%dr.
0

Die letzte Abschitzung folgt aus der Definition der Galerkinnéherung: Fiir

v"(0, x) == Zcm(O)ei(:c) = Z(vo, e;)e;

i=1

gilt mit der Besselschen Ungleichung
[ (O)]* =D [(vo, &) * < [Jvol|*.
i=1

Damit ist die A-priori-Abschétzung (5.32) bewiesen.
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Integration der Differentialungleichung (5.22) von 0 bis ¢ liefert

Vo (1) + v / |PAC(7)2dr < [V (0)] + e / UFE2 + o () [2)dr.

Um [|[Vo™(0)|| durch ||Vwvyl|| abzuschétzen, gehen wir von der Definition der Ga-

lerkinndherung
aus, man hat also
Fiir t = 0 folgt

mit
1 . (va, Vez)

1
Cln(0> = ('1]07 ei) == (UO, )\Zez)— = )\_ — i

)\i (’Uo, —PAGZ)
Wegen
||V€Z||2 (VBZ, Vez) = ( PABZ‘, ei) = ()\iei, el-) = )\Z
folgt insgesamt
- vaa ve & Vel- Vei
i = Vv, . 5.36
=X e Ve = X o) e )

1=1

Die Funktionen e; bilden ein Orthogonalsystem in H.'(£2), denn es gilt
(Vei, Ve;) = (—PAe;, €;) = \i(e;, ;) = \idyj. (5.37)
Mit der Besselschen Ungleichung folgt dann aus (5.36)
Vo™ (0)* < [[Vwol*.

Mit (5.32) gilt folglich

t t
Vo @IP + v / |PAG (1) dr < [|[Voo® + cy.e / UFEOIP + wolP) dr

t T
ene / / 17 ()| ds dr
0 0

< ol + cne (tool? + 1) [ 170 ar)
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Damit ist die A-priori-Abschéitzung (5.33) bewiesen.

Die Abschétzung (5.34) kann durch Integration der Ungleichung (5.21) von 0 bis
t fiir m = 1 erhalten werden. Dazu benétigen wir noch zwei Ungleichungen:

Aus (5.28) resultiert fiir t =0
00" (0)]* < Cu,s<|\PA’U"(0)HQ + (O + Hf(O)H2>

< e (I1PAV |2 + ol PAV(0)]2 + | £(0)]°)

< coue(IPA" O + [ F(0)]?)- (5.8)

Dabei kénnen wir [|[PAv™(0)| durch ||PAwvy]|| wie folgt abschitzen: Aus der De-

finition der Galerkinndherung erhélt man
—PAv"(t) = —=PAY “cin(t)e; = Y cm(t)(—PAe;) =Y cimlt)Nier.
i=1 i=1 i=1
Fiir t = 0 resultiert hieraus

IPAV )P = D (vo, e)Nieil = D (vo, hieieil* = || Y (vo, —PAe)es|?
=1 =1 =1

= 1) _(=Puo, Aedeil* = | Y _(PVwo, Veies|”

im1 i=1
= || Y (—PAwvq, e)eil|> = ) |(PAvy, €;)]> < || PAvy|.
=1 i=1

Somit ist auch die dritte A-priori-Abschétzung (5.34) gezeigt.

Fiir den Beweis der letzten Abschéitzung verwenden wir die Regularititstheorie
der stationdren Stokes-Gleichungen [Cat61, Cattabriga|: Fir Funktionen u €
H?*(Q)NnH'(Q) gilt die Abschitzung

lul* < col PAu|*. (5.39)
Mit dieser Ungleichung folgt aus (5.30)
[PAV @) < coue(lO0" @I + [ FO)I).

Die dritte A-priori-Abschéitzung (5.34) ergibt damit

IPAG ) < con (| PAvOIP + I FO) + [ £(0)]2 + / 10, £(r)|Pdr).
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Aus den obigen Abschétzungen resultieren nun die folgenden Stetigkeitsaussagen:
Aus den Formeln (5.32) und (5.33) folgt

limsupllv"(t)[> < lvoll?, (5.40)
t—0

limsup||Vo" () ||> < [Vl (5.41)
t—0

||? erhéilt man aus dem néchs-

Eine entsprechende Aussage fiir die Norm || PAv™(t)

ten Lemma:

Lemma 5.8 FEs seiv™ : [0, €] x Q — R® die fiir n € N definierte Galerkinappro-
zimation (5.3). Firt € [0, ] gilt dann

T=t
|PAV (1) < ||PAwgl|* + 2Klt + 2(ZE'U"(T), —PA'U"(T))
14 1% 7=0
2 N
+ ;(_f(T), —PAv" (7)) i + ;Kzt. (5.42)

Beweis: Multiplikation der Gleichung (5.4) mit \;c},, Beriicksichtigung der Ei-

m)

genwerteigenschaft —PAe; = \;e; und Summation von i = 1,...,n ergibt
(" (t), —PAOv"(t)) — v(PAvV"(t),—PAJv"(t))

= —(Z20"(t), —PAJW" (1)) + (£(t), —PAw" (1)) .

Mit
L paor @y = 14 [ (pavr))d /PA "(t) . PAGw" (1)d
par Y T 2dt Y e Y tUber
_ (PAV(t), PAGw (1))
folgt
d
Vo (O] + L PAv @ = —(Zv(1),~PAd" (1)

+ (f(t), —PAO"(1)).

Durch Integration von 0 bis ¢ resultiert hieraus

t
[ IvowrPar + Lipav o)
0
t
= ZPav () - / (Z00"(7), —~PAOw" (7)) dr
0

+ /O(f(T),—PAat’Un(T))dT.
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1. Betrachten wir den zweiten Summanden der rechten Seite. Durch partielle

Integration erhalt man

T=t

—/0 (Z°v"(1), —PAOw"(1))dr = —(Z°v"(7), —PAv"(1))

7=0

+/0 (0,220 (1), —PAv"™(T))dT

T=t

= —(Z2v"(1), —PAv"(7))

7=0
t

+/ (Zg@t’v"(T), —PAv" (1)) dr.
0

Mit den Ungleichungen von Hélder und Young kann die Beschranktheit beider

Summanden gezeigt werden:

0,,n n =t _ i o -1 n T=t
(220" (r), PAV(7)| = (5 (0(r X) —v(r. X7, PAV(7))|
1
= 5o (vlt, X) —o(t, XY, PAv"(1))
5 (0(0, X) 00, X), PAC(0)).
t t
/ (2900 (7), — PAW™ (7)) dr < / 1 200,07 (7| | PAW" (7)]| dr
0 0
1 [t 1 [t
<; [ 12200 ar+ 5 [ |Pav o) ar
2 0 2 0
< Kit.
2. Analog erhélt man fiir den dritten Summanden
t T=t
[t ~psowr ) = (#(0), ~Pao )|
0 T=
t
- [@s), ~pavr)ar
0
T=t
< (f(r), —PAv"(7)) 70+K2t.
Hieraus resultiert die Ungleichung (5.42). Somit ist der Satz bewiesen.
O

Mit den nunmehr vorliegenden Abschétzungen werden wir spéter die Existenz

einer stark H?(Q))—stetigen Losung der Niherungsgleichungen auf [0, €] zeigen.
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Dariiber hinaus werden wir nun Abschétzungen beliebiger Zeitableitungen der
Galerkinapproximationen bereitstellen, jedoch nur fiir ¢ € (0, €. Diese Abschét-
zungen fithren dann spéter zu den entsprechenden Reguléritatseigenschaften der

Néherungslosung fiir ¢ > 0.

Lemma 5.9 FEs sei o € R mit 0 < a < ¢, und es seten n € N;m € Ny. Dann

gelten fiir die Galerkinapprozimationen v"(t) fir alle t € |« €] die Abschditzungen

oo (D)]? < Fa(t), (5.43)
Voo ()] < Guml(2), (5.44)
|PAO™ 0" (D)|> < Hp(t). (5.45)

Dabei sind die Funktionen F,,, G, Hy, : |a, €] — R stetig und hdangen von

a, €, v, ) und den Daten vy und f ab.

Beweis: Der Beweis wird mit Hilfe vollstdandiger Induktion tiber m durchgefiihrt:
Im Fall m = 0 haben wir die behaupteten A-priori-Abschiatzungen sogar fiir @ = 0
in Lemma 5.7 gezeigt. Wir nehmen nun an, dass die Abschétzungen (5.43) - (5.45)

fiir festes m € N giiltig sind, und zeigen, dass sie auch fiir m + 1 gelten.

Wegen
[0/ " (@)F < cv (1 PAG V" ()] + 070" |1* + 07" £ ()]]7)

nach (5.29) gilt die erste Abschétzung (5.43) auch im Falle m+1 fiir alle ¢ € [a, €].

Wir benutzen jetzt die Differentialungleichung (5.21) mit m ersetzt durch m+1 :

d
ZorT o @IF + vV (O < caullfT £

Integration von « bis 2« ergibt

2c
107 o™ (20) |1 +V/ IVor -t (n)|*dr < (|07 " ()|

2a
ey [ ort)|ar

Oben wurde die Beschrinktheit von [|0/*'v"(¢)||? fiir alle t € [«, €] gezeigt.

Deswegen erhélt man

2a
V/ VO™ (1)dr < Frya(a) + K,
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mit einer von f abhédngigen Konstanten K;. Nach dem Mittelwertsatz existiert

ein 8 € [a,2a] mit
val|[ Voo™ (B)|? < Fus(a) + K.

Der hiermit vorliegende Zeitpunkt 8 dient im néchsten Schritt als Anfangspunkt.

Dazu verwenden wir die Differentialungleichung (5.23) mit m ersetzt durch m—+1 :
d M n m n m n M
ZIVorTo (|° + vI[PAG 0" (0 < c (107 " (@O + 107 FO1)-

Durch Integration von f bis t € [, €| erhélt man

t
IVor o @ + v [ |PA Y ()P dr
B
t
< IV )+ e [ o) e

" / |71 £(7) | dr

< V@Fmﬂ( )+_K1+Fm+1( ) + Ka(t)

mit einer von f abhéngigen Funktion K5(¢). Damit gilt sicherlich mit

1 1 ~
EFnHl(O‘) + EKl + Fa(t) + Ka(t) = Grpa(t)

die Ungleichung
VO o™ (1)[|? < Gy (t) fiir t € [2a, €.

Somit ist auch die zweite Abschétzung bewiesen.

Um die letzte Normschranke zu zeigen, betrachten wir zunéchst wieder die Dif-

ferentialungleichung (5.23) mit m ersetzt durch m + 1 :
d m n m n m n m
ZIVOrT ot ()P + v|[PAG o (O < ce (107 0" 01 + 107 FO)1).

Durch Integration von 2« bis 3 erhalten wir mit dem Mittelwertsatz ein v €
2, 3a] mit

va|[PAG 0" (y)* < VO (20)]7

3«
b / (01 om ()| + 107+ £ (7)) dr

«
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S Gm+1(2a> + KS

mit einer von f und F),;; abhingigen Konstanten Kj3. Den Zeitpunkt v verwen-
den wir wieder als Anfangspunkt fiir den néchsten Schritt. Dazu betrachten wir

die Gleichung

(0" (1), €5) + v(—PAV (1), e)) = —(Z00"(t), &) + (f(t), es).

Differentiation dieser Gleichung (m+1)—mal nach ¢, Multiplikation mit \;c;, m+2)

Beriicksichtigung von —PAe; = \;e; sowie Summation von ¢ = 1,...,n ergibt
(02" (1), — PAO"P2v™(t)) 4+ v(—PAI " (t), —PAJ™ 20" (1))

= (=Z207 " (t), —PAG " (1)) + (07 £(1), —PAG (1)),

Mit
(P10 (1), PAOY 0" (1)) = 5 2| PAGP 1o (1)
folgt daraus
Voo™ ()] + QEHPAGT”“ VN(O)|F = = (Z20] (1), —PAGTR" (1))

+ (O f (), —PAG " (1)),
also

thHpAam-H n( )HQ (Z08m+1 n( )’ PA@[”“U”(t))

+ (07T f (), —PAG (1),
Integration von v bis ¢ € [y, €] ergibt

v 1%
SIPagren )P < L PAGTT e ()]

¢
+ /(Zfaznﬂv”(T),PA@Z"”U”(T))CZT
v

t
+ / (Ot f (1), —PAI" 0™ (7)) dT.
v
Wir beweisen jetzt die Beschréanktheit der letzten beiden Integrale:

1. Fiir das erste Integral folgt zusammen mit den Ungleichungen von Hdélder

und Young die folgende Abschétzung:

t T=t
/ (2207 ™ (1), PAO 2™ (1)) dr = (220" o™ (1), PAG " (1))
y

T="y
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t
- [ @y o). Pagrion(n)
:
1

<5 (G120 OIF + el Paorion o)

412207 o ()P + [ PAG "3
t
+ [ Nz0opsron () Par
v

t
+ / | PAG 0" (7)]%dr ).
Y

2. Analog erhalten wir fiir das zweite Integral durch partielle Integration

[ @5, - pageeer ) ar = @), - pager o)

¥ =
t
—/ (O£ (1), —PAI™ o™ (7)) dr
.

= (O (1), —PAG " (1))

— (07 f (), —PAG 0" (7))

t
- [@rese). ~Paozo () dr.
v
Mit den Ungleichungen von Holder und Young folgt daraus

[ @501, ~ Pagruro)ar < 5 (Hlor+ 501 + €l Pagr o o)

v

o F(DIP + [PAG o™ ()]

t
+ [lope s
Y
t
+ / |PAG " (7)1 dr ).
v

Somit ergibt sich insgesamt die Abschitzung

1 1
v[PAG ()P < (v +2)[IPAGT " ()P + &Ferl(t) + - Fna(7)

t
/ 107+ £ (7)|Pdr + 26| PAG o (1)
i
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1 t t
+ g/ |\a;n+2vn<7)u2d7+2/ | PAGT*H ()| dr.
Y Y

Hier wihlen wir ¢ so, dass 2¢ < v gilt. Fiir die Norm ||PAd" ™ v"(7)||* kénnen

wir weiter die Abschéitzung (5.31)
IPAG 0" (1)|° < ey, (107 0™ ()17 + (|07 0™ ()] + (|07 £ () |I)
mit m ersetzt durch m + 1 verwenden. Daraus resultiert dann

t
IPAG 0" ()] < Hinsa (1) +Cu,s/ [0+ #0" ()| dr
v

mit einer auf [y, ] stetigen Funktion H,,.;.

Wir benutzen jetzt die Differentialungleichung (5.21) mit m ersetzt durch m+2 :
o+ ()] < o |72 F (1)
Durch Integration von « bis t € [, ¢] folgt daraus
19720 (1)]1* < (|07 20" ()] +Cﬂ7u/t 1072 £ (7)|1* dr.
v
Mit (5.29) erhélt man fiir ¢ = v und m ersetzt durch m + 1

107 0™ (DN* < e (IPAGT 0" () + 07 0" (I + 107 F()I1P).

Somit gilt fiir ¢ € [, €] die Abschdtzung

t
107 20" (O < e, (Humra (7) + Fura(v) + K5 +/ 1072 £ ()| dr).
v

Daraus resultiert
|PAGI o™ (8)]1? < Hpga (1)

fir alle ¢t € [3a, €]. Da 0 < a < e beliebig gewéhlt werden kann, ist der Satz

komplett bewiesen.

5.5 Existenz der Losung

Nach diesen vorbereitenden Abschétzungen der Galerkinapproximationen v™ kon-

nen wir im folgenden Satz die Existenz einer stark H?())— stetigen Losung der
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regularisierten Gleichungen

ov—vAv+Vp = —Z%v+f, (t,z) € (0, ¢ x Q,
V-v = 0, (t,x) € (0,¢] x Q,
V,, = 0, t € (0,¢l,
V., = Yo, x € )

von Navier-Stokes im ersten Zeitintervall [0, ] beweisen.

(5.46)

Satz 5.10 Es seien vy € H*(Q) N H'Y(Q) und f € H(0,e, H'(Q)). Dann
existieren eine eindeutig bestimmte Funktion v € C([0,¢], H*(Q) N H'(Q)) mit
O € C([0,e], H°(Q)) N L2(0, T, H'(Q)) und eine eindeutig bestimmte Funktion
Vp € C([0,¢], L*(Q)) als Lisung der Gleichungen (5.46). Die Funktion v erfiillt

fir jedes t € [0, €] die Energiegleichung

O +2 [ VoI dr = foolP +2 [ (7). 0(r)dr

und die Abschdtzungen
t
HV’U(t)H2+V/HPA’U(T)HQdT < |[Vooll* + cxt]|vo|*
0
t
vest [ IF@)Par
0
t
(@I +v [ IV20)Pdr < ea(|IPAwl? + O
0

+ [l ar),

Dabei hingen die Konstanten cq, co, c3 nur von €,v,£) ab.

Beweis: Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

1. Konstruktion der Startwerte: Zur Losung des Systems (5.46) mit

Zov(t, x) = 2—1€<'v(t7 X,) — v(t, Xal))

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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benétigen wir die Abbildung X, konstruiert aus der Losung der Anfangswert-

aufgabe
x(t) = wvo(x(t)),
z(0) = x.

Nach Lemma 3.2 besitzt diese Anfangswertaufgabe eine eindeutig bestimmte Lo-
sung t — x(t) = X(t, o), falls vy ein am Rande 0f) verschwindendes, diver-
genzfreies, Lipschitz-stetiges Geschwindigkeitsfeld ist. Auferdem sind die Abbil-
dungen X (¢, -) : © — Q in diesem Falle maftreu. Diese Bedingungen an v, sind
durch die Voraussetzung vy € H?(Q)NH'(Q2) sichergestellt: H'(2)—Funktionen
sind divergenzfrei mit verschwindenden Randwerten, und die Lipschitz-Stetigkeit
von H?*(Q)—Funktionen folgt aus der stetigen Einbettung
H?(Q) ~ CHQ)

nach dem Sobolevschen Einbettungssatz [AJ03, Adams, S. 85]. Damit sind die
Startwerte X und X' eindeutig bestimmt.

2. Konvergenz einer Teilfolge: Ausgangspunkt unserer Betrachtungen sind
die Galerkinndherungen (v"),. Um sie auf Konvergenz zu untersuchen, wenden
wir den Satz von Arzela und Ascoli (siehe Satz 2.22) mit F' = {v"|n € N}, X =
[0, &] und Y = H'(Q) an. Nach diesem Satz erhilt man eine in C([0, ], H'(Q2))

konvergente Teilfolge von (v"),, falls

(a) F = {v"|n € N} gleichgradig stetig in [0, £] ist,

(b) fiir jedes t € [0,¢] die Menge {v"(t) |n € N} relativ kompakt in H'(€2) ist.
Zeigen wir diese Eigenschaften:
(a) Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir t1, t2 € [0, €] liefert
to 2 to
Vo t2) = Vot = | [ ovur(oae] <t ni] [ javen o)
t1 t1
Integration iiber €2 ergibt zusammen mit der Abschétzung (5.34)

to
/|V'v”(t2, z) — Vo' (h, w)|2d:c§/|t2—t1\/ OV (¢, @) du dt,
Q Q t1
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also
to
V™ (ta) — Vo (t1)I2 < |ts — t1|/ VO™ (1) |2 dt < |t — | K.
t1

Hier ist K eine von ¢,v,€2 und von den Daten vy, f abhéngige Konstan-
te, die nicht von n abhéngt. Daraus folgt die gleichgradige Stetigkeit von
{v*|n e N}in [0, €].

(b) Mit (5.35) folgt aus der Abschétzung von Cattabriga (Satz 2.30), dass die
Funktionenmenge {v"(t)|n € N} fiir jedes ¢ € [0, £] in H?(Q2) beschréinkt
und damit aufgrund der kompakten Einbettung

H?*(Q) ~ H'(Q)

relativ kompakt in H'(Q) ist.

Damit resultiert aus dem Satz von Arzela-Ascoli, dass die Folge (v"),, relativ
kompakt in C([0, €], H'(f)) ist. Folglich erhalten wir eine wieder mit (v™),, be-
zeichnete Teilfolge und eine Funktion v € C([0,¢], H'(Q)) mit

sup [Vo" (t) = Vo )| o (5.51)
3. Eigenschaften der Grenzfunktion: Aus den Eigenschaften schwach kon-
vergenter Folgen in Sobolevraumen folgt, dass jede von n unabhéngige Schranke
fiir die Funktionen v™(t) aus Lemmata 5.7, 5.8 sowie 5.9 fiir die Grenzfunktion
v(t) ebenso gilt, das heilt ||Ov(t)||, [|Vv(t)|, |PAwv(t)|| bleiben beschrinkt
in L*(Q) und die Folgen (9;v"),, (Vv"), und (Av"), konvergieren schwach
in L2([0, €], H°(Q)) gegen d;v, Vv und Awv. Somit gelten alle Abschitzungen
(5.47) - (5.49) fiir die Grenzfunktion v. Damit ist v eine Losung der Gleichungen
(5.46) derart, dass
Ov —vPAv = —Zv(t) + f (5.52)

als Gleicheit in L2([0, €], H°(2)) fiir 0 < t < & mit

lim [|[Vo(t) — vl =0

t—0
gilt. Wegen der Maftreue der Abbildungen X gilt (Z%v(t), v(t)) = 0, und die
Energiegleichung folgt aus (5.52).

Die Existenz eines eindeutig bestimmten Druckgradienten Vp(t) erhélt man aus

dem Projektionssatz.
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Alle fiir v giiltigen Eigenschaften gelten fiir jeden Haufungspunkt, den man durch
eine andere Auswahl von Teilfolgen erhélt. Da aufgrund der Linearitat der Auf-
gabe (5.46) solche Losungen eindeutig bestimmt sind, existiert nur ein Héau-
funspunkt v und die gesamte Folge der Galerkinapproximation v" konvergiert

gegen v.

4. Annahme des Anfangswertes in H'(Q): In diesem Schritt wird gezeigt,
dass v(t) den Anfangswert v fiir £ — 0 in H'(Q) annimmt, d.h. hier

11—% IVo(t) — Vgl = 0.

Mit (5.41) gilt auch fiir v die Abschitzung
limsup [[Vo(t)|| < [[Vool. (5.53)
t—0

Nach Satz 2.39 gilt damit v(t) — vy in H(Q), falls v(t) — vy in H'(Q) gilt.
Um die schwache Konvergenz von v(t) gegen vy in H'(2) zu zeigen, geniigt es,

die Konvergenz
t—0

(V(v(t) — vy), Ve;) — 0

fiir jedes e; aus einem in H'(Q) vollstindigen Orthonormalsystem zu beweisen.

Dazu zerlegen wir die Differenz V(v(t) — vy) wie folgt:
V(v(t) —vo) = V(v(t) —v"(1))
+ V(©"(t) —v"(0)
+ V(’Un(O) — ’UQ).

Die einzelnen Terme schatzen wir ab:

(i) Aus (5.51) folgt die starke Konvergenz von Vo™ (t) gegen Vo (t), somit auch

die schwache Konvergenz, das heifit, es gilt

(Vo(t) — Vo'(t), Ve;) =3 0
fur alle ¢ € [0, ¢].

(ii) Mit dem Hauptsatz und der Abschatzung (5.34) folgt

(V(v"(t) — v™(0)), Ve;)| = ‘ /0 %(vunm,vei)m
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t
= ‘/ (0-v", —PAe;) dr
0
t
< / (O,0", —PAey)| dr
0

t
< /||afvn(7)|| 1PAe;| dr =% 0.
0

(iii) Fiir das letzte Integral verwenden wir die durch (5.36) gegebene Darstellung

von Vu"(0) :
- (V’Uo, Vej)
Vo'(0) =) ~———-%Ve,.
2 Ve Vo
Wegen
(Ve;, Ve;) = Ay,
mit \; = ||Ve;||? resultiert daraus

(V(v"(0) —vg), Ve;) = (Vv"(0), Ve;) — (Vvg, Ve;)

n

- (X V0. Ve)) G Ve;) - (Vuy, Ve,)

2 Ve, |2

= 0 fiir alle n > 1. (5.54)

Somit ist fiir + — 0 die schwache Konvergenz von v(t) gegen v, in H'(2) und

damit die behauptete starke Konvergenz gezeigt.

5. Starke H?*(Q))—Stetigkeit der Lésung v : Wir beweisen jetzt die Regula-
ritdtsaussage v € C([0, €], H*(Q2)). Aus der Abschitzung von Cattabriga folgt
fiir jede Funktion w € H*(Q) N H'(Q) die Ungleichung

[wllz < col PAw]]. (5.55)

Zum Beweis der obigen Aussage geniigt daher der Nachweis der starken L?—Stetigkeit
von PAwv(t) fir t € [0, ¢]. Fiir jedes t > 0 erhalten wir mit der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz

2

t+h 2
PAv(t + h) — PAv(t) / PAO;v(T) dT‘
¢

t+h t+h
/ |PAOv(T)|? dr / ldr
¢ ¢

t+h
= h / |PAO,v(7)|* dr.
t

IN
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Integration tiber €2 ergibt mit der Abschétzung (5.45)
t+h t+h
|PAv(t + h) — PAv(t)]]* < h/ | PAOv(T)||? dr < h/ H(1)dr.
t t

Daraus folgt, dass die Funktion ¢ — v(t) fiir jedes ¢ > 0 stark H?—stetig ist.

Jetzt zeigen wir die H2—Stetigkeit der Funktion v im Nullpunkt, gleichbedeutend
mit der L?—Stetigkeit der Funktion PAwv(t) im Nullpunkt. Diese bedeutet auch
die starke Annahme des Anfangswertes fiir ¢t — 0 in H?(Q).

Aus der Formel (5.42) folgt
lim sup|| PAv"(t)|| < ||PAwvy]|. (5.56)
t—0

Wie oben geniigt es, die schwache L?—Konvergenz von PAw(t)

t—0

(PAv(t) — PAvy, PAe;) — 0
nachzuweisen. Dazu betrachten wir wieder die Zerlegung
PAv(t) — PAvy = PAv(t) — PAv"(t)
+ PAv"(t) — PAv"(0)

+ PAv"(0) — PAv,.

(i) Setzen wir w"(t) := v(t) — v"(t). Dann folgt
(PAv(t) — PAv"(t), PAe;) = (PAw"(t), PAe;)
= N (PAW" (1), €;)
= —Ai(Aw"(t), e)
= M(Vw'(t), Ve;)) =3 0

fir alle t € [0, €], wie im 4. Schritt gezeigt wurde.

(ii) Mit den Ungleichungen von Hélder und Young folgt

(PAV™(t) — PAv™(0), PAe;)| = ] /0 t%(mv”(f), PAei)dT’

= ’/;(PA@T’UTL(T), PAeg)) dT)
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t
< / (PABw"(7), PAe;)| dr
0

t
g/ |PAG " (7)||[| PAe; | dr

Alle?
/ | PAD" (1) dr + ”; ”
<1 [ mryar+ Bl g

(ifi) Mit
(PAv"(0) — PAv,y, PAe;) = (PAv"(0), PAe;) — (PAwvy, PAe;)
und der Identitdt —PAe; = \;e; resultiert daraus
(PAv"(0) — PAvy, PAe;) = (PAv"(0), —\ie;) — (PAvy, —\e;)
= —X(Av"(0), e;) + \i(Avy, €;)
= N(Vo"(0), Ve;) — \i(Vvg, Ve;)
(5.54)

= Ai(V('v"(O)—'vo),Vei) =0

fir alle n > 1.

Somit ist die Funktion v fiir alle ¢ € [0, €] stark H*—stetig und der Satz 5.10 ist

komplett bewiesen.

Lemma 5.11 Fir die im Satz 5.10 konstruierte Losung v gilt

v(t) € H*(Q), te(0,z¢].

Beweis: Mit Hilfe der Abschitzung von Cattabriga [Cat61, Cattabriga, S. 311|
folgt aus der Gleichung

_ Aw(t) + %Vp _ %(—&m(t) — Z%(t) + £(t). (5.57)

dass v(t) € H*(Q) gilt, falls die rechte Seite in H'(Q) liegt. Somit ist d,v(t) €
H'(Q), Z%(t) € H'(Q) und f(t) € H'(Q) fiir t € (0, €] zu zeigen.
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1. Mit (5.34) und (5.44) erhélt man
low®)1F = 0w (O° + Vo (B)* < F(t) + Gi(t)

mit den nur von den Daten vy, f und ¢, Q, v abhéngigen Funktionen F
und Gl.

2. Fiir den Beweis von 0;Z%v(t) € H'(Q) leiten wir Schranken fiir ||Z%(t)]|
und [|[VZ2v(t)| her. Mit

Z00(t) = 2_15(”<t) o Xo— v(t) o X3

folgt fiir die erste Norm wegen der Maftreue der Abbildung X, die Ab-

schatzung
1Z2o(®)]] < cellv(®)]).

Jetzt beweisen wir die Beschrinktheit von ||V Z%(t)||. Mit der Ungleichung

von Holder und der Maftreue von X erhélt man
IV (t, Xo)l| = [Vx, v(t, Xo) - VXol| < [[Vo(i)] [V Xollo,c0-

Dabei bezeichnet Vx, den Gradienten mit Differentation nach X.

Zur Abschétzung von ||V X|lo,« verwenden wir Differentialungleichungs-
methoden und erhalten mit dem Lemma von Gronwall [Wal00, Walter, S.
311]:

d d
EHVXOG)HO,OO < H%VXOU)HO,OO

d
= ||VEX0(t)||o,oo = [|[Vvo(Xo(t))llo,
= [[Vx,v0(Xo) - VXo(t)llo,00

< [[Vvollo, sl [V X0 (£) 0, c0-
Aufgrund der Einbettung
H?(Q) ~ L™(Q)

gilt weiter

[Vvollo,00 < e1]|Vvgllz < caf|vol[s.
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Damit liegt fiir ¢(t) := [|[VXo(t)]/0,c0 und 8 := ca||vo||3 eine Differentialun-
gleichung vom Typ
¢(t) < Be(t),
das heifst .
(0 <00+ 5 [ pls)as

vor. Fiir den Anfangswert ¢(0) gilt:
p(0) = IVX0(0, )lloce = [[Valoe0 = 1.
Mit dem Lemma von Gronwall folgt nun
p(t) <,

also
VX 0(t) |0, 00 < e2lvollst = (1) < 0.

Somit erhilt man fiir |VZ2v(t)|| die folgende Schranke:

IVZ2o(t)]| < ca KO Vo(t)] < caCi(t), te (0, el

. Im Satz 5.10 ist f € H'(0, e, H'(Q)) vorausgesetzt. Diese Bedingung be-

sagt
FfeL*0,e, HY(Q)) und 0,f € L*(0, e, H'(Q)),

also f € C([0, €], H*(Q)) und somit f(t) € H*(Q) fiir alle t € (0, ¢].

Damit ist das Lemma vollstandig bewiesen.
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6 Globale Losungen

Im vorigen Abschnitt wurden Existenz, Eindeutigkeit und Regularitatseigen-
schaften einer Losung der regularisierten Navier-Stokes-Gleichungen im ersten
Zeitintervall [0, €] bewiesen. Jetzt zeigen wir die Existenz einer stark H?(Q2)—
stetigen Losung im gesamtem Zeitintervall [0, T, indem wir die oben angewen-
dete Methode auf den folgenden Teilintervallen wiederholen. Die konkrete Gestalt
des regularisierten Termes Z*v™(t) muss entsprechend beriicksichtigt werden:

Fir k& = 0 besitzt Z2v"(¢) fiir jedes ¢ € [0, e] wegen X, = X _; die spezielle

Form
1
20" (1) = ("1, Xy) — v X)),
€
Fiir alle anderen Zeitintervalle [ty, tgp41], k=1,2,..., N — 1 gilt allgemein
k,n L=t n n -1
ZIo"(t) = 52 (v"(t, X)) —0"(t, X))
thrl —1 n n -1
b B, X ) X)) (6.1

Dementsprechend éndern sich einige Abschétzungen der Galerkinapproximatio-

nen v".

Lemma 6.1 Sein e N, k=0,1,...,N — 1. Fir die Galerkinndherungen v"
und die aus der Anfangswertaufgabe (4.2) resultierenden Abbildungen Xy(e, x)
gilt die Orthogonalititsrelation

(ZEu™(t), v™(t)) = 0, t € [ty, tpya)- (6.2)

In den Intervallen [ty, tx 1] mit & = 1,2,..., N — 1 dndern sich diejenigen Ab-
schitzungen, in denen Ableitungen von ZFv"(¢) auftreten, denn es gilt fiir ¢ €
[k, tesa), K=1,2,...,N—1

G?Zf'v"(t) #* Zf@[”v”(t).
Konkret hat man

Bemerkung 6.2 Seim € Ny, n € Nund k =1,2,...,N — 1. Fiir jedes t €
[t, trea] gilt
G?va”(t) = Zf(?[”v”(t)

m

= (a;n—lvw, X) — gt X_1)>
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- 5 (oo ) o e YY), (6.3)

Dabei verwenden wir die Bezeichnungen X = X (e, -) und Y = Xy_4(e, -).

Aufserdem definieren wir die Galerkinapproximation aus (5.3) nun fiir alle ¢ €
[0, T7:

Definition 6.3 Mit v" : [0, T] x Q — R3, definiert durch

n

Vit @) = Y cult) () (6.4)

j=1
bezeichnen wir n—te Galerkinndiherung. Dabei sind e; € Cg,(2) die Eigenfunk-
tionen des Stokes-Operator —PA und ¢, : [0, T] - R (7 = 1,...,n) noch
aus dem System der gewohnlicher Differentialgleichungen (5.7) zu bestimmende

Koeffizienten.

Die Abschétzungen aus Lemma 5.4 - 5.6 und 5.9 fiir den Fall £ = 0 lassen
sich in analoger Weise auf den allgemeinen Fall £ = 1,..., N — 1 {ibertragen.
Wir verzichten hier auf den Beweis dieser in den folgenden Lemmata 6.4 - 6.8

gegebenen Abschétzungen.

Lemma 6.4 Es sei v" : [0, T] x Q — R? die fiir jedes k = 1,2,...,N — 1
und n € N definierte Galerkinapproximation (6.4) und m € N. Dann gelten
firt € [ty, tksa], k= 1,2,...,N mit X := Xy(e, ) und Y = Xy_1(e, -) die

folgenden zwei Gruppen von Gleichungen:

L+ IV O] = (F0).070).
Sl + ISP I = (0 ). 70 (), o
— (e X — o () o X, 9 (1)
+ 2”; (07 10"y o ¥ = oy o () o Y, 90 (1)),
LTI+ v PAV (DI = ~(Zh (1), ~PAv" (1)
+(f(t), —PAV"(1)), (6.6)

2dtIIV@’" v (O)|* + v PAGI ()P = — (ZE9] 0" (t), —PA 0" (1)
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+ (0" f(t), —PAS"v"(t))
- 2% (8{”’11;"(15) o X — Ol (t) o X1, —PAa;%”(t))
m

+ 2e2

(8{”‘117"(75) oY — O ly"(t) o YL, —PAapvn(t)).

Lemma 6.5 Es sei v" : [0, T] x Q — R? die fiir jedes k = 1,2,...,N — 1
und n € N definierte Galerkinapprozimation (6.4) und m € N. Dann gelten die

folgenden Differentialungleichungen:

d n n
Zo" O + Ve @I < ol FOI, (6.7)
d m,.n m,.n m—1,.n
prllii O + vV I < co,um, (107 0" (1)
+o7 F 1), (6.8)
d n 2 n 2 n 2 2
SV @I + v PA Q)T < (0" @I + £, (6.9)
d m,n m, . n m,n m
IV O +v[|PAKF "B < cpm (070" )7 + 107 F ()]

oo ()]1%). (6.10)
Dabei hingen die Koeffizienten ¢ nur von den indizierten Griffen ab.

Lemma 6.6 Es sei v" : [0, T] x Q — R? die fiir jedes k = 1,2,...,N — 1 und
n € N definierte Galerkinapprozimation (6.4) und m € N. Dann gelten fiir jedes
t € [ty, tpi1] die Abschatzungen

00" @)IF < con(IPAV @) + [l @I + [ £BI),  (6.11)
o7 " O < cenm(IPAG 0" ()] + 107" (1)
+ o @I + 107 FOI1), (6.12)
IPAV*@)1* < ce (O™ @I + l0" @O + 1£O1), (6.13)
IPAGI 0" (@)* < cenm((lO7 0" @I + 070" (1)
o @1 + 107 £ (1) (6.14)

Lemma 6.7 (A-priori-Abschitzungen) Es sei v" : [0, T] x Q — R? die fiir
jedes k =1,2,...,N —1 und n € N definierte Galerkinapprozimation (6.4) und
m € N. Dann gelten fir die Funktionen v™(t) mit t € [tg, tx1]| die folgenden
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A-priori-Abschdtzungen:

t t
o ()] + v / IV (@)lPdr < flooll® + ca, / I ()2 dr, (6.15)
0 0
t
Vo @)1 + v / I1PAG (P dr < [Vvoll® + e twol?
0
t
+cQ,,,,5(1+t)/ |l £ (7| dr,(6.16)
0
t
low" () + v / Vo (7)|[2dr < oo (1P Al + o]
0
t
CIFO? + ¢ / 1F ()2 dr
t
+ [laseiar), G
0
IPA DI < caue (IPAvO[? + oo
CIFOIP + £ 01
ot / 1£ ()2
+/ |0 ()12 dr ). (6.18)
0

Lemma 6.8 Es sei v" : [0, T] x Q — R? die fiir jedes k = 1,2,...,N — 1 und
n € N definierte Galerkinapproximation (6.4) und m € N. Dann gelten fir die
Funktionen v™(t) fir alle t € [ty, tps1], k=1,2,..., N — 1 die Abschdtzungen

o7 v (* < Ful(t), (6.19)
Voo™ ([P < Gult), (6.20)
|PAG™ " ()|> < Hpy(t). (6.21)

Dabei sind die Funktionen F,,, Gy, Hy, : [tg, ter1] — R stetig und hingen von

m, €, v,  und den Daten vy und f ab.

Jetzt betrachten wir die regularisierten Navier-Stokes-Gleichungen auf dem ge-

samten Zeitintervall
N-1

0,7) = |J [te, trsa] :

k=0
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Gesucht sind ein Geschwindigkeitsfeld v = v(t,x) = (v1(t, x), v2(t, ), v3(t, ))

und eine Druckfunktion p = p(t, ) als Losung der Gleichungen

Ov—vAv+Vp = —ZFu+f in [, tegd] X Q,
Vv = 0 in [tk, tk+1] X Q,
. 6.22
v|E)Q = 0 in [tk7 tk—‘rl]a ( )
v, = v in (L
Dabei ist fiir (¢, @) € [ty, tp1] X Q, E=0,1,...,N—1
Ziv(t,x) = . v(t, Xp(e,x)) —v(t, X} (,2))} +
tep1 —t 1 -1
b Bl (ol X (e, 2) - ol Xy (5, @))
mit X (e, x) aus der Losung der Anfangswertaufgabe
w(t) = vp((t)) = vt 2(t)),
(6.23)

z(0) = x.

Fiir & = 0 erhalten wir die Aufgabe (6.22) eingeschrénkt auf das Intervall [to, 1] :=
[0, ¢]. Die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung v € C((0, ], H*(Q) N
H'(Q)) dieser Aufgabe wurde im Satz 5.10 gezeigt.

Wir betrachten jetzt die Aufgabe (6.22) auf dem zweiten Intervall [t, o] =
e, 2¢]. Als Anfangswert fiir t = € wéhlen wir die Funktion vy := v(t;) = v(¢), de-
ren Existenz und H?*(Q2)—Regularitit oben gezeigt wurde. Wegen v; € H*(Q) N
H' () erfiillt diese Funktion die gleichen Voraussetzungen wie v, im ersten Teil-
intervall [0, €] : Sie ist divergenzfrei, Lipschitz-stetig und auf dem Rand 02 gleich
Null. Somit sind alle Voraussetzungen des Lemmas 3.2 erfiillt, das heifst, wir er-
halten eine eindeutig bestimmte, maftreue Abbildung X; aus der Losung der
Anfangswertaufgabe (6.23) im Fall k¥ = 1. Damit ist der Regularisator Zlwv(t, x)
fur t € [e, 2¢] wie folgt wohl definiert:
Zo(t, x) = g;; (v(t) o X, —wv(t)o Xl—l)
2e —t
2¢e?

_|_

(’U(t) o Xo—wv(t) oX61>.

Fiir Z!v(t, ) wurden in den Lemmata 6.4 - 6.8 alle notwendigen Abschétzungen

gezeigt, um die Existenz einer H?(Q)—stetigen Losung v, fiir ¢ € [¢, 2¢] wie im
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Satz 5.10 zu erhalten. Somit ist die Losung vy eindeutig bestimmt und es gilt
vy € C([e, 2¢], H*(Q)NH'(Q)). Mit Lemma 5.11 folgt aukerdem vy (t) € H?(Q)
fur t € (e, 2¢].

Nach Konstruktion der Aufgabe (6.22) gilt nun
vi(e) = vy(e).

Dariiber hinaus stimmen auch die Zeitableitungen an der Stelle ¢ = ¢ iiberein.

Dies folgt direkt aus den Gleichungen von Navier-Stokes: Wegen
Orv1(e) = vAw(e) = Vp(e) — Zlvi(e) + f(e)

und
Orva(e) = vAvy(e) = Vp(e) — Ziva(e) + f(e)
stimmen die rechten Seiten iiberein, falls Z0v;(e) = Zlwvq(e) gilt. Dies ergibt sich
nach Konstruktion, denn es gilt
1
2201(2) = 5= (vi(e, Xo) —vile, X5))
und
2 —¢€

Zeva(e) = —5 (1’2(5’ Xo) = vals, X51)>

1

- 2—E<02(8, Xo) — va(e, Xal))-

Daraus folgt die Giiltigkeit von
Ov1(e) = Jyva(e).
Setzen wir nun die beiden Losungen
v, € C([0, €], H*(Q) N H'(Q))
und
vy € O([e, 2¢], H*(Q) N H'(Q))

zusammen, so erhalten wir eine Losung v € C([0, 2¢], H*(Q) N H'(Q)) mit
o € ([0, 2], L*(Q)).

Durch Fortsetzung dieses Prozesses erhalten wir auf jedem Teilintervall [tg, tx11],
k=0,1,...,N — 1 die Funktionen v, (t) als Losung der Aufgabe (6.22). Diese

Funktionen zusammengesetzt liefern uns eine eindeutig bestimmte Losung v der

folgenden Aufgabe:
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ov—vAv+Vp = —Zov+f in (0,7T)xQ,
Vv = 0 in (0,7)x9Q,
Ve = 0 in (0, T), (6.:24)

v,, = vy in £
Somit haben wir das folgende Resultat bewiesen:

Theorem 6.9 Es sei T > 0. Fiirvy € H*(Q) NH'(Q) und f € H(0,T, L*())
existieren eindeutig bestimmte Funktionen v € C([0, T], H*(Q) N H'(Q)) mit
o € C([0, T), H°(Q)) und Vp € C([0, T), L*(Q)) als Lésung der Aufgabe
(6.24). Die Funktion v erfillt fir jedest € [0, T| die Energiegleichung

lo(®)] + 20 / IVo(n)|Pdr = woll? +2 / (Fr)o()dr  (6.25)

Bemerkung 6.10 Aus der Energiegleichung erhdlt man mit Hilfe der Poincaré-

Ungleichung (siehe Lemma 2.1) wegen

2/(f(7), v(1)] < 20 f (D) o(n)] < 2%||f(7)||\/5||v’v(7)||

< aal F(OIF +vIVo()l?

die Abschdtzung

lo(®)]? + v / Vo) dr < [[ooll? + s / T (6.26)
0 0
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7 Konvergenz des Verfahrens

In diesem Kapitel untersuchen wir die Konvergenz der im vorigen Abschnitt
gefundenen Losung der regularisierten Navier-Stokes-Gleichungen (6.24) gegen
eine schwache Losung der nichtlinearen Gleichungen von Navier-Stokes. Dafiir

definieren wir zunéachst den Begriff der schwachen Losung.

7.1 Definition einer schwachen Losung

Wir betrachten jetzt die instationdren nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen

in einem beschréankten zylindrischen Gebiet [0, T x
ov—vAv+v-Vo+Vp = f in (0,T] xQ,
Vv = 0 in (0,7] x9Q,
Vpe = 0 in (0, 7],

v,, = vy in €.

Unter einer klassischen Losung des Systems (7.1) versteht man Funktionen
v € C((0, T), C3 () NCH(0, T), C(9)),

die diese Gleichungen punktweise 16sen. Dabei ist Q@ C R3 grundsitzlich ein
beschranktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand 0.

Jetzt leiten wir den Begriff der schwachen Losung her. Dafiir sei v eine klassische
Losung und ¢ € C§((0,T),C5,(2)) eine Testfunktion. Wir multiplizieren die

Navier-Stokes-Gleichungen mit dieser Testfunktion und integrieren iiber €2 :

(Gro(t), (1) —v(Av(t) @(t)) + (v(t) - Vo(t), (1))

Wir betrachten jetzt jeden Term einzeln:

1. Fiir den ersten Term gilt

(Opv(t), (1)) = /Qﬁtv(t, x) - p(t, x)dr = %/Qv(t, x) - p(t, x)dr
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d
= [ v-dpds = L), 0(0) - (0(0). deplt).
2. Mit partieller Integration erhélt man
(Av(t), ¢(t) = =(Vo(t), Ve(t)).
3. Mit dem Satz von Gauf gilt
/V-(u-wv)dxz/ u-wv-ndS =0 (7.3)
Q )
fiir Funktionen v € C7,(Q2), u,w € C7°(2). Anderseits hat man
Vi(u-wv) = Vi -w) - v+u-wV-v)=V(u-w)- v
= (Vu) - w+ (Vw) -u)-v
= (v-Vu) w+ (v-Vw) - u.

Integration und (7.3) liefern hieraus
/V-(u~wv)dx:/(U-Vu)-wdx—i—/(v-V'w)-udx:O.
0 0 0

Somit gilt

/Q(’U‘VU)'wdxz—/(U-V'w)-udx,

Q
also

(v-Vu, w) =—(v-Vw, u).
Fiir den dritten Term folgt somit
(v(t) - Vo(t), ¢(t)) = —(v(t) - Vep(t), v(t)).
4. Wegen V - p =0 in (2 folgt

(VP(t)a Lp(t)) = /va(t7 33) ’ Q‘D(t? CC) dx = _/Qp(tv a:)V ) Qo(tv :B) dx = 0.

Somit sind alle Terme in (7.2) umgeformt. Wenn wir das Resultat noch nach
t integrieren, erhalten wir eine Integralbeziehung, die unsere schwache Losung

erfiillen soll. Formulieren wir jetzt die exakte Definition einer schwachen Losung
im Sinne von Hopf (siehe [Hop51|, [Tem95|, [Lad65]):
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Definition 7.1 (schwache Lésung) Seien f € L*(0,T, H"(Q)) und vy € H°(Q)

vorgegeben. Fine Funktion
v e L*0,T, H'(Q)) N L>(0,T, H°(Q)) (7.4)

heifit schwache Losung der Navier-Stokes Gleichungen (7.1), falls Folgendes gilt:

v : [0, T] — HO(Q) ist schwach stetig. (7.5)
i () — ol = 0. 7.0

Fiir jede Testfunktion ¢ € C5°((0, T), C,(2)) gilt
T
0

/OT ( — (v, Oyp) + v(Vv, Vo) — (v - Ve, v)) dt = / (f, p)dt.  (7.7)

7.2 Konvergenzbeweis

Um die Abhéngigkeit der regularisierten Losung von der Schrittweite € := % bei
festgehaltenem T° > 0 zu betonen, bezeichnen wir sie in diesem Abschnitt mit
ve(t, ). Im Folgenden zeigen wir, dass die so konstruierte Folge der Losungen
(v°) einen Haufungspunkt besitzt, der die Navier-Stokes-Gleichungen im schwa-
chen Sinne gemafs Definition 7.1 lost. Dafiir bendtigen wir ein vorbereitendes

Lemma.

Lemma 7.2 Sei T > 0 und v° die regularisierte Losung aus Satz 6.9 (¢ := % >
0). Sei {a; |i € N} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H°(Q). Dann gilt fiir
jedes i € N die Abschitzung

(Zv°(1), ai)| < K (7.8)
mit einer von € > 0 und t € [0, T| unabhingigen Konstanten K;.

Beweis: Nach Definition des Regularisators Z. erhalten wir fiir ¢ € [ty, tg1], k& =
0,...,N —1 die Darstellung

t—1t
Zo(t) = <'v5(t) o Xj — vi(t) o X,;l)
t —1
+ s <v5(t) o Xj 1 —v°(1) o X;_ll) (7.9)
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mit den Funktionen X := Xy(e, -) aus der Losung des Systems

w(t) = wvp(z(t)),
(7.10)
z(0) = x.
Mit der Mafstreue der Funktionen X erhalten wir die folgende Identitét:

(’U‘E(t) o X —v(t)o X', ai) = (fve(t) o Xy, ai> - (’ug(t) o X; 1 a,i)

= (’ve(t) o XoX. ", a,l-oX,f)

(Ue(t) o X; o Xy, a;o Xk)
- (vg(t), a; o X,;l) . ('vs(t), a; o Xk>
= —(ve(t), a;o Xy, —aiOX,jl).
Analog erhélt man
(v () 0 Xo1 = v* 0 XLy, @) = = (v°(1), @0 Xt — a0 Xy ).

Dies bedeutet
(Z%(t), a;) = —(Z.a;(t), v°(t)), (7.11)
wobel Z.a;(t) fur t € [ty, tr41] durch

t— 1t
g2

t —t
Z.a;(t) := (az oXj—a;o X,f) 4 A <ai o Xy 1—a;o X;;ll)

22
definiert ist. Die Funktionen X := X (e, -) werden aus der Losung des Systems

(7.10) gewonnen. Mit der Zerlegung
aioXk—aingl = (aioXk—a,Z) + (ai—aioX;1>
gilt folglich

a;o X, —a;=a;0Xg(e, ) —a;o X0

- / 0ra,(X (7, ) dr = / O X4(7, ) - Vxay(Xi(r, ) dr
= /06 vy, 0 Xi(7, -) - Vxa;(Xy(7, -)) dr

:/ [vi, - Vxa;] o Xy(r, -)dr
0
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und analog
a;—a;oX;'= / [v; - Vxa;] o X' (r, -)dr.
0

Wegen der Maftreue der Abbildungen X und X ,;1 und der Ungleichung von
Holder folgt hieraus

2 [ 2 [
IZas < 5 [ Wi Vaidar+ 5 [ ot Vadlar
= Vel (o | + 105 )

= [[Vaillo, oo (lv° ()| + [lo° (ta-1))-

Also gilt mit der Energiegleichung (6.25)
1Z-ai(t)]| < K; (7.12)

mit einer von € > 0 und ¢ € [0, T'] unabhéngigen Konstanten K;. Die Behauptung
folgt dann aus (7.11).
O

Aus der hier bewiesenen Abschitzung erhélt man das folgende Lemma:

Lemma 7.3 Sei T > 0 und v° die regularisierte Losung aus Satz 6.9 (¢ := % >
0). Sei {a;|i € N} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H"(Q). Dann gilt fiir
jedes © € N die Abschdtzung

d

2 (0°(1). @) < K;. (7.13)

= |0 (1), a)

Beweis: Aus den regularisierten Navier-Stokes-Gleichungen folgt
(0v°(1), @i) = v(AV*(1), @i) — (Z-0°(1), @) + (F(1), @),
also

(0°(1), )

< y‘(va(t), Aa;)

+|(Zr ), @)

+ (). @)

Dabei darf aus Dichtheitsgriinden {a; |i € N} C Cg’, vorausgesetzt werden. Mit
der Energiegleichung (6.25) und der Abschétzung (7.8) folgt hieraus die Behaup-
tung.

U

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun ein Hauptresultat unserer Arbeit

formulieren:
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Theorem 7.4 Die Folge (v°). der regularisierten Lisungen v¢ aus Satz 6.9 be-
sitzt fiir e — 0 eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert v die Navier-Stokes-
Gleichungen gemdajf$ Definition 7.1 im schwachen Sinne ldst und der fir alle

t € [0, T] die Energieungleichung

lo(®)] + 20 / IVo(n)|? dr < [lv? + 2 / (F(r), w()dr  (714)

erfillt.

Beweis: Aus den Abschétzungen (6.26) und (7.13) erhélt man wie in [Hop51]| eine
wieder mit (v°). bezeichnete Teilfolge der Folge der regularisierten Losungen und
eine schwach stetige Funktion v : [0, T] — H°(Q) mit v € L*(0, T, H'(Q)) N
L>(0, T, H°(Q)) so dass fiir jedes ¢ € [0, T| die Funktionen v°(t) mit ¢ — 0
schwach in H'() gegen v(t) konvergieren, und dass aukerdem die Funktionen
v® mit ¢ — 0 schwach in L2(0, T, H'(2)) sowie stark in L(0, T, H°(2)) gegen
v konvergieren. Es gilt folglich

e—0

ve(t) —— v(t) in H'(Q), t €0, T] (7.15)
vt i L0, T, HY(Q)) (7.16)
v s v in L2(0, T, HO(Q)). (7.17)

Aus der Giiltigkeit der Energiegleichung (6.25) fiir die Funktionen v folgt mit
Satz 2.39 die Giiltigkeit der Energieungleichung (7.14) fiir den schwachen Limes
v. Aus der schwachen Stetigkeit der Funktion ¢ +— v(t) in H"(Q) zur Zeit t =
0 und der Energieungleichung (7.14) folgt fir ¢ — 0 die starke Annahme des
Anfangswertes vy in H°(Q), d.h. (7.6). Zum Nachweis von (7.7) muss gezeigt
werden, dass die Konvergenzeigenschaften (7.15), (7.16), (7.17) der vorliegenden
Teilfolge (v°). ausreichen, um den schwachen Grenziibergang der regularisierten
Gleichungen (N.) gegen die Navier-Stokes-Gleichungen (/Ny) zu vollziechen. Wegen
(7.16) und (7.17) ist dies unproblematisch fiir die linearen Anteile, denn fiir jede
Testfunktion ¢ € C5°((0, T'), Cg°, () gilt

/0 _(’ve(t), at‘P(t)) dt ﬂ /O —(v(t), @cp(t))dt

/0 v(Voi(t), Ve(t))dt == /0 v(Vo(t), Ve(t)) dt.
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Da unter den Bedingungen (7.15), (7.16), (7.17) auch der Grenziibergang in nicht-
linearen Term vollzogen werden kann (sieche Theorem 7.5 unten), ist alles bewie-

sen.

Theorem 7.5 Sei {a;|i € N} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H°(S2).

Dann gilt fir die regularisierte Losung v°

lim ( /0 T(Zeai(t), o5 (1)) dt) - /O T('v(t) - Va;, v(t))dt.

e—0

Dabei ist v eine Funktion, die die Bedingungen (7.4), (7.5) und (7.6) erfillt.

Beweis: Wir betrachten die Differenz

lim ((Zeai(t),vs(t))—(v(t)-Vai, v(t))) dt = lim [ IF(t)dt. (7.18)

e—0 0 e—0 0

Den Integranden I¢ zerlegen wir wie folgt:
IF(t) = (Zeai(t), v°(t)) — (v(t) - Va, v(t))
= (Zeai(t), v"(1) — (Zeas(t), v(t) + (Zeai(t), v(t)) — (v(t) - Vai, v(t))
= (Zai(t), v°(t) = v(t)) + (Z-ai(t) — v(t) - Vai, v(t))
— I5(t) + I5(1).
Mit
=ty

thr1 — 1
Zgai(t)— 922 (CLZ'OX]C—LLZ'OX];1>+ k+212 (aiOXk_l—aioX,;_H),
£ e

der Ungleichung von Hoélder und der Abschétzung (7.12) erhélt man fir den

ersten Term die Ungleichung

[ rwai] < [Nizeiivo -vlacs [ Rl - o ar

IN

K\/T(/OT ¥ (t) — v(t)||2dt>é. (7.19)

Wegen der starken Konvergenz der Folge (v°) gegen v in L?(0, T, H°(Q)) folgt

T
lim ‘ / (1) dt‘ — 0.
0

e—0

Den zweiten Integranden zerlegen wir weiter. Fiir jedes t € [ty, tx11] gilt

L(t) = (Zeai(t) = v(t) - Vay, v(t))
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(ai 0] Xk—l —Qa; o XI;EI)

t— 1y -1 tht1 — 1
<2€2 (aio Xy —a;0 X, ')+ 5e2

— w(t) - Va,, v(t))

t—t
= ( 2€2k<aioXk—ai+ai—aioX,;1>

tht1 — ¢
k+2162 <ai o Xk—l —a; +a;—a;o X];_ll)
t—ty t—ty
= t)-Va, - t)-Va
5o v(t)-Vai— ——wv(t)-Va

R %v(ﬂ Va,, v(t))

j=1
Wir schétzen im Folgenden nur den ersten Summanden ab. Die Abschatzungen
der iibrigen Summanden verlaufen analog. Mit dem Hauptsatz und der Konstruk-

tion der Abbildungen X, aus der Losung der Anfangswertaufgabe
w(t) = wvi(e(t)) = v (b, z(t)),
z(0) = x¢

erhalten wir fiir o (t) mit ¢ € [t, tx41] die folgende Darstellung:

i) = S (Laro X~ a)  v(t) - Va, v(t))
t—tk, (5 (@i 0 X (e, ) — a; 0 X1,(0, ) —v(t) - Va, v(t)>
t;;k< /aaz (X(r,-) dr —v(t) - Va, 'v(t))
_u / 0.X4(r. ) Va(Xu(r, )dr — vlt) - Ve, o(t))
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_h(d /0 v (1) o Xi(r. ) Vau(Xu(r. ))dr — v(t) - Va, (t))

2 \g

_ t— g (1 /OE ({Ue(tk) -Va;| o Xy(7, -)dr —v(t) - Va,, U(t))

2¢ \¢

ot
T 2g2

/Os ([U5<tk) -Va;] o Xy(r, ) —v(t) - Va,, ’U(t)) dr.

Mit der Umkehrabbildung X ' folgt weiter fiir jedes t € [ty, tpi1]
. t—ty

=t /a <’U€(tk) - Va;, v(t) o X (1, )) — (v(t) -Va,, v(t)) dr

2
2¢% Jo

/Oa ([’Ue(tlc) -Va;] o Xi(r,-) —v(t) - Va,, v(t)) dr

- t—tk/ (( - Va; — v(t) - Va; + v(1) - Vay, () o X (7, 1))

2e2

v(t)-Va;, v ) - <v(t) -Va;, v(t)o X, (7, ))

- (v
+<’u -Va;, v(t)o X, \(r, ))) dr

_t2—€2tk/05<[ (t4) = v7(1)] - Vas, v(t) 0 X; (7, ) dr
e [ (00— o0 Ve o000 X505 )
_t2—€2tk/0€<v().vai, (1) = o(t)o X' (v, ) dr
::gﬁ;u)

Wir schétzen jetzt die Integrale iiber die Summanden G5 (¢), 55(¢) und 55(¢) ab

B5(t) : Mit der Maktreue der Abbildung X, und den Ungleichungen von Cauchy-

Schwarz und Holder erhalten wir

t— 1t /5 <[v€(tk> —v*(t)] - Va,, v(t) o X?(T: )> dT‘

2
2¢e 0

25‘/ (1) = v (1) - Va, v(t) o X; (7, ) dr|

gie)| =

| /\

| /\

. / o (t) — o (Ol | Vaulo,ocll0 ()] dr
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= [[Vaillo, collv" () = v*(@®)l[[w(®)]],

also gilt

‘/OTﬁi(t) dt‘ — ]]:Z;/t:k“ ﬁf(t)dt‘ /tm 182 (1)] dt

snwnmzf lo ()] 1o (t) — o ()] dt

NZ ([ ptoear) ([ oo - o)

123

| /\

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert

‘/OTﬁf(t)dt‘ <c Z/tk+1 v (t) ||2dt Z/ 0% (t,) — v° (¢ )||2dt>

= ([ It ) Z/ ot~ vt ar) "
Ky Z/ ot — v )

IN

Mit
la =0l = (a=b,a=b) = (a—b a+b-2b) = fal|* — b = 2(a — b, b)
gilt fiir die Differenz ||v¢(t;) — v°(¢)||* die folgende Zerlegung:

lv*(t) — v (O)I* = [lo* (&) = [ (DI — 2(v°(t) — v°(1), v°(1))
= [lo*(t)l” = lo*(®)]I®
= 2(v(t) — v° (1), v°(1) — v(1))

2w () — v° Z% (7.20)

Fiir 71(t) := ||Jv°(tx)||* — ||[v°(¢)||* erhalten wir aus der Ungleichung (6.26) die
Abschéatzung

()] <ecva /t I £(T)||?dr = o(1) fiir £ — 0.
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Also gilt
N-1

tot+1
/ 1 ()] dt = /\% ()] dt < o(1) =5 0. (7.21)
k=0

Fiir 75(t) 1= —2(v°(ty,) — v°(¢), v°(t) — v(t)) folgt
2 ()] < 2{[v° (tr) — v° ()] [|v°(2) — v (t)]]
2l ()l + " (@] lo=(2) — v(&)]
< Kallo(t) — (1)

Also gilt

N-1

tet1 trt1
/ ot |dt<K2Z/ o7 () — w(0)]] dt
ty

:K/o " (t) — w(t)]] dt

k=0

IN

KT [ 1) = vt r) =0

wegen der starken Konvergenz von v gegen v in L?(0,T, L*(9)).

Zur Abschitzung der Funktion 73(¢) := 2(v°(t) — v°(tx), v(t)) stellen wir die
Differenz v°(t) — v°(t;) mit dem Hauptsatz in Form einer Zeitableitung dar und

wenden die Abschétzung (7.13)

< K;

(00°(1), a)

an. Dafiir wird die Funktion v € L?(0, T, H°()) durch

mit ¢;, € C5°((0, 7)) und a; € C77,(€2) approximiert. Zerlegen wir
(t) = (v3(1) — v (tk), v(t) — 0" (1)) + (v°(t) — v (L), 0" (1)) = 61 (t) + a(1),

so ldsst sich 6, (t) mit der starken Konvergenz von v gegen v in L?(0, T, H°(Q))
wie 75(t) abschétzen. Fiir d,(t) gilt

52(0)] = [(w7(8) — v () / o0 ( Zcm o)
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n tht1 _
<K, Z/ |(0;v°(7),a;)| dT < K,e.

i=1 Ytk

Somit erhalt man
Py e—0
Z/ lys(t)| dt < o(1) + K, Te == 0.

Damit konvergieren alle Terme in (7.20) gegen 0 fiir e — 0, d.h.

T
‘/ B(t) dt| =% 0
0

B5(t) : Die Maftreue der Abbildung X ergibt fiir 5, die Abschétzung

a(p)] < V2o / o (t) — v o(0)| dr < Kullo(t) — o0} (@)

Wegen der starken Konvergenz von v° gegen v in L?(0,T, H°(Q)) erhilt man
wie in (7.19)

‘/OTﬁg(t) dt‘ < Kzﬁ(/OT v (t) — U(t)||2 dt>1/2 =0 0

B5(t) : Mit der Darstellung
v(t) —o(t) o X (7, -) = v(t) 0 X4(0, -) — v(t) 0 Xp(-T, )

B / (1) - Vo(t)] 0 X (o, ) do

-7

fir jedes t € [ty, tgr1], der Maftreue der Abbildungen X und der Hélderschen
Ungleichung folgt fiir den dritten Summanden (5(t) die Abschétzung

155(t)| < Ql /Os(v(t) -Va;, v(t) —v(t)o X, (7, ) dT‘

_ /E( (t) - Vas, /O[Us(tk)~Vv(t)]oXk(a, ~)da)d7"

2 -

_ 1 // ) Vai, [ () - Vo] o X (o, ) do dr|.

Mit der Hélderschen Ungleichung und dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt

hieraus fiir ¢ € [tg, tgi1]

185(¢) / / 1o(®) .6 [V aullo, o0 107t 0.3 [ V0 (8)]| dor dr

|_2
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1 g2

Ty Yy IVo()]1” [Vaillo, o [0 (tx)llo, 3,

also

/63 dt)—\Z/tkHﬁ;(t)dt)

tet+1

<ecﬂz / [ () o5 V0 0) 2 .

Mit der Einbettung (2.6) aus Lemma 2.28 fiir n = 3, 5 = %, g=3undr=~vy=2
gilt die Ungleichung

1=

o (t)llo.s < € (Il @) | 190" (1)1 (7:22)
Also folgt
N-—1 % thi1
[ s < > (1wt 19 () IR
ty
Mit der Abschétzung (6.26) fir die Funktion v®(t;) folgt
N-1 % thi1
/ g di| <k 3 (119t / Vo) dt. (7.23)
k=0 23

Aus der Gleichung

(Ov"(1), €:) + v(=Av"(1), &) = =(Z:0"(1), ) + (f(1), e:)

fiir die Galerkinnéherungen erhélt man durch Multiplikation mit ¢;,(f), Summa-
tion von ¢ = 1,...,n und Abschétzung der rechten Seite mit den Ungleichungen

von Hélder und Young auch fiir den Grenzwert v° die Ungleichung
100" (B)II* + v —HV’U O < 2[1Zv (O + 21 )]

Integration von 0 bis ¢ liefert hier

. 9 [tk . 9 [tk
IV IE < Vool + > [ 1z @ a+ > [ o)

2 T
< Kyt > / | Zooe () dt.
VJo

Nach Definition des Regularisators gilt || Z.v*(t)|| < £[lv*(t)||. Dann erhélt man
mit der Abschitzung (6.26) die Ungleichung

K
99" (k)| < Ko + 5
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also

1 4 K4 K6
Vo (te)||? < /K3 + — < K5+ —2,
IV () < (K + < Kot T2

und aus (7.23) ergibt sich

T ) Kq T
[ 0] < Ko+ 20 [ 1veepa
e—0

< Kye =—>0.

Somit ist Theorem 7.5 komplett bewiesen.



102 LITERATUR

Literatur

[adr] http://www.claymath.org/millennium/.

[AJO3] R. A. Adams and Fournier J. J. Sobolev Spaces. Academic Press, 2003.

[Alt06] H. W. Alt. Lineare Funktionalanalysis: Eine anwendungsorientierte
FEinfiihrung. Springer, 2006.

[Cat61] L. Cattabriga. Su un problema al contorno relativo al sistema di equa-
zioni di Stokes. Rendiconti del Seminario Matematico della Universita
di Padova, 31:308-340, 1961.

[Eva98| L. C. Evans. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Ma-
thematics. Oxford University Press, 1998.

[For09] O. Forster. Analysis 3: Integralrechnung im R™ mit Anwendungen. Vie-
weg Teubner Verlag, 2009.

[Frio8]  A. Friedman. Partial Differential Equations. Dover Publications, 2008.

[Hey80] J. G. Heywood. The Navier-Stokes equations: On the existence, regula-
rity and decay of solutions. Indiana Univ. Math. J., 29:639-681, 1980.

[Hop51] E. Hopf. Uber die Anfangswertaufgabe fiir die hydrodynamischen
Grundgleichungen. Math. Nachr., pages 213-231, 1951.

[HS96] F. Hirzebruch and W. Scharlau. Einfihrung in die Funktionalanalysis.
Spektrum Akademischer Verlag, 1996.

[KL57]  A. A. Kiselev and O. A. Ladyzhenskaya. On the existence and uniquen-
ess of the solution of the nonstationary problem for a viscous incom-
pressible fluid. Izvestiya Akademii Nauk SSSR, 21:655-680, 1957.

[Lad65] O. A. Ladyzhenskaya.  Funktionalanalytische Untersuchungen der
Navier-Stokesschen Gleichungen. Akademie-Verlag, 1965.

[MS64] N. G. Meyers and J. Serrin. H = W. Proc. Nat. Acad. Sci USA,
51:1055-1056, 1964.

[Oer04] H. Oertel. Stromungsmechanik. Vieweg Verlag, 2004.



LITERATUR 103

[Rey79]

[Shi73)]

[Soh01]

[Tem95]

[TemO1]

[Var07]

[Wal00]

[Wer07]

[Wit06]

P. Du Bois Reymond. Erlauterungen zu den Anfangsgriinden der Va-
riationsrechnung. Math. Ann, 15:283-314, 1879.

M. Shinbrot. Lectures on fluid mechanics. Gordon and Breach, 1973.

H. Sohr. The Navier-Stokes equations: An elementary functional ana-

lytic approach. Birkhéuser Verlag, 2001.

R. Temam. Nawvier-Stokes equations and nonlinear functional analysis.

SIAM, 1995.
R. Temam. Navier-Stokes equations. AMS Bookstore, 2001.

W. Varnhorn. The Navier-Stokes equations with particle methods. In
P. Kaplicky and S. Necasova, editors, Topics on partial differential equa-

tions, pages 121-157. MATFYZPRESS Publishing House of the Faculty
of Mathematics and Physics, Charles University in Prague, 2007.

W. Walter. Gewohnliche Differentialgleichungen: FEine FEinfihrung.
Springer, Berlin, 2000.

D. Werner. Funktionalanalysis. Springer, 2007.

A. Witkowski. On Young’s Inequality. Journal of Inequalities in Pure
and Applied Mathematics, 7, 2006.



104 ERKARUNG

Erklarung

Hiermit erklare ich, dass ich die vorliegende Dissertation selbststiandig verfasst
und keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel genutzt habe. Alle wortlich

oder inhaltlich {ibernommenen Stellen habe ich als solche gekennzeichnet.

Ich versichere aufterdem, dass ich die vorliegende Dissertation nur in diesem und
keinem anderen Promotionsverfahren eingereicht habe und, dass diesem Promoti-
onsverfahren keine endgiiltig gescheiterten Promotionsverfahren vorausgegangen

sind.

Kassel, den 16. Dezember 2010

Nazgul Asanalieva



	Notation
	Einleitung
	Funktionenräume
	Cm - Räume
	Lp-Räume
	Sobolevräume
	B-wertige Funktionen

	Vorbereitungen
	Einige Ungleichungen
	Satz von Gauß
	Satz von Arzelà-Ascoli
	Einbettungssätze
	Die stationären Stokes-Gleichungen
	Schwache Konvergenz

	Lagrangesche Beschreibung der Strömungen
	Darstellung stationärer Strömungen
	Darstellung instationärer Strömungen

	Regularisierung
	Zeitverschiebung
	Lagrangesche Differenzen
	Die regularisierten Gleichungen

	Konstruktion der Lösung auf [0,]
	Helmholtz - Projektion und Stokes - Operator
	Galerkinansatz
	Beispiel zum Galerkinansatz
	Abschätzungen der Galerkinapproximationen
	Existenz der Lösung

	Globale Lösungen
	Konvergenz des Verfahrens
	Definition einer schwachen Lösung
	Konvergenzbeweis

	Literatur
	Erklärung

